Die Mechanik nach den Principien der Ausdehnungslehre,

Von H. Grassmann in Stettin.

Es giebt wohl kaum ein (ebiet, auf welchem sich die Unent-
behrlichkeit der in meiner Ausdehnungslehre (von 1844 und 1862) dar-
gestellten Kalkiils so schlagend erwiese wie in der Mechanik. Man
kann sagen, jeder einfache mechanische Begriff sei zugleich ein ein-
facher Verkniipfungsbegriff jenes Kalkiils. Und in der That hat sich
mir diese ganze Rechnungsmethode, nachdem nur einmal die erste
Idee derselben erfasst war, an der Hand der Mechanik am schnellsten
und fruchtreichsten weiter entwickelt. Die Methoden, welche ich in
diesem Aufsatze verwende, und die Gleichungen, zu demen ich durch
sie gelange, habe ich (abgesehen von der hier und da geiinderten Be-
zeichnung) ohne Ausnahme schon in einer Arbeit iiber die Theorie der
Ebbe und Fluth, welche ich zu Pfingsten 1840 als Priifungsarbeit bei
der wissenschaftlichen Priifungscommission in Berlin eingerei¢ht habe,
dargelegt. Nur weniges davon ist in meine Ausdehnungslehre von 1844
iibergegangen. Die neuneren Lehrbiicher und Aufsiitze iiber Mechanik,
namentlich auch G. Kirchhoff’s Vorlesungen (1875, 1876) zeigen
mir, dass die Darstellung dieser Methoden noch heute ebenso forderlich
sein werde, als sie es 'vor 37 Jahren gewesen wire, wenn ich damals
zu ihrer Verdffentlichung Zeit und Gelegenheit gefunden hitte. Tu
einem spiteren Aufsatze denke ich dann die hauptsichlichsten der hier
noch nicht beriihrten Probleme der Mechanik durch neue, gleichfalls
der Ausdehnungslehre entnommene Methoden zu Isen.

§ 1.

Bogriffe und Gesetze der Ausdehnungslehre, die hier benutzt werden
sollen.

Der Deutlichkeit wegen gebe ich hier eine Uebersicht tiber den
Kalkil, so weit er in diesem Aufsatze zur Anwendung kommen soll,
verweise aber in Bezug auf die nihere Begriindung auf meine Aus-
dehnungslehren von 1844 und 1862, welche ich im. Folgenden mit 9,
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und ¥, bezeichne, Ich lege den Begriff der Strecke zu Grunde. Ich
verstehe darunter eine begrenzte gerade Linie von bestimmter Linge
und Richtung, d. h. ich setze zwel Strecken als solche dann und nur
dann gleich, wenn sie gleich lang und gleichgerichtet sind. Strecken
werden addirt, indem man sie stetig aneinanderlegt, dann ist die Strecke
vom Anfangspunkt der ersten wum Endpunkt der letaten ihre Sumime
(U, § 1518, U, 220). Die Subtraction fihrt auf die Addition zuriick,
da man statt eine von dem Punkte A nach B gehende Strecke zu
subtrahiren, die von I3 nach A gehende addiren kann. Der Begriff
der Vervielfuchung oder Theilung durch eine Zahl ergiebt sich aus dem
allgemeinen Begriffe dieser Verkniipfungen unmittelbar, Dass fiir alle
diese Verkniipfungen die gewOhnlichen Rechnungsgesetze derselben
vollstindig gelten, ist in der Ausdehnungslehre hewiesen.

Das dussere Product der Strecken « und 5, geschrieben [ab],
wird formell dadurch definirt, dass erstens wie bei jedem Product die
Berichung zur Addition gilt, d. h. [a (b + ¢)] = [ab] + [ae] und
[{a 4 b)c) == [ac] - [bc] ist, und zweitens das dusseve Product gleiekher
Strecken null ist, [aa] == 0, begrifflich aber dadurch, dass wenn a die
Strecke von dem Punkt 4 nach B, b die Strecke von B nach € oder
von 4 nach D ist, dann [ab] der Fldchenraum des Parallelogramins
ABCD ist, und zwar in dem Sinne, dass zwei Fliichenriume als
solche dann und nur dann gleich sind, wenn sie in parallelen Ebenen
liegen, gleichen Inhalt haben und doer Umfang in beiden nach der-
selben Seite (rechts oder links) hin umlinft (%, § 28—30, 37, U,
239 f.). Die Addition der Flichenrdume, auch wenn sie nicht in
parallelen Ebenen liegen, ist durch die Formel [08]+[ac]=[a(b+-¢)]
vollkommen bestimmt. Auns der Formel [{a - B) (@ - b)] == 0 ergiebt
sich sogleich das zweite wichtige Gesetz der Husseren Multiplication,
nimlich [ad] = — [bal.

Das #ussere Product dreier Strecken @, b, ¢ oder eines Flichen-
raums [ab] und einer Strecke ¢, wird formell dadurch definirt, dass
[abbd] = 0 und also auch [abc] = — [acb] ist, begrifflich, bei gehoriger
Zeichenbestimmung als Inhalt eines Spates (Parallelepipedons), was
a, b, ¢ zu aneinander stossenden Seiten hat. Es wird null, wenn die
drei Strecken in Biner Ebene liegen. Ferner ist [abc]=={bcal=[cnb]
=~ [acb] = — [cha) = — [bac]. (¥, § 37, U, 240 &),

Unter dem inneren Producte [a|¥] zweier Strecken a and b,
deren Liingen a und b sind, und die den Winkel /. ab einschliessen,
verstehe ich das Product [a]b] = ab cos L ab, und fiir {a]a] schreibe
ich der Kiirze wegen a° und nenne dies das innere Quadrat der Strecke
@ (W, XI, 9, 179). Tch will den Verein dreier Strecken ¢;, ¢,, &, die
zu einander senkrecht sind, und deren Lingen und deren Husseres Pro-
duct [e,e,¢,] gleich Bins sind, einen Normalverein nennen. Die Ge-
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setze der inneren Multiplication ergeben sich dann unmittelbar aus
dem Begriff; namentlich [a | b] =[b | a]; [a | b] = 0, wenn « auf b
senkrecht; o == o2, wenn a die Linge von a, [a | b] = b, + 4, b,
+ a,b;, wenn @ = a,¢; + 0,6 + ay6, b =0,¢,4D,e, - _}:)363'153*‘ und
e,, €, ¢; einen Normalverein bilden. Will man eine Einheit eines
Normalvereins als Vielfachensumme von den Einheiten eines andern
ausdriicken, so ergeben sich die Coefficienten unmittelbar als innere
Producte dieser letateren drei Einheiten in die erstgenannte z. B,
e, =1le | e & + (68l e+ [e| & e In der Tha:t .setz.{; man
e, = & ;- Y& -+ &, so erhilt man durch iunere Multlphcatx‘on mit
&, unmittelbar (¢, | &] =, da {¢,] ¢], [&|&]=0und &2 =1 ist, und
chenso fe, |e,]=y, [¢15]=2also ¢, =T[e,|&,] ¢, +[e)| 6] 8,4 (e8] 5.

s hat nicht die geringsten Schwierigkeiten, die durch diesen
Kalkiil erhaltencn Gleichungen in algebraische Gleichungen zu ver-
wandeln. Man hat dann nur ein beliebiges Coordinatensystem zu
Grunde zu legen, auf den drei Coordinatenachsen drei Strecken ¢, ¢,, ¢,
anzunehmen und jede in einer Gleichung vorkommende Strecke als
Vielfachensumme von ¢, e, ¢, also in der Form « ¢, + a,¢, + a;e,
und jeden darin vorkommenden Flichenraum in der Form aq, [e,e,)
+ a,[eze.] -+ ag[e,6,] darzustellen, wobei die Zahlen q, a,, ay die
Coordinaten dort der Strecke, hier des Flichenraums heissen mdgen,
so erhilt man schliesslich Gleichungen, in welchen entweder gar keine
geometrischen Grossen mehr vorkommen, oder welche in den Formen
Biey + Bye, + Byey =0 oder B, [e,¢] -+ By [ee,] + By, [e,6,] =0
erscheinen, wo die 8 nur Functionen der Coordinaten sind. Aus jeder
solchen Gleichung entspringen dann die drei Gleichungen B, — 0,
By =0, By =0.

Fir das Differentiiren und Integriren reichen die gewOhnlichen
Definitionen auvs. In der Mechanik kommen als unabhingige Verinder-
liche ausser der Zeit £ nur Raumgrbssen vor. Es ist fiusserst bequem
hiernach die Differentiale verschieden zu bezeichnen. Ieh bezeichne
den Differentialquotienten nach der Zeit, wobei nur diejenigen Grossen
als constant betrachtet werden, welche ausdriicklich als in der Zeit
sich nicht #ndernd festgesetzt sind, mit &, so dass, wenn z. B. die
Strecke @ in einer echten Reihe (X, 454), # = a, + a,t + 82 4 - -
dargestellt ist, in welcher «,, ay, a,, - - Strecken sind, die sich in der
Zeit nicht indern, 0z = @, + 2a,t + - - - ist.

Dagegen bezeichne ich die Differentiale von Functionen riumlicher
Grossen, bei welchen die Zeit als constant gesetzt wird, im Allgemeinen
mit d. Auch der Begriff der partiellen Differentialquotienten der
Functionen riumlicher Grissen lisst sich (wie es in A, 436 ff. geschehen
ist) genau ebenso feststellen, wie fir die Functionen algebraischer
Grissen. Doch wihle ich den zwar etwas umstindlicheren, aber , wie
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ich glaube, den Lesern leichfer zuginglichen Weg der Reduction anf
partielle Differentialquotienten von Functionen algebraischer Grossen.
Ich lege einen Normalverein ¢, e,, e, zu Grunde und driicke die Strecken
%, Y5+ -, von denen eine algebraische Function f abhingen soll, in
Coordinaten durch die Strecken jenes Vereins aus, nimlich z == &, ¢,
+ Zyey A Xye3, Y=ye, + yre, + Y365, u. s. w., so wird [ eine

Function dieser Coordinaten 2, z,, u. 5. w. Sind nun af ;Ji n 8. W
die zu dem Verein sémmtlicher Coordinaten gehbrigen partzelleu "Differen-

tialquotienten (A, 436), so verstehe ich unter dem partiellen Differen-
tialquotienten von f nach der Strecke z, geschrieben 8%]”, die Strecke

0
5 s f= 2 + ey + 8_.72 €3
Es folgt hieraus sogleich, dass

(Far 1 da] = 2 + 71 dx2+3"d

sei. s bleibt aber nun zu zeigen, dass 2 P f, dessen Begriff hier an
den Normalverein e, ¢,, ¢, gekniipft war, ganz unverdndert bleibt,
wennn man statt des letzteren einen beliebigen andern Normalverein
&, &, & zu Grunde legt. Es sei z =&, ¢ + &6, 4 &, ¢, also
By + Zyey + T3 = &8 + Ey6y + By
Muitiplicirt man diese Gleichung innerlich mit ¢, so erhilt man
=8 [&la]+ Lislal+ &lglal,
da %, =1, [c |6, = [e,|e5] = O ist; und hieraus crhiilt man die
Werthe fiir x2 und %,, indem man statt ¢ beziehlich ¢, und ¢, setat.

Somit wird & _‘5 == [¢ |e], tberhaupt —g == [&i¢]. Nun ist

of of oz
o awg:“"axzaa

2 e te) + [t 0] + 2 (L),

25, | Of B
At

und hieraus erhdlt man -g?f, % indem man ¢, und & statt & setzf;
2 3
also wird

é@gi, ot 99—5,; at %63=§£ ([e1 ] & + [ea] ) &0 4 [55] e J 2)
2 ([alead e+ [er)e) & + [es]e])
+ 2L ([ le)es - [eal ) ea + sl 2)

Mathematigche Annalen. XIIX, 15
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nach dem fiir die Umwandlung der Normalvercine erwiesenen Satze,

d. h. der Werth des partiellen Differentialquotienten %f ist unab-
hiingig von dem zu Grunde gelegten Normalvercine.

§ 2.
Grundgesetz der Mechanik.

Wenn 2« die Strecke bezeichnet, die von einem festen Punkte nach

dem sich bewegenden Punkte gezogen ist, so ist unmittelbar klar,
dass 0z die Geschwindigkeit dieses Punktes ihrer Grosse und Richtung
nach, und %z in gleicher Weise die Beschleunigung oder Bewegungs-
dnderung desselben darstellt®). Nach dem Beharrungsgesetz muss jede
Acnderung in der Bewegung eines maleriellen Punktes einer auf ihn
einwirkenden Ursache zugeschrieben werden. Es sei die Emwirkung
dieser Ursache gleich der Strecke p, so haben wir dic Gleichung
(1) Mr=p.
Ist z. B. diese Einwirkung constant gleich der Strecke g, so erhalten
wir durch Integration der Gleichung 82x = g unmittelbar §x = c4- g,
wo ¢ eine willkiirliche constante Strecke (die Aunfangsgeschwindigkeit)
ist, und durch abermalige Integration z == b -+ ¢t 4 1g#*, wo b aber-
mals eine constante Strecke (der Anfangswerth von 2) ist. Diese
Gleichungen enthalten die gewthnlichen Wurfgesetze in allgemeinster
Form.

Das sogenannte Gesetz vom Parallelogramm der Kriifte Lisst sich
so ausdriicken: Wenn die Kinwirkungen mehrerer Ursachen auf den
Punkt z einzeln genommen gleich den Strecken p,, p,, - - - sind, so
ist die gleichzeitige Einwirkung p aller jener Ursachen gleich der
Summe dicser Strecke, p = p; + p, - - - - Es gilt also die Gleichung
(1) auch noch, wenn p die Summe aller Einwirkungen ist, welche ver-
schiedene Ursachen gleichzeitig auf den bewegten Punkt iiben.

Kinfache Kraft nenne ich eine Ursache, welche in einem materiellen
Punkte in der Art ihren Sitz hat, dass die Einwirkung dieser Ursache
auf cinen andern materiellen Punkt nur von der gegenseitigen Lage
dieser Punkte abhiingt, hingegen von dem umgebenden Raume ganz
unabhiéingig ist. Wenn also ein materieller Punkt 4 auf einen andern
B die Einwirkung L iibt, und man die Figur AB(C beliebig im
Raume nach A4, B, C, verlegt, so aber, dass 4 B congruent mit 4, B, |
bleibt, so muss B, C, die Einwirkung von A, auf B, bleiben. Hieraus
folgt, dass BC in der unendlichen geraden Linie AB liegen muss.

*) Noch einfacher wire es, 2 unmittelbar als den sich bewegenden Punkt zu
setzen, Doch verspare ich dies auf einen spitteren Aufsatz, in welchem die Reck-
nung mit Punkten dargestellt werden soll.
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Denn wiire dies nicht der Fall, sondern bildeten 4, B, C ein Dreieck,
aund man drehte dies um d1e Axe A B um behebwen Winkel in dle
Lage ADBCy, so misste 4 auf B die Einwirkung .ZJC tiben, was mit
der Einwirkung BC in Widerspruch ist, also kann die Kraft nur an-
zichend oder abstossend wirken. Aber noch mehr, wenn die Punkte
A und B von ganz gleicher Beschaffenheit sind, so muss man auch
A mit I vertauschen konnen, ohne die Wirkung zu indern. Uebt
nun A auf B die (anzichende oder abstossende) Wirkung BC, und
man dreht A B C um den Mittelpunkt von 4B in die Lage A B, so
dass A, auf B und B, auf 4 fillt, und sei (|, der Puukt, «Luf den
dann C fillt, so muss B C, d. h. AC‘ niehit bloss als Einwirkung des
Punktes 4, auf B, sondem auch des Punktes B auf 4 aufgefasst
werden konnen, d. h. die Einwirkung muss gegenseitic und die beiden
Einwirkungen miissen einander entgegengesetzt gleich sein. Auch kann
die Grisse dieser Kinwirkungen, wenn die materiellen Punkte dieselbe
Beschaffenheit beibehalten, nur eine Function der gegenseitigen Ent-
fernung sein®). Wenn nun A4 und B zwar nicht ganz gleiche Be-
schaffenheit haben, aber doch A4 auf I die entgegengesetzt gleiche
Wirkung bt wie B auf 4, so nennen wir 4 und B an Masse gleich,
Welche Masse wir als Emhelt der Massen zu Grunde legen, ist an sich
gleichgiiltig. Nachdem aber diese Einheit festgesetzt ist, so setzen
wir die Kraft der Beschleunigung gleich, welche sie der Masse 1 mit-
theilt. Daher kbonnen wir in der Gleichung (1) den Kndpunkt von x
als einen Punkt von der Masse 1setzen und p als die Kraft oder als
die Summe der Krifte, die auf ihn wirken. In diesem Sinne kinnen
wir die Gleichung (1) als die Grundgleichung der Mechanik setzen.

8 3.
Bewegung eines freibeweglichen Vereins materisller Punkte.

Ich unterscheide ¢mmere und dussere Kriifte in Bezug auf den
Vercin. Innere Kriifte sind solche, mit denen ein Punkt des Vereins
auf einen andern Punkt desselben Vereins wirkt, dussere die iibrigen.
Tch nehme zuerst alle Punkfe des Vereins als von gleicher Masse und
swar von der Masse lan, Nun seien @, - - - &, die von dem festen
Punkte nach den beweglichen Punkten des Vereins gezogenen Strecken,
p, die Summe aller Kriifte, die auf den ersten Punkt wirken, u. s. w.
s0 hat man nach (1) die m Gleichungen 6%z, = p,, - -+ 0@, = p,,
diese addirt geben

0%y, -0 2 =p, -+ -+ P

Die inneren Kriifte, da sie paarweise entgegengesetzt gleich sind, heben

*) Es liegt hierin schon, dass ich die Kriffe, mit welcher die in elektrischen
Strémen bewegten Elektrieitiiten wirken, nicht fiir einfache Kriifte halten kann,
15#
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sich bei der Addition weg, folglich kinnen wir hier p;, - - - pn als
sussere Krifte betrachten. Nun sei s die Strecke, die von dem festen
Punkte nach dem Schwerpunkte des Vereins gezogen ist, und y,,- - - ¢,
die Strecken, die von dem Schwerpunkt nach den Punkten des Vereins ge-
zogen sind, so ist nach der Definition des Schwerpunktes 9, -+ 4y, =0
Nun 15t aber X =5+ Y, Tn=35F Yn, also & 4 - - - @, = ms,
worin zugleich die Construction des Schwerpunktes liegt, also
0z 4+ - B2y = 0%z, + - - - Ty) = md%s,

und so erhilt man aus obiger Gleichung
1
@) s =1,

wo p die Summe aller Zusseren Krifte und m die Masse des Verecing
ist. Dies ist die Gleichung der Bewegung des Schwerpunktes. Sie
kann uns zugleich als Gleichung fiir die Bewegung eines Punktes von
der Masse m gelten und wir konnten von nun an auch Punkte von
ungleicher Masse annehmen, doch behalten wir der Einfachheit wegen,
ohne an Allgemeinheit etwas einzublissen, auch jetzt Punkte von der
Masse 1 bei. Fiihrén wir in die Gleichung fiir die Bewegung des ersten
Punktes statt z, seinen Werth s 4 y,, statt 6%z, also d%s 4 9%y, und
statt d2s den aus (2) gefundenen Werth ein, so erhalten wir

1 1
) 0%y, =p, — -0, w8 W 0y = pn — P

als Gleichungen fiir die relativen Bewegungen eines beheblgen Vereins
in Bezug auf den Schwerpunkt des Vereins,

Multiplicirt man die Gleichung 0%, < p, &usserlich mit 2,, so
erhiilt man links [2,0%x,], dies ist aber das Zeitdifferential von [z, 0z,],
da bei der Differentiation das andere Glied {8 x,0x,] nach den Gesetzen
der dusseren Multiplication null ist. Also erhilt man ¢ [z, dz,] = [z, p,]-
Bildet man dieselben Gleichungen fiir die andern Punkte und addirt,
so erhilt man mit Anwendung der Summenbezeichnung
4) 0 Z[xdzx] = Zlzp].

Auch hier heben sich die inneren Kréfte weg; denn es sei z. B.
Az, — z,) die Kraft, mit der der erste Punkt auf den zweiten wirkt,
so ist die Wirkung, die dieser auf jemen iibt, die entgegengesetzte,
also A(#, — «,), also in der Summe auf der rechten Seite [z, 4 (%, —2,)]
+ (B2 d{y — 2)] = Az @] + A[2y2] == 0, da [z, 2] = — [w,2,] ist.
Also heben sich alle inneren Krifte weg. Ebenso auch die nach dem
Anfangspunkt der z gerichteten Kréifte. Denn ist Az, eine solche auf
den ersten Punkt wirkende Kraft, so wird [z,i#,] = 0. Wirken daher
keine andern #usseren Kriifte ein, als solche, die nach dem Anfangs-
punkt der x gerichtet sind, so sagt die Glelchung (4) die Unverinder-
lichkeit der gesammten Flachenbewedung Zzdz aus,
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Multiplicirt man in gleicher Weise die Gleichungen (3) fusserlich
. . v 1
mit v, u. 8. w. und addirt, so erhi n D 2 3y
4 s 4lt man, da Yo L2y p]
vermbge der Eigenschaft des Schwerpunktes null ist,

() 0 Z[ydy] = Zyy]
d. h. die Flichengleichung (4) g¢ilt anch, wenn man statt des festen
Anfangspunktes der » den beweglichen Schwerpunkt setzb.
#ndlich multipliciren wir die Gleichung 822, =yp, inserlich mit Jz,,
so erhalten wir, da 0]dz 1 == 2{08%;, | dz,}ist, 18[0x ) = [p;| 02,
oder auf alle Punkte des Vereins angewandt
(6) 0 X4 (0w) = X[pidx]
d. h. die Zunahme der lebendigen Kraft X4 (dx)* wihrend einer Zeit
ist gleich der Arbeit X [p{dz] aller Krifte wihveud dorselben Zeit.
Es ist fir die weitere Entwickelung der Gleichung (6) sehr forder-
lich, die gesammte Kraft p, mit welcher mehrere Punkte auf den
Punkt x, wirken, als partiellen Differentialquotienten nach z, von
einer algebraischen Funetion aller dieser Punkte aufzufassen, so

dass also, wenn U diese Function ist, p == 8;; U sei. Man kann dann
1

01
sagen, dass die Kraft p, dem Streben*) eutspringe, die Function U wu
vergrossern. Die Vergrosserung nimlich, welche U durch eine un-
endlich kleine Verschiebung d, erfihrt, ist [9%} U idxl]; diese Ver-
grisserung ist, wenn dz, dieselbe Liéinge beibehilt, am grossten, wenn
dx, die Richtung des ersten Factors hat, wie unmittelbar aus der
Formel [a|b] = b cos /_ ab folgt, d. h. die durch die Kraft p, be-
wirkte Bewegung nimmt diejenige Richtung an, in welcher die Function
U am meisten vergrossert d. h. das Streben am vollkommensten erfiillt
wird, FEbenso wenn der Punkt z, seine Lage veriindert, dz, aber stets
dieselbe Linge behilt, und die Richtung die des ersten Factors (’% U
bleibt, so verhiilt sich die Kraft wie die Vergrisserung von U d. b
wie die Errveichung des Zieles, welches sie erstrebt. Man kann daher
in der That die Kraft p, als Aeusserung des Strebens, die Function U
au vergrossern auffassen. Bekauntlich wird U das Potential genunnt.
U zu finden, hat keine Schwierigkeit. Betrachten wir suerst die Kraft
Pay, mit der ein Punkt z, auf cinen andern wirkt. Diese Kraft
lisst wich nach § 2. als Function ihrer Entfernung auffassen, nlso als
f(r). Aber um die Richtung mit darzustellen, schreiben wir sie

P == “:.‘ fr) (g — @)

#) Diese Ides des Strebens {der Tendenz) habe ich in der vorher genannten
Arbeit vom Jahre 1840 zu Grunde gelogh
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Hier- ist » die Lénge von @, — #,, d. h. 22 = (2, — #,)?, also differen-
tiirt:

rdr=[(z,— )| (do, — da,)] oder dr = (&, —,) | (dw,—da,),
also

Fr)dr =1 1r) (o, — ;) (do; — da,)]
=[Py | (d2; — dz,)].

Nun sel

Sfr-dr="U,, so ist dU,==[p, (d&, — dz,)] also 5’&‘71 U, =p, und
so auch 3%:; Ui, = p,. Hat man nun auf gleiche W eisc zwischen je
2 Punkten einer Schaar die Grdssen U, , anfoestellt, so wird ihre

Summe U eine Function dieser Punkte, und die Kraft, welche auf
einen Punkt z, dieser Schaar die iibrigen Punkte tben, ist dann

_ g

day

Fir die Einfihrung dieses Potentiales in Gleichung (6) ist gleich-
falls die Unterscheidung in #ussere und innere Krifte wichtig, Es sei
V das vollstindige innere Potential d. h. die Summe der Potentiale
zwischen je 2 Punkten des Vereins, und U das gesammte iussere Po-
tential, d. h. die Summe der Potentiale zwischen je einem iiusseren
und inneren Punkte, so lassen die ersteren in der Gleichung (6) eine
vollstindige Integration zu, die letzteren nur, insofern die Husseren
Puankte in der Zeit unveriinderlich sind. In der That betrachtet man
in der Summe X [p | 0] der Gleichung (6) die Krifte p,, und p,,, mit
denen die ersten beiden Punkte anfeinander wirken und das zugehirige
Potential Uy, so ist [py, | 92,] - [py | 6, ] der zugehbrige Theil

jener Summe, also == [5% U, | 6:&2] - [5—% U, | 60&'1] == 0 U,, und

dies auf alle inneren Kriifte ausgedehnt, wird der daraus entspringeude
Theil jener Summe = 0V und die Gleichung (6) nimmt die Gestalt an:

) § 3 (00 = V—{-jZ(% 7| 8z)-

§ 4.
Bewegung eines beschriinkt beweglichen Vereins.

Die Beschrinkung in der Bewegung eines Vereins wird am eing
fachsten durch Bedingungs-Gleichungen dargestellt, welchen die be-
wegten Punkte unterworfen sind. Allein durch diese Gleichungen ist
die Bewegung noch nicht bestimmt. Vielmebr muss man Kriifte an-
nehmen, welche auf die Punkte des Vereins wirken, sobald sich diese
auch nur unendlich wenig aus der Lage, die den Gleichungen ent-
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spricht, herausbewegen, und die sic unwiderstehlich in cine Lage zu-
viicktreibt, welche diesen Gleichungen geniigt. Auf die nihere Be-
stimmung dieser Krifte kommt es an. Es sei L =0 eine solche
Bedingungsgleichung, so wollen wir die daraus entspringenden Kriifte
dem Streben zuschreiben, jene Gleichung L =0 zu erhalten, 4. h.
cinem Potential, welches gleich I oder einer beliebigen Function von
L etwa gleich f(L) ist. Dies vorausgesetzt ist die Kraft, welche jenes

Streben L == 0 zu erhalten, auf den P. 2z, hervorruft == 5% (L)
1
= 'L ; L, wenn /L die abgeleitete Function von fL 1st, oder be-

£
geichnen wir mit 2 diese abgeleitete Function, so ist die Kraft, die der
Punkt x, vermbge jemes Strebems erleidet, A a»% L, die Kraft, dic der
P. z, dadarch erleidet 1 a%é L u s w. Sind nun ansser JJemer Be-
dingungsgleichung L == 0 noch andere 3 = 0 u. s. w., so entspringen
daraus die Kyiifie g (;i—' M, e 8530 . M, u. s w., uud die Gleichungen der
Bewegung werden nach dem Grundgesetz (1)

2 ¢
I&~x,mp,+la— L+ygilﬂl+»--

x
2 ¢ 2
]6'%’51)2’}‘38’@L+#a@—7’1+"'

L=0 M=0,---
hinreichen um die Unbekannten 4, p zu bestimmen.
Nun seien daz,, d,, --- beliebige Verschiebungen der Punkte
%, &, - - -, welche aber den Gleichungen dL =0, dM =0, u. s. w.
geniigen. Man multiplicire obige Gleichungen innerlich mit da,, dz,,
u. 8. w. uud addire, so fallen, da

0 2 ;
[ﬁl;[dml]—[— [%le%]—}- o= dL =0
ist, die Glieder mit 4, g, - .+ weg und man erhil
(9) D@ — p) | da) =0,

welche fiir alle Verschiebungen gilt, die den Gleichungen dL =0,
dM =0, - . - geniigen.

(8)

wo

§ b.
(leichgewicht und mittlere Bewegung.

Wenn die Kvifte, welche auf einen Verein wirken, nur von der
Lage der Punkte des Vereins und nicht zugleich anderweitig von der
Zeit abhiingen, so ist Gleichgewicht moglich, und die Formeln fir das
Gleichgewicht siud dann in den obigen Gleichungen enthalten, wenn
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man nur die Beschleunigungen und Geschwindigkeiten aller Punkte
des Vereins null setzt, wodurch dann Gleichungen zwischen den Kriiften
bedingt sind. Sind diese Gleichungen erfiillt, so kann dennoch die
Anfangslage der Punkte des Vereins oder ihre Anfangsgeschwindigkeit
von der Art sein, dass kein Gleichgewicht entsteht, und dass insbe-
sondere bei sehr geringen Abweichungen des Anfangszustandes von dem
Zustande eines sicheren Gleichgewichts Schwingungen um diesen Zustand
stattfinden. Diesen Kigenschaften des Gleichgewichtes und seiner Storung
durch unendlich kleine Schwingungen entspricht nur fiir den Fall, dass
die Krifte von der Zeit als solcher abhiingen, ein Zustand der mittleren
Bewegung, um welchen wieder, wenn dieser Zustand der mittleren Be-
wegung ein sicherer ist, kleine Schwingungen stattfinden kinnen, die
auch im Laufe der Zeit ein gewisses Maximum nicht iberschreiten,

Mittlere Bewegung eines Vereins, der von gegebenen (in der Zeit
veriinderlichen) Kriiften getrieben wird, nenne ich diejenige Beweguug,
bei welcher unter allen von den verschiedenen Anfangszustinden ab-
hingigen Bewegungen die kleinste Beweglichkeit stattfindet, oder ge-
nauer ausgedriickt, bei welcher die Summe der wihrend einer hin-
reichend grossen Zeit thitigen lebendigen Krifte ein Minimum ist. Ist
T=14% X2 (0 )" (immer die Punkte des Veveing an Masse gleich ge-
dacht) die lebendige Kraft, also T8¢ die wihrend des Zeitelementes
ot thitige lebendige Kraft, so ist f Td¢ zwischen den Grenzen ¢ =0
und ¢=¢ die wihrend dieser Zeit thitige gesammte lebendige Kraft.
Fir die mittlere Bewegung soll also jenes Integral, bei hinreichend
grossem {, kleiner sein als fiir jede andre Bewegung des Systems, und
auch kleiner bleiben als solche, wenn ¢ von da ab beliebig wiichst.
Fir lineiire Gleichungen der Bewegung kniipfe ich den Begriff der
mittleren Bewegung an den der miftlercn Integration linedrer Ditferential-
gleichungen beliebiger Ordnung, wihle jedoch als Beispiel lineiire
Differentialgleichungen zweiter Ovdnung. Es seien » Zahlgrossen
Uy, -+ - - Uy, abhiingig gedacht von einer unabhingigen Zahlgrosse i,
und seien die Differentiale jener Grossen nach # mit 0 bezeichnet, und
sei jene Abhéngigkeit partiell bestimmt durch die » Gleichungen

0%uy + a1, 1Oty o - - - + a1, n U+ by 1wy A - + by, nthn =111
(10177 . :

02Uy 4 @1 Ottg -+ o - Ann Ot - by gthy - Dpntin=fnt
wo die ¢ und b constante Zahlgrissen sind. _

Die allgemeine Integration dieser Gleichungen ist bekannt. Doch
wird es fiir die klare Aussonderung der mittleren Integration noth-
wendig sein, die allgemeine Integration iibersichtlich darzustellen. Zu-
nichst ist klar, dass man die /¢ in beliebige Glieder zerlegen, die all-
gemeinen Integrale in Bezug auf diese Glieder einzeln nehmen und die
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so erhaltenen Integrale addiren kann. Ich zerlege die f¢ in Exponential-
glieder, deren Exponenten der Zeit proportional sind, und setze daher
als die zu integrirenden Gleichungen zunichst

0%uy @y, 10U - @y Oty by 2ty - - o By Uy = g1 ¥
(10)) . . j
6eun+(ln,1§‘%1+ v +(ln,n5%n+bn,1%1—[—~ c e + bn,n’lﬁn=gn6”

Wwo gy, + * + Jn constant sind, Man denke sich auch die # in solchen
Gliedern dargestellt. Dann treten sogleich 2 Arten dieser Glieder her-
vor, nimlich solche mit der Exponentialgrésse ¢*¢ und solche mit e,
wo 4 von x verschieden, aber noch zu suchen ist. Die erstgenannten
Glieder bilden das mittlere Integral und lassen sich unmittelbar finden,
die letztgenanuten hingen von der Liosung einer Gleichung des 2spten
Grades ab. Die mittlere Integration giebt uy = yie*?, -« - -, u, =y, €%,
wo die ¢ * - - ¢, durch die % Gleichungen

Wy + way i raae F 0+ F b=
(1 1. I

Yo+ % Gn Y1+ v A KOnaYn F DY+ Dualu=gn
genau bestimmt sind, falls nicht, was unten zu besprechen ist, die
Determinante der Coefficienten der #y, - - - 9, null sein sollte. Setzt
man hingegen u; = 21¢*, - - » #, = 2, ¢*!, wo A nicht gleich x ist, so
ergiebt sich ein entsprechendes Gleichungssystem wie das obige (11),
mit dem Unterschiede, dass 4, z statt %, y eintritt und die rechten
Seiten null sind. Daraus folgt, dass die Determinante der Coefficienten
von 2z, - - - & null sein muss. Das giebt fiir A die oben angedeutete
Gleichung des 2n'er Grades. FKir jeden der 2n Werthe 4, .- -, A3,
welche dieser Gleichung des 2n» Grades geniigen, sind dann die zu-
gehdrigen Verbiltnisse der # bestimmt, und dadurch ist dann die all-
gemeine Integration vollendet. Nur wenn x einem der 2n» Werthe
A1y -+ A9, gleich wird, tritt der oben erwihnte Fall ein, dass die
Y1 -+ - Y, der mittleren Integration unendlich oder unbestimmt werden;
in diesem Falle kann man x zuniichst unendlich wenig von jenem
Werthe 4 verschieden setzen und in Bezug auf dieses » die mittlere
Integration bestimmen. Immer bleibt die mittlere Integration von der
Losung jener Gleichung des 2ntn Grades unabhingig. Um aber zu
den Gleichungen der Bewegung tibergehen zu konnen, miissen wir den
Gleichungen (10) noch eine andere Form geben. Denn da die Glieder
ge*t, welche die Kriifte darstellen sollen, bei reellem x mit ¢ unendlich
werden, so entsprechen sie unter dieser Voraussetzung nicht dem Fall
der Natur. Man setze daher statt ge*t die zwei Glieder ¢ cos x¢+-¢ sinx¢

d. h. c;2~“ ext - c—_—;—ﬂ e—ixt, Diese beiden Glieder unterscheiden sich
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nur durch das Vorzeichen von 4 ==}/  Sotst man vun in (10) zu-
. .6 — €4 F .
nichst statt g, ¢** ein ~‘——§—~’~ e”" u. s, w., so hat man (11) statt ¢,

¢ — 'yt .
L 5 “L2u. s, w, ferner 4% stath » und —#? statt %2, und cs

zu setzen

werden dann die durch (11) bestimmten y imaginiir, sie seien v |- @,

so wird wy = (v -+ w;2) €% - u, — (p, 4 w,i) ¢* Setzt man
. . e-t¢cs

dann zweitens i (10) _,if;__ et statt g, so gehen darans Werthe

hervor, die sich von den obigen fiir Wy, v W, DT durch das Vor-

zeichen von ¢ unterscheiden, sie seien mit w', e ut,, bezeichnet, also
= (v, — w;9) e, - oa, = (v, — w, i) gmi*ts also wird u, 4
== 2v; cos xt — 2w, sin #f =0, cos u{ 4 b, sin »¢, wenn 2v, = @,
und — 2, = b; gesetzt wird.

Es ist nun nachzuweisen, dass bei der Bewegung, die durch lineiire
Gleichungen der Form (10) bestimmt ist, die mittlere Integration zu-
gleich die mittlere Bewegung liefert, wie sie oben definirt ist. Bei der
Bewegung eines Vereins von m gleich schweren Punkten im Raume
wird das # der Gleichuugen (10) und (11) gleich 3, die Gleichung in
A also vom Gmt Grade. Wir nchmen senkrechte Coordinatenaxen
an. Dann wird die gesammte lebendige Kraft T = | Zdu?, also
JSITdt =} X jdu'dt, wo sich die Summme auf #,, - -+ 3, bezieht.
Nun besteht w, bei der allgemeinen Integration theils aus den Gliedern
der mittleren Integration, welche von der Form o, cos xt ~} b, sin x ¢
sind, und aus 6 Gliedern der Form zéb%; also du, enthilt dann Glie-
der der Form b, cos ¢ — xa, sin ¢ und der Form 1, zeh?, und 8 ?
enthilt dann die Quadrate dieser Glieder und die doppelten Producte
je zweier., Man sicht sogleich, dass die Glieder der Form i,z¢:f bei
reellem 4, mit unendlichem ¢ selbst unendlich werden, also J'Tdf gewiss
kleiner ist, wenn diese Glieder fehlen, als wenn sie vorhanden sind.
Wir kpnen also fiir den Nachweis der mittleren Bewegung diese
Gieder weglassen, dasselbe gilt, wenn A, = « -} 8¢ ist, und e nicht
null ist. Es sind also nur die Glieder zu berticksichtigen, wo 1, == G4
ist; dann ist ein anderer Werth von A ‘etwa 4, = — f¢ und die
hieraus entspringenden reellen Glieder in u, werden von der Form
p cos Bt -} ¢ sin B¢, also in du, von der Form § (¢ cos Bt — p sin §¢),
also von entsprechender Form, wie die Glieder der mittleren Integration.
Betrachten wir zuerst die Quadrate z. B. (xb, cos #f — xa, sin %¢)2,
also in Z'dt das Glied § #? (b, cos %t — @, sin %) df, so giebt dies
3% (6,21 + cos 2xt) dt + a,® (1 — cos 2xi) di— 2a,b, sin 2xtde],
Dies giebt integrirt 1 #? (a,® + b,%) £ 4 F, wo P lauter endliche perio-
dische Glieder lefert. Ferner betrachten wir das doppelte Product
zweier solcher Glieder z. B. x (b, eos ®? — a; sin x¢) und (g cos ft — p
sin Bf), so giebt das in T'df das Glied xfSd¢ (byq cos =t cos Sz -
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aypsin k¢ sin ft—>byp cos xtsin fi—a, q sin x¢ cos ft)==xnpdt [&q—_—gﬂiﬁ

08 (x+ﬁ)t+’iil_”§”ﬂ£cos (% — B) t— b’p"g“iqsin(x—{—ﬁ)zﬁm{"”;“‘!‘l

sin (% — ﬂ)t] also wenn x nicht gleich B ist, so liefert dies lauter

endliche periodische Glieder. Nun kinnen wir ¢ so gross annehmen,
dass die periodischen Glieder gegen die Glieder der Form {3? (¢,* -+ 8, ¢
w. 8. w.verschwinden ;dann wird fTdé=1Zx* (a4 b¥) i+ 128 (p* 4991,
wo die erste Summe sich auf alle Glieder der mittleren Integration be-
zieht, die letzte auf die tibrigen. Hier sind die ¢ und b von unver-
inderlichem Werth, hingegen p und ¢ konnen null sein, also wird fiir
hinlfinglich grosses ¢ das Integral s 7Td¢ am kleinsten, wenn die p, ¢
siimmtlich null sind, d. h. das Integral das mittlere ist. Es ist dadurch
nachgewiesen, dass bel lineiiven Differentialgleichungen der Bewegung
die mittlere Integration zugleich die mittlere Bewegung liefert.

Ich nenne ein Glied von der Form a cos xt 4 b sin #¢, wo #
positiv ist, mbgen nun @ und b Zahlen oder Strecken sein, ein elliptisches
Glied und x seinen Zeiger. In der That, sind hier ¢ und b Strecken
von ungleicher Richtung und wird @ cos ¢ - b sin ¢ als Strecke #
dargestellt, die von einem festen Punkte ausgeht, so beschreibt der

Endpunkt in der Zeit %1‘ eine Ellipse, und zwar so, dass die.Strecke

# selbst in gleichen Zeiten gleiche Riume beschreibt, nimlich in der
Zeit dt den Raum } [ab] zdt; die Strecken o und b sind conjugirte
Halbmesser der Ellipse. In der That, setzt man cos #¢ == u, sin #f ==v
so wird jener Radius # = wa 4 vb und u? 4 9? = 1, was die Gleichung
der Ellipse mit den conjugirten Halbmessern o und b ist. Ferner be-
schreibt der Endpunkt von » im Zeitelemente dt die Strecke dr . df
d. h. (b cos xt — a sin 2t ) xdf und » selbst den Flichenraum § [rdr]d!
d. h. 4 [(a cos xt - b sin x£) (b cos xf — a sin xf)] xdf; das einge-
schlossene fussere Product giebt, da [aa] == [b8] = 0, [ab] = — [ba]
und cos %t -+ sin 2t gleich 1 ist, den Werth [ad], also ist der im Zeit-
elemente dt beschriebene Flichenraum = § [ab] xdt.

Wir ktnnen nun das (Gesetz der mittlern Bewegung filr unsern
Fall so aussprechen: Wenn die Bewegung eines Vereins von Punkten
durch lineiire Differentialgleichungen dargestellt wird, so entsprechen
den elliptischen Gliedern, welche in dem Ausdruck der Kraft vor-
kommen, elliptische Glieder von denselben Zeigern in allen Strecken,
welche von einem festen Punkte nach den beweglichen Punkben ge-
zogen sind, und zwar sind die Coefficienten dieser Glieder durch dﬁde
gegebenen Gleichungen vollkommen bestimmt, und ausser diesen Glie-
dern treten bei der mittleren Bewegung keine andern hervor.

Ich bemerke noch, dass sich die Sicherheit oder Unsicherbeit der
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mittleren Bewegung aus den oben entwickelten Principien aufs leichteste
ableiten ldsst.

§ 6.
Anwendung auf die Theorie der Ebbe und Fluth.

Wir betrachten aunch hier dag der Ebbe und Fluth unterworfene
System zunfichst als einen Verein von m Punkten, deven Massen 1 sind.
Dann gilt fiir die relative Bewegung in Bezug auf den Schwerpunkt

. . . I R 1
die Gleichung (3) in § 3., niimlich &y =p, + ¢ —_p w s w
P = Py - G — % p, indem ich niimlich die inneren Krafte ¢, u. s, w.

von den Hussseren p, u. s. w. gesondert und p, -+ - p, = P gesetzt
habe., Nun sei das System einer gleichformigen Rotation um eine feste
durch den Schwerpunkt gehende Axe unterworfen und angenommen,
wie es bei der Theorie der Ebbe und Fluth in der hier nur beriick-
sichtigten ersten Anniherung gestattet ist, dass sich die Punkte nur
unendlich wenig von der Lage, die sie bei jener gleichféormigen Rota-
tion annehmen wiirden, entfernen. Ferner sei # die Winkelgeschwindig-
keit bei jener Drehung, also nt die Drehung withrend der Zeit £ ¥s
sei eine in der Drehungsebene (also senkrecht gegen die Drehungsaxe)
gelegene Strecke ¢ angenommen, so verwandelt sie sich durch die
Drehung um den Winkel #¢ in a cos nf -~ & sin u¢, wo & senkrecht
gegen @ in der Drehungsebene nach der positiven Drehungsscite liegt
und mit ¢ gleich lang ist. Wir bezeichnen nach bekannter Analogic

diese Btrecke o' mit a4, wo ¢ die planimetrische Darstellung der 7/ — 1
ist. Dann verwandelt sich also @ in a (cos nt - ¢ sin £) = ae'??, und
es wird dann S ge*'=qe"! . in. Nun sel in==« gesetzt, wo « die Winkel-
geschwindigkeit ihrer Grosse und Richtung nach darstellt. Dann ver-
wandelt sich also @ durch jene Drehung in we®’, und Sae* wird
ae*e, §tqe® = @t a?, wo ibrigens a? = — u? wird. Dieselbe Be-
zeichnung wende ich auch an, wenn g nicht in der Drehungsebene
Liegt, nimlich in der Art, dass, wenn a dic Richtung der Drehungs-
axe hat, ae** = a und aa == 0 ist. Dies vorausgesetzt driickt danm,
wenn g beliebige Richtung hat, ae®* die Strecke aus, in die a iiber-
geht, wenn sich das ganze System um den Winkel «f dreht und es
bleibt dann dae** = ac*ta, 0%ae* = ac*’a?, wo man aber statt o?
nicht ohne Weiteres — »? zu setzen hat. In diesem Sinne sei nun
Yy == (@ + u;) €', wo x[ in der Zeit unveriinderlich und «, unendlich
klezn ist. Dann wird dy, == du,e® 4 (2, + w)e* o, 8%y, = %u, c*!
+ 20uemta - (1, 4 u))exta? = [0%u, + 20w, + (2, + ) a®] e,
Aber wenn sich das ganze System um «f dreht, so drehen sich auch
die inmeren Kriifte wm denselben Winkel, und wir kinnen also stath
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¢, schreiben g,'¢*t. Somit erhalten wir, wenn man noch mit e- 2 mul-
tiplicirt, die Gleichung

9 r 1

0%uy + 20w e + (2, + w)e? =g + (P1 - ;,‘,Z’) e

Nun hiingt aber g," von der gegenseitigen Entfernung der Punkte, alsc
hier von @; -, — (@ +u,) d. h. von & — &, (u;—u,) ab, wo u,—u,
gegen «; — %, unendlich klein ist. Somit sondert sich ¢,” in zwei
Glieder, von denen das eine die w nicht enthilt, das andere . eine
linetire Function der « ist. Jenes sei mit ¢,” bezeichnet, dieses mit
@y, so kinnen wir die obigen Gleichungen in je 2 Gleichungen son-
dern, nimlich
2 p— 17

(12) By ot == Q7 ey Bt = g
die den Gleichgewichiszustand bestimmen, und

0%u, 4 20u; @ 4w, & — @, = (pj — %p) g
(13) ‘

0%ty 4 20U + U, 0% — @y = (pm -—%p) e,
welche ganz die Form der im § 5. behandelten Gleichungen haben,
und ihre mittlere Integration liefert dann die Bewegung der Ebbe und
Fluth. HEs kommt nur noch darauf an, die rechten Seiten dieser Glei-
chungen (13) in elliptischen Gliedern zu entwickeln. Wir nehmen
zuerst nur ein Gestirn an, und zwar sei dasselbe nahe kugelftrmig
und die Entfernung seines Mittelpunktes von dem Schwerpunkte des
Systems unendlich gross gegen die Dimensionen des Systems. Die An-
ziehung, welche eine Kugel durch ihre Gravitation auf einen iusseren
Punkt iibt, ist dieselbe, als ob alle ihre Masse in ihrem Mittelpunkte
vereinigt wire. Es<ei L diese Anziehung in der Entfernung 1, so ist
sie in der Entfernung e gleich EI,; Nun sei 7 die Strecke vom Schwer-
punkt des Systems zum Mittelpunkt der Kugel zur Zeit { = 0 und sei
¢ die Linge von 7, so ist zu dieser Zeit p, mit Uebergehung der Glie-
der von hoherem Grade der Kleinheit der Grdsse und Richtung nach
L=y g Lr—z)

(r—my)® (-2 {rixd?

plmg('r—— @y + 3_‘.[%5__"”*}7-)

Dann erhiilt man, da die z vom Schwerpunkt 'des Systems aus

genommen sind und also Xz = 0 ist ?—% p =g Folglich wird

Das giebt entwickelt

zur Zeit §=0 die rechte Seite der Gleichung (13) gleich g»;(?«r%g@lr——x,) .

Nun sei wahrend der Dauer eines Tages die Entfernung des Gestirnes
und seine Declination als constant angenommen, wihrend sich seine
Rectascension in der Zeit { um B¢ fndere, so ist zur Zeit ¢ erstens r
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in ref, zweitens z, in x e* iibergegangen, und die rechte Seite der

9 L7 @? ~
Gleichung (13) wird ’ﬁ? (g’—&«c—g—!gf‘—?—j réf — e ‘) e~ %' Nun #indert
sich nach dem Begriff des inneren Productes der Werth desselben nicht,
wenn die beiden Factoren sich um gleiche Axe und um gleichen Winkel
z. B. um den Winkel —f¢ drehen und man erhiilt, wenn @ — =y
gesetzt wird, die rechte Seite der Gleichung (13) gleich

L (s0isD oy,

e e ‘ )

Es sei die Linge von z, gleich wo, so wird [»|z,¢" ”]=u@_z. cos @,
wo ¢ der Winkel zwischen » und z,¢’* ist. Es sei n der Winkel,
den die Axe ¢ mit v, und & der Winkel, den sie mit », bildet, und
sci @, der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene ax,, also o, 4 p¢
der Winkel, den die Ebene ar mit der Ebene ax e’’ bildet, so ist
cos p==c0s 3 cos & -{-sin x sin & cos (@, -}-p7), also erhalten wir obigen
Ausdruck = z':; {3@ [cos 7 cos & < sin 4 sin & cos (e, -+ 8] re“”‘mxi}
wo man noch statt r setzen kann r, + #,, indem » in der Axe r, im
Aequator liegt, also statt r¢” 7 setzen kann #, 4 7,¢77". Setzt man

- 1 '( :+ t) e g1 5 i
daun auch noch statt cos (@, - p¢) seinen Werth &2 9 26 oty

so Gbersicht man auf der Stelle, dass der ganze Ausdruck ans 8 elli-
ptischen Gliedern mit den Zeigern 0, y und 2y hesteht, wo y die

. - T . . 2% . .
scheinbare Winkelgeschwindigkeit des Gestirns, also - seine schein-

bare Umlaufszeit ist, Trith nun noch, wie es bei der Ebbe und Fluth
der Fall ist, ein zweites Gestirn hinzu, welches anf die Bewegung

. . . 2w,
Einflugs hat, und dessen scheinbare Umlaufszeit =7 ist, so treten noch

zwei elliptische Glieder mit den Zeigern ¢’ und?y' hinzu. Bezeich-
nen wir diese  elliptischen Glieder fiir den ersten Punkt mit p
Pty Proys Pry; Prey, 50 wird die erste der Gleichungen (18)

(14) 0%y +20u 0 + e~y = pyyo + Py + proay + 1y ey

Darans ergiebt sich, da bei der Ebbe und Fluth nur die mittlere
Bewegung ins Auge gefasst wird, fiir u, gleichfalls eine Summe von
funf elliptischen Gliedern mit denselben Zeigern, also

(15) Uy = thy5 g = Ui,y + Ur,ay + W1,y A Uy

WEIN Uy, , U1, U. 8, W. elliptische Glieder mit den Zeigern 0, », u, 5. w.
darstellen. Entsprechend sind die Gleichungen fiir jeden andern Punkt.
Das erste Glied w,,, giebt an, um welche Strecke die durch die Ge-
stirne bedingte mittlere Lage des ersten Punktes von seiner Gleich-
gewichtslage abweicht. Die andern 4 Glieder geben die Bewegung
des Punktes um seine mittlere Lage an. Es ergiebt sich daraus der
Hauptsatz fiir die Theorie der Ebbe und Fluth:

1200
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,Die Bewegung, welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe
und Fluth vollendet, ergiebt sich durch die Interferenz von vier elli-
ptischen Bewegungen, von denen zwei dieselbe Umlaufszeit haben,
wie die scheinbare Umlaufszeit der Sonne und des Mondes betriigt, und
die zwei andern eine halb so grosse Umlaufszeit.“

Jedes elliptische Glied enthilt vermbge seiner Form a cos pt¢
-+ b sin p¢, wo @ und b Strecken sind, sechs algebraische Constanten,
also die vier elliptischen Glieder zusammen 24, Bind diese 24 Cou-
stanten fiir einen Punkt des Meeres durch Beobachtung gefunden, so
ist dann die Bewegung des Punktes genau bestimmt. Soll aber nur
die Hohe, also nur das Sinken und Steigen bestimmt werden, so hat
man nur die Projectionen jener Strecken «, b u. s. w. auf die verti-
eale Linie zu beachten, man erhiilt also dann 8 Constante in Ueber-
cinstimmung mit La Place mée. ¢él. 1V, 3. Jeéne 24 Constanten sind
an sich durch die inneren Kriifte (Gravitalion und Elasticitit) bedingt
und also nur dann theoretiseh zu bestimmen, wenn die Beschaffenheit
des Systems vollstindig gegeben ist,

Nimmt man statt der m Punkte eine im Raume stetig verbreitete

Materie an, so hat man in den Gleichungen (12) statt a, - -z, cine
variable Strecke # im LRaume zu setzen, und die Gleichung wird
(12%) wet =g,

wo ¢ eine Function von z ist. Diese Gleichung hestimmt das Gleich-
gewicht des Systems. Dann wird in den Gleichungen (13) und (14) statt
ty, +- - 4y die von z abbiingige Grisse u gesetzt werden miissen und
die Gleichung (14) wird

(14%) 0w+ 20u -« 4 u- e — @ =p, + py + Doy -+ Dy + Py,

W0 %, Py, Py - - - Hunctionen von z sind und ¢ eine in Bezug auf
linefire Function von 2 und w ist. Die Gleichung (15) wird dann
(15%) W= Uy - Uy - Uzy -ty - U2y,

wo die elliptischen Glieder zugleich Functionen von # sind, also z. B.
U, = a5 cos yt - b, sin pt ist, Wo d@a, by Functionen von z sind.

Will man die Oberﬂache des Meeres haben, wie sie sich dureh
die Ebbe und Fluth zu jeder Zeit gestaltet, so hat man z auf die
Punkte der Oberfliche zu beschrinken. Dann wird die Gleichung (12%)
die Gleichung der Oberfliche beim Gleichgewicht (die fusseren Kriifle
null gesetzt). Wir kinnen diese Gleichung in der Form dargestellt
denken, dass x eine Function ihrer Richtung & wird, d. h. Function
einer Strecke g, die mit  gleiche Richtung hat, aber deren Liinge 1 ist.

Dies ist die wesentliche Idee der Polarcoordxmten Die Gleichung
der Oberfliiche zur Zeit ¢ ergiebt sich dann leicht, da y = 2 4w war
und # gefunden ist. Erhebt man diese Glelchung aufs (mnere) Quadrat,
80 erhalt man 92 = 2? + 2[x | 4], da wir das letzte Glied «® als von
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hoherer Ordnung der Kleinheit weglassen konnen. Ist nun ¢ die Pro-
jection von w auf z (oder auf ), so erhilt man

(16) ¥t =2+ 2z¢

als Gleichung der Oberfliche zur Zeit ¢. Hier besteht z aus 5 elli-
ptischen Gliedern mit den Zeigern 0, y, 2y, ¢/, 29", aber diese elliptischen
Glieder haben hier die Form, dass ihre Coefficienten nicht Strecken,
sondern Zahlengrossen sind, welche von § abhingen.

Es ist in dem Obigen die Ebbe und Fluth nur in der ersten An-
niherung bestimmt. Will man eine hohere Anniherung erzielen, so
muss man dennoch die hier entwickelte Theorie zur Grundlage nehmen,
und dann die zweite Anniherung in entsprechender Weise behandeln,
wie dies in der Theorie der seculiren Stérungen der Planeten ge-
schieht,

Stettin, den 81. Mirz 1877.



