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| 11.
Beitrag zur Theorie der Reihen.
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona. )

Da es hiufig vorkommt, dafs man das Product zweier Reihen sucht:

so glaube ich, dafls die Auﬂosung der Aufgabe: zu ﬁnden in welchen
Fillen das Product der zwei Reihen

@ By ymatl fOHL, aotlots fpbLp42

y=1+Ty 7+ ‘vor+1 P+ -3 y.r+1. 7+2x3+"'
o ﬂ’ Wittt P .| ehet a2 p A2

2= Lttt ® a4 1.2.3 ‘yytlrfe” o

von der F'orm

— bc aa+1 bb—l—icc-}-i,
u=14q.goet+ "ddt1 e er1”
+a a+1 a$2 b.041, b+2 coct+1.c42 7

1. . 3 ‘d.d+1.d}2e.e+1. e+2 +--

sey, nicht umnteressant sein diirfte.

Die Eigenschaften dieser Reihen werden durch folgende Differen-
tialgleichungen ausgedriickt:

1) @ —-x)a 2 4 {a+atpo—y Z +apy=o.
) (acf--x)(-?——z + {0 o' Fp)x— 'y’} = £t a/Blz = o.
3) @ —x)a L+ (B4 atPa— O+ 7)) o2+ (1+“+B+“B)g‘——0

4) (#*—a) o+ (o HRIe—(y ) T + (BB =0
6) @—) (Bt atitor—+d+ o) g

a 2

+{(1+a+6+c+ab+ac+bc)x—de}(%—c+abcu =0.
Es se1 nun

u = yz, s0 ist

du

ox = ° + 6&?’

0*u B’y ay Iz

oxr T ity 8x‘+ dx"da’

0% 0z 0%y dy 0%z
0ad —z6x3+ T+36a‘ 8x’+36x Erch
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Nach Substitution dieser Werthe mufs der Gleichung (5.) durch

(1), 2), (3.) und (4.) Geniige gethan werden. Multiplicirt man also diese
resp. mit Az-—]—Bx Cy-l-Dx 9y 55 *Z, xy (die Factoren konnen

nemlich nur diese Form haben), und vergleicht die Summe der Pro-
ducte mit der Gleichung (5.), so findet man folgende Gleichungen:

(6.) 3+atbte=3+atpB+4
) = 34a'4B4C
®) - 1t+dfe=14y+4
9 =14y +C
(10.) 3=~
(11.) 3=2D
(12) 2@+a+b+0)=B1+atB+Da+a+p)
(13) 2(1+d+e)=By+ Dy’
(14.) 1+4e4-b+tctabtactbc =14a+4-B4af (4 a4-3) 4+ a'3'D
(15, = 1o’ BB (1a'+B) O+ ap B
(16.) de=yA
(17.) =vy'C
(18.) abe=uafd4a'3'C.

Diese 13 Gleichungen geben aufser der Bestimmung der 9 Grofsen
4,B,C,D, a, b, ¢, d, e noch 4 Bedingungsgleichungen zwischen

a B3, ¥, @5 5 v Durch (6.) .... (13.) findet man:
(19.) A= 3y+iy—1
(20.) :  B=3

(1) = #v+iy—

Q2.) D=3

(23) atbte = patptat6)
(24) dte = i(y+y)—1

und die Bedingungsgleichungen:

(25) | e+ =y—

(26.) @l = y—

durch deren Hiilfe man ferner aus (14) oo (17) folgende zwei findet:
(7,) v—y' = 4(aB—a'f)

(28.) YO—2) = ¥'(y'—2)
, Diesen letzteren kann auf zwei Arten Geniige gethan werden:
I. durch die Annahme y=1v’; die Gleichungen (25.), (26.}, (27.) geben
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in diesem Fall:
" atB = a'p
) afd = a'f, ‘
-mithin wéren die beiden Reihen y und z einander gleich, welchen Fall
jch schon friiher behandelt habe *), und also hier iibergehe; IL durch die
Gleichung y/ =2—7v; und dann giebt die Addition von (25.) und (26.)

@9) atBtatp = y+v—1=1,
die Subtraction und Vergleichung mit (27.):

(30) y—y = a+B—(a'+p) = baP—ba' P,
aus welchen beiden Gleichungen

(31.) o = f—ua

(32.) B = 1—p folgt. |

Mit den 4 Bedingungsgleichungen (25.), (26.), (31.) und (32.) findet

man nun leicht:

(33.) o atbdc=3
(34.) ab+actbe = §—(a—L)
- (35.) gbe = F—%(a—P)
woraus sich fir a, 5, ¢ die Werthe:
z
:t+a—p0
i—a+(
ergeben. Ferner
(36) dde=y+y
37) de = yvy'.

Wir haben also, wenn das Product der zwei verschiedenen
Reihen y und z von der Form u ist, welches mit den 4 Bedingungen:

a4 =y—i
o= }—a
pr=3i—p
Y =2—vy

zugleich Statt findet, die Werthe von @, b, ¢ (die unter sich verwech-

selt werden konnen): ,
X

:
ita—p

Ciea ot  j—a+p

S Lovia gy b oo s T
*)" Hier oben Seife 89, v



11. Clausen, Beitrag zur Theorie der Reihen. 95

und die Werthe von d, e:

Y .
T G
Als Beispiel mb’gen die beiden Reihen
‘ 4.6. 8
"'+7 5 Ty et

_ 1 1.1, 1.1.3 ;
R T L Ty N A

dienen. Hierist a =1, B=¢,y=1%, a'=—1%, f'=—3%, y'=—3}

und demnach sind die erforderlichen Bedingungen erfiillt. Es wird also
a=§, b’—":_;’ c—zy d=%, e=-—-%—, und fOlg]lCh
o 143 13 11 35 , 1.35 1.1.3 3.57
p=yz=1+4g73x T 24°79°31° T226'7.9.41°341°%
135.7 1.4. 3.5 3579 ,
TT92468'791113°3.013% —
. 5401 5113, 5.3135, 5.5 1357, °
"'—H' 57277924 To1i'246% 10132468

In einem Schreiben des Herrn Verfassers obigen Aufsatzes an den
Herausgeber dieses Journals bemerkt derselbe, dafs sich die Lambertische
Reihe x+4-2x*422* - 3x* f 2005 4 4o f 22" 4...., welche gleich

x x? 3 ™
i ti—steatet=mto
ist, und in welcher die Exponenten der Glieder, welche 2 zum Coefficienten
haben, der Reihe nach Primzahlen, die Coefficienten der iibrigen Glie-
der aber die Zahlen der ganzzahligen Theiler der Exponenten der nem-

lichen Glieder sind (man sehe die Aufgabe 16. S.99. im 2ten Bande dle-_
ses Journals) in folgende Reihe:

o (0 2 () (2 e (20 o (D)

verwandeln lasse, welche fiir ein sehr kleines x sehr schuell convergirt.




