
1.
Sur la theorie des fonctions homogenes ä deux

indeterminees.
Premier memoire.

(Par M. Charles Hermtie, ä Paris.)

Une proposition elementaire et fondamentale dans la theorie arithme-
tique des formes, consiste en ce que, pour im degre donne, et pour im
nombre donne d'indeterminees, toutes les formes a coefficients entiers qui
possedent les meines invariants sont reductibles a im nombre fini de classes
distinctes. Ce theoreme a ete demontre par Lagrange et Gauss pour les
formes quadratiques a deux et a trots indeterminees; je Pai etendu ensuite
aux formes quadratiques generalett, et a toutes celles qui sont decomposables
en facteurs lineaires; ainsi il parait bien vrai dans toute sä generalite. Mais
pour arriver a Petablir de cette sorte, il faudrait resoudre dans toute leur
etendue, les problemes suivants, aussi beaux que difficiles.

Le premier qui appartient a Valgebre, consiste a obtenir la notion
complete de ces fonctions rationnelles entieres des coefficients, nommees In-
variants par Mr. Sylvester, dans le sens primitiyement attribue par Mr. Gauss
au mot de Delerminant.

Le second qui est du ressort de larithmetique, consiste a decouvrir
par quelles substitutions a coefficients entiers on peut transformer une forme
donnee, en une autre dont les coefficients aient des limites, fonctions seule-
ments des invariants. Enfin il faut une methode propre a donner le Systeme
complet des formes reduites, representant la totalite des classes distinctes
pour des valeurs assignees a priori aux invariants.

En me bornant a la consideration des formes a deux indeterminees,
j'ai presente un premier essai sur ces questions dans mon Memoire sur -
troduction des variables continues dans la theorie des nombres. Le principe
dont j'ai fait «sage, fait resulter de la meme analyse, la notion des invariants
et la theorie arithmetique de la reduction. Mais des le cinquieme degre,
Papplicatiön de ma methode devient si compliquee, que les resultats generaux
ne se trouvaient etablis qu'a titre de possibilite, et il restait a decouvrir une
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2 /. H er mit e, sur les fonctions homogenes.

methode numeriquement applicable. C'est ce qui a ete l'objet de mes re-
cherches assidues depuis plusieurs annees, et j'espere y etre enfin parvenu,
mais pour le cas seulement des formes de degres impairs. Une difference
profonde se manifeste en effet, dans la nature analytique des formes binaires,
suivant que le degre est un nombre pair ou impair. Ces dernieres me
semblent plus faciles a traiter; j'ai trouve qu'elles jouissent (sauf une exception,
celle des formes cubiques) de cette propriete arithmetique generale, que pour
un Systeme donne de valeurs des invariante, les formes des diverses classes
sont transformables les unes dans les autres par des substitutions lineaires au
determinant un, mais a coefficients fractionnaires; c'est a dire, en adoptant
la notion proposee par Mr. Eisenstein, que les diverses classes qui ont les
mßmes invariants, ne forment qu'un genre. Les formes de degres pairs,
m'ont presente de plus grandes difficultes, que des longtemps je ne puis esperer
de vaincre. Mais j'ai remarque que le cas des formes biquadratic/ues se
distinguait d'une maniere toute particuliere, comme le cas des formes cubiques,
par rapport aux autres formes de degres impairs. Aussi me suis-je propose
d'en faire une etude speciale, dans ce memoire, en developpant a leur egard
les principes fondes sur l'introduction de variables conimues, que j'ai pre-
cedemment expose (Tome 41 de ce Journal). J'offrirai ensuite avec plus
d'etendue et plus de developpement, la nouvelle theorie dont j'ai donne une
idee sommaire dans le Journal de Math, de Cambridge et Dublin (Sur la
theorie des fonctions homogenes a deux indeterminees, Cambridge an Dublin
Mathematical Journal, 1854), et qui m'a conduit aux resultats que je viens
d'annoncer sur les formes de degres impairs.

Premiere partie.
Theorie algebrique des formes biquadratiques.

L
Sur les invariants et covariants des formes biquadratiques.

Je ferai usage dans ces recherches, de la notation qu'employe Mr.
Cayley pour representer d'une maniere abregee les formes a deux indeter-
ininees. Elle consiste a poser:

"m~1Wm"2 y2 -f · - · +
= (a, b, c, . . . c', V, d)(x> y)m,

et son principal avantage est d'indiquer commodement les operations relatives
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/. He r mit e9 sur les fonctions homogenes.

aux substitutions lineaires. Par exemple, si la transformee

AXm -f- mBX"1-1 F4-m'?~l CX™~2 Y24-... 4-m>m~"1 C'X2 Ym~2
l.£ ' l .2

a ete obtenue en faisant:

on ecrira:
(a, b, c, ... £', c',

Cela pose, soit /* = (α, δ, c, V, a') (v, y)4 Texpression generale d'une
forme biquadratique, les deux fonctions

t = ««f — 4ft*f + 3c2, / — aca' + 26^6' — ab'2 — a'b2 — c3 .
dont la decouverte appartient a Mr. Cayley, sont les invariants fondamentaux
de f. Elles jouissent de cette propriete, qu'en supposant:

(β, *, c, a', b', c')(ax + /9y, r^+ dy? = (A, B, C, B', A)(x, y}\
les fonctions semblables

verifieront les egalites

De plus, elles sont bien des invariants fondamentaux; car Mr. Sylvester a de-
montre que toute fonction rationnelle et entiere de a, b, c, V, a', qui se
reproduit, multipliee par une puissance du determinant ad — βγ, lorsqu'on y
remplace a, b, c, bf, a! , par A, B, C, Bf, A, est necessairement une fonction
entiere de t et j. Je pense pouvoir renvoyer pour les demonstrations de ces
proposition importantes aux travaux des savants geometres que je viens de
citer, et arriver immediatement a la notion des covariants de la forme biqua-
dratiqm.

Et d'abord je rappellerai qu'on nomme covariant d'une forme de degre
quelconque : ft=zs(a,b,c,... c', bf, a9) (x, y)m, toute autre forme <p(a, b,c,.. .; x, y)
dont les coefficients sont fonctions rationnelles et entieres de a, b, c, etc., et
qui jouit de la propriete qu'exprime l'equation

(αδ — Y}K.y(a,b,c,.,.; axt+ y,yx + dy) «=* φ(Α, Β, C, ...; ̂ y);
les qiumiites Λ, B eto. etant toujours celles qui donnent:
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/. Hermiteß sur les fonctions homogenes.

Teile est par exemple, relativement a toute forme /*, la forme
/ ff rfy d2f m
\dxdy) dx*' dy*'

comme Pa demontre sous un point de vue plus general Mr. Hesse. Dans la
theorie speciale des formes biquadratiques, le covariant ainsi obtenu joue un
röle important; nous le designerons par g, en posant:

dx* dj
= (Ä2 - ac, bc — ab', 3r2 — 2bbf - aa', b'c - a'b, bn - afc'fix, y}\

De f et g oq tire la notion d'un nouveau covariant du 6e degre, que je de-
finirai ainsi:

* = *
En faisant:

dx ' dy
dg dg
dx > » dy

h = (p, q, r, s, r', q', p')(x, y)6,
on aura ces valeurs:

p = —3abc+ 2b\ Qq = -f aV + 2abb'
p'=- a'2b 4- W b'c — W\ 6q' = — ana — 2a'b'b -f 9 V — 66'2c,

3r = + aÄ«f — 3acb' + 2 2*',
3r' = — a' V a -f 3« VA - 2*'2#, 2* = a'62 - aV\

II existe entre /', #, Ä^ et les invariants i> j, une relation remarquable
et importante. savoir:

Mr. Cayley qui m'a communique cette relation que j'avais aussi obtenue de
mon cöte, en a tire une methode ingenieuse et tres originale pour la reso-
lution de l'equation du 4me degre. Comme cette resolution est un point es-
sentiel de la theorie algebrique des formes biquadratiques, je vais la presenter
sous le point de vue qui m'est propre, et y rattacber la demonstration de
Pequation

II.
Resolution de l'equation du 4e degre.

Soit, en decomposant en les facteurs lineaires la forme proposee:
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/. Hermite, sur les fonctions homogenes. 5

La reduite du 3e degre s'obtient comme on sait, en considerant la fonction
resolvante

t = a(a + — γ — d)
dont il faut calculer le carre. Or on peut mettre £2 sous cette forme:

d'o , en posant
θ = Tka{(a

et evaluant en fonction des coefficients, la somme des carres des differences
des racines:

t* = l6{b2-ac-\ αθ}.
Cette quantite θ que nous avons introduite, depend, comme on le sait

d'avance, d'une equation du 3e degre, qui aurait pour racines:

Or cette equation s'obtient tres facilement par la remarque suivante. Posons:

(a, b, c, V, al^(mx + μγ, nx + ryf = (A, B, Cy B', A'fo, y>4

= A(x — αγ)(χ — by}(x — cy}(x — ify),
on aura ces valeurs pour le coefficient A, et les racines de la transformee,
savoir:

A = a(m — an)(m — n)(m — yn)(m — 3n),

n— P~~aV Λ — ** — & r— Ρ~γν ά— Ι*"8*u · "~-~ · c/ — — ~— - χϊΓ"3 ^ " y ** - v* ym — an m — pn m — γη m — on
d'ou on conclura:

A(a — d)(b — c) =(ΐΜ — ημ,}\α(α —

Ces relations montrent que les quantites θ se reproduisent dans toutes
les transformees , multipliees par le determinant de la Substitution; ainsi les
coefficients de Fequation dont elles dependent, sont des invariante de la forme
proposee. Ces coefficients sont d'ailleurs des fonctions en t i er es de a, b? c, V, a';
donc d'apres la proposition de Mr. Sylvester, ils s'expriment fonction entiere
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6 /. Her mit e, sur les fonc ons homogenes.

des quantites t et jf". L'equatkm cherchee est ainsi de la forme suivante:
^ + ρ·β + σ/ = Ο;

ρ et a etant numeriques. En eifet, le coefficient de 02 doit etre nul, puisqu'il
n'existe pas d'invariants de premier degre, et les deux autres ne peuvent etre
que proportionnels respectivement a i et j , qui sont les seuls invariants du
second et du troisieme degre. Pour trouver 9 et et, considerons un cas particulier,
p. ex. celui de la forme (1,0,— l, 0,0j(o?,y)4; on a alors: i = 3, ^"=1;

1== — l, 02 = i, #3 = έ, et par suite l'identite: (0 — i-)2(0~f 1)= 03-f 3ρβ + σ,
d'o : p= — |, (T=-|"i· L'equation en θ est donc generalement

4 3 — ίθ+j = 0.
Le discriminant de la forme proposee se ramene immediatement au discri-
minant de cette equation eh Θ, car on tire des relations ( .):

donc :

Cette expression si import&nte, se presente ainsi immediatement sous
la forme remarquable que lui a donnee Mr. Cayley. Dans le cas ou eile est
negative, deux des racines de la forme biquadratique sont imaginaires, et les
deux autres reelles. Mais si eile est positive, elles peuvent etre toutes reelles,
ou toutes imaginaires.

En general, le produit des carres des differences des racines d'une
equation du degre quelconque, est positif ou negatif suivant que le nombre
des radnes imaginaires de cette equation est E^O ou Ξ 2 Mod. 4. La condition
necessaire et s ffisante pour que le premier cas ait Heu, consiste en ce que les
trois valeurs dis nctes du carre de la fonction resolvante, c. a d. les trois
quantites b2 — ac-\-uO^ V1 — α€-\-αθ2, b2 — ac-\-a02 soient positives. Or leur
somme est 3(#2 — ac\ la somnie de leurs produits deux a deux est 3(ft2 — acf — £ία2,
et nous prouverons plus loin que leur produit est un carre; donc pour qu'elles
soient positives, il suffit d'ecrire:

62 — M > 0, 12(62 — acf — ia2 > 0.
L'oti obtient ainsi sous la forme la plus simple, £t independafnment du

thoorem^ de Mr. Stuft», l s wnditlons de realite 4$$ racia^s de l'equation
ge irale du 4e degfo.
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/. Hermite, sur les fonctions homogenes. 7

III.
Relation entre les formes, /", #, h; et consequences de cette relation dans la theorie

des fonctions elliptiques.

L'equation remarquable qui existe eutre la forme proposee f et ses
deux covariants g et h, savoir:

peut 6tre obtenue par plusieurs methodes. Celle que nous employons la rat-
tachera a ce fait bien connu, et qui nous reste a etablir que le produit des
trois valeurs distinctes du carre de la fonction resolvante, qui aura l'expression
4(A2— ac-\- αθ,}(Ρ— ac -f αθ2) (b2 — ac-\- αθ3} = 4 (δ2— acf—m2(b2—ac] —ja\
est un carre parfait.

Partons pour cel de Pidentite suivante:
(a, b, c, V, a')(ar — by, ay)4

= (a, 0,—a (b2 — ac}, a (a*br — 3abc + 2b3), ia* — 3a(b2 — acfftx, y}\
o le seeond membre est une transformee par une Substitution au determi-
nant «_, de la forme proposee. II en resulte pour Tinvariant J de cette trans-
formee, la valeur: J=jaQ. Or en calculant directement J, on trouve:

J = a3 {4 (b2 — acf — ia2 (b2 — ac} — (αΨ - 3abc + 2δ3)2} ,
et en egalant cette expression a j(£9 il vient :

4 (δ2 — acf — fV(i2 — C)— j<£ = (αΨ -3abc f 2δ3)2;
ce qui demontre la proposition annoncee.

L'equation (A) s'en deduit de la rnaniere suivante. Posons
(β, b, c, V, a'T(m* + μγ, ηχ^νγ}* =^ (A, B, C, B', A'T(x, y}\

m et n etant des quantites arbitraires, et μ et v etant telles que le deter-
minant de la Substitution est mv — ημ = 1. Relativement a la transformee
ainsi obtenue, nous aurons:

car les invariants t et J seront restes les memes. J'ajoute que les quantites
A, B2 — AC, Α2Β' — 3ΑΒ€^2Β\ deviendront respectivement: f,g,h,
en y mettant m et n au Heu de χ et γ 9 de sorte que nous tomberons pre-
cisement sur la relation a demontrer.

Soit en effet φ (a, b, c, V, a!;x, y) Tune quelconque des formes f>g> h;
nous aurons, comme il a ete dit (§. L), la relation caracteristique pour les
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8 /. H er mit e^ sur les fonctions homogenes.

co variants :
(«w — ημ}κφ (a, by c, ft' , a'; mx -f μy, nx -f i/y) = φ (A, B, C, B', A; x, y),

ou seulement:
φ (a, b, c, V, d, mx -f μγ, nx -f ry) = φ (A, B, C, B', ; x, y),

puisque le determinant de la Substitution est Cnntte. Faisons dans cette iden-
tite -τ=1, y=0, le second membre se reduira au coefficient de la puissance
la plus elevee de x> c. a d. en supposant successivement <p=f, g, h, aux
quantites A, B* — AC, A2B' -3ABC+ 2B\ Or dans les memes circon-
stances le premier membre represente les formes f, gy h, Torsqu'on y met
les quantites arbitraires m et n, au lieu des indeterminees χ et y/ ainsi que
nous voulions le demontrer.

La relation
1<?-Φ9-3Γ = *

trouve une application immediate a la theorie des fonctions elliptiques. Metions
la sous la forme:

en divisant par /3 et extrayant la racine carree des deux membres. Con-
siderons ensuite, l'indeterminee χ comme une variable independante, et faisons
y = l ; il suit du principe algebrique de Jacobi pour la transformation des
integrales elliptiques que la Substitution rationnelle

.v _ JL — (62 — ac, bc — ab',3c*—2M' — aa', b'c—a'b, V* — u' cftx , l)4

" ~~ / ~ (a, ft, c, V, α')(χ, l)4

donnera:
/' dz _ = & Γ dx

J i/(4zd — iz^j) J 4 '

M etant une constante. Mettons encore sr-4- au lieu de z, Tintegrale

/ -___—-. r- sera ramenee a la suivante: l -r.—-,— r-; ί> designant la eon-j/(4 — i z — j ) J γ(ρζ—z — i) s °

stante ~4-, Ainsi nous avons la reduclion de l'integrale elliptique la plus gene-

rale a une autre plus simple ou n'entre qu'un seul parametre. Et Γόη voit

immediatement que toutes les integrales liees a la proposee / ^—^ ,
γ ι

par une Substitution lineaire quelconque: χ = ' j ~ , conduiront absolument
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/. Hermite> sur les f net ions homogenes. 9

i2
a la merne integrale reduite^ le rapport ~- conservant la meme valeur, dans
toutes ces transformees.

Seconde partie·
Theorie arithmetique des formes biquadratiques.

I.
De la forme quadratique sur laquelle repose la theorie de la reduction,
Je considererai specialement dans ce qui va suivre les formes quadra-

tiques reelles, et je me propose d'exposer a leur egard, Papplication de la
methode generale que j'ai donnee dans mon memoire sur l'introduction des
variables continues dans la theorie des nombres. Cette application aurait du
trouver immediatement place a la suite de ce memoire, mais alors je n'avais
pu encore reussir a lever plusieurs difficultes dont la solution sera maintenant
tres facile, en se fondant sur les resultats que j'ai donnes ici dans la premiere
partie. Dans une autre occasion j'essayerai de traiter aussi les formes biqua-
dratiqms, qui ont des racines imayinaires, et qui me semblent devoir donner
Heu a une etude interessante.

Soit comme precedemment :

f = (a, b, c, V, a'^(x, yf = a (x — ay] (x — y) (x — γγ) (χ — dy) ;

les racines a, β) γ, 8, etant reelles. Le principe arithmetique de la theorie
de la reduction, repose sur la consideration de la forme quadratique

φ = x-*y x

o les quantites t, t', t", t"', sont des variables reelles et positives. Nom-
mons ^/ finvariant de cette forme, et >S la Substitution a coefficients entiers,
propre a la reduire pour un Systeme donne de valeurs des quantites /. En
efFectuant dans f, cette Substitution S, on aura une transformier

F= (A,B,C,D',A'Kx,tf,
dont les coefficients verifieront les conditions suivantes:

tt't»t"»

qu'on doit considerer en valeur absolue. Ces conditions que j'ai donnees
dans le memoire precite (§. V. 4°.), conduisent a considerer attentivement
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10 /· Hiermit e, sur Ics fonctions homogenes.

la fonction

et a rechercher les valeurs reelles et positives des variables t, pour lesquelles
eile prend la plus petite valeur possible. J'ai etabli que ce minimum avait
une valeur constante dans toutes les transformees equivalentes a la forme
proposee, ce qui m'a permis de la prendre comme definition de Pinvariant
de la forme biquadratique. J'ai demontre aussi que φ devenait un covariant
de /", lorsqu'on y remplacerait t, tf , etc. par les valeurs speciales qui four-
nissent le minimum de T. Ce sont ces diverses consequences de ma methode
generale, que je vais developper seulement pour le cas p rticulier des formes
biquadratiques. Je les ferai preceder de ces deux remarques.

Premierement, aux inegalites

on peut joindre les suivantes:

- ; , - ,

qui se tirent de la meme analyse, afin, par exemple, d'obtenir une limite pour
le coefficient B, si Γόη suppose ' = 0; Tinegalite BB' <C T^T T ne pouvant
plus alors etre employee. On generalisera tres facilement cette remarque,
qui est essentielle pour prouver qu'il n'existe qu'un nombre fini de formes /^
dont les coefficients verilient un pareil Systeme d'inegalites. Dans le cas
present, il n'y a a faire d'autre restriction, que de supposer qu'on n'ait jamais
simullanement A = 0, J8 = 0, ou: .4' — 0, B' = Q, c. a d. que la forme
quadratique n'a pas de racines doubles; comme on le voit aisement. II est
d'ailleurs inutile d'exclure le cas des racines commensurables, qui pourrait donner
A ou A' = 0.

La seconde observation qui me reste a faire est relative a cette Ope-
ration arithmetique de la rcduction de la forme quadratique φ, pour tous les
systemes de valeurs des variables t , t' , t", t"f, qui joue un r le essentiel
dans ma methode. Divisons cette forme par le coefficient du premier terme,
de sorte qu'elle devienpe: x~ — %ξχγ-\ ~rjy*, en posant:

Au lieu des quantites t, on pourra faire varier ξ ei η; alors, ce qui caracte-
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/. Hermite sur les fonciions homogenes. 11

risera, pour une forme donnee, l'operation dont nous nous occupons, est I9eten-
due des valeurs que pourront recevoir ces nouvelles variables lorsque les
quantites passeront par lous les etats de grandeur. Or la forme analytique
de ξ et η, rappeile immediatement les expressions connues pour les coordonnees
du point d'application de la resultante d'un Systeme de forces paralleles.
Considerons donc sur un plan, quatre points A, B, C, D, rapportes a des
axes rectangulaires, et ayant pour abscisses a, β, γ, S et pour ordonnees
α2, β2, γ1, $2. Le quadrilatere AB CD sera inscriptible dans une pa-
rabole, comme on le voit aisement, et par suite sera convexe. Si donc on
applique aux divers sommets A, B, C, D, des forces paralleles et de meme
sens, respectivement representees par t, t', i" , t1", le point d'application de
leur resultante, sera situe dans son interienr, et y pourra occuper une position
quelconque, suivant les valeurs des composantes. Les quantites ξ et η, repre-
sentent donc les coordonnees d'un tel point; ce qui donne une image tres nette
des divers etats de grandeur par lesquels elles devront passer, pour cor-
respondre a toutes les valeurs possibles que doivent prendre les quantites t> t',
t", t"f, dans la forme φ.

II.
Determination du minimum de la fonotion T.

On trouve aisement pour Pinvariant de la forme quadratique φ/Γβχ-
pression

Λ = tH (a - )2 + U" (a - y)2 -f tt"' (a — df + ff9 ( — γ}2 -f t' t'" ( — (i)2

p i ' f ι - dT A (IT n dT n dT
L/ela pose, rormons les equahons -^- = 0, -^- = 0, :nrr — v·* ^r

on verra qu'elles se reduisent aux suivantes:

Maintenant prenons la somme de deux d'entre elles, et retranchons en la
sotnme des deux autres. II resultera de la trois combinaisons lineaires distinctes,
que voici:

U'(a— )*=t"l'»(r-d)\ tt"(a—Yf = ff"( -d)\ //'"(α-<?)2 = Μ'(β—γϊ1·

Avant d'en ecrire les diverses Solutions, faisons cette Substitution:
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12 * i. Hermite, sur les fonctions homogenes.

T T*m * «t * eil

(β-α)(β-γ)(β-.§) '

il viendra plus simplement:
ττ9 = τ"τ'", ττ" = τ V", ττ'" == τ'τ".

Cela pose, comme nous avons seulement a determiner les rapports
des inconnues, prenons par exemple τ = 1. Οη trouvera ces quatre systernes
de valeurs:

= + 1*

lu. < „ / 2°.

T

r'

r"

= +1?

— Zl' 3°'
/ -1

*' " J 4)

r =+1,
r' = +1,
τ" = —1,
τ'"— — 1,

/τ =+1,

4o K — L' W" = -i,
Ιτ"'= + 1.

/

Or il est essentiel de reehercher celui qui donne pour t, t', l", t"'
des quantites positives, comme Pexige la question. Supposons a cet effet,
que a, β, γ, d representent les racines de la forme biquadratique, rangees
par ordre croissant de grandeur. II est aise de voir que le premier Systeme
conduit seul a des Solutions positives et que les trois autres doivent etre
ecartes. EfFec vement, si Γόη fait pour un instant:

X(x) = (x — a)(x — )(x — γ}(χ — d),
les quantites t, auront alors pour valeurs:

/ ι l ^ ^ /ft1—T 57^7' l — JIRV l —

et Γόη sait bien qu'on obtient des resultats alternativement positifs et negatifs,
en substituant dans la fonction derivee la serie constante des racines. Nous
sommes donc conduit a cette expression remarquable de la forme quadratique φ,

que nous ecrivons en introduisant le facteur — , savoir:

x'(r) ϊ(8)
et il nous reste a former son invariant J , afin d'obtenir la valeur minimum
de la fonction T.

Les quantites ξ et η, dont il a ete question precedemment, representent
pour cette forme φ, les coordonnees du oint d'intersection des diagonales
du quadrilatere ABC D.
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/. H er mit e^ sur les fonctions homogenes. 13

A cet effet, nous observerons qu'on a par une formule connue:
(χ—ay)z , (je — yY . (x — vy)* , (o; — Jy)*
. . . —|— ι — ι " ——___—___—— —j— i i I I

d'o resulte cette autrq expression de φ:
2 (ίχ — αγΥ , (χ — γν

Or on en tire sans difficulte:

On a d'ailleurs:
t? t" t'" =

donc:

— WWW
ei en supprimant les facteurs communs: T=16«2(a — ̂ )2(/^ — ^T·

Nous retrouvons ainsi les invariants fondamentaux des formes biqua-
dratiques, corame coefficients de Fequation du troisieme degre qui determinerai
T en fonction de a, b, c, bl \ a[. Au fond c'est Tequation en θ , que nous
avons trouvee dans la premiere partie, en traitant la resolution algebrique
de Pequation du 4e degre, qui se presente de nouveau. Nous avons en effet
trouve: θ, — Θ2 = %α(α— γ)(β — S), donc: T== l 2^ — 2)2; ce qui peut
s'exprimer en fonction entiere de la troisieme racine 3. Les considerations
suivantes vont nous conduire aux covariants g et h, de sorte que le Systeme
complet des eloments analytiques de la theorie des formes biquadratiques, re-
sultera naturellement des principes sur lesquels nous avons fonde la theorie
arithmetique de la reduction.

III.
Expression par les coefficients de /', de la forme quadratique φ qui correspond

au minimum de T.
Nous allons d'abord verifier a posteriori que la forme

ti (r) 3f(')
qui correspond ainsi au minimum de T est un covariant de f; comrne nous
le savons par la theorie generale. Soit a cet effet:

(a, b, c, V, a'}(mx -j- μγ, nx + vy}*
= (A, B, C, B', A}(x, r)4 = A (x - ay) (x - *y) (x - cy) (x - *y )
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14 ^· Hermite, sur les fonctions homogenes.

et Φ, la m&ne forme que φ, par rapport a la transformee (A, B, C, Bf, A!)(x, y)4.
En posant:

K(x) -s= (tf — a)(or — *)(#— c)(ar — b)
on aura:

— tty)f , lr-b/)2 . (.r-cr)2

TJf'(o) *'(b) ΛΓ'(ε) JT'(b)

Or au moyen des valeurs donnees (lre partie II.) pour A, a, 6, c, b, on
trouvera immediatement

ηιχ-\-μγ — α(ηχ-\-νγ] = (m — an) (χ — ay),
ιηχ-\-μγ — (nx-\-vy} = (m — n)(x—'ty},
τηχ-\-μγ—γ(ηχ-\-νγ) = (m — γη} (χ — <y),

et:
(m — an)* l l

JJif(a) (mv—ημ)* '
_ l i

JJf'(b) ' (mv — w^)3 '
(in —yn)^ _ l l
^(y) JA^ r (c)*(wv—r^) 3 '

(m —in)f _ l l
JJ:f(t)'(m^ — w^*)3 ;

d'o resulte qu'on obtient -( — — — ̂ Φ, en mettant dans φ,· ιηχ-\-μγ, et

ηχ-\·νγ> au lieu de χ et y.
Cela pose, pour evaluer φ au moyen des coefficients de f nous obser-

verons que la fonetion resolvante *

varie ou conserve s valeur pour les memes permutations des racines a, β, γ, d,
que la forme φ > de sorte que suivant Pexpression de Lagrange on a ainsi
deux fonctions semblables de ces racines. Or nous avons precedemment obtenu
(lrp partie II.) le carre de la fonetion resolvante en fonetion de la quantite Θ,
d1ou il suit que le carre de φ s'exprimera rati<jnnellement par les coefficients
de la forme proposee f , et cette m£me quantite Θ. Mais il importe de fixer
avec precision celle des trois quantites que nous avons designees par #1, 02, 03,
qui entrera ainsi dans Texpression de φ2. Et d'abord les trois valeurs
(a-\- — γ — rf)2, (a-\-d — γ — /S)2, (α-\-γ — β — $)2, s'expriment respective-

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/19/15 11:28 AM



/. Her mit e> sur les fonctions homogenes. 15

ment par 019 2!) 3; c'est donc la racine 3 que nous aurons a employer, et
qu'il faut essayer de caracteriser, de maniere a la faire reconnaitre sans
ambiguite.

Rappeions a cet effet les relations:

Comme nous avons suppose les racines a, β, γ, 8 rangees par ordre croissant
de grandeur, on voit qu'on aura:

0i-02>0, 1- 3>0, 02-β3<0,
si le coefficient a est positif, et s'il est negatif:

0i — 02<0, x — 3<0, 2- 3>0;
donc dans les deux cas, 3 est la racine moyenne, comprise entre les deux
autres θ± et 2 .

Ce point important etabli, voici comment on obtiendra φ1. De la se-
conde des expressions precedemrnent donnees, savoir:

— a jf(a)
on concluera aisement:

α(αβγ -f «/(T — ce/W — βγδϊ)(χ, y)2.
2Le facteur irrationnel —. - 3-7^ - — 7 - ir7S - -, est un invariant, comrne— —

egal a ^ _^^ ^ ___ ; ainsi la forme plus simple

- a d - ydf x, yf
sera un covariant de /*, aussi bien que φ. Or le carre de son premier
terme s'obtient de suite par la formule

<?(α-\-γ—β — ΰγ = 16(ί2 — αι? + «β3).
On en conclut le resultat suivant, auquel nous voulions parvenir, savoir:

/* etant la forme proposee, et g le covariant dont nous avons donne la de-
finition au commencement de ce memoire. En effet, on peut dire en general,
que deux covariants d'une mome forme, qui ont leurs premiers termes egaux,
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16 i. Hermite, sur les fonctions homogenes.

sont par cela seul, necessairement identiques. C'est une consequence imme-
diate de ce que nous avons etabli (lre partie IIL)? en deduisant les fonctions
f9 9 et Λ, seulement de leurs premiers termes «, b2 — ac9 et a2bf — 3abc-{- 2ft3.
Nous sommes ainsi ramenes par une voie nouvelle a la consideration du co-
variant ff, et aussi a la relation importante:

Chacun des facteurs ff-^dif, $-\-θ^, g-\~Q^f\ se trouve etre en effet, le carre
d'une forme quadratique analogue a ψ. (Cette propriete a ete aussi obtenue
par Mr. Cayley, qui m'en a donne recemment communication ; eile est le point
de depart de la methode de resolution de Fequation generale du 4e degre,
dont j'ai parle au commencement de ce memoire.) Ainsi leur produit est
bien un carre parfait. En raeme temps, nous obtenons la decomposition en
trois facteurs du second degre, du covariant h, d'o Γόη peut conclure la re-
solution de Tequation h — 0.

IV.
Des questions arithmetiques dont les resultats preced nts donnent la solution.

Etant proposees deux formes biquadratiques f et /'', on pourra recon-
naitre si elles sont equivalents, ou non, en calculant leurs transformees reduites
F et F9. Pour obtenir ces transformees reduites, on formera l'equation en Θ,
qui sera la meme pour /' et f r ; car on doit d'abord supposer a ces deux.
formes les memes invariante. Cela fait, on choisira la racine moyenne de
cette equation en 0, et on en deduira les deux formes quadratiques ψ et i//,
en extrayant la racine carree des fonctions f-^Og, /"'-f /·

La reduite ,F s'obtiendra en effectuant dans /*, la Substitution a coef-
ficient entiers et au determinant un, propre a reduire ψ, et la reduite Ff, en
effectuant dans f, la Substitution propre a reduire ψ'. Maintenant il suit de
notre theorie la condition necessaire et s ffisante pour que/*et/' soient equi-
valentes et que F et F' soient identiques.

En second Heu, si Γόη propose de calculer le Systeme complet des
formes reduites qui ont les momes invariants i et j> on deduit de la valeur
minimum de T, ci-dessus obtenue, savoir: T= 162.( A — 2f, o 0L et 2

designerit la plus grande et la plus petite racine de Tequation en Θ, la regle
suivante:

On calculera tous les systemes de nombres entiers A, B, C, B', ,
qui verifient en valeur absolue les conditions:
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/. Hermitc, sur les fonctions homogenes. 17

< (im- 02)3, '»* < (im- «o.
Ces systemes, en nombre evidemment fini, donneront autant de forraes
F, F', Fn, etc. On choisira les reduites destinees a representer de-
finitivement les classes distinctes de memes invariants. en calculant les formes
quadratiques ^(F-\-6^G}^ T/(F'-\-e3G')i etc. et conservant seulement
celles des formes F, Ff , etc. auxquelles correspondront ainsi des formes
quadratiques reduites, ou le coefficient tnoyen ne surpasse pas celui de x1,
qui lui mome ne doit pas surpasser celui de y2.

Dans une autre occasion , j'espere pouvoir presenter des applications
numeriques de cette theorie; je me bornerai maintenant a remarquer cette
circonstance que pour les formes quadratiques a facteurs reelles, l'invariant j
est essentiellement limite par la valeur donnee de ?. EfFectivement, comme le
discriminant i3 — 27j2 doit etre positif, il faut qu'on ait ./2<C^V*3^ on peut donc
dire que toutes les formes biquadratiques a racines reelles (a)b)c)bt

)af)(x,y}ii^
pour lesquelles la fonclion aa' — 4Ä6'-f 3t-2 a une valeur donnee, sont re-
ductibles a un nombre fini de classes distinctes.

Paris, Juillet 1854.

Crelle's Journal f. d. M. Bd. LII. Hef t l .
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