Ueber die Transformation elfter Ordnung der elliptischen
Functionen.

Von Ferix Kreix in Miinchen.
{Mit einer lithogr, Tafel))

Im Verfolg meiner Untersuchungen iiber die Transformation der
elliptischen Funetionen behandele ich im Nachstehenden die Trans-
formation elffer Ordnung. Ks ist dabei mein besonderes Ziel gewesen,
die Gleichung elffen Grades, welche in diesem Falle auftritt, in ein-
fachster Form explicite herzustellen, Im XIVt» Bande dieser Annalen,
p. 423—424, habe ich bereits gezeigt, dass man dieser Gleichung
folgende Gestalt geben kann:

J = F(z),
wo F(z) eine ganze Function elften Grades der Unbekannten z mit
nur numerischen Coefficienten ist, die einen cubischen Factor dreifach
enthilt, wihrend (F'(#, —1) einen biquadratischen Doppelfactor besitzt.
Aber zugleich bemerkte ich, dass diese Angaben noch nicht zur vollen
Bestimmung der Function F ausreichen. Ich combinire daher mit
den damaligen Betrachtungen nunmehr ein im XV Bande pag. 277
fiir einen beliebigen Transformationsgrad ausgesprochenes Resulfat.

Dasselbe lehrt bei ";1 Variablen y ein System von Collinedtionen

kennen, welches mit der Gruppe der Modulargleichung isomorph ist.
Dementsprechend giebt es ein ,Problem der y“% bei uns vom 660t
Grade, und eine geeignete Specialisirung desselben lefert zunichst in
iibersichtlichster Weise die Galois'sche Resolvente 660t Grades der
Modulargleichung, dann weiter die gewollte Gleichung elften Grades,
und zwar in zwet Formen, von denen jede ihre Vorziige hat und
deren eine eben jene J == F'(2) ist. Ich habe in § 10. die so gefundenen
Resultate znsammengestellt. Die folgenden Paragraphen vermitteln so-
dann den Uebergang zu der einfachen Multiplicatorgleichung zwilften
Grades, die ich Bd. XV, pag. 88, angab, und liefern so die Moglich-
keit, die neuen Gleichungen elften und 660t Grades auf transcenden-
tem Wege zu lsen.
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Die hiermit aufgezihlten Resultate habe ich bereits, doch ohne
Beweis, in zwei an Herrn Brioschi gerichteten Briefen vom 9. April
und 11. Juni 1879, von denen der eine der Accademia dei Lincei, der
andere dem JIstituto Lombardo vorgelegt wurde, verdffentlicht; anderer-
seits habe ich die ganze Enthel\eluno, wie ich sie hier gebe, im Laufe
des verflossenen Sommersemesters in einer Vorlesung iiber algebraische
Gleichungen zum Vortrag gebracht.

§ 1.
Ueber gewisse elfblittrige Riemann’sche Flichen*).

Die Wurzel z der Gleichung
) J=F(2),
von der soeben die Rede war, ist, wie ich 1. c. zeigte, so in Bezug
auf J verzweigt, dass bei J = co simmtliche elf Blitter im Cyklus
zusammenhingen, bet J = 0 dreimal drei, bei J ==1 viermal zwei.
Nun behauptete ich ebendort, dass es nicht weniger als zehm wesentlich
verschiedene Riemann’sche Flichen giebt, welche dieselbe Figenschaft
besitzen (von denen aber nur zwei bei der Transformationstheorie in
Betracht kommen). Es ist heute meine néchste Aufgabe, diese Be-
hauptung auf dem damals bereits angedeuteten, rein geometrischen
Wege zu beweisen.

Die elf Blitter der Riemann’schen Fliche will ich vorab, wie
ich es {rither that, der Anschaulichkeit halber zur Hilfte q(:hra.ffu‘en,
nimlich soweit sie die positive Halbebene J iiberdecken. Sodann zer-
schneide man die Blitter simmtlich lings desjenigen Stiickes der reellen
Axe J, welches im Endlichen von J =0 bis J =1 reicht. Unsere
Fliche geht dann, wie aus der vorausgesetzten Multiplicitit der Ver-
zweigungspunkte folgt, in eine einfach zusammenhingende, einfach
berandete Fliche tiber, deren Blitter nach wie vor bei J = oo im
Cyklus verbunden sind. Offenbar kann man dieselbe durch stetige
Deformation in das Innere eines Kreises ausbreiten, das von einem
beliebigen seiner Punkte aus in 22 abwechselnd schraffirte und nicht
schraffirte Sectoren zerlegt ist. Will man die Punkte J = 0O als Ecken
gestalten und die zwischen ihnen befindlichen Stiicke der Kreisperipherie
geradlinig zeichnen, so hat man das Elfeck der Figur (8) auf der
meiner fritheren Arbeit (Bd. XIV) beigegebenen Ta.fel

Die so hergestellte Figur modificire ich nun mit Ricksicht auf
den speciellen hier vorliegenden Zweck in der Art, wie es ligur a
auf der diesesmal beigefﬁgten Tafel versinnlichen soll. Statt das Innere

*) Dieser Paragraph kniipft unmittelbar an die schon soeben citirte Arbeit
an: Ueber die Erniedrigung der Modulargleichungen, Ann, XIV, p. 417—427.
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des Elfecks als Abbildung der zerschnittenen Fliche zu betrachten,
wihle ich das Aeussere desselben und ersetze die frither im Mittel-
punkte zusammenlaufenden 22 Halbdiagonalen durch ebensoviele ins
Unendliche auslaufende gerade Linien. Ausserdem habe ich zur Be-
zeichnung der verschiedenen Blidtter in die nicht schraffirten Felder
die Ziffern 1, 2, - .-, 11 hineingesetzt.

Will man nun wissen, wie viele verschiedene elfblittrige Flichen
es giebt, welche die von uns verlangte Lage und Multiplicitit der
Verzweigungspunkte besitzen, so ist die Frage augenscheinlich die
(Annalen XIV, pag. 424): Auf wie wviele Weisen ist es maoglich, die
22 Hulbkanten der in Figur a wvorhandenen inneren Begrdnzung der-
art zu enem aus 11 Sticken bestelienden, doppelt dberdeckten Linien-
zuge zusammenzubiegen, dass von den 11 Punkten J = 0 dreimal drei
und von den 11 Punlien J =1 viermal zwei zusammenkommen? —
Die Figur b (die wohl ohne besondere Erliuterung verstiindlich ist) soll
an einem Beispiele erliutern, wie dieses Zusammenbiegen gemeint ist.

Die so formulirte Frage wird durch die Schemata I, ..., VI (anf
der beigegebenen Tafel) beantwortet. Dieselben sollen nur die Gestalt
des elfgliedrigen Linienzuges in jedem Falle angeben. Die mit kleinen
Kreisen bezeichneten Punkte entsprechen allemal J ==0, die durch
gerade Striche markirten J = 1. Das Schema V bezieht sich auf den
in Figur b dargestellten Fall; die Schemata I sind, meinen fritheren
Erlduterungen zufolge, die einzigen, welche auf die aus der Trans-
formationstheorie hervorgehenden Gleichungen elften Grades passen, —

Es giebt, diesen Schematen naeh, in der That zehn Moglichkeiten
der Zusammenbiegung. Dass es auch nicht mehr giebt, ist ebenso
evident; denn offenbar gelingt es nicht, noch andere elfgliedrige Linien-
ziige der von uns gewiinschten Art herzustellen. — Somit ist der zu
Eingang des Paragraphen ausgesprochene Satz bewiesen.

§ 2.
Gruppe der Monodromie.

Es wird sich punmehr darum handeln, unter diesen zehn Fillen
diejenigen beiden, welche allein fiir die Transformationstheorie Be-
deutung haben, durch ein einfaches Kriterium zu kennzeichnen. Ich
wihle als solches die Gruppe der Monodromie*). Wenn man J in
seiner Ebene beliebige geschlossene Wege beschreiben lidsst, so werden,
wie man weiss, in den beiden in Betracht kommenden Fillen die 11
Wurzeln der Gleichung J == F'(z) nur auf 660 Weisen vertauscht, und
diese 660 Vertauschungen bilden die bekannte Gruppe, welche Galois zu-

*; Hermite in den Comptes Rendus von 1851,
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erst auffand und tiber die Be tti*) die ersten ausfiibrlichen Untersuchungen
veroffentlichte. Diese Gruppe enthélt nur solche Vertauschungen, deren
Periode 1, 2, 3, 5, 6, 11 ist; und diesen Umstand will ich hier dazn
benutzen, um zu zeigen, dass die Gruppe der Monodromie in den acht
fiir uns unbrauchbaren Fillen eine andere ist, dass also die beiden in
Betracht kommenden Flichen durch ihre Verzweigungspunkte und die
Gruppe der Monodromie zusammen villig charakierisirt sind.

Der betr. Nachweis stellt sich in siimmtlichen Fillen dvrchaus
analog. Ich erldutere daher nur den Fall der Figur b (Schema V).
Man lasse J in seiner Ebene einmal den Unendlichkeitspunkt um-
kreisen, eine Operation, die ich S nennen will. Dann gehen (wie die
Figur aufweist) die Wurzeln

1, 2,3,4,5,6,7,8, 9,10, 11
bei richtig gewdhltem Bewegungssinne in folgende iiber:
2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 1.
Andererseits lasse man J den Punkt J = 1 umkreisen, eine Operation,
die T heissen soll. So wird aus

1,2, 3, 4,5,6,17, 8,9, 10, 11,
wie wieder die Figur zeigt, resp.
2,1,10,4,9,17,6,8,5,3, 11.
Jetzt mache man zuerst die Operation 7', dann dreimal die Operation
5. So entsteht aus
) 1, 2,3,4,5, 6,7, 8,9,10, 11,
bez.
5,4,2,7,1,10,9, 11, 8, 6, 3;
die Operation TS? vertauscht also folgende Wurzeln cyblisch:
(1, 5) 2, 4,17, 9, 8, 11, 8) (6, 10).
Diese Cyklen enthalten bez. 2 und 7 Buchstaben; die Periode von I'S3
ist also 14, und die Gruppe der Monodromie von der Gruppe der 660
Substitutionen verschieden, was zu beweisen war*¥).

§ 3.
Die Gruppe der 660 y-Substitutionen.

Den soeben bewiesenen Satz benutze ich jetzt in der Art, dass
ich mich fortan mit einem Probleme beschiftige, welches jedenfalls
die richtige Gruppe von 660 Vertauschungen besitzt; gelingt es mir
dann, im Verlaufe der Unitersuchung ouf eine Gleichung J = F(z) zu
kommen, wo F(2) einen cubischen Factor cubisch und (F{g)—1) einen

*) Annali di Scienze matematiche etc. di Tortolini, t. IV (1853).
#) Auch in den anderen Fillen geniigt es, die Operation T'S? zu betrachten.
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biquadratischen Factor doppelt enthilt, so habe ich die gesuchie Glei-
chung gefunden.

Zu diesem Zwecke betrachte ich das System von 660 Collineationen
bei 5 Variablen, von dem schon in der Einleitung die Rede war. In-
dem ich die quadratischen Reste modulo 11 als Indices wihle und so
ordne, wie sie aus einem derselben durch Multiplication mit 4 hervor-
gehen, nenne ich die Variablen

Yis Yas Ysy Yo5 Ys-

Die 660 Collineationen erwachsen dann durch Wiederholung und Com-
2in

bination der folgenden zwei Operationen (g= e ):

S) ¥ =0y Y =0, ¥ =0Ys, ¥y = Yy, ¥’ = 0¥,
V=119 = (6°— 0%y, + (0*— o)y, + (0" — 0>,

+ (0 — 0%y + (o' — ')y,
V=119, = (e'— ey, + (0°— 0%y, + (0°— 0%,

+ (o'— 0"y, + (o°—0Vys,
7yl V=119 = (&*— ey, + (6°— 0Dy, + (o' — 0"

+ (@*—0)yy + (o' — 0Ny,
V—11-y) = (0*>— 0% y + (0'— 0"y, + (0°—0%)y;

+ (6*— 0"y, + (0*— 0%,
V=119 = ('—0'")y, + (¢°— 02y, + (0* — ")y,
. + (0*— %)y, + (0°— 0% ys,
denen sich als einfachste Combination die cyklische Vertauschung
zugesellt:
@Zb) C) y'=us Y =¥ ¥ =Y Y =13, W =9,
Und zwar lassen sich simmtliche 660 Collineationen durch die beiden
Symbole angeben:

CeSE, CeSETSY,

wo man dem « die finf Werthe 0, 1, 2, 3, 4, dem g und dem
die 11 Werthe O, 1,'2, ..., 10 zu ertheilen hat. —

Diesem Substitutionssysteme entspricht im Sinne meines letzten
Aufsatzes (Annalen XV, pag. 256) ein ,, Problem der y*‘, welches in
allgemeinster Fassung so lautet: Es sind simmiliche ganze Functionen
der y, die sich bei den 660 Collineationen (2) nicht dndern, threm
Zahlenwerthe nach gegeben; man soll die unbekannter y berechnen. Diess
Problem hat jedenfalls die gewiinschte Galois’sche Gruppe, uud mit
thm werde ich mich daher jetzt eine Zeit lang beschiftigen.
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§ 4.
Ungeéindert bleibende ganze Functionen der .

Es ist nicht meine Absicht, alle ungeiindert bleibenden ganzen
Functionen der y mitzutheilen; dies wiirde jedenfalls eine weitliufige
und vielleiecht eine schwierige Aufgabe sein. Vielmehr definire ich nur
drei solche Functionen, die ich spiter gebrauche. Die erste ist die
Function dritfen Grades:
®) V=192 + 9% + 970+ 9%y + 9579,
offenbar die niedrigste ungeindert bleibende Function. Die zweite ist
ihre Hesse'sche Determinante vom fiinften Grade:

% O 9 y O
0?7'30.7/9?/4‘1

4) H=|y, 0 y 0 g,
¥ Y O gy O |
0 9, v5 0 o '

deren erste Unterdeterminanten spiter von Interesse werden. Die
dritte ist eine Function elften Grades:

®) C=u" 4y + 5" +u' + 9 -

die man etwa definiren kann als numerisches Multiplum der Summe
der elften Potenzen derjenigen 660 Werthe, deren y, bei den 660
Collineationen theilhaftis wird. Mit Riicksicht auf das erste in ()
angegebene Glied finde ich:

~ 11
(5b) 0= 2 (zym).

Aus C und V werde ich spiter die rationale Function 33t Grades
und nullter Dimension:
C3
i
zusammensetzen.
§ 5.
Klfwerthige ganze Functionen der y.

Um die niedrigsten elfwerthigen Functionen der y zu finden be-
ginpe ich damit, aus der Gesammtheit der Collineationen (2) eine
Untergruppe vom Index 11 (die sonach 60 Substitutionen enthilt)
auszuscheiden. Dies geschieht leicht, wenn man die eindeutige Be-
ziehung benutzt, welche zwischen den 660 Collineationen und den-
jenigen ganzzahligen linearen Substitutionen
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w,=_zz_i:§, ad — By = R (mod. 11),

die modulo 11 verschieden sind, besteht, und dann die Betti’schen
Formeln heranzieht, welche ich Annalen X1V, p. 419 reproducirt habe.
Offenbar kann man die beiden Colhneatmnen S T den folgenden
beiden e-Substitutionen entsprechend setzen:
o =041, 0 = — —;—,
(aus denen wieder alle anderen durch Wiederholung und Combination
hervorgehen). Dann entsprechen den cyklischen Vertauschungen C¢
der fiinf y:
(15 Yoo Y5 Y05 ¥3)
wie man leicht findet, die Wiederholungen von
o =4o.
Nun erwichst nach den genannten Formeln eine Untergruppe vom
Index 11, wenr man die Substitution
o =4
mit folgender Substitution von der Periode 2 verbindet:

’ 0w — 2
=TT T e 1 + 1
die Untergruppe enthilt dann von selbst die Substitution
@ = — 1.
w0

Indem wir zu den y zuriickgehen, haben wir also die cyklische Ver-
tauschung C der y mit der Collincation S—1T8 zu combiniven. Die
entstehende Untergruppe umfasst von selbst die Collineation T,

Aber man kennt von vorneherein eine sehr einfache Function
der y, die bei den Operationen C und 7 invariant bleibt: das ist die
Summe der y:

(6) Po =Y+ ¥+ s+ %+ ¥

Wendet man auf sie die Collineation S—!'7TS an, so kommt nach
kurzer Rechnung:

O o= = {0 (€ — o) + (& — ')
+ ¥, (2(0® - 0% -+ (0* — ¢"))
+ 95 2(0* — 0°) + (o' — ¢°))
+ 4 (2(0® — ¢°) + (@' — ¢?))
+ %:(2(0""— 0% + (¢° — ¢° )},

und vertauscht man hier die fiinf ¥ cyklisch, so entstehen noch vier
weitere Ausdriicke, die
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(8) PisyD2s Pss Pa

genannt werden sollen. — Da p. bei 10 Collineationen der Unter-
gruppe ungeindert bleibt, so ist es gegeniiber der GGesammtheit ihrer
Collineationen sechswerthig; d. h. die sechs Ausdriicke p werden bei
den 60 Collineationen der Untergruppe umter sich permutirt. Die sym-
metrischen Functionen der sechs p bleiben also bei simmtlichen Col-
lineationen der Untergruppe ungedndert; sie sind also gegeniiber den
660 Collineationen (2) elfwerthig, sie miissten denn zu den iiberhaupt
ungedndert bleibenden Functionen gehbren.

Demnach berechne man, um mdglichst niedrige elfwerthige Funec-
tionen zu haben, die niedrigsten nicht verschwindenden symmetrischen
Funectionen der p, also etwa die Summe der Quadrate und die Summe
der Cuben. So findet man folgende Functionen:

1) Die Function zweiten Grades:

O @= e +y® +y Fy D
— 1Yy + YsYs + Ys¥r + Yo¥s + Y3 9)
—1 11
+ —+V—1—‘ W1Ys + Y1Ys + 459 + Yo¥s + 14),

2) Die Function dritten Grades:
(10) fo= @* +9® +v* 4+ +u°
+ 3wy + vy + U5ty 4 9.2Us + 95°Ys)
—3( YsYs Y Ys Vs T Ys Yo ¥y T+ Yo Us Yy + Y22 ¥5)

14+¥V—1 o 9 2
+ —+)— Wlys + vty + ¥2y vty vty
1+¥V=11

————— WYY T Y Y Yo T+ Y VoY F Yo ¥s Yy + Y3 1 91)
— <1+7/T1]> WYy + 9329 + 929 + 95"y + ¥ty

Die Function ¢, stimmt mit i-*-?-z] —1 Xp* {iberein; die Function
. V= P . . . .
fy ist von —7- 63—-2 nur um ein Glied verschieden, das ein nume-

risches Multiplum von V (3) ist. — Die elf Werthe, welche ¢, oder
f, bei den 660 Collineationen annimmt, und die ich ¢,, bez. f, nennen
will, erwachsen aus ¢, und f,, wenn man der Collineation S* ent-
sprechend statt y.» eintrigt ¢***- y,». — Aendert man in diesen Formeln
das Vorzeichen von J/— 11, so bekommt man Ausdriicke ¢, f,, welche
ebenfalls elfwerthig sind und die sich auf die zweite Serie von Unter-
gruppen vom Index 11 bezieht, die Betti 1. ¢. ebenfalls angiebt. Da
sich aber fiir sie alle Betrachtungen ganz geradeso gestalten, wie fiir
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die ¢,, f,, so werde ich sie in der Folge durchaus bei Seite lassen. —
Als elfwerthige Functionen nullter Dimension werde ich spiter

fy und
v V%

Py

gebrauchen.

§ 6.
Specialisirung des y-Problems.

Fiir unseren speciellen Zweck bediirfen wir nicht des allgemeinen
Problems der y: in der Schlussgleichung J = F'(s), die wir suchen,
soll nur der eine Parameter J vorkommen. Es handelt sich also
darum, aus der vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit der y, 14,145 1951 95
nunmehr in richtiger Weise eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit,
eine Curve, auszuscheiden, die bei den 660 Collineationen in sich iiber-
geht, und das specielle auf sie beziigliche Problem der y durchzufiihren.

Von dieser Curve wissen wir, dass sie das Bild der Galois’schen
Resolvente der Transformationsgleichung sein muss. Nun ist, wie ich
frither ausfithrte (Ann. XIV, p. 151) die Galois’sche Resolvente vor-
gestellt durch eine Riemann’sche Fliche, die 660-blattrig iiber der
Ebene J ausgebreitet ist und deren Blitter bei J = 0 zu je 3, bel
J=11zu je 2, bel J ==00 zu je 11, sonst aber nirgends zusammen-
hingen, deren Geschlecht also == 26 ist. Auf unserer Curve muss
es dementsprechend eine rationale Function J geben, welche jeden
Werth in 660 und nur in 660 solchen Punkten annimmt, die durch
die 660 Collineationen auseinander hervorgehen; es darf unter diesen
Gruppen von je 660 zusammengehorigen Punkten nur drei geben,
welche aus einer geringeren Zahl von mehrfach zihlenden Punkten
bestehen: eine Gruppe von 220 dreifach zihlenden Punkten, eine von
330 zweifach zihlenden und eine von 60 elffach zihlenden. Das Ge-
sehlecht der Curve ist nattirlich auch gleich 26. — Beachten wir ferner
die Gleichung (1) J = F(7). Sie sagt vor allen Dingen aus, dass es
auf unserer Curve eine rationale Function # giebt, welche jeden Werth
in 60 und nur in solchen 60 Punkten annimmt, die durch die Colli-
neationen einer Untergruppe vom Index 11 auseinander hervorgehen.
Die weiteren Eigenschaften der Function I': dass F'(2) eine rationale
ganze Function elften Grades ist, dass es einen cubischen Faetor
cubisch und F(#) — 1 einen biquadratischen Factor doppelt enthalten
soll, sind blosse Consequenzen des Gesagten®). Dass F(z) eine ganze

%) Vergl, bei diesen Ueberlegnngen die analogen Betrachtungen fiir die
Transformation siebenter Ordnung, welche ich Apnalen XIV, p. 434, 456 etwas
ausfiibrlicher entwickelt habe,
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Function elften Grades ist, ergiebt sich daraus, dass die 660 einem
beliebigen Werthe von o entsprechenden Punkte sich gegeniiber den
60 Collineationen der Untergruppe in 11 .60 spalten, dass aber die
60 Punkte J = oo alle auseinander durch die Collineationen der Unter-
gruppe hervorgehen. Die anderen Eigenschaften folgen aus dem Ver-
halten der 220 Punkte J ==0 und der 330 Punkte J = 1. Es giebt
unter den 660 Collineationen, wie bekannt, 2 - 55 von der Periode 3,
55 von der Periode 2%). Bei jeder Collineation von der Periode 3
bleiben daher 4 Punkte J == 0 fest, bei jeder Collineation von der
Periode 2 6 Punkte J == 1. Aber die Untergruppe vom Index 11 ent-
hilt 2 .10 Collineationen von der Periode 3, 15 von der Periode 2.
Die 220 Punkte J = O sondern sich also ihr gegeniiber in 2-2043.60
und die 330 Punkte J == 1 in 3.30+}4-60. Und eben dies wird durch
die gemeinten Eigenschaften von F ausgesagt.

Wenn es also gelingt, eine Raumcurve zu finden, auf welcher die
Function J in der angegebenen Weise, auf welcher tiberdies eine Function
2 existirt, so muss sie von selbst zu einer Gleichung J = F'(2) hinleiten,
die alle charakteristischen Eigenschaften besitzt und also die von wuns
gesuchte Gleichung ist.

Jetzt ist die niedrigste nur von den Verhiltnissen der y abhingige
rationale Function, die bei den 60 Collineationen einer Untergruppe
ungeiindert bleibt, nach § 5.:

2

v ?

eine Function vom dritten Grade. Sie soll, will ich voraussetzen, die-
jenige Function sein, welche auf unserer Curve jeden Werth in 60
Punkten annimmt; ich werde also die Hypothese machen, dass unsere
Curve von der 200 Ordnung sei, und weder auf f, = 0, noch auf =10
gelegen sei, noch auch dem gemeinsamen Schuitte von f, =0, ¢ =20
begegne. Ich will ferner annehmen, dass sie nicht auf C = 0 liegt und

(11) 5=

auch wicht dem Schuitte von C=0, V=0 begegnet. Dann ist % eine

Function, welche jeden Werth in 660 zusammengehdrigen Punkten
annimmt; fiir ¢ = O erhilt man nur 220 getrennte Punkte, fiir g =0

3 -
él« gesetzt werden, wo k eine

nur 60. Man sieht: es miisste J =F% -
numerische Constante ist. Nun sage ich: Wenn nur das Geschlecht
unserer Curve gleich 26 ist, so giebt es von selbst ausser der Gruppe
der dreifach zihlenden 220 Punkte und der Gruppe der elffach zéihlenden

60 nur noch eine Gruppe von wmehrfach zihlenden Punkten, ndmlich

#) Vergl. hier und im Folgenden bei solchen Angaben die betr. Capitel in
Serret's Traité d'algébre supérieure, vol. II.
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von 330 zweifach zihlenden. Denn denken wir uns die Curve als
Riemann’sche Fiiche 660-blittrig iiber der Ebene J ansgebreitet,
so bekommen wir, wegen der 660 Transformationen der Curve in sich,
bei denen J ungeiindert bleibt, jedenfalls eine regulire Verzweigung
(Annalen X1V, p. 458), und wenn also irgendwo » Blitter zusammen-
hingen, so hingen an dieser Stelle alle Blitter zu je » zusammen.
Man hat also

2p — 2 = 660(—24+ > 221,

wo sich die Summe rechter Hand anf die verschiedenen Stellen der
Ebene J bezieht, an denen Verzweigungen stattfinden. Soll nun
== 26, ein Werth von » gleich 3, ein anderer gleich 11 sein, so
kann, wie man sofort zeigt, nar noch ein drittes » unter dem Summen-
zeichen vorkommen, und dieses muss gleich 2 sein. Auch kinnen
wir, durch zweckmissige Wahl von %, erreichen, dass J an der betr.
Stelle gleich 1 wird.
Man sieht, wie sich alle diese Hypothesen zusammenschliessen.
Es gilt, in dem Raume der y eine Curve von der 20%t Ordnung und
dem Geschlechte 26 zu finden, welche bei den 660 Collineationen in sich
tibergeht, und weder auf f, ==0, noch auf V =0, noch endlich auf
C =0 gelegen ist, auch wicht dem Schnitte von f, =0 und V =0,
oder dem Schnitte von C == 0 und V = 0 begegnet.

& 1.
Die Doppeleurve von F = O.

Falls unsere Curve 20t Ordnung existirt, muss sie jedenfalls auf der
Fische (4): H=0 liegen®). Denn sonst gibe es mit H==0 100 Schnitt-
punkte, und diese 100 Punkte miissten durch die 660 Collineationen
unter sich permutirt werden, was unmoglich ist. — Nun erinnere man
sich der Untersuchungen, vermdge deren man in der gewdhnlichen
Raumgeometrie zeigt, dass die Hesse’sche einer Fliche dritter Ord-
nung 10 Knotenpunkte besitzt. Man setzt zu dem Zwecke gleichzeitig
alle ersten Unterdeterminanten der Hesse'schen Determinante gleich
Null. Genau so kann man bei 5 Variabelen verfahren und erhilt
dann durch bekannte Methoden den alligemeinen Satz: dass bei 5 Va-
rigblen die Hesse sche einer Fliche dritter Ordnung eine Doppeleurve
von der 20/ Ordnung und dem Geschlechte 26 besitzt. Es wird also

*) Ich nenne Fliche jede Mannigfaltigkeit, die durch eine Gleichung dar-
gestellt wird, also im vorliegenden Falle eine Mannigfaltigkeit von 3 Dimensionen,
Curve ein Gebiet von nur einer Dimension,
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auch, falls nicht besondere Verhiltnisse storend einwirken, die Fliche"
H = 0 eine solche Doppelcurve besitzen, und diese Doppelcurve wird
durch die 660 Collineationen in sich tibergehen, da die Fliche H = 0
es thut. Kann man zweifeln, dass eben diese Doppelcurve die von
uns gesuchte Curve ist? Dabei ist freilich Zweierlei noch nachzu-
weisen: ndmlich erstens, dass die im allgemeinen Falle richtigen
Zahlen 20 und 26 fiir Ordnung und Geschlecht im besonderen Falle
keine Modification erfahren, und zweitens, dass unsere Curve auch die
anderen , negativen Eigenschaften besitzt, welche wir angegeben haben.

Indem ich dem Beweise, zu dem ich mich sofort wende, vorgreife,
spreche ich schon hier den Satz aus:

Die von uns gesuchte Curve 20% Ordnung ist die Doppelcurve der
Hesse’ schen Fliche H = 0.

Zum Beweise bilde man zunichst alle Unterdeterminanten von
H und setze sie gleich Null. 8o bekommt man ein Gleichungs-
system, welches ich
(12) Hy=0
nennen will, und dessen Gleichungen aus folgenden drei

0=y, 999 — 9’99 + ¥°9° + 30,
(13) 0=y — ¥ Y ¥s — ¥° %1 Y5,
0=ylyy + %%y + ¥5°¥
durch cyklische Permutation der y hervorgehen.

Ich will nun die fiinf Punkte, in denen vier von den fiinf y ver-
schwinden, als die Punkte I, IV, V, 1X, IIT bezeichnen. Dann sicht
man sofort:

Die finf Punkte 1, IV, V, IX, 11T gehiren unserer Curve an.
Und da sie den Flichen (5): C =0 und f, == 0 (§ 5.): offenbar nicht
angehdren, so folgt:

Unsere Curve liegt weder auf C = 0 noch auf f, = 0.
Setzt man in (13) und die iibrigen Gleichungen H;; = 0 fiir eins der
y den Werth Null, so folgt, dass noch drei, iibrigens beliebige y ver-
schwinden miissen. Daher:

Jede Ebene ye = O schueidet unsere Curve nur in vier Punkien,
ndamlich in denjenigen vier unter den fiinf Punkien I, IV, V, IX, HI,
welche nicht nach dem Index von Y benannt sind.

Man lasse nunmehr in einem der finf Punkte, etwa im Punkte
III, eine Reihenentwickelung eintreten, indem man y, = 1, gy, = d¢
setzt. Dann bekommt man aus den Gleichungen H,; = 0 bis auf
Glieder von hoherer als der zehnten Ordnung:

Yy =di', y, =4, y,=4dt, y,=—d}, y;=1,
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und also fiir das Verhalten der y in simmtlichen fiinf Punkten folgende
Tabelle:

A Y l! Ys Yo = Y
I 1| age toar at  —as
IV —af 1 | dne  as dt
(14) e .
Voooa  —ats, 1 dge at
X  dr At —df 1 dd
UL ago dt | oar o —de 1
: |
Man sieht:

Dic finf Punlte sind einfache Punkie unserer Curve.
Dann aber vor Allem:
Die Curve ist von der 20%" Ordnung.
Denn die Summe der beim einzelnen y in der Tabelle vorkommenden
Exponenten von df ist 3 4- 14 6 4 10 = 20.

Jeder usiserer fiinf Punkte bleibt bei der Collineation S: 41 == 0¥ 93
ungeiindert, bei der cyklischen Vertauschung C der y werden sie unter
einander permutirt. Es entstehen aus den 5 Punkten bei den 660
Collineationen daher nur 60. In ihnen simmtlich verschwindet ¥V, weil
es z. B. in T verschwindet. Dagegen verschwindet ¥ nicht identisch.
Denn tragen wir in V z. B. die auf I beziigliche Reihenentwickelung
(14) ein, so kommt (mit dem von uns gewiihlten Maasse der Genauig-
keit) V = dt. Also:

V = 0 hat mit unserer Curve 60 und nur 60 Schnittpunkte gemein,
und i diesen verschwindet weder C noch f,.

Unm alle charakteristischen Eigenschaften der von uns gesuchten
Curve beisammen zu haben, bleibt nur noch zu zeigen, dass das Ge-
schlech? gleich 26 ist. Dies gelingt sehr einfach durch die Betrachtung
gewisser Ungleichheiten. Sicher ist p kleiner als das Geschlecht der
allgemeinen Durchdringungscurve dreier Flichen vierter Ordnung : denn
unsere Doppeleurve bildet ja nur einen Theil einer solchen. Dies
giebt in bekannter Weise*):

p <11,
Andererseits ist p jedenfalls nicht kleiner als das Geschlecht einer
in gerade Linien zerfallenen Curve; also:

»=—19.

#) Durch Aufstellung der iiberall endlichen Differentiale.
Mathematische Annalen. XV, 85
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Endlich aber lisst sich, wie ich im vorigen Paragraphen zeigte,
folgende Gleichung anschreiben:

2p —2=1660(— 24 D>2"1).

Hier muss, wegen des Schnittes mit C =0 ein v gleich 3, und
wegen des Schnittes mit V=0 ein anderes v gleich 11 genommen werden.
Nihme man nun kein drittes v dazu, so wiirde

2p — 2= —280, p=—139
sein. Nihme man aber das dritte » gleich 3 oder noch grésser, oder
nihme man gar mehrere ¥ an, so kime:

2p —2>160, p> 8L
Also ist nur noch ein v da; dasselbe ist gleich 2; und p wird = 26,
was zu beweisen war.

§ 8.
Die Gleichung J — F(z).

Jetzt ist es eine einfache Rechenaufgabe, die Gleichung J = F'(2)
zu bilden. Wir haben

(15) J—k- S LT
v v
zu setzen und zunichst mit unbestimmten Coefficienten anzuschreiben®):
(16) J=1k(z2+ Az+ B) (2 + a2’ + bz + ¢),
oder auch:
(16b) J =L #ALA2A4Be+T) (¢ a2+ o2+ yz-4-0)°.

Sodann trage man eine der Rethenentwickelungen (14) in C, V
und £, ein. So kommt bis auf Glieder von hSherer als der zehnten
Dimension:

C=1, V =di,
V=11 oy 35 oo ap 1+V 11 .
fw=99v+—‘§—*"—@ At —204.dP F —L—— 0% . d¢

an _ S
—f—(l—}-l/—ll)-dﬁ—lj_—l%i .Qlov.dt6+393'v_dts

+205%.dt— (1-+y/—11) g™ dito.

Dies in (16) und (16b) eingesetzt giebt mit einer grossen Zahl von
Controlen:

#) Das hier rechter Hand stehende k ist in der That dasselbe, wie das k
3

in (15). Denn in wie in 2! kommt im Zihler das Glied ¥,3 mit -+ 1 malti-

v 1
plicirt vor.
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(18) 4=—3, B=5—y—T1i, a=1, b=-—31t1L

_r=V—-1u

(18b) A—4, B="2L"IL 14 6y, a=—2,

1—V=1 = —
ﬁ"_"g—igi; 7=O+V"‘117 0=— T s
und die beiden so erhaltenen Werthe von J und J — 1 stimmen in
der That tberein (was wieder eine Menge von Bestitigungen ein-
schliesst), wenn
1
(19) b=~ g
gesetzt wird.
Daher lautet die fertige Gleichung J = F (2) folgendermassen.:

20) J: —1:1=(2— 324 (H—)/—11))-
.(zs_*_ze_g.i%E.z_{_ (el TR

: (z3 -4z +#77:51:—~11 s (4——61/fﬁ))-
( — 2543, 1:l/jL zz_{_(f)_{,l/_fﬁ)z_g."’_"”’z:,g)g
:— 1728.

§ 9.
Die zweite Form der Gleichung elften Grades.

Neben die so gewonnene Gleichung stellt sich nun noch eine
zweite, ebenfalls sehr einfache, wenn man nicht von der elfwerthigen
Function dritten Grades f, (10), sondern von der Function zweiten
Grades @, (9) ausgeht. lch beweise zuniichst den Satz:

Vermige der Relationen Hy = 0 (12) reduciven sich alle bei den
660 Collineationen ungeiindert bleibenden ganzen Functionen der y auf
ganze Functionen von V und C.

Eine ungeiindert bleibende Function der y, gleich Null gesetzt,
stellt eine Fliche vor, welche entweder unsere Curve enthilt — und
dann wird die Function vermbge der H;; = 0 identisch Null sein —
oder dieselbe in solchen Punkten schneidet, die bei den 660 Collinea-
tionen unter einander permutirt werden. Unter ihnen kionnen sich
eine gewisse Anzahl von Malen die 60 Punkte V = 0 finden, ebenso
beliebig oft die 220 Punkte C =0, dann irgendwelche Gruppen von
660 getrennten Punkten, die durch C® — AV! =0 dargestellt sind,

35
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wo A eine geeignete Constante bedeutet. Dagegen kann die Gruppe
der 330 Punkte J = 1 nur eine paare Anzahl von Malen auftreten,
weil die Gesammtzahl der Punkte durch 20 theilbar sein muss, 330
aber nur durch 10 theilbar ist. Doppeltzihlend wird diese Gruppe aber
auch durch eine Combination von C und V dargestellt, nimlich, da
J =1 ist, durch €3 -} 1728 V' = 0; simmtliche Schnittpunkte also
konnen mit der richtigen Multiplicitit ausgeschunitten werden, indem
man eine geeignete ganze Function von V und C gleich Null setzt,
was zu beweisen war, —

Daher geniigen vermige der Relutionen H;. = 0 die elf @, einer
Gleichung elften Grades, deren Coefficienten ganze Functionen von V
und C sind. i

Mit Riicksicht auf den Grad der in Betracht kommenden Fune-
tionen konnen wir sofort mit unbestimmten Zahlenfactoren anschreiben:

(21) QU 4-aVi. @8 L V. @ yVC -9+ V. 9>+ V(- p
+¢-C2—0.
Die Zahlenfactoren bestimmt man wieder vermbge der Reihen-
entwickelungen (14). Man hat ihnen zufolge:

(22) Py =% — o% - di { 0" - dI* - 1—1;—11 ov - dt?

_*_1”“_12*&937. att+ - ..
und findet also:

(©23) e=—22, B—=11(9—2)—11), »=11, 8 =88)—I11,
.—_—L(‘?’_;@})_, E— —1..
Ieh will noch
Py
setzen und fiir o einfiilhren: — 1728 J = — 1728 g_f Dann er-

héilt die neue Qleichung elften Grades folgende Form:
@5y B _22.54 11(9—2y11)8 — 11.;2%.g4+88;/—11.g2

2
oy D3V 12g, . g2
11 . 7y 3 Ve 0-.

Es bleibt nur noch zu zeigen, wie diese Gleichung wit Gleichung
(20) zusammenbingt. Die Fliche ¢, = O schneidet aus unserer Curve
40 Punkte aus, die sich bet den 60 Collineationen der Untergruppe
unter einander permutiren. Dies konnen, dem Fritheren zufolge, nur
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diejenigen 2 - 20 Punkte sein, welche je bei 2 Collineationen von der
Periode 3 festbleiben, d. h. dieselben Punkte, fiir welche man nach
Gleichung (20) hatte:
# -3z +pB—y—11)=0.
In der That zeigen die Reihenentwickelungen (14), dass folgende
Relation besteht (natiirlich immer vermdge der H;; == 0):

(26) @t=1— 3LV -+ (5 Z/" 11)V2’

und dass man also von der Gleichung (20) 2w der Gleichung (20) kommt,
indem man setzt:

@7 Be=n—3s4 (5—y—11).

Die directe Verification dieser Angabe, die wieder eine Reihe

von Controlen fiir die Zahlencoefficienten einschliesst, hat keinerlei
Schwierigkeit,

§ 10.
Zusammenstelinng der bisherigen Resulfate.

Fassen wir zusammen, so sind wir fir die Transformation elfter
Ordnung der elliptischen Funclionen nunmehr zu folgenden Resultaten
gekommen: )

1) Die Galois’sche Resolvente 660t (rrades lisst sich folgender-
massen anschretben: Man unterwerfe die fiinf Verhiltnissgrossen
Y12Ys i Y Yt Yy
den 15 Relationen H;; = O (vergl. {12) resp. {18}) und setze: *)

wo V die Function dritten Grades (2), C die Function elften Grades
(4) bezeichnet, — Hat man em Losungssystem dieser Gleichungen
gefunden, so ergeben sich alle anderen durch die Collineationen
des § 3.

2y Es giebt zwei einfachste Formen der Resolvente elften Grades.
Die eine, von uns zu Anfang allein betrachtete, lantet (20):

*) Wollte man nicht die Verhiltnisse der , sondern die y selbst betrachten,
s0 kdnute man schreiben:

=129, v=—VA>

man misste dann also g, und 1VA_ adjungiren.
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JiJ—1:1=(2—3z--(b—y —11))-
.(23_!_22__3. 1+V:—1—1 ‘z—}— 7_V—_“)3

(Pt T -6y D))

(et —2e04 3. 122N 2y 54y 2o g ST
1 — 1728,
thre 11 Wurzeln sind durch die Formel gegeben:
o=l
v’

wo f, durch Gleichung (10) definirt ist.
Die zweite Form wird durch (25) vorgestellt:

O=E"1—922. 854 11(9—2)/ —11).£5— 11.%”1...g4+88.;/i’1’1 g
A

« Py
8y = s
V‘J

unter @, die Functionen (9) verstanden.

§ 11.
Zusammenhang mit der Gleichung zwdlften Grades.

Ich wiinsche nun noch zu zeigen, wie die Grdssen y mit der
Multiplicatorgleichung zwolften Grades, die ich neuerdings mittheilte*),
zusammenhiingen und wie man dementsprechend das vorstehend for-
mulirte Problem 660t® Grades, resp. die Gleichungen elften Grades
auf transcendentem Wege losen kann. Ich setze zunichst die aus-
gerechnete Gleichung zwolften Grades noch einmal her:

(28) 212—90-11-J/A-25440-11-12¢, Y A-22—15-11.216g,- /B - 23
+2.11-(12g,)- VA - 22— 12g, 216 g - A -2 — 11- A =0,

und gebe vor allen Dingen an, wie sich ihre Wurzeln als Functionen

des Periodenverhiltnisses % = @ des elliptischen Integrals, resp. als

*¥) Vergl. diese Annalen XV, p. 88,
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Functionen von g = ¢'7® darstellen lassen. Bekanntlich ist (28) eine
Jacobi’sche Gleichung. Setzt man dementsprechend:

(29) { Ve, =V—11-4,,
V2, = Ao+ 0" A, + 7 A, + 0% dg + 07 Ay + 0° 4,
(v=20,1, .. 10)
(worin ich nur dadurch von der Jacobi’schen Bezeichnung abweiche,
dass ich als Indices der A die quadratischen Reste modulg 11 ver-
wende), so erhilt man auf bekanntem Wege fiir ein Werthsystem der
A folgende Formeln.

121

( uAO—-q”“ Z’ (___ 1)14-]—1 qdoh van+zz

=S S

wd —=g®. { (— 1) . gt + (— 1)hH1 . BF h+ 14
37 + -r'%

wd,—q". {2(_ 1) . gBRFBERL Z (— 1)1 . gBAsta+T
9 4+ o

wA, —g¥. {2(__1)h  gBEHITAEI0 | 2( 1)h+1 . gBa+in
97 4w -

wd _qmz { (— 1yt g8nt1onte | 2(__ 1 . gatesit
E it -+

(J,As=(1132 - { > (—1)r . gFBEItIs 2(_1)1: . S8R H6LL+-28

wo u den Proportiona]itﬁts.factor vﬁ;’; bedeutet.

Solcher Werthsysteme giebt es 660 - 24, nimlich 660 wegen der
Galois’schen Gruppe der Modulargleichung, und 24 wegen der in
(28) vorkommenden zwélften Wurzel und der in (29) stehenden Quadrat-
wurzel. Aber man sieht leicht, dass sich je 24 Werthsysteme nur
durch eine 24'¢ Einheitswurzel unterscheiden, dass also die Verhdilt-
nisse der A blos 660-werthiy sind. In der That, lisst man in den
Formele (30) @ um 11 Einheiten wachsen, so erhalten simmtliche A4
eine vierundzwanzigste Einheitswurzel, aber diese ist bei allen A die-
selbe, und rithrt nur von dem rechter Hand gemeinsam auftretenden

1
Factor ¢'*2 her. — Ebenso waren, nach den friiheren Betrachtungen,
die Verhiltnisse der y 660-werthig. Bs ergiebt sich also die Mdglich-
keit: die Verhélinisse der y durch die Verhdlinisse der A und diese
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durch jene rational auszudricken, und dies ist die pricise Formulirung
des Problems, mit dem wir uns jetzt noch zu beschiftigen haben.

§ 12
Zugehorige Formeln.

Die Betrachtungen, welche nothig sind, um das susserst einfache
Resultat abzuleiten, fasse ich in eine Reihe einzelner Bemerkungen
zusammen, Dabei will ich ausdriicklich betonen, dass ich wohl kaum
zu diesem Gedankengange geflihrt worden wiire, hiitte nicht bei den
Transformationsgraden 5 und 7 ein ganz #hnliches Resultat vor-
gelegen ®),

1) Die 660 Werthsysteme der A,: 4, :.4,: 4, : 4,: A, ergeben
sich nach meiner Darstellung im XV. Bande dieser Annalen p. 276
aus einem derselben durch 660 a priori bekannte Collineationen, aus denen
ich folgende zwei herausgreife:

S Ay =4, 4=9d), A =o'd,, A4 =¢°4;,

31 Ay =04y, Aj=o4,,
¢ 4)=4,, A'=4, 4/=4, Ay = 4,,
Ay = A, A= 4,.

2) Die eindeutige Zuordnung zwischen den Verhilltnissen der A4
und den Verhiltnissen der y lisst sich auf 660 verschiedene Weisen
treffen. Denn hat man eine solche Zuordnung durchgefiihrt, so kann
man nachtriiglich die y oder die 4 noch einer beliebigen der 660
Collineationen unterwerfen. Daher kann man es jedenfalls erreicheun,
dass den Wiederholungen von S:

Y= 0¥, ¥ =0y % =%, Y=Yy Y5 =Y,
die Wiederholungen von S° und den cyklischen Vertanschungen
G193 Y5 Yo 1)
die Wiederholungen von ( entsprechen.

3) Ich sage pun, dass unter dieser Voraussetzung der cyklischen
Substitution C:

Y=Yy, Y =Y Y =y, Y =5, ¥ =1,

nothwendig die cyklische Vertauschung C° selbst, nicht irgend eine
Wiederholung derselben entspricht. Denn sei etwa:

4
24, = B W v Y5590, 4s)»

*) Wie sich das analoge Theorem bei beliebigem Transformationsgrade ge-
staltet, beabsichtige ich demniichst zu zeigen. 1 Ao B -
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wo R eine rationale Function von nuliter Dimension sein soll. Multi-
pliciren wir jetzt, der Caollineation S entsprechend, jedes y. mit o¥,
so erhilt B, nach Voraussetzung, irgend eine elfte Einheitswurzel g
als Factor. Nun bilden wir, indem wir die Collineation C an-
wenden:

B (Y, 455 Yo, Y5> Y1)-

Schreiben wir jetzt statt y;: bez. ¢ - g, so muss ¢** als Factor vor-

. A .
treten. Daher kann R (y,, v, ¥y, ¥, ¥,) nur gleich T:, sein, was zu

beweisen war.

4) Die fiinf Punkte I, IV, V, IX, III (vergl. § 7.) waren auf
der y-Curve dadurch charakterisirt, dass sie gleichzeitig bei der Colli-
neation § (und ihren Wiederholungen) ungeiindert bleiben. Ihnen
werden auf der Curve der A (wenn diese geometrische Redeweise ge-
stattet ist!) fiinf Punkte entsprechen, welche die Substitution S’ zu-
lassen. Offenbar sind es diejenigen finf Punkte, in denen A, und vier
der iibrigen A verschwinden. Denn erstens bleiben diese Punkte, wie
evident ist, bei der Collineation 8’ ungeéndert, und zweitens gehdren

sie der Curve der A an. Hebt man nimlich aus den Ausdriicken
1

rechter Hand in (30) zuniichst den gemeinsamen Factor ¢ fort und
setzt dann ¢ = 0, so erhilt man

A0=O, A120; A4=A5=A9=A3=0,

s0 dass unsere Behauptung fiir einen der fiinf Punkte richtig ist; aus
dem einen Punkte gehen aber die vier anderen durch die cyklische Ver-
tauschung C’ hervor. Ich werde diese Punkte I', IV, V', IX/, ITI' nennen.

5) Den Bemerkungen 2), 8) zufolge kann man den Punkt I einem
beliebigen der Punkte I".--1II" zuordnen; hat man aber z. B. I dem
IV’ entsprechend gesetzt, so correspondiren 1V, V, IX, III nothwendig
dem V, IX, III', T,

6) A, kann nur in den Punkten I'...IIl" zu Null werden. Denn
wenn A, gleich Null ist, so ist nach Gch. (29) eine der Wurzeln 2
gleich Null, also, nach (28), A = 0 oder J = co. Es giebt 60 Punkte
J = oo, aber nur in 5 derselben kann die einzelne Wurzel z gleich
Null sein. Denn in den 5 Punkten I'...III' verschwindet, (29)
zufolge, nur 2., keine der anderen Wurzeln z,.

7) Nachdem ich in (30) rechter Hand den gemeinsamen Factor
1 2

qﬁ weggehoben, will ich q—ﬁ— = — ds setzen. Dann erweisen sich die

AO) AH A47 AS? 'AQJ 'A3
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in erster Anniherung proportional zu:
— ds%, 1, — ds", — ds?, ds'®, ds.

Dies giebt folgende Tabelle fiir das Verhalten der A in den Punkten
r...Hnr:

4, i 4, l 4, 4y I 4y A,
Ul a1 | —dg | —as l 4 dsts | 4 ds
IV —as| +ds | 1 | —ds| —ds |+ ds®
(32) : |
V| —ds | + ds®| 4 ds 1 | —ds ) —ds?
IX' | —dss ! — ds? + dst®| + ds l 1 — ds§
U | —ds i —ds" | —ds® | +ds®i +ds | 1

8) Die Curve der A hat die 25* Ordnung. Denn die Summe der
Exponenten von ds in der auf A, beziiglichen Colonne der vorstehen-
den Tabelle ist 25. Aber auch die Summe der Exponenten von ds
in einer auf ein beliebiges anderes A beziiglichen Colonne ist 23.
Also werden die anderen A ebenfalls ausser in dew Punkten I - - . 11T
nirgendwo gleich Null.

Insbesondere ergiebt sich:

(33) . A°+ 4,4,4, 4,4, =0,
eine Relation, von der Brioschi gelegentlich Gebrauch macht¥).
9) Man bilde jetzt folgende Verhiltnisse der #:
Yo Y Y Y Y1,
T A
Da die y nirgendwo auvsser in den Punkten I-...1II Null werden, so

erhilt man fiir das Null- und Unendlichwerden dieser Functionen
folgende Tabelle (vergl. (14)):

*) Sopra una classe di equazioni modulari.
t. IX; p. 167 £

I 4att | +ap —dt-2 | —ap 4 dt—1
W paie | fan | +as | —ate | —ap
Vﬁifnﬁsﬁv At~ | 4att |t | —dte
IX i —dt- | — B | L ate | b dit |+ d

| T
OI | +df | —dt=* | —af | de= | + de

Annali di Matematica, ser. 2,
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10) Andererseits bilde man folgende Verhiltnisse der 4:

A A4 A4 4
4,° 4,7 45’ 4,° 4,
Sie werden nur in den Punkten I' - . -III' Null oder unendlich, und

zwar findet man aus (32) folgendes Schemas:

Y | +ds ’ — ds? —dst | +ds70 |+ dst

IV | 4+ ds? { + ds® i — ds—2 | — ds? j‘ -+ ds"‘}_
85 V| 4ds ! + ds* 1 +ds | —ds ; —ds

IX' | —ds? \' -+ ds~10 ! +dst | 4 dsd ! — ds?

U | —ds2 | —ds® | +ds +dst | +ds

11) Jetzt ordne man dem I das IV’, und also, nach 5), dem IV,
V, IX, III resp. das V', IX, TII', I’ zu. Dann werden, wie ein Blick
auf die Tabellen lehrt,

Yo ¥ Y Y Y
¥ ¥ s ow

4, 4 R

Ge TAe TA TAy &
an entsprechenden Stellen und in demselben Maasse Null und Unend-
lich, und sind demnach resp. einander gleich zu setzen. Man hat
also folgende Formeln, die das von uns gestellie Problem erledigen und
die in §. 10. susammengestellien Resultate im angegebenen Sinne erginzen:

und

@) YA ¥ A w4 m 4
Y 4.7y, Ay 4,7y 447
v Ao,
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Ebenhausen, den 15. August 1879.



