
Ueber  die Transformat ion  elf ter  0 rdnung  der elliptischen 
Func~ionen. 

Von FELzx KL]~I~ in M~inchen. 
(~ i t  einer lithogr. Tafel,} 

Im Veffolg meiner Untersuehungen fiber die Transformation der 
ellip~ischen Functionen behandele ich im Nachstehenden die Trans- 
formation elfter Ordnung. Es ist dabei mein besonderes Ziel gewesen, 
die Gleichung elften Grades~ welche in diesem Falle auftritt, in ein- 
fachster Form explicite herzus~ellen. Im XIV tea Bande dieser Annalen, 
p. 423--424, babe ich bereits gezei~, dass man dieser Gleichung 
folgende Gestalt geben kann: 

J = s ( z ) ,  

wo F(z) eine gauze Function elften Grades der Unbekannten z mit 
nut numerischen Coefficienten ist, die einen cubischen Factor dreifach 
enthi~lt, wiihrend (F(z) - -  1) einen biquadratischen Doppelfactor besitzt. 
Aber zugleich bemerkte ich, dass diese Angaben noch nieh~ zur vollen 
Bestimmung der Function ~' ausreichen. Ieh combinire daher mit 
den damaligen Betraehtungen nunmehr ein im XV t~~ Bande pag. 277 
fiir einen belieblgen Transformationsgrad ausgesprochenes Resultat. 

Dasselbe lchrt bei n--1 Kariablen y ein System yon Collinehtionen 

kenne~, welches mit der Gruppe der Modulargleichung isomorph ist. 
Dementsprechend giebt es ein ,,Problem der y", bei uns yore 660 ten 
Grade, und eine geeignete Specialisirang desselben liefert zun~chs~ in 
iibersichtlichster Weise die Galois 'sche Resolvente 660 t~ Grades der 
Modulargleichung, dann welter die gewollte Gleichung elften Grades, 
und zwar in zwei Formen, yon denen jede ihre Vorziige hat und 
deren eine eben jene J ~ •(z) ist. Ich habe in w I0. die so gefundenen 
Resultaf~ zusammengestellt. Die folgenden Paragraphen vermi~teln so- 
dann den Uebergang zu der einfachen Multiplica~orgleichung ~wglften 
Grades, die ich Bd. XV, pag. 88, angab, und liefern so die MSglich- 
keit~ die neuen Gleichungen elften und 660 tea Grades auf transcenden- 
tern Wege zu 15sen. 
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Die hiermit aufgez~ihlten Resultate babe ich bereits~ doch ohne 
Bewels, in zwei an Herrn Br io sch i  gerichteten Briefen yore 9..April 
und 11. Juni 1879, yon denen der eine der Accademia dei Zincei, der 
andere dem Istituto Lombardo vorgelegt wurde, verSffentlicht; anderer- 
seits babe ich die ganze Entwickelung, wie ich sie bier geb% im Laufe 
des verflossenen Sommersemesters in einer Vorlesung fiber algebraische 
Gleichungen zum Vortrag gebracht. 

w  

Ueber gewisso elfbl~ttrige Rie mann'sche Fl~chen*). 

Die Wurzel z der Gle]chung 

(1) J ~--- F(z) ,  

yon der soeben die Rede war, ist~ wie ich I. e. zeig'~e, so in Bezug 
auf J verzweig~ dass bei J ~ cx~ siimmtliche elf Bl~ttter im Cyklus 
zusammenhiingen, bei J ~  0 dreimal drei, bei J ~  1 viermal zwei. 
Nun behauptete ich ebendort, class es nicht weniger als zehn wesentlich 
verschiedene 2~ i e m a n n ' sche t~liichen giebt , welche dieselbe .Eigenschaft 
besitzen (yon denen aber nur zwei bei der Transformationstheorie in 
Betracht kommen). Es ist heute meine niichste Aufgabe, diese Be- 
hauptung auf dem damals bereits angedeuteten~ rein geometrischen 
Wege zu beweisen. 

Die elf Bliitter der Riemann 'schen Fliiche will ich vorab, wie 
ich es frtiher that~ der Anschaulichkeit halber zur Hiilfte schraffiren, 
niimlich soweit sie die positive Halbebene J fibercleckea. Sodann zer- 
schneide man die Bliitter s~immtlich Nngs desjenigen Stfickes der reellen 
Axe J ,  welches im Endlichen yon J =  0 bis J ~  1 reicht. Unsere 
Fliiche geht dann, wie aus der vorausgesetzten Multiplicit~t der Ver- 
zweigungspunkte folgt, in eine einfach zusammenhiingende, einfach 
berandete Fl~iche tiber, deren BlOtter .nach wie vor bei J~ - - -~  im 
Cyklus verbunden sind. Offenbar kann man dieselbe durch stetige 
Deformation in das Innere eines Kreises ausbreiten, das yon einem 
beliebigen seiner Punkte aus in 22 abwechselnd schraffirte und nicht 
sehraffirte Sectorea zerlegt ist. Will man die Punk~e J ~ 0 als Ecken 
gestalten und die zwischen ihnen befindlichen Stiicke der Kreisperipherie 
geradlinig zeichnen, so hat man das Elfeck der Figur (8) auf der 
meiner friiheren Arbeit (Bd. XIV) beigegebenen T~el.  

Die so hergestellte Figur modifieire ich nun mit Riicksicht auf 
den speciellen hier vorliegenden Zweck in der Art, wie es Figur a 
auf der diesesmal beigeffigten Tafel versinnlichen soll. Start das Znnere 

*) Dieser Paragraph kn~ipft unmittelbar an die schon soeben citirte Arbeit 
an: Ueber die Erniedrigung der Modulargleiehumgen, Ann. XIV, p. 417.--427. 
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des Elfeeks als Abbildung der zerschnittenen Fl~iche zu betrachten, 
w-~hle ich das Aeussere desselben und ersetze die i}iiher im Mittet- 
punkte zusammenlaufenden 22 Halbdiagonalen dureh ebensoviele ins 
Unendliehe auslaufende gerade Linien. Ausserdem babe ieh zur Be- 
zeichnung der verschiedenen Bl~itter in die nicht schraffirten Felder 
die Ziffern 1, 2, . . . ,  11 hineingesetzt. 

Will man nun wissen, wie viele versehiedene elfblgttrige Fli~chen 
es giebt, welehe die yon uns verlangte Lage und Multiplieit~it der 
Verzweigungspunkte besitzen, so ist die Prage augenseheinlich die 
(Annalen XIV, pag. 424): A u f  wie vide Weisen ist es mb'glich, die 
22 Halbkanten der in Figur a vorhandenen inneren JBegr~nzung der- 
art zu einem aus 11 Stiicken be.stehenden, doppelt iiberdeckten Linien- 
zuge zusammenzubiegen, dass yon den ! 1 t)unkten J - ~ - 0  dreimal drei 
und yon den 11 2)unTcten J ~  1 viermal zwei zusammenkommen? --  
Die Figur b (die wohl ohne besondere Erlii.uterung verstSndlich ist) soll 
an einem Beispiele erl'2utern, wie dieses Zusammenbiegen gemeint ist. 

Die so formulirte Frage wird durch die Schemata I , . . - ,  u  (auf 
der beigegebenen Tafel) beantwortet. Dieselben sollen nur die Gestalt 
des elfgliedrigen Linienzuges in jedem Falle angeben. Die mit kleinen 
Kreisen bezeiehneten Punkte entspreehen allemal J-~-0~ die dutch 
gerade Striche markirten J ~  1. Das Schema V bezieht sich auf den 
in Figur b dargestellten Fall; die Schemata I slnd, meinen friiheren 
Erl~iuterungen zufolge, die einzigen, welche auf die aus der Trans- 
formationstheorie hervorgehenden Gleichungen elften Grades p a s s e n . -  

Es glebt, diesen Schematen naeh~ in der That zehn MSgtichkeiten 
der Zusammenbiegung. Dass es aueh nicht mehr giebt, ist ebenso 
evident; denn offenbar gelingt es nicht, noch andere elfgliedrige Linien- 
ziige der yon uns gewiinschten Art herzustellen. - -  Somit ist der zu 
Eingang des Paragraphen ausgesprochene Satz bewiesen. 

w  

Gruppe der Monodromie. 

Es wird sich nunmehr darum handeln, unter diesen zehn Pgllen 
diejenigen beiden, welehe allein ffir die Transformationstheorie Be- 
deutung hahen, durch ein einfaches Kriterium zu kenazeichnen. Ich 
w~ihle als solches die Gruioloe der Monodromie~'). Wenn man J in 
seiner Ebene beliebige geschlossene Wege beschreiben l~isst, so werden, 
wie man weiss, in den beiden in Betracht kommenden F~illen die 11 
Wurzeln der Gleichung J" ~ F(z)  nur auf 660 Weisen vertauscht, und 
diese 660 Vertauschungen bilden die bekannte Gruppe, welche G a I oi s zu- 

*) Hermi te  in deu Compt~s Rendus yon 1851. 
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erst auffand und fiber dieB ett i*)die ersten ausf'tihrlichen Untersuchungen 
verSffentlichte. Diese Gruppe enth.ilt nur solche Vertauschungen, deren 
Periode 1, 2, 3, 5, 6, 11 isi; und diesen Umstand will ich hier dazu 
benutzen, um zu zeigen, dass die Gruppe der Monodromie in den acht 
ffir uns unbrauchbaren F~llen eine andere ist, dass also die beiden in 
.Betracht kommenden Flgichen durch ihre Verzweigungspunkte und die 
Gruppe der Monodromie zusammen v611ig charakterisirt sind. 

Der betr. Nachweis stellt sich in s~mmtlichen F~illen durchaus 
analog. Ich erliiutere daher nur den Fall der Figur b (Schema V). 
Man lasse J in seiner Ebene einmal den Unendliehkeitspunkt um- 
kreisen, eine Operation, die ich S nennen will. Dana gehen (wie die 
Figur aufweist) die Wurzeln 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 
bet richtig gewghltem Bewegungssinne in folgende fiber: 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 1. 
Andererseits lasse man J den Pankt J ~  1 umkreisen, eine Operation~ 
die T heissen soll. So wird aus 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 
wie wieder die Figur zeigt~ resp. 

2, 1, 10, 4, 9, 7, 6, 8, 5, 3, 1"1. 
Jetzt maehe man zuerst die Operation T, dann dreimal die Operation 
S. So entsteht aus 

1~ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 
bez. 

5, 4, 2, 7, 1, 10, 9, 11, 8, 6, 3; 
die Oi~eration T S  3 vertauscht also folgende Wurzeln cyklisch: 

(1, 5) (2, 4, 7, 9, S, i t ,  3) (6, i0). 
Diese Cyklen enthalten bez. 2 und 7 Buchstaben; die Periode yon T S  3 
ist also 14, und die Gruppe tier Monodromie yon der Gruppe der 660 
Substitutionen versehieden, was zu beweisen war**). 

w  

Die Gruppo dor 660 y-Substitutionon. 

Den soeben bewiesenen Satz benutze- ieh jetzt in der Art, dass 
ich reich fortan mit einem Probleme besch~iftige, welches jedenfalls 
die rich~ige Gruppe yon 660 Yertauschungen besitzt; gelingt es mir 
dann, im Verlaufe der U~tersuchung auf eine Gleichung J ~  _F(~) ~u 
lr wo _~'(z) einen cubischen Factor cubisch und (i~'(~)--1) e/hen 

*) Annali di Scienze matematiehe etc. di Tortolini, t. IV (1853). 
**) Auch in den aaderen Fiillen geniigt es, die Operation TS 3 zu betrachten. 
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biquadratischen Factor dop~elt ent]dilt, so babe ich die ges~whte Glei- 
chung gefunden. 

Zu diesem Zwecke betrachte ich das System yon 660 Collineationen 
bei 5 Variablen, yon dem schon in der EinleRung die Rede war. In- 
dem ich die quadratischen Reste modulo 11 als Indices w'~hle und so 
ordne, wie sie aus einem derselben dutch Multiplication mi~ 4 hervor- 
gehen, nenne ich die Variablen 

Yl, Y4, Y~, Yg, Y~. 
Die 660 Collineationen erwachsen dann (larch Wiederholung und Corn- 

~i,,,~ 
bination der folgenden zwei Operationen q---~ e 11 j :  

S) Y(---- qYt, Y4'= .~ Y~'== e~Y~, Yg' 

/~I I .  Yt' = (99~e?)Y~ "3 t- (O~--gT)Y4 

r) 

/ / ~ 1 1 . y 4 ' ~ ( ~ 4  Qr) yl 

//s �9 Ys' = (q3_  q~) y~ 

/ / /~11.yo'  ~ (Q5  O6) yt 

(2) 

/ / ~  11 �9 y . j  - -~ ( 0 1 - - ~ 1 ~  I 

99 Yg, Y3' = #3 Ya, 

-q- ( C - -  eS)Y~ 
q- (O~--O~)y a q- (p 1 -  pl~ a, 

+ (03_ qS)y, + q6)y  
+ (et-e~~ + (eg--Q~-)y~, 

-q- (e~--o6)y 4 .-~ (q~--9t~ 
+ + 
+ (o l - -o l0)y  4 21 - (Q9--Q2)y 5 
_~_ ( q 4  97)y0 + (0a pS)y3, 
+ (qD--o?)y, + 
-~- (03--  ~)8)y 9 21- (q~--O6)ya, 

denen sich als einfachste Combination die eyklisehe Vertauschung 
zugesellt: 

(2b) C) Y~'-~-Y~, Y4 '~Y~ ,  Y~'=Yg,  Yg'--Y3,  Y3'=Y2.  
Und zwar lassen sich siimmtliche 660 Collineationen durch die beiden 
Symbole angeben: 

C=S#, C " S # T S y  , 

wo man dem a die fiinf Werthe 0~ 1, 2, 3, 4, dem fl and dem 7 
die 11 Werthe 0, 1 , ' 2 , . . . ,  10 zu ertheilen hat. - -  

Diesem Substitutionssysteme entspricht im Sinne meines letzten 
Aufsatzes (Annalen XV, pag. 256) ein ,,1Jroblem der y"~ welches in 
allgemeinster Fassung so lautet: ff~s sind s~immtliche ganze Functio~u.~ 
der y, die sich bei den 660 CoZlineationen (2) nicht tindern, ihrem 
Zahlenwerthe nach gegeben ; man soll die unbekannten y berechnen. Diess 
Problem hat jedenfalls die gewiinsehte Galois ' sche Gruppe, urn! mit 
ihm werde ieh reich daher jetzt eine Zeit lang besch~iftigen. 
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w  

Unge~ndert bleibende ganze Functionen der y. 

Es ist nicht meine Absicht, alle unge~ndert bleibenden ganzen 
Functionen der y mitzutheilen; dies wtirde jedenfalls eine weitl.~ufige 
und vielleicht eine schwierige Aufgabe sein. Vielmehr definire ich nur 
drei solche Functionen, die ieh sparer gebrauche. Die erste ist die 
Function dritten Grades: 

(3) ~7 = y12y~ + y4~y3 
offenbar die niedrigste ungeiindert 
ihre H esse' sche Determinante yore 

y~ 0 y~ 

0 Y3 0 
(4) /I-~- y~ 0 yl 

Yl Y9 0 
0- y~ Y3 

deren erste Unterdeterminanten sparer 
dritte ist eine _Function elften Grades: 

(5) 

Ys:Yl ~ Yg:Y4 ~- Y32Ys, 
bleibende Function. Die zweiCe ist 
fiinften Grade: 

Yl 0 II 
i 

Y9 Y~ I 
0 y~ 

y~ 0 1 
0 y~ ! 

yon Interesse werden. 

C ---- (y111 + y ll + y51~ + y91, + y31,) . . . ,  

Die 

die man etwa definlren kann als numerisches Multiplum der Summe 
der elften Potenzen derjenigen 660 Werthe, deren Yl bei den 660 
Collineationen theilhaftlg wird. Mit Riicksicht auf das erste in (5) 
angegebene Glied finde ieh: 

11 (5b) c ---- 

Aus C und ~7 werde ich sprier die rationale Function 33 te" Grades 
und nullter Dimension: 

C 3 
Vl* 

zusammensetzen. 

w  

Elfwerthigo ganze Functionon der y. 

Um die niedrigsten elfwerthigen Functionen der y zu finden be- 
ginne ich damit, aus der Gesammtheit der Collineationen (2) eine 
Untergruppe vom Index I1 (die sonach 60 Substitutionen enth~ilt) 
auszuscheiden. Dies geschieht leicht, wenn man die eindeutige Be- 
ziehung benutzt, welche zwischen den 660 Collineationen und den- 
jenigen ~o~nzzahligen linearen Substi~tionen 
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co' ~ ~ o + 3 e~ (~ - -  fly ~ R (mod. 11), 

die modulo 11 verschieden sind, besteht, und dann die Be t t i ' s chen  
Formeln heranzieht, welche ich A_nnalen. XIV~ p: 4_19 reproducirt habe. 

Offenbar kann man die beiden Col-lineationen S,  T den folgenden 
beiden eo-Substitutionen entsprechend setzen: 

1 co' = eo q- 1, o '  

(aus denen wieder alle anderen dutch Wiederholung und Combination 
hervorgehen). Dann entsprechen den cyklischen Vertauschungen C ~ 
der ffinf y: 

(Yl, Y4, Ys, Yg, Y:~), 
wie man leicht findet~ die Wiederholungen yon 

co' ~ 4co. 

Nun erw~ichst nach den genann~en Formeln eine Untergruppe yore 
Index 11~ wean man die Substitution 

t 
CO ~ 4 C 0  

mit folgender Substitution yon der Periode 2 verbindet: 

~ 1  ~ ~------T q- 1; 

die Unterg'ruppe enth~ilt dann yon selbst die Substitution 
�9 1 

60 

Indem wit  zu den y zuriickgehen, haben wit also die cyklische Ver- 
tauschung C d e r y  mit der Collineation S-~ T S  zu combiniren. Die 
entstehende Untergruppe umfasst yon selbst die Collineation I'. 

Aber man kennt yon vornehereia eine sehr einfache Function 
der y, die bei den Operationen C und T invariant bleibt: das ist die 
Summe der y: 

(6) ~9~ -~- Yt ~t_ Y4 2[_ Y5 ~- Y9 -~- Ya. 

Wendet man auf sie die Collineation S - - 1 T S  an, so kommt nach 
kurzer Rechnung: 

1 
(7) ~0o = ~ {y, ( ~ ( d  - o') + (o ~ - o~~ 

+ v, (2(0 ~ - o ~) + (o ~ - d )) 

+ y~ (~ (o ~ - o ~) + (q' - o" )) 

+ v0 (2(,o~ - qo) + (o '  - : )) 
+ u ~ ( 2 ( ~ , 0 -  03) + (05 - q~ ) ) } ,  

und vertauscht man bier die ffinf y cyklisch, so entstehen noch vier 
wei~ere Ausdrficke, die 
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(8) PI,-P2, P~, I)4 

genannt werden sollen. - -  Da io~ bei ]0 CoIlineationen der Unter- 
gruppe ungei~ndert bleibt, so ist es gegentiber der Gesammtheit ihrer 
Collineationen sechswerthig; d. h. die secks Ausdriicke t~ werden bel 
den 60 CoIlineationen der Untergruppe unter sich 2ermutirt. Die sym- 
metrischen Functionen der sechs p bleiben also bei siimmtlichen Col- 
lineationen der Untergruppe ungeiimdert; sic sind also gegeniiber den 
660 Collineationen (2) elfwerthig, sic miissten denu zu den iiberhaupt 
unge~nderf bleibenden Functionen gehSren. 

Demnaeh berechne man,  um mSgliehst niedrige elfwerthige Func- 
tiouen zu haben, die niedrigsten nicht verschwindenden symmetrischen 
Fuactionen der p,  also etwa die Summe der Quadrate und die Summe 
der Cuben. So fmde~ man folgende Functionen: 

1) Die Function zweiten Grades: 

(9) cp0~ (yl ~- 47y4 2 47y~" 47y9 2 47y3 2) 

- -  (YlY9 2r- Y4Ya 47 YsYl 47 Y~Y4 47 Y3Y~) 

~_ -- 1 +1/------i'] (YtY4 47 YaY5 "-J- Y~Yo 47 YoYa 47 Y'sYt), 2 

2) Die Function dritten Grades: 

(10) fo -~- (Via 47 Y4 a + Y5 3 47 Y9 3 47 Ya 3) 

47 3(yI2Y3 47 Y42Yl J 7 y52y4 47 Yo2Y5 + Y'~2y9) 

- -  3 (yl Y4Yo 47Y4Y~Ya 47 Y~ Y'.)Y~ 47 YoY3Y, 47 Y3Yl Y~) 
+ I+V--1~ 

2 (Yl2Y5 "~- Y,2V9 -aT Ys'V:, 47 Y92Vt "JF Y3~ 

2 (YlY4Y547Y4YsYg+YsYoYa47YoYsYl+Y3YtY4) 

- (v?y, + .v?v  + + + 

Die Function 90 sr mlt --1 + / / ~ - i t  - - 1 - 2  Z:/0 2 iiberein; die Function 

- - / /~ - i l  2 : f  nut um ein Glied verschieden~ das ein nume- fo ist yon 6 

risehes Multiplum yon V (3) ist. - -  Die elf Werthe, welche (Po oder 
f0 bei den 660 Collineationen anaimmt,  und die ieh ep,, bez. f ,  nennen 
will, erwachsen aus r und fo, wenn man der Collineation S �9 ent- 
sprechend statt, y~ eintr~gt 9 ~-''. y~,. - -  Aendert man in diesen Formeln 

das Vorzeichen yon / / ~  11, so bekommt man Ausdrticke (p,', f,', welche 
ebenfalls elfwerthig si~Ld und die sich auf die zweite Serie yon Unter- 
gruppen yore Index 11 bezieht~ die B e t t i  1. e. ebenfalls angiebt. Da 
sich aber fiir sic alle Betraehtungen ganz geradeso gestalten~ wie fiir 
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die q~, f , ,  so werde ich sie in der Folge durchaus bei Seite lassen. 
Als elfwerthige Functionen nullter Dimension werde ich sp~iter 

f~ and ~* 
v v } 

gebrauchen. 

w  

Specialisirung des y-Problems. 

Ffir unseren speeiellen Zweck bedfirfen wir nicht des allgemeimn 
Problems der y: in der Schlussgleichung J ~  F@), die wit suehen, 
soll nut tier eine Parameter J vorkommen. Es handelt sigh also 
darum, aus der vieffaeh ausgedehnten Mannigfaltigkeit der y~ :Y4 :Y~ :Yg:Y3 
nunmehr in righ_tiger W_eise eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, 
eine Curv% auszuseheiden, die bei den 660 Collineationen in sigh fiber- 
geht, und das specielle auf sie bezfigliche Problem tier y durchzuf~ihren. 

Vou dieser Curve wissen wit, class sie das Bild, der Galois'schen 
t~esolvente der Transformationsgleichung sein muss. :Nun ist~ wie ich 
frfiher ausffihrte (Ann. XIV, p. 151) die Galois 'sehe Resolvente vor- 
gestellt dutch eine Riemann ' sche  Fl~ehe, die 660-bl~ttrig fiber der 
Ebene J ausgebreitet ist und deren BlOtter bei J ~  0 zu je 3, bei 
J-~-- 1 zu je 2, bei J ~  ~ zu je 11, sonst abet nirgends zusammen- 
h~ngen, deren Geschlecht also = 26 ist. Auf unserer Curve muss 
es dementsprechend eine rationale Function J geben, welche jeden 
Wer~h in 660 und nur in 660 solchen Punkten annimmt, die dutch 
die 660 Collineationen auseinander hervorgehen; es daft unter diesen 
Gruppen yon je 660 zusammengehSrigen Punkten nur drei geben, 
welche aus einer geringeren Zahl yon mehrfach z~hlenden Punkten 
bestehen: eine Gruppe yon 220 dreffach z~hlenden Punkten, eine yon 
330 zweifaeh z~hlenden und eine yon 60 elffach z~hlenden. Das Ge- 
sGhlecht der Curve ist nat~irlieh auch gleich 2 6 . -  Beachten wir ferner 
die Gleichung (1) J--~ F(z). Sie sagt vor allen Dingen aus, dass es 
auf unserer Curve eine rationale Function z giebt, welche jeden Werth 
in 60 und nur in solchen 60 Punkten annimmt, die dutch die Colli- 
neationen einer Untergruppe vom Index l l auseinander hervorgehen. 
Die weit~ren Eigensehaften der Function F:  dass F(z) eine rationale 
ganze Function elften Grades ist, dass es einen eubisehen Factor 
cubisch und ~ ' ( z ) -  I einen biquadratischen Factor doppelt enthalten 
soll, sind blosse Consequenzen des Gesagten*). Dass F(z) eine gauze 

*) Yergl. bei d~esen Ueberlegungen die analogen Betrach~ngen ffir die 
Transformation siebenter Ordnung, welche ieh Anna[en XIu p. 434, 456 etwas 
ausffitrrlicher entwickel~ habe. 
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Function elften Grades ist, ergiebt sich daraus, dass die 660 einem 
beliebigen Werthe yon J entspreehendeu Punl~e sich gegenttber den 
60 Collineationen der Untergruppe in 11 .60  spalten, dass aber die 
60 Punkte J ~ c~ alle auseinander durch die Collineationen der Unter- 
gruppe hervorgehen. Die anderen Eigenschaften folgen aus dem Ver- 
halten der 220 Punkte J ~  0 and der 330 Punkte Jm---1. Es giebt 
unter den 660 Collineationen, wie bekannt, 2 . 5 5  yon der Periode 3, 
55 yon der Periode 2*). Bet jeder Collineation yon der Periode 3 
bleiben daher 4 Punkte J =  0 lest, bet jeder Collineation yon der 
Periode 2 6 Punkte J ~  1. Aber die Untergruppe vom Index 11 ent- 
h~lt 2 .  10 Collineationen yon der Periode 3, 15 yon der Periode 2. 
Die 220 Punkte J =  0 sondern sich also ihr gegeniiber in 2.20-[-3.60 
and die 330 Punkte J ~  1 in 3.30-~-4.60. Und eben dies wird durch 
die gemeinten Eigenschaften yon ~' ausgesag~. 

Wenn es also gelingt, eine. t?aumcurve zu finden, au f  welcher die 
Function J in der angegebenen Weise, auf  weleher iiberdies eine Function 
z existirt, so muss sie yon selbst zu einer Gleichung J ~ F(z)  hinleiten, 
die alle charakteristischen .Eigenschaften besitzt and also die yon uns 
gesuchte Gleichung ist. 

Jetzt ist die niedrigste nur yon den Verhiiltnissen der y abhi~ngige 
rationale Function, die bet den 60 Collineationen ether Untergruppe 
ungeiindert bleibt, nach w 5. : 

f~ 
(11) ~ = - V '  

eine Function vom dritten Grade. Sie soll, will ieh voraussetzen, die- 
jenige Function sein, welche auf unserer Curve jeden Werth in 60 
Punkten annimmt; ich werde also die Hypothese machen~ dass unsere 
Curve yon der 20 t~ Ordnung sei, und weder au f  f ,  = O, noch auf  v = 0 
gelegen set, noch auch dem gemeinsamen Schni#e yon f ,  ~ O, V ~- 0 
begegne. Ich will ferner annehmen, dass sie nicht au f  C ~-- 0 liegt und 

Ca 
auch nicht dem Schnitte yon C = O ,  V ~ O  begegnet. Dann ist ~ eine 

Function, welche jeden Werth in 660 zusammengehSrigen Punkten 
annimmt; fiir C ~ 0 erh~lt man nur 220 getrennte Punkbe, ftir V = 0 

Ca nur 60. Man sieht: es miisste J ~ k �9 ~v f  gesetzt werden, w o k  eine 

numerisehe Cons~nte ist. Nun sage ich: Wenn nur das Geschlecht 
unserer Curve gleich 26 ist, so giebt es yon selbst ausser der Gru_ppe 
der dreifach z~ihlenden 220 Punkte and der Gruppe der elffach z~ihlenden 
60 nut  noch e ine  Grulx2e yon mehrfach ~ildenden _Punkten, n~imlich 

*) Vergl. hier und im Folgenden bei solehen Angaben die betr. Capi~el in 
Serret's Trait~ d'alg~bre supdrieure, vol. II. 
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yon 330 zweifach ziihlenden. Denn denken wir uns die Curve als 
R i e m a n n ' s c h e  FJEche 660-bliittrig fiber der Ebene J ausgebreitet, 
so bekommen wit,  wegen der 660 Transformationen der Curve in sich, 
bei denen J unge'2nder~ bleib~, jedenfalls eine reguZiire Verzweigung 
(Annalen X1V, p. 458), und wenn also irgendwo v Blittter zusammen- 
h~ngen, so hKngeu an dieser Stelle alle Bl~itter zu je v zusammen. 
Man hal also 

_ _  = - - - 7 - - ) ,  

wo sieh die Summe reehter Hand auf die verschiedenen Stellen der 
Ebene J bezieht, an denen Verzweigungen stattlinden. Soll nun 
39 = 26, ein Werth yon v gleich 3,  ein aaderer gleich 11 sein, so 
kann, wie man sofort zeigt, nur noch ein drittes v unter dem Summen- 
zeiehen vorkommen, und dieses muss gleich 2 sein. Auch kSnnen 
wir, dureh zweckmitssige Wahl yon /c, erreiehen, dass J an der bert. 
Stelle gleieh 1 wird. 

Man sieht, wie sich alle diese Hypothesen zusammensehliessen. 
_Es gilt, in dem ]~aume der y eine Curve v o n d e r  20 ~*~ Ordnung und 
dem Geschlechte 26 xu linden, welche bei den 660 Collineationen in sieh 
iibergeht, und weder auf  f ,  ~ 0 ,  ~wch auf  V ~ O, noch endlieh auf  
C ~ 0 gelegen ist~ aueh nicht dera Schnitte yon f~ ~ 0 und W ~ O~ 
oder dem Schnitte yon C ~--0 und ~7 = 0 begegnet. 

w  

Die DoppBlcurve yon H = 0. 

Falls unsere Curve 20 ter Ordnung existirt, muss sie jedenfalls auf der 
Fli~che (4): H~--0 liegen*). Denn sonst g~ibe es mit H---:--0 100 Sehnitt- 
punkte,  und diese 100 Punkte miissten durch die 660 Coll[neationen 
unter sich permutirt werden, was unmSglieh i s ~ . -  Nun erinnere man 
sich der Untersuchungen, vermSge deren man in der gewShnlichen 
Raumgeome%rie zeig't, dass die H e s s e ' s c h e  einer Fl'~che dritler Oral- 
hung 10 Kuo~enpunkte besifzL Man setz~ zu de~a Zwecke gleichzeigig 
alie ersten Unterdeterminanten der Hes se ' s chen  Determinante gleich 
Null. Genau so kann man bei 5 Variabelen verfkhren und erhiilt 
dann durch bekannte Methoden den allgemeinen Satz: dass bei 5 Va- 
riablen die H e s s e  sche einer _Fliiche dritter Ordnung eine ])o2pelcurve 
yon der 2(Y'* Ordnung und dem Geschlechte 26 besitzt. Es wird also 

*) Ich nenne 2-'7//che jede Mannigfaltigkeit, die dutch eine Gleichuag dax- 
gestell~ wird, also im vorliegenden Falle ehae Mannigfaltigkeit yon 3 Dimensionen, 
Gurve ein Gebiet yon nut eiaer Dimension. 
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auch, falls nicht besondere Verhiilf~nlsse stSrend einwirken, die Fl~iche" 
H ~ - 0  eine solche Doppelcurve besitzen, und diese Doppelcurve wird 
dutch die 660 Collineationen in sich tibergehen, da die Fl~che H ~ 0 
es thut. Kann man zweifeln, dass eben diese Doppelcurve die yon 
uns gesuchte Curve ist? Dabei is~ freillch Zweierlei noch nachzu- 
weisen: niimlich erstens, dass die im allgemeinen Falle richtigen 
Zahlen 20 uud 26 fiir Ordnung und Geschlecht im besonderen Falle 
keine Modification erfahren, und zweitens, (lass unsere Curve auch die 
anderen, negativen Eigenschaften besitzt, welche wir angegeben haben. 

Indem ich dem Beweise, zu dem ich reich sofort wende, vorgreife, 
spreche ich schon bier den Satz aus: 

Die yon uns gesuchte Curve 20 t~r Ordnung ist die Do229eleurve der 
t tesse 'schen ~l~iche H-~-O.  

Zum Beweise bilde man zun'~chst alle Unterdeterminanten yon 
H und seize sie gleich Null. So bekomm~ man ein Gleichungs- 
system, welches ich 

(12) H~ ~ 0 

nennen will, und dessen Gleichungen aus folgen&,n drei 

0 ~Y4Y~YgY'~ - -  Y(~YsY3 + Y,2Y4"~ -~ y:3y, , 

(13) 0 .~ yl~ysy~ - -  y42y~y.~ - -  Y2YlYg,  
0 ~ y~3y 9 ~ yg'~y~ ~ y3Syl 

durch cyklische Permutation der y hervorgehen. 

Ich will nun die fiinf Punkte, in denen vier yon den ffinf y ver- 
schwinden, als die Punkte I~ IV, V, IX ,  III bezeichnen. Dann sieht 
man sofort: 

1)ie f i inf _Punkte I,  IV, V, IX, III geh6ren unserer Curve an. 

Und da sie den Fliichen (5): C ~ 0 und f, -~- 0 (w 5.): offenbar nicht 
angehSren, so folg~ : 

Unsere Curve liegt weder au f  C ~ 0 noch au f  f,-----O. 

Setzt man in (13) und die iibrigen Gleichungen H~k ~ 0 ftir eins der 
y den Werth Null, so folgt, dass noch drei, iibrigens beliebige y ver- 
schwinden miissen. Daher: 

Jede ~bene y~ ~ 0 schneidet unsere Curve nu t  in vier Punkte% 
n&nlich in denjenigen vier unter den f i inf  _Punkten I, IV, V, IX, HI, 
welche nieht nach dem Index yon y~, benannt sind. 

Man lasse nunmehr in einem der fiinf Punkte, etwa im Punkte 
III,  eine Reihenentwickehmg eintreten~ indem man ya ~ 1, y~ ~ dt  
setzt. Dann bekommt man aus den Gleichungen H,~ ~ 0 bis auf 
Glieder yon hSherer als der zehnten Ordnung: 

Y l ~ d t l ~  Y4-----dt6, yz ~ - d t ,  Y g ~ - - -  dta, Y a ~  1, 
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und also ffir das Verhalten der y in siimmtlichen ffinf Punkten folgende 
Tabelle: 

(14) 

Yl 

I 1 

Y4 i Y~ Y~ Y3 

dt  1~ [ dt  ~ dt - -  dt "J 
I 

! 
IV 

V 

- -  d t  3 

d t  

IX dt" 

III  dt  '~ 

1 I d t  a~ dt  ~ 
q 

dt  3 1 d t  t~ 

d t  - -  dt  3 

d t  b d t  

d t  

dt  ~ 

dttO 

-- dt 3 1 

Man sieh~: 

Die fi#~f Punkte sind einfache _Pun]~te unserer Curve. 

Dann aber vor Allem: 

.Die Curve ist yon der 20 ~ Ordnung. 

Denn die Summe der beim einzelnen y in der Tabelle vorkommenden 
Exponenten yon d t  is~ 3 + 1 + 6 + 10 = 20. 

Jeder m~serer ftinf Punkte bleibt bei der Colllneation S: y'~ ~ 0 ~-" yk~ 
unge~nder~, bei der cyklischen Vertauschung C der y werden sie unter 
einander permutirt. Es entstehen aus den 5 Punkten bei den 660 
Collineationen daher nur 60. In ihnen s'~mmtlich verschwindet V, well 
es z. B. in I verschwindek Dagegeu verschwindet V nieht identisch. 
Denn tragen wir in V z. B. die auf I beziigliche Reihenentwickelung 
(14) ein, so kommt (mit dem yon uns gew~ihlten Maasse der Genauig- 
keil) V ~ dt. Also: 

V ~--0 hat mit  unserer Curve 60 und nur  60 Schnittpunkte gemein, 

und in diesen verschwindet weder C noch f , .  

Um alle charakteristischen Eigenschaften der yon uus gesuchten 
Curve beisammen zu haben, bleibfi nut  noeh zu zeigeu, dass das Ge- 

schlecht gleich 26 ist. Dies gelingt sehr einfach dutch die Betrachtung 
gewisser Ungleichheiten. Sicher ist ~v kleiner als das Gesehleeht der 
allgemeinen Durchdringungscurve dreier Fl~ichen vierter Ordnung : denn 
unsere Doppelcurve bildet, ja  nur einen Theil einer solchen. Dies 
giebt in bekannter Weise*): 

s < 71. 

Andererseits ist _p jedenfalls nicht kleiner als das Gesehlecht einer 
in gerade Linien zerfallenen Curve; also- 

2 ~ - -  19. 

*) Dareh Aufstellung der fiberall endlichen Differentiale. 
~,Iathematisehe JknnMem XVo 35 
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Endlich abet l~sst sich, wie ich im vorigen Paragraphen zeigte, 
folgende Gleichung anschreiben: 

Hier muss, wegen des Schnittes mit C ~  0 ein v gleich 3, und 
wegen des SchnitLes mit ~7 ~ 0  ein anderes ~ gleich I 1 geuommen werden. 
N~ihme man nun keiu drittes ~, dazu, so wiirde 

2i~ - -  2---- - -  280,  p ~ - -  139 

sein. Niihme man aber das dritte v gleieh 3 oder noch grSsser, oder 
n~hme man gar mehrere ~, an,  so k~me: 

2 p - -  2 ~  160, .p ~ 81. 

Also ist nur noch ein ~, da; dasselbe ist gleich 2; und p wird ~ 26, 
was zu beweiseu war. 

w 

Die Gleichung J-~-F(z). 
Jetzt  ist es eine einfache Reehenaufgabe, die Gleichung J ~ _ F ( z )  

zu bilden. Wir  haben 

C~ f, 
(15) J ~ k -  V,--~- , z , =  V 

zu setzen und zun~ichst mit  unbestimmten Coefficienten anzuschrelben*): 

(16) J - ~  ~'.(z~" -F- A z - ] -  B)  (z" -{- az2 --~- bz -~- c) 3, 

oder auch : 

(16b) J - -  1 ~ k ( z3 -~hz2-~-Bz-~F)  (~4 _[_az3_lt_~z2_}_~,z_{_~)2. 

Sodann trage man eine der EeihenenCwickelungen (14) in C, V 
und [~ ein. So komm6 bis auf Glieder yon h5herer als der zehnten 
Dimension : 

C ~-  1, V -~- dt ,  

f~09~._~.  .~ Q~.dt2 204~.dt.~_ ~ 1--~T-I12 ~6~. dr4 

(17) 
-}- (1 ~- y - -  11). dt  5 -  1 + V :  11 . QlOl,. dt  6 _~_ 3 qg"  d t s 

2 

-~-- 2 05".d t 9 - -  (1 + I / ~ ] ] ) 0 7 " -  d t 1~ 

Dies in (16) uncl (16b) eingesetzt giebt mit einer grossen Zahl yon 
Controlen : 

*) Das bier rechter Hand steheude k ist in der That dasselbe, wie das k 
Us 

in (15). Denn in ~ wie in z 11 kommt im Z~hler das Glied yl ~ mi~ -{- 1 multi- 
plicirt vor. 
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(18) A ~ - - 3 ,  B - - - ~ 5 - - / / ~ l l ,  a - ~ l ,  b ~ - - 3  I"JI-V~---H 
2 

~ - F - u  
C ~  "2 ; 

(18b) A ~ 4 ,  B~7--5//----11 F~---4--6//2-1i,  a~----2, 
2 

1 - V Z l l  
fl-~-3. 7~5-~-  ~ /~11 ,  c~----- 3 

2 ~ 2 

und die beiden so erhaltenen Werthe yon J und J - - 1  stimmen in 
der That fiberein (was wieder eine Menge yon Besti~tigungen ein- 
schliesst), wenn 

1 
0 9 )  - -  1728 

gesetzt wird. 
Daher lautet die fertige Gleichung J ~  F(z) folgendermassen: 

(20) J : J - -  1:1 -~- (z 2 -  3 z + ( 5 - - y = l i ) ) -  

�9 . . +  
2 2 

: (  ~3 -]-4z" q - -  - -2 .z + (4-- 

( z , _ 2 z ~ +  3 1 - V - ~  ~ - + ( ~ + / - : U ) ~ - - 3  ~+V-~_~): 
�9 ' 2 " " " - 2 - -  

: - -  1728. 

w  

Die zweite Form der Gleichung elften Grades. 

Neben die so gewonnene Gleichung stellt sich nun noeh eine 
zweite, ebenfalls sehr einfache, wenn man nicht yon der elfwerthigen 
Function dr#ten Grades f, (10), sondern yon der Function zweiten 
Grades 9~ (9) ausgeht. Ich bewelse zuniichst den Satz: 

Yerm6ge der t~elationen Hi~ ~ 0 (12) re&~ciren sich aIle bei den 
660 Collineationen ungetindert bleibenden ganzen Functionen dery  auf 
ganze 3Functionen yon V u~d C. 

Eine ungeiindert bleibende Function der y, gleich Null gesetzt, 
stellt eine Fl~che vor, welche entweder unsere Curve enthiilt - -  und 
dann wird di6 Function vermSge der ~ k  ~---0 identisch Null sein - -  
oder dieselbe in solchen Punkten sehneide% die bei den 660 Collinea- 
tionen unter einander permutir~ werden. Unter ihnen kSnnen sich 
eine gewisse Anzahl yon Malen die 60 Punkte V ~ 0 finden, ebenso 
beliebig oft. die 220 Punkte C ~ 0, dann irgendwelehe Gruppen yon 
660 getrennten Punkten, die dutch C 3 - - ; t V n ~ - 0  dargestellt sind, 

35* 
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wo 2 eine geeignete Constante bedeutet. Dagegen kann die Gruppe 
der 330 Punkte J =  1 nur eine 29aare Anzahl yon Malen auftreten, 
well die Gesammtzahl der Punkte durch 20 the i lbar  sein muss, 330 
abet nur durch 10 theilbar ist. Doppeltziihlend wird diese Gruppe aber 
auch durch eine Combination yon C und V dargestellt~ ni~m]ich, da 
J ----- 1 ist, dutch C a + 1728 V 1' = 0; s~mmtliche Schnittpunkte also 
kSnnen mit der richtigen Multiplicit~t ausgeschnitten werden, indem 
man eine geeignete ganze Function yon V und C gleich Null setzt, 
was zu beweisen war. - -  

Daher  geniigen vermSge de*" Rdat ionen Hi~ ~ 0 die e l f  q~ ether 
Gleichung elflen Grades, deren Coefficienten ganze t:unctionen yon V 
und C sind. 

Mit Riieksicht auf den "Grad der in Betracht kommenden Func- 
tionen kSnnen wir sofort mit unbestimmten Zahlenfactoren anschreiben: 

(21) tpll + C~V2. ~S + flV4. 9?5 .31_ 7 ~ C .  cj)4.3[_ {~V6. ~2 .31._ ~V3C. 9 

+ ~ . C 2 = 0 .  

Die Zahlenfactoren bestimmt man wieder vermSge der Reihen- 
entwiekelungen (14). Man hat ihnen zufolge: 

(22) q~, = e ~" - -  0 ~" �9 d t + O ~~ . dr"- -~ 

"-{ 2 
und finder also: 

(23) . = - - 2 2 ,  ~ = l l ( 9 - 2 V - - - U ) ,  7 =  11, 

& =  2 ' "" 

Ich will noch 

C ~ setzen und fiir ~ einffihren: - -  1728 J = - -  1728 g3 - h - "  

halt die neue Gleichung ell'ten Grades folgende _Form: 

2 0"" dt~ 

1 - V ~  03,.  d #  + . . .  

i25) 

= 8 8 V - - - U ,  

1)ann er- 

--11 - -3+] / - - IL  12g~ ~ 14492~ ~ 0 . .  
2 Fa-  

Es bleibt nur noch zu zeigen, wie diese Gleichung mit Gleichung 
(20) zusammenhiingt. Die Fliiche q~, ~ 0 schneider aus unserer Curve 
40 Punkte aus, die sich bet den 60 Collineationen der Untergruppe 
unter einander permutiren. Dies kSnnen, dem Frtiheren zufolge, nut  
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diejenigen 2 . 2 0  Punkte sein, welche je  bei 2 Collineationen yon der 
Periode 3 festbleiben, d. h. dieselben Punkte, ffir welche man nach 
Gleichung (20) hatte: 

~ - 3~  + (5 - y ~ - f f l )  = o .  

in der That zeigen die Reihenentwickelungen (14), class folgende 
Relation besteht (natEirlich immer vermSge der H ~  = 0): 

(26) c;J = f~- --  3f ,  V -4- ( 5 - - V ~ H  -) ~7 '~, 

und dass man also yon der Gleichu~zg (25) zu tier Gleiehung (20) kommt, 
indem man setzt: 

(27)  ~ = z~ - 3 z  + (5 - t / - - - ~ - ) .  

Die directe Verification dieser Angabe, die wieder eine Reihe 
yon Controlen ffir die Zahiencoefticienten einschliesst, hat keinerlei 

" * O  * ~chwlengkmt. 

w 10. 

Zusamm~nstellnng der bisherigen Resultate. 

Fassen wir zusammen, so sind wir fiir die Transformation elfter 
Ordnung der elli2tischen Funetionen nunmehr zu folgenden Resultaten 
gekommen : 

1) Die Galois 'sehe t~esolvente 66(~ ~ Grades liisst sich [blgender- 
massen ansehreiben: Man unterwerfe die fiinf Verh';iltnissgr'Sssen 

YJ : Y4 : Y~ : Yo : Y'~ 

den 15 Relationen H i ~  0 (vergl. (12) resp. (13)) und setze:*) 
_ _  C 3 

1728Vu ~ J, 

wo V die Function dritten Grades (2), C die Function elften Grades 
(4) bezeichnet. - -  Hat  man ein LSsungssystem dieser Gleichungen 
gefunden, so ergeben sich alle anderen durch die Collineatiouen 
des w 3. 

2) .Es giebt zwei ei~zfachste t~ormeq~ der Resolvente elften Grades. 
Die eine, yon uns zu Anfang allein betrachtete, lautet (20): 

*) Wolt te  man nicht  die Verhi~ltnisse der y,  ~ondem die y selbst betrachteo,  
so k6nnte man schreiben: 

man mfss te  dann also g~ und t f ~ -  adjtmgiren. 
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J : J - -  1:1 ~-- (ze--3z-[- (5- -  V ~-  l l)). 

�9 ( z ~ + z ~ _ _ a .  i+Vii2 . z +  7-r-~i)~ 

�9 ( 5 +  
2 

: - -  1728; 

ihre 11 Wurzeln sind durch die Formel gegeben: 

V ' 
wo f, durch Gleichung (10) definirt ist. 

Die zweite Form wird durch (25) vorgestellt: 

~ , = i ' ~ - - 2 2 . ~ - - [ - 1 1 ( 9 - - 2 1 / - - 1 1 ) . I  ~ -  11. leg,_.~,l/~ --}-88-//--11 .~'-' 

- -  11 - -aq-7/ - -~  12g, ~ 144g,~ 
-, , 

und ihre Wurzeln sind: 

miler ~ die Funetionen (9) verstanden. 

w 11. 

Zusammenhang mit der Gleichung zwSlften Grades. 

Ich wfinsche nun noch zu zeigen, wie die GrSssen y mit der 
Multiplicatorgleichung zwSlfbn Grades, die ich neuerdings mittheilte*), 
zusammenhiingen und wie man dementsprechend das vorstehend for- 
mulirte Problem 660 t~n Grades, resp. die Gleichungen elften Grades 
auf transcendentem Wege 15sen kann. Ich setze zuniichst die aus- 
gereehnete Gleichung zwSlften Grades noch einmal her: 

(2s) z,~-90.11.V~.z0+40.11.12g~. ~/h.z4_ l~.ll.m6g3.V~. 73 
-[-2. l l .  (12g.,)2 :~ /h .  z ~ -  1 2 g  2 �9 2 1 6 g  a �9 ~/A.  z -  11. A ~-- 0, 

und gebe vor allen Dingen an,  wie sich ihre Wurzeln als Functionen 

des Periodenverh~ltnisses ~f ~ eo des elliptischen Integrals, resp. als 

*) Vergl. diese Annalen XV, p. 88. 
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Functionen yon q = d "~' darstellen lassen. Bekanntlieh ist (28) eine 
J a e o b i ' s c h e  Gleiehung. Setzt. man dementsprechend: 

{ A0, 
(v -~  0, 1 , - . .  10) 

(worin ich nur dadurch yon der Jacobi ' schen  Bezeiehnung abweiche, 
dass ich als Indices der A die quadratischen Reste modulo 11 ver- 
wende), so erhiilt man auf bekanntem Wege fiir e/n Werthsystem der 
A folgende Formeln. 

(30) 

1 

,~A~ = q ~  �9 

~ A ~ = ~  i~: . 

/~ A~ ~ q ~  �9 

9"/ 

A~ = q ~  �9 

25 

u A~ ~ q  ~ . 

12). 

{+_~ ( - 1 ) ' + t  

~ ( _ _  ly,+l ,  q'J'~J,:+~.~h+'- 

(_/33 h - ' + h  _{_ ~ (__ l)],+l . (133h"-+.z~h+14 } 
- - : o  

q33h,+~3~,+, + Z ( -  lY'+~ ' q33h~+3,~+v 

q~l,o+~7,+~o + ~ (__ l)h+l . q~3J,,+Th 
- -no  

qa~/,:+19/,+~ _+_ .~ , (__  l)l, . q:~,~:+eSh+4 
- - : lo  

qa31,'+a~  ̂+is @ ~ 7  (__ 1)h . q33 he-l- 61 h--~28 } 

w o a  den Proportionalit'~tsfactor -o~-- hedeutet. 

Solcher Werthsysteme giebt es 660 .24 ,  n~mlich 660 wegen der 
Galois 'schen Gruppe der Modulargleichung, und 24 wegen der in 
(28) vorkommenden zwSlften Wurzel und der in (29) stehenden Quadrat- 
wurzel. Abet man sieht leicht, dass sieh je 24 Werthsysteme nur 
durch eine 24 t~ Einheitswurzel unterscheiden, class also die Verhiilt- 
nisse der A blos 660-werthig sind. In der That~ l~sst man in den 
Formeln (30) co um 11 Einheiten wachsen, so erhalten s~immtliche A 
elne vierundzwanzigste Einheitswarzel, abet diese ist bei allen A die- 
selbe, und riihrt nur yon dem rechter Hand gemeinsam auftretenden 

1 

Factor q ~  her. - -  Ebenso waren, nach den frfiheren Betrachtungen, 
die Verh:,iltnisse der y 660-werthig. Es ergiebt sich also die MSglich- 
keit: die VerMiltnisse der y dutch die VerMiltnisse der A und diese 



552 F. KLEIS. 

durch jene rational auszudriicken, und dies is~ die pr':icise Formulirung 
des Problems, mit dem wir uns jetzt noeh zu besch~ftigeu haben. 

w 12. 

ZugehSrige Formeln. 

Die Betrachtungen, welche nSthig sind, um das ~usserst einfaehe 
t~esultat abzuleiten, fasse ieh in eine Reihe einzelner Bemerkungen 
zusammem. Dabei will ich ausdrficklich betonen, dass ich wohl kaum 
zu diesem Gedankengange gefiihrt worden wKre, h~itte nicht bei den 
Transformationsgraden 5 und 7 ein ganz ~ihnliches Resultat vor- 
gelegen*). 

1) Die 660 Werthsysteme der A o : A, : A 4 : A~ : A 0 : .43 ergeben 
sich naeh meiner Darstellung im XV. Bande dieser Annalen p. 276 
aus einem derselben durch 660 a priori bekannte Collineationen, aus denen 
ich folgende zwei herausgreife: 

S' A o ' = A o ,  A t ' = Q A , ,  

(31) C" A0' = A 0 ,  A , ' =  A4, 

A ~ ' =  otA4, A ~ ' =  OsA~, 
A (  = o'~Ao, A~'----- 03A3, 
A 4' = A~, A~" = Ao, 
A (  = A~, A 3' = A , .  

2) Die eindeutige Zuordnung zwischen den Verh';iltnissen der A 
und den Verhiiltnissen der y 1.~isst sich auf 660 verschiedene Weisen 
treffen. Denn hat man eine solche Ztlordnung durchgeftihrt, so kann 
man nachtrliglich die y oder die A noch einer beliebigen der 660 
Collineationen unterwerfen. Daher kann man es jedenfalls erreicheu, 
dass den Wiederholungen yon S: 

Y,'----- OY,, Y," = q4Y4, Y~'~- qSYs' ~Jg'~- OgY'J, Y'J = 03Y3 

die Wiederholungen yon S'  und den cyklischen Vertauschungen 

(Yt Y~ Y~ Y~ Y3) 

die Wiederholungen yon C' entsprechen. 
3) Ich sage nun,  dass unter dieser Voraussetzung der cyklischen 

Substitution C: 

Y,'~--Y4, Y~'-~-Ys, Y s " = Y y ,  Yg'----Ya, Y J = Y ,  
nothwendig die cyklische Vertauschung C" selbs?~, nicht irgend eine 
Wiederholung derselben entspricht. Denn sei etwa: 

A, ~_- t t  (y,, Y4, Y~, Yg, Y3), Ao 

*) Wie sich da~ analoge Theorem bei betiebigem Tramsformationsgra~e ge- 
staltet, beabsiehtige ich deran'~chst zu zeigen. L ~ . . . .  ~ J  ~ " % .v. :, ~ 2 
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wo ~ eine rationale Function yon nullter Dimension sein soll. Multi- 
pliciren wir jetzt, der CQllineation S entsprechend, jedes y~-- mit Q~', 
so erh~lt R,  nach Voraussetzung, irgend eine elfte Einheitswurzel Q~ 
als Factor. Nun bilden wir, indem wir die Collineation C an- 
wenden: 

/z~ (Y4, Y~, Y~, Y3' Yl)" 

Schreiben wir jetzt start Yk: bez. O ~.  y~:, so muss ~4, als Factor vor- 
A~ treteu. Daher kann /~ (Y4~ Y~ Y~, Y3, Y~) nur gleich ~ seth, was zu 

beweisen war. 

4) Die ffinf Punkte I, IV, V, IX, IH (vergl. w 7.) waren auf 
der y-Curve dadurch charakterisirt, dass sie gleichzeitig bet der Colll- 
neation S (und ihren Wiederholangen) unge'~dert b]eiben. Ihnen 
werden auf der Curve der A (wenn diese geometrische Redeweise ge- 
starter ist!) fiinf Punkte entsprechen, welche die Substitution S' zu- 
lassen. Offenbar s indes  diejenige~z / i inf  _Punkte, in denen A o und vier 
der iibrigen A verschwinden. Denn erstens bleiben diese Punkte, wie 
evident ist, bet der Collineation S' ungeih~dert, und zweitens gehSren 
sie der Curve der A an. Hebt man niimlich aus den Ausdriicken 

1 

rechter Hand in (30) zun-Xchst den gemeinsamen Factor q1~2 fo~ und 
setzt dann q-----0~ so erh'~lt man 

A 0 ~ 0 ,  A 1 ~ 0 ,  A t ~ A  s ~ A  9 = . - 4 3 ~ 0 ,  

so dass unsere Behauptung ffir eiuen der ffinf Punkte riehtig ist i aus 
dem einen Punkte gehen abet die vier anderen dutch die cyklische Ver- 
tauschung C' hervor. Ieh werde diese Punkte I', IV', V', IX', III' nennen. 

5) Den Bemerkungen 2), 3) zufolge kann man den Punkt I einem 
beliebigen der Punkte I ' . . .  lII' zuordnen; hat man abet z. B. I dem 
IV' entsprechend gesetzt, so correspondiren IV, V, IX~ III nothwendig 
dem V'~ IX', III'~ l'. 

6) A o kann nut in den Punkten I ' . - .  IlI' zu Null werden. Denn 
wenn A 0 gleieh Null ist, so ist nach Gch. (29) eine der Wurzeln z 
gleich Null, als% nach (28), A ~ 0 oder J ~  eQ. Es giebt 60 PunkCe 
J ~  eo~ aber nut in 5 derselben kann die einzelne Wurzel z gleich 
Null sein. Denn in den 5 Punkten I ' - . .  III' verschwindet, (29) 
zufolge~ nut z| keine der anderen Wurzeln ~,. 

7) Nachdem ich in (30) rechter Hand den gemeinsamen Factor 
1 2 

qla~ weggehoben, will ich q ~ -~ ~ ds  setzen. Dann erweisen sich die 

Ao, A i ,  A4, As,  A~, A 3 
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in erster Ann~her.ung proportional zu: 

- -  d s  ~, 1, ~ d s  ~, - - d s  ~', d s  t~, d s .  

Dies giebt folgende Tabelle fiir das Verhalten der A in den Punkten 
1 '  �9 �9 �9 I I l ' :  

(32) 

Ao At 

I" - -  d s  ~ 1 

IV' - -  d s  '5 + ds  

V '  ~ d s  5 + ds  ~ 

IX' - -  d s  ~ - -  d s  ~- 

III' - -  d #  - -  d s  7 

. a  4 

_ ds  7 

1 

+ d s  

+ d s  t~ 

_ d s  ~ - 

A S 

- -  d s  2 

- -  d s  7 

1 

+ d s  

+ ds  L~ 

A9 A 3 

+ ds  ~5 + ds  

_ _  d s  ~- + d s  ~ 

- -  ds  7 - -  ds  2 

1 - -  d s  7 

+ ds  t 

8) .Die Curve der A hat  die 25 ~ Ordnung.  Denn die Summe der 
Exponenten yon ds  in der auf A o beziiglichen Colonne der vorstehen- 
den Tabelle ist 25. Aber auch die Summe der Exponenten yon d s  

in einer auf ein beliebiges anderes A beziiglichen Colonne ist 25. 
Also  werden die anderen A ebenfalls ausser in  den _Punkten 1 " . . .  111" 

n irgendwo gleich Nul l .  

Insbesondere ergiebt sich: 

(33) A05 q- A t A 4 A ~ A o A  ~ ~ O, 

eine Relation, yon der B r i o s c h i  gelegentlich Gebraueh maeht*). 
9) Man bilde jetzt folgende Verhliltnisse der y: 

Y~_4 Y~L Y~ Y~ Y~. 
Y~ ' Y~ ~ Y3 ~ Yl ~ Y4 

Da die y nirgendwo ausser in den Punkten I . . .  III Null werden, so 
erh.~lt man f~r das Null- und Unendliekwerden dieser Funetionen 
folgende Tabelle (vergl. (14)): 

I 

IV 

(34) V 
i 

IX 
- - [ .  

III 

+ d t  4 + d t  ~ 

+ d t  -1~ + d #  

_ _  d t , ~  + d t  -1~  

_ _  d t - ~  _ _  d t '~  

+ d t  ~ - -  d t - 2  

- -  d t - "  - -  d t  "a 

. . . .  i 

+ dt~ t 
+ d t  4 

+ d t  -1~  

- -  d t  ~ 

+ d t  -~~ 

_ d t - ~  __ d t  3 

+ d t  ~ - -  d t - ~  

+ d t  4 + d t  5 

+ d t  -1~  + d t  4 

~) Sopra una classe di equazioni modulari. Annali di Matematica,  ser. 2, 
~. IX; p. 167ff. 
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]0) Andererseits bilde man folgende Verh~ltnisae der A:  

,40 Ao Ao __ ~___ __ A.~.o. 
A j  ~ A~ ' A 5 ~ A~ ' Aa 

Sie werdea nur in den Punkten I ' . . - I I I '  Null oder unendlich, und 
zwar finder man aus (32) folgendes Schema: 

1" + ds  5 - -  d s  - ~  - -  d s  3 + d ,  - ~ ~  ! + ds  4 

IV' + ds  ~ + ds  ~ - -  d s  - 2  - -  ds  3 + d s  -~~ 

V" + d s  -~~ + ds  ~ -+ d s  5 - -  d s  - 2  - -  d s  3 

IX' 

(35) 

_ _  ds'~ 

_ _  d s - ~  

2 r- d s - l o  

ds  3 

+ ds  ~ , + d s  ~ 

+ ds -~~ + ds ~ I I I '  

_ d s - ~  

+ ds 5 

11) Jetzt ordne man dem I das IV', und also, nach 5), dem IV, 
V,  IX, III resp. das V', IX', III ' ,  I' zu. Dann werden, wie eia Slick 
auf die Tabellen lehr~, 

Y4 Y:, Y9 Y~ Yt 
Y~ : Y9 ~ Y3 ~ Y, ' Y~ 

und 
Ao Ao Ao Ao Ao 
.41' A4 ~ A 5 ~ A~ ~ Az 

an entsprechenden Stellen und in demselben Maasse Null und Unend- 
lich, und sind demnach resp. einander gteich zu setzen. M a n  ha t  

alsb folgende F o r m e l n ,  die das yon uns  gestdlte Prob lem erledigen u n d  

die in  w 10. zusammengestel l ten .Resultate i m  angegebenen S inne  ergiinzen : 

y~ At ' y~ A~ ' Ys A~ ~ Yl A~ ~ 

Y__L~ Ao 
Y4 A3 

E b e n h a u s e n ,  den 15. Augus~ 1879. 


