Zur Theorie der Dirichlet’schen Reihen.
Von

Avrrrep PringsHEIM in Miinchen.

In meiner Abhandlung®): , Allgemeine Theorie der D.ivergenz
und Convergenz von Reihen mit positiven Gliedern‘¢ — habe ich u. &
besonders den Satz urgirt**), dass die Reihe mit dem allgemem?n

Gliede:
Mv+l - Mv . dv

(1 o= 5 U

14

(WO My+1 2 M,,, Mw w=== OO)

fr jedes noch so kleine positive ¢ convergirt, wihrend der Ausdruck:

M+1"-Mv

L4
2 dy = M,
das allgemeine Glied einer divergenten Reihe bildet; und ich habe darauf
hingewiesen, dass dieser Satz mir als der eigentliche Schliissel zum
tieferen Verstindnisse ‘der gesammten Convergenztheorie fiir Reihen
mit positiven Gliedern erscheint. Denn in der That lassen sich daraus
nicht nur alle bekannten Convergenzkriterien herleiten und erheblich
verallgemeinern, sondern er liefert auch die Moglichkeit, den wahren
inneren Zusammenhang zwischen den sogenannten Kriterien erster und
zweiter Art einzusehen und namentlich das in seiner merkwiirdigen -
Allgemeinheit bisher vollig isolirt erscheinende Kummier’sche Conver gene-
riterium ale natiirliches Glied einer consequenten allgemeinen Con-
vergenztheorie zu erkennen. .

Weitere Untersuchungen tibeér unendliche Reihen haben mir nun,
gezeigt, dass die Bedeutung des obigen Satzes damit noch keines-
wegs erschOpft ist, dass sich dieselbe vielmehr auchauf die Theorie
gewisser, im allgemeinen nur bedingt convergirender Reihen, némlich
der sogenannten Dirichlet’schen erstreckt. Dabei sollen — mnach

. %) Math. Ann, Bd, XXXV, p, 297 ff,
** a. a O. p. 829,
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dem Vorgange des Herrn Dedekind®) — unter letzterer Bezeichnung
Reihen von der Form:
St

verstanden werden, wo die M, wiederum positive, mit v niemals ab-
nehmende Grodssen mit dem Grenzwerthe oo bedeuten, wihrend die
ay ganz beliebige reelle oder complexe Grossen vorstellen. Die beiden
Hauptaufgaben, zu deren Behandlung diese Reihen Anlass bieten,
nimlich:
1) Hinreichende Bedmgungen anzugeben, unter welchen die-
“selben fiir @ > O convergiren bezw. divergiren;

2) Die Grenzwerthe ihrer Summen fiir ¢ = 0 zu untersuchen —

lassen sich auf Grundlage des obigen Satzes und auch im dbrigen vollig
elementar in weiterem Umfange losen, als dies-~bisher auf minder ein-
fachem Wege, nimlich mit Hiilfe der Integralrechnung geschehen ist.

§ 1.

Ein allgemeines Kriterinm fiir die Convergenz und Divergenz der

Reike ) ay

Ersetzt man in dem Ausdrucke (1) M, durch M}, wo ¢ belicbig-
positiv sein soll, und schreibt im Nenner statt des Exponenten ¢,
welcher ja an die einzige Bedingung gebunden ist, wesentlich positiv
zu sein, wieder ¢, so folgt, dass auch die Reihe mit dem allgemeinen

Gliede
M3+1 - Ma?
Mil—l Mve

fir @ > O stets convergirt.

Zerlegt man sodann ¢ 1rgendw1e in zwei wéésenthch positive Be-
standtheile o, 4+ @, und beachtet, dass fiir ‘jedes endliche, wenn auch
noch: so_grosse positive p: L OMET s

1g? Mn 0

im ——s
n=o M

ist, so ergiebt sich, dass auch dér Ausdruck:

g, , — M3
® B @>0 e>0 p<)
41

$

das allgemeine Grhed einer convergenten Rerhe bildet.

¥) Vorlesungen tiber Zahlentheorie vom PG Liejfé une-Dirichlet, wp. 379.
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Ich fiihre nun die Bezeichnungen ein:

n o]

Af(lx) == § Y Ay M:; A(”) == A(::) = : ;v @y MV”)
0

0
wo % eine beliebige positive oder negative Zahl einschliesslich der Null
bedeutet; dabei soll in dem letzteren Falle statt AY A9 etwas kiirzer
A,, A geschrieben werden.
Dies vorausgeschickt, handelt es sich zunichst darum, die Con-
vergenz bezw. Divergenz der Reihe
A9 — Zjvay M
Y

flir ¢ > 0 zu untersuchen.
In Folge der fiir jedes beliebige 6 geltenden Identitit:

ay M, ¢ = (w, M7) . M,
ergiebt sich durch partielle Summation:
n—1
(4) A9 = Dy @ { Mt +(le+6)} + 49 Mt
U
oder anders geschrieben:

n -1

(o) -0 i (o)
(5) A = Evu _ A { METL® — M le? M, ¢ - 4.7
=~ Mt Ig? M, | Mo pftee Mete

Alsdann zeigt die Vergleichung mit dem Ausdrucke (3), dass der
eingeklammerte Factor unter dem Summationszeichen das allg. Glied
einer convergenten Reihe bildet, wenn iiber die bisher vollig willkiir-
lichen Zahlen ¢ und & derartig verfiigt wird, dass:

{p+6>0 also: 6 > — p,

(6) l - e >0 - e < 1.

Daher wird die fragliche Summe fiir #» — oo convergiren, sobald der
andere Factor, niamlich:

49
Mg 1y,
stets unter einer endlichen Grenze bleibt. Da unter dieser letzteren
Voraussetzung das abgesonderte Glied des Ausdruckes (5):
A7) AP lg? M

—_— n n

R S T

fir n = co oftenbar verschwindet, so folgt zugleich aus Gl. (4), dass
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A X
7 (-9 \] - L:8] It 3
(M) AT D, M= DY e g )
0 Q0

wird, wobel die rechts stchende Reihe wnbedingt convergirt.
Um auch em Divorgengkriterium fitr die betreffende Reihe zu ge-
winnen, setze man Gl. (4) in die Form:

n~1

(8) (o ST AT MR A A
«dp Jlf—}—ﬂ lepfrla AI‘&H"

und man erkennt unter Beachtung des Ausdruches (2), dass diese
Summe fiir % = oo divergent wird, wenn:

A\o)

1
;Mo
stets von Null verschieden ist.
Durch Zusammenfassung dieser Resultate ergiebt sich der folgende
Sate:
0
() Die Reihe A' ® = Evu, MM, ¢ convergirt fiir cin be-
0
stimmtes positives ¢ in dev durdh die Indices vorgeschricbonen
Anordnung, also zum mendesten bedingt, wwd dhre Stwmme
st gleweh derjenagen der unbedingt convergiranden Rethe:

oD
E,' -ALG) {Mr(("*‘a) — Mﬁ*«!?ﬂ"ﬂ)},
0

wenn fiir:
6> —9, 6<1, p<<oo
der Ausdruck:
A4
hm *‘*‘;'“é_{:;?"'";
n== 00 Mn lg Mn

nicht unendlich wird.
Die Llethe divergirt, wenn:
A
lim peto
nicht Null wird.

Dieses wegen der grossen Willkiirlichkeit der mit ¢, o, &, p be-
zeichneten Grossen ausserordentlich allgemeine Kriterium nimmt ver-
schiedene einfachere und darum in vielen Fillen brauchbarere Formen
an, wenn man diese Grossen in geeigneter Weise specialisirt. Ins-
besondere erhiilt man offenbar ein von ¢ unabhingiges uud daher
fir jedes moch so kleine positive ¢ geltendes Convergensgkriterium,
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falls man s = O annimmt und demgemiss die Bedingung ¢ > — @
durch ¢ > O ersetzt, also:
(1a) Die Reihe A™® = 2 ay M, ¢ convergirt fir jedes po-

sitive @, und man hat:

@®

A9 Z" ALG) { M;—(Q-i-a) o M;f(l’-i-v)},

0

wenn fiir irgend e positives a:

o |4
s wogra, ~
ast.
Und diese Convergenzbedingung geht durch die specielle Wahl
6 == ( fiber in:

n

Ev a,,

. 0
(1b) Jim g <o

wobet dann zugleich

Dot = D) 4 {M 0 — MK}

wird,*)
Nimmt man in (I) ¢ =1, ¢ =0, so folgt:
(Le) Die Reihe A™ = 2 a, M;”" ist convergent und man

hat: .
Dl oM™ = D 4 { M — M4},
wenn fir ¢ <1, p < oo:
n=w M:lgpMn

wst; sie divergirt, falls:
14l
lim

*) Setzt man in (Ia) a, <2 ¥, so folgt:
Wenn E M€ wich fir jedes moch so kleine positive @ convergirt,

so kann .
}” £
o
: Z’ M
0

t e
fiir keinen Werth ¢>0 und p < oo einensendlicheén Giemapwerth besitzesl.
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Ersetzt man ferner in (I) a, durch a, M,% so verwandelt sich
offenbar A in 4,, und es geht daher das betreffende Comvergenz-

kriterium*) in das folgende iber:
(II) Die Reihe AT =2any ©t+9) comvergirt fir >0
6> — o, und man hat:

A9 z’ A,,{ Mer M;:lfg'l’“)}’

wenn:
: |4x)
lim
nmew MICTO 1P M,

< oo fir: s<1, p<< oo

Uud hieraus speciell fir 6 =1, ¢ =0:

(I1a) Die Reihe AT'™9 = 2 a, MO convergirt fiir jedes

positive @, und man hat:
AT 2’ A, {00 _ yite)

wenn fir ¢ << 1, p <<oo:
‘lim ——Lﬁi’—i—— < 00
n=w M,lg?M,
ist. —

Von den hier angefiihrten Sitzen hat Herr Dedekind das Con-
vergenzkriterinm (Ia) fiir »p = 0 und (Ib) fiir p =1 mit Hiilfe von
bestimmten Integralen abgeleitet**). Ferner geht (Ila) fir M, = »,
p =0 in einen von Herrn Hslder ***) bewiesenen specielleren
Satz iiber.

§ 2.
Ueber den Grenzwerth des Ausdrnckes AV M, fiir # — oo, |

Die Willkiirlichkeit des Expomenten ¢ in den Kriterien (I) und
(Ia) des vorigen Paragraplien lisst' vermuthen, dass der dort auftretende
Grenawerth AL M7 = M7 >va, M? (n = ) im Wesentlichen

0
von ¢ unabbingig .ist, In dieser Hinsicht gilt nun der. folgende
Satzt):

*) PFiir das Divergenzkriterium liefert diese Substitution offenbar nichts Neues.
*¥) 8. a, O.-Supplement IX, § 144,
*»+y Math. Ann, Bd, XX, p. 545,
") cf. Dedekind, a. a. O,
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Lehrsatz I. Bleibt lim AD M, ° fiir irgend einen po-
sitiven. Werth 6 — s umler einer endlichen Grenze, so gilt
das Gleiche fiir jeden positiven Werth 6; und — dem Falle

6 =0 entoprechend — Yot livs <5, unler ciner ond:
lichen Grenge.
Beweis. Es ist:
< W,y ”n
AP M = Mo Zla, M=Mn7" Sla, M M,
[}]

1]
ADM " = M Dra, M= M" a,M: M
Q
und daher:
AP M — ADMT = MDY a, M (M - M),

[

‘woraus durch partielle Summation:
e

(9) Ag’) M;-d — AS:)M:.& - -—0 2 A(l) (MU— :’-_-i-s

0,

Hierbei verschwinderi rechts digjenigen Gheder fiir welche M, ,= M,
ist. Die @brig bleibenden transformirt man mit Hiilfe der Identxtat

érus A ﬂtﬂ‘—-& * w-.i-l (H’ M:H)

m,u
- (( %&) = e,

sodass sich ergiebt:

10) AU A0 H;
R-1 %%ﬁ-)b‘ — 1

- M 2*‘(‘2,3{') —— (M7 — M2
(%) -

Dal nud- 4y M, nacki Vbl #sétéang stets unter einer endlichen
Grenze bleibt, und das Glemhe fﬁr den Ausdruck

(‘ﬂ:“‘ o
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evident ist*), so folgt aus Gl. (10), dass:

n—1

|49 M7 — AV < 0 M (M — M) <
0

(wo C eine positive, endliche Grosse bedeutet), mithin lim 47 M
mit lim A M;° endlich bleibt.

Hieraus ergiebt sich zunichst, dass unter der gemachten Voraus-
setzung insbesondere auch

lim AP M,
endlich bleibt, und man"hat dalier, um den zweiten Theil des obiged
Satzes zu beweisen, nur noch zu zeigen, dass diese letztere, etwas

speciellere Voraussetzung stets auch die Endlichkeit von ' Tim - r4,

‘ g M,
nach sich. zieht. ..
Setzt man: , i
AVM =6 wmd [ Lq,
so folgt aus
AP = GOM,, AV = Gils My

durch Subtraction:
aM,— GOM, — GO M,_,
= G2 — M) A 4G . GULa) M, s

und hieraus durch Division mit M, und ’Summation tiber v'==1,2, ..., n:
(1) DI g, '= D GO i @ — Gy
o ' 0
Da nun Békanntrieif‘**)’i
My — M, w@
T M*% %z%
so. wird;

iw
*) Dies gilt’ insbesondere auch, wehin —‘"—&ﬂ durchweg hséer‘ stellenweise
vy

mit » Gber alle Greiizgn WAdkSy da der Exponent ¢ im Nenner, shets grosser ist,-

* - * N - M
als der entsprechende Egogent ¢ — s im Zahler: desgl.. weun. lim — j}-H e="1
& T L

wird, in welchem.Falle sder fragliche Ausdréeltffiin Grenswerth ' 3.22" besitef ~— -
of. Lehrsats Il - .
**) Math, Ann, Bd, XXXV, p- 8195 Eemfg

N
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n

Ev Ay

A

| 4] = < || + G g M, — 1g My) + 26

n

A
und somit bleibt B endlich, —

n

Zusatz. Bs verdient bemerkt zu werden, dass der eben bewiesene
Satz nicht ohne Weiteres umkehrbar ist, d. h. man darf aus der End-

lichkeit von lm 7 keineswegs stets auch auf diejenige von

g,
lim A M, schliessen, wie sich sofort ergiebt, wenn man das soeben
beniitzte Beweisverfahren umzukehren versucht.

Der zuletzt bewieseme Satz nimmt eine noch prignantere Form
an; wenn der fragliche Grenzwerth nicht blos schlechthin endlich,
sondern auch bestimmt ist, und wenn man ausserdem die Grossen M

M
der Beschrinkung unterwirft, dass lim —71’—‘11"—1— fiir % = oo einen be-

stimmten Werth ¢ (natiirlich > 1) besitzen oder unendlich gross werden

soll. Es ergiebt sich ndmlich:
Lehrsatz II. Ist

. My "
(12) lim —7=—=¢, wo gundichst ¢ > 1
und. fiir irgend emn bestimmies s > O:
(13) lim 4Y M, = GY,
so hat man fir jedes ¢ > O:
(14) lim AV M ™ = G = ; — @Y,

und es tritt im Falle 6 =0 an. die Stelle dieser Relation
die folgende: 4

i i __1—6— ¥ ’()__1"—0 (1)
(15)  lim = e GO — Lt ¢
Fiir den Grengfall ¢c=1 reduciren sich diese Beziehungen auf:
(14a) lim AP M = G = ‘i‘ G,

A

(152) hm ﬁf =_;= 3@Y — @O
und fiir den anderen G¥engfall ¢ = oco:
(14b) lim AS{’{M;“ __:_VJGQ(") — G(s},

) 4,
(15b) lim ——— Ty = (. —
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Beweis. Sondert man von der rechts stehenden Reihe in Gl. (9)
die ersten m Glieder ab und bezeichnet deren Summe mit S,_;, so
wird:

n-1
(16) A9 M0 — A9 M7 = M Sy M D3 AD (M~ — M.

m

Das zweite Glied der rechten Seite ldsst sich dann analog wie in
GL (10) in die Form bringen:

M o—
o (),
Mn_a VALS)M;—&

v

(M) —M].,).

™ Mv+l 6___1
'M7
Da nun:
o—s __ ~8 _ —0
Mg \o* = ca LI c_o fir ¢ > 1,
M —1 c? —1 1—e¢
].im r 6—‘8* 173
(MH_I)G =—2™* . . . .« . fir e=1,
) ! d
4 = ( c e v v« fiir ¢ = o

*) Dies folgt aus der bekannten Relation:

lim

¢ __
QX =1 o @ 5=,

Da dieselbe fiir meine ganze Convergenztheorie geradezu fundamental ist, und
mit Riicksicht auf die noch in § 8 aus der ni#mlichen Grenzwerthrelation zu-
ziehenden Schlisse, mdchte ich tiber deren Herleitung hier noch folgendes be-
merken.

Wie ich im § 2 meiner Abhandlung tdber allgemeine Convergenztheorie aus-
driicklich erwiéhnt habe (a. a, O. p. 816), erscheint es mir methodisch zweck-
missig, die erforderlichen Hiilfsformeln ohne die Anwendung von Bezichungen
zwischen spectellen Reibenformen (Exponentialreihe ete.),. lediglich von der
Definition

lim (1 4 2)'= ¢

ausgehend, zu entwickeln. Um nun den-hier in Frage-kommenden «Grenzwerth
auf derselben Basis, also ohme Anwendung der Binomialreihe 'zu bestimmen, gehe
ich aus von den bekannten Beziehungen (a. a. O. p. 316, Gl. (a) und (b)):

® 2z
(1) CASa S e
® Tz <Bt+a<s

welche simmtlich zu gleicher Zeit befriedigt ‘werden, wenn |z| < 1.
Es sei nun ¢ eine positive endliche Zahl, etwa ¢ <r; ferner soll & gleich-

falls positiv und zwar von vornherein so klein angenommen werden, dass rd<C1 —
also um so mehr rlg(l 4 8) <1 — wird. Wegen:

(1 + 0)¢ = 06 (+)
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und ansserdém:
lim AP M = GY),
so kann man setzen:

M, \o— T G 1
(:5v+1) _y =t G fir e >,
087 el
LM = —5, 55,69 . . . =1,
'Ti[ji —1 ]
v . & - G(s) e s C=00,

wo O, der Einheit, & der Null durch Wahl einer passenden unteren
Grenze fiir w *heliebig nahe gebracht werden kann.” Bezeichnet man

also mit [8,]"" bezw. [5]."" einen gewissen Mittélwerth aus den

Grossen 9, bezw. & fir v =m, ..., (n — 1), so geht. Gl. (16) jetzt
in die folgende tber:

ist nun nach Ungl. (1)
>elg(t + )
a+®tw{< elg(149)
t—olg(1+9)

und somit nach Ungl. (2) a fortiors:
00
1+0'

00 ed
< 1—pd < 1—7rd "’

>
A+ of—1

also:
(149 —1 0
1 -1- 5 < ) <T75
Ddraus folgt niin-in der That, dass der ﬁra,ghche Ausdruck mit:lim@ = 4 0 der

@renze-¢-zistrebt, und zwar, wie ich aunsdriieklichi hervorheében will, gleichmdssig
fiir alle ¢ Liryindsh. setst man etwa:

¢ __
U=t — oo,

80 ‘kapn.-map-gine gewisse obere Grenze fiir & angeben,. welche ausreicht, um
Laf fir.-alle,, moglichen Werthe o <r unter eine Griésse von vorgeschriebener

Klemh%;ﬁ&em@zudm@kemﬂ v N
' Um den betreffenden Ausdruck auch fiir negative ¢, desgl. fir negatlve )
zu behandeln, hat man nur zu ibeaehﬁen, dass: -

1+ o-e—1 (-1 1 |
A

(1—0f—1 (MP‘ )—e
6 - ) “”"1--3‘
--A‘

und:

gesetzt werden kann.
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AOMT = Sp M7 4+ AD M

f 8 M° . M°
(o0 (1 - —11—_—::“-) GO It fir e >,

Mn
MO — M°
n—1 8 (s) m
Rt -0) @ == e,
n
MO‘___MO'
I

L M,

n
und da man die endliche Zahl m so fixiren kann, dass fir v >m
9, und um so mehr [’91']2 beliebig wenig von der Einheit, & und

[e.,]: beliebig wenig von Null abweichen, so folgt schliesslich fiir

n=00.

(14) —1=50.6" fur o> 1,
@ __ 13 (@) pr—o

(14 a) G7 = lim 4" M, =—z—-G(") e e - e=1,

(14b) = @Y .+« . g==o00.

Um ferner die Richtigkeit von Gl (15) zu beweisen, hat man zuniichst
nach Analogie von GIl. (11):

n~1

n
M i §
(1) o= 33680 25" 4 g — 68 (o 68— 4P ).
m-1 m ‘

Nun folgt — im Falle ¢ > 1 — aus:

lim s — M,

=1 —c1

lim(lg M, s — lg M,) =g,

dass:
M, —M ~1
. nf1 n 1—¢ ‘
lim 7 = —1ge (g M.y — 1g M,)

und dass also gesetzt werden kann:

M, ~M 1 — ¢t
G'(’I) -—_’%:};—!— == tﬂ‘v . G(l) . ——-—-IE%——— (1g My—i—l —— lg M‘P)}

wo Y = lim G und 9, fur hinlinglich grosse Werthe von » der
Einheit beliebig nahe kommt. Darnach erhélt man:

n

Do — [0 Lo 6V g M, — g M) + 6P — G
m--1

Mathematische Annalen, XXXVII. 4
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m

und wenn man jetzt auf beiden Seiten die endliehg Summe 2 ay
0
addirt, die ganze Gleichung durch lg M, dividirt und # = oo werden

ldsst, schliesslich:

4, 1—¢1 La 1—c¢* 9
(15) BM — Tge G", also auch = Y G (e>1).

Im Falle ¢ =1 — also M,y M, — hat man bekanntlich *):
M, ,—M
_”%.l!;_:_ﬁ_ o lg Muys — g M,
sodass man die Gleichung (17) mit Hiilfe der Substitution:

Mv—l—-l - 'Mv
M,
transformiren kann, wo @&, bei passender Wahl von » > m der Einheit
beliebig nahe kommt. Alsdann wird:

GV . = 9,.GY (g M,y, — Ig M,)

Sloy = 6% (g M, —lg M) + G — GF
m-1
und schliesslich:
4
(15a)  lim ]g;[ = G, also auch: =s.-GY (¢=1).

n

In dem anderen Grenzfalle ¢ = co kann man nach Annahme einer
beliebig grossem positiven Grosse C die Zahl m so fixiren, dass fiir
v > m:

M
v-4-1
M,
also: .
g My —1g M, >1g C
wird.~ Da iiberdies: '
Mv—l—l I Mv lg Mv-l-l‘— g M,
——r <1, also um so mehr: < ig O )

k‘vi *

so folgt aus Gl (17), dass:

Do, < 2 Ug M, — 1g M) + G2 — G,
g
o
Qwenn G’ die obere Grenze der Gf,i)? fiir » > m bedeutet), und da man-
C von vornherein beliebig gross riehmen kann, schliesslich:

An
=0 (¢=).

(15b) lim 57

*) Math, Annalen, Bd. XXV, p. 318, Formel (9).
{
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Zusatz. Die Vergleichung von (14a) und (14b) mit ('14), ebenso
von (15a) und (15b) mit (15) zeigt, dass sich fiir die” beiden Grenz-
fille ¢=1 und ¢ = oo genau dieselben Endresultate ergeben, als
wenn man in den (zunichst unter der Voraussetzung 1 < ¢ < oo ab-
geleiteten) Gleichungen (14) und (15) ¢ gegen die Einheit convergiren
bezw. in’s Unendliche wachsen lisst. In der That ist ja:

. 1— ¢ ¢ =—§- fiir C-—_::l’ , 1 —c* == § fiir C=1,

lim =21 ? hm =7 0 fir ¢= oo

pa—] P e — == .
=1 fiir ¢=o00,

§ 3.
Ueber den Gremzwerth von ¢ 25 a, M;7¢ filr o = -+ 0.
0

Wenn die Reihe 2 a,M,° fiir jedes positive @ convergent.ist,
so convergirt sie offenbar um so schwiicher, je kleiner ¢ ist. Fir
¢ = 0 wird sie im Allgemeinen (d. h. wenn nicht zufillig 2 a, an
sich convergirt) divergent. Lédsst man nun @ von der Seite der posi-
tiven Zahlen her der Null zustreben, so vollzieht sich dieser Ueber-

gang von der Convergenz zur Divergenz fiir die Reihe E ay M, ¢ in

der Weise, dass unter gewissen Voraussetzungen E a, M, ° schliesslich

L3 4 1 (14 -e
proportional mit ’y oder noch schwicher als ":T wichst, sodass also

92 ayM? fiir ¢ = - 0 einer bestimmten endlichen Grenze bezw.

der Null zustrebt. Zur Klarstellung der verschiedenen, hierbei sich
ergebenden Modalititen dienen die folgenden Sitze.

Lehrsatz I. Sefet man:
M., —M
VMH-J - "'"":‘“Z* *)7

sodass also 2 dy, divergirt, 2 d, M, convergirt,
S0 ist:

=1 wenn: (1) M,r100M,,
~ - 1—c¢1
(18) 91:;5»;1 dy M7 =" (@) My ooe M, (1),
=O (3) Mn+l>'-Mn‘

*) Auf diese Form lisst sich bekanntlich das allgemeine Glied Jeder be-
liebigen divergenten Reihe bringen, sofern deren Glieder mur der Bedingung ge-
niigen <1 zu sein (¢f. Math. Ann. Bd. XXV, p. §22).

40
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Beweis. HEs ist identisch:

My — M, M, M, —ME

d _M_9== \ L)
1—g0 o -
— oL (a7t~ M)
14
wo
Mw 1
Q‘V: M+ .

k4

Ist nun ad (1) ¢, ou 1, s0 convergirt der Factor:
1—g;t
1—-g,
fiir unendlich wachsende v gegen den Werth -g- und zwar gleichmdissig

fir alle @*), die unter einer beliebigen endlichen Grenze liegen. Man
kann somit eine endliche positive Zahl m derart fixiren, dass — wenn
gesetzt wird:

1—g;t b}

1—gq,® T e
&, fur alle » > m und jedes ¢ (etwa < 1) um weniger, als eine be-
Tiebig kleine vorzuschreibende Grosse von der Einheit abweicht. Als-
dann wird aber:

0 Dbey M =[] D% (M0 — M%) = [9,],, - Un*

m

und daher:

18) lim ¢ Xvd, M, " =lim ¢ - M7 =1 (Mpp0oM,).
(18 Jim o 7 Jim o - S B (Mots 0 I,)

Im Falle (2) beniitze man die Ungleichungen*¥):

—

*) 8. d. Fussnote zum vorigen Paragraphen.
*%) Fg ist n#imlich (cf. Math. Ann. Bd. XXV, p. 316):

<1z 0<aLw),
>1—z (0<mé ao)

alse

&
> 15

<z uwsf
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L <E L (0<ego)

1— e % 1
WOoraus:
1
e . < + o,
1—4¢,® 1— ¢ 82y 1
lg g, ’

(da man wegen der Endlichkeit von lim g, ¢ von vornherein so klein
annehmen kann, dass die Grenzbedingung fir die zweite Ungleichung,
ngmlich ¢ lg ¢, < 1, erfiillt ist). Man kann nun, wenn die positive
Grosse ¢ beliebig klein vorgeschrieben wird, eine positive Zahl m so
fixiren, dass fiir v > m:

c—e< <+ ¢
also auch:

1
) < lg (c—s) lZ

1—¢8

1
> TgleFa)
und daher:

L—(e+e"  gr—e

il < i m )
. M -0 g(c-——s)
I (et ) s
et O/

Hieraus folgt aber — da & von vornherein beliebig klein gemacht
werden kann — schliesslich:

(18) lim o- Zd M7= lim o Dby My = A (Mopapoedy).

Im Falle (3), wo lim g, = oo, kann man, wenn C positiv und beliebig
gross angenommen wird, m so fixiren, dass fiir » > m

@ >0

wird, Da hier jedenfalls noch die ersfe der oben beniitzten Unglei-
chungen gilt, so wird fiir v > m:
. &

1 1 1
1—g;° <lgq., Te< 180+9

und da ausserdem:
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1—g1<1
so folgt zunidchst:

-+ _ 1 _
Q'Z’dvmr O<W,Mm?‘

Und da C an gar keine obere Grenze gebunden ist, schliesslich:

189 Hm o Nd, My el  (Mys>M,).
(18%) e=+°92 (Mast

Lehrsatz Il Ist lim g, == g, 50 hat man:

L : Sy -'9.,,".” M
(19) Jim Zy,d,m =fini o Ed’ ;

und zwar auch danm, wewn g, == g,, irgendwic von ¢ ab-
hingt, sofern nur g,o mit wachsendem v fiir alle positiven
Werthe ¢, dic unter einer gewissen endlichen Grense r
liegen, gleichmdssig gegen den Werth g comvergirt.
Beweis. In Folge der tiber die Beschaffonheit von g, bezw. Ire
gemachten Voraussetzung lisst aich eine Zahl m so bestimmen, dass
fir v > m:
Oy = D,. 9
gesetst werden kann, wo- 9, beliebig wenig von der Einheit abweicht
und zwar gleichmdssig fir alle positiven ¢ < 7. Daraus ergiebt sich
zundichst:

Stoi, Uit g Sta, i

und somit;
19 im 0- Slg,d, M % em lim - X ¢
(19) Jm o ng' Jy e 2t d, M;"

=g limg. Y Mt

g lim o ;’&
d. h. mit Benfitaung von Lehrsatx I:
. {=9

19 k - Slg, ~ef g t—c!
(19s) o;foo;'y a0 ] - :7;——,

wenn:



Zur Theorie der Dirichlet’'schen Reihen. 55

M”"H o 'Mm
Moypy P ecM, (¢>1),
My > M,

Zusatz. Dieser Satz gilt offenbar auch, falls lim g, = 0, und
behilt auch einen Sinn, falls lim g, = oo und M, s o0 M, oder v ¢ M,,.
Ferner leuchtet ohne weiteres ein, wie derselbe zu modificiren ist, falls
lim g, nicht bestimmt ist, sondern irgendwelche Unbestimmtheitsgrenzen
besitzt.

Folgerungen aus Lehrsate I und II, 1) Es ist:
o ()"
ey M) M

folglich nach dem oben gesagten:

== 1 wenn: M,y o0 M,,
M -— M —1
¢ . w1 1—c¢
o g o UG e,
== 0 Mn+j > Mn .
Ferner:
M,y — (Mv-m )
M’*‘H’ Me
und somit:
(21) hm o1 Moy — M, | ! wenn: Mtz o0 M,
e MI-H’ _ec—1
lg P Mn-_—_l Q_ 6. Mu.

Setzt man z. B. M, = av + b, also M,,, — M, = a, so ergiebt sich
die von Dirichlet bewiesene*) Relation:

o€
lim g - Er’ SR S
¢=+0 = (av - 0f a

und fir M, = 27, also ¢ = 2:

0

%) Crelle’s -Journal, Bd, 58, p. 130. Der Beweis wird dort dumrch Ver-
gleichung der betreffenden Reibhe mit

dx
I

geofithrt,
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92) Ersetzt man in Gl (21) M, durch lg, M,(x=1,2,...), so
erhilt man zunichst:
=1, Wenn:ﬁM,._H ggln ,

¢—1 éM
== ’ Ml@.cfnn-
Ige ¥ = r

(’b{un ist aber, falls M, 4, o0 M,, bekanntlich:*)

lim o - S} Bl — Bl
o=t+0 L (g M)Te

lgx'Mn-}-l —lg, M, oy Mn+1 — M, .
g, M, = M, gy M, --1g, M,

Im Falle M,y o ¢ M, wird Ig, M,1 o g, M, und daher zuniichst:

lgx Mn—[—l—" lgx Mn N Igy Mn-l—l —lgy M,
g, M, == g, M -1g. M, - 18, M,

also wegen:

M, —M
alg My —2lgM, v 1gec, ———"i]},———ﬁ-gc——l

n

schliesslich:

lg,, Mn-}—l"’ lgn M, O lg e . Mn+1 - Mn ,
1g, M, == ¢—1 Mg M, -+ 1g, M,

Mithin ergiebt sich in beiden Fillen:

o0

M, ,— M
1 . ’V+l k¢ e == « s o)e
( (22) lggorp Zm ’ Mg M, - (g, My)1+e 1 (x=1,2, )

Dagegen muss nach Satz IL:

= M, —M
23) lim o > i1 Py —0
( e=0 ;’ (M,1gy M, : g, M,,)"‘H’

werden, weil:

M‘V—I:-l - Mv — 1 . Mv-{—l —",Mv
(leg‘ M, -1g,M, )}'H’ (g M, - - - g, Mv)1+9 Mj“"’

und der erste Factor Ieaiglich durchk Wahl von », unabhingig von ¢
beliebig klein gemacht werden kann.
Darnach ist also z. B.

. 2“’ 1
lim . P el — 1
=0 9 = v (].g@)l-l-e ’

*) Math. Apn, Bd. XXV, p. 318, Formel (9).




Zur Theorie der Dirichlet'schen Reihen. 57

dagegen:

. S 1
lim ¢ »—- =
0=0 ¢ 2 (v g v)t+e

p: |
Lebrsats 1L Ist lim - = & —(also mach §1,

n

(Ib) der ReiheZ ay M0 convergent), so werd auch:

lim o Sta, M= G, falls Mppr o Mo®
e=t+0 &

Beweis, Durch partielle Summation ergiebt sich:

Q- wa,;.M;—e-f-‘-Q'Z”Av(-M;e”'M;‘igl)

m

oder anders geschrieben:
2‘” A, {lg M, M, }
== Q . v —
m e M” Mg Mv—i—l

+e Z T34 ME,,

Die erste Summe rechts ldsst sich offenbar in die Form setzen:
[ A, ]» g M,
e ;
g M, ] M

ist also endlich und verschwindet folglich mit ¢, sodass man zuniichst
erhilt:

(24) lim o- Zvayll’[ ¢ [ ” ] lim g - 2 ' 1’~l—1.*-lglkf

o=-+0 m’ Q=0

4
wo [lg 1;[ ] durch Wahl von m dem Werthe G beliekig: nahe gebracht
werden kann, Ist nun zundichst wiederum M.y o0 M, , so wird:
M,,+1—M

B

lg Mypy — lg M, o,

*) of. Dedekind a.a, 0. Daselbst ist nur der Fall - M, , OO L. bohandelt,
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‘und daraus folgt nach Satz II ohne weiteres, dass alsdann:

(25) lim g - ¥ ? =1

ist.
. . M,
In dem allgemeineren Falle M, o0 M, (wobei also hm—ﬂ—;i

n
nicht einmal bestimmt = ¢, sondern nur endlich, also etwa < ¢ zu sein

brauncht) hat man:

1 M?"H
lg Mv+l—lg M, ¢8 M, . M5+1 - M3 MS
M'l?‘l'l Ms-[-l “—Mé) < M'g-}-l Mg ’
1 -
— elgq, (Mv~9“'M'v+§)'
g —1 ‘
Mit Bentitzung der Ungl‘eichungen:
>14 2,
e* [ 1
<1z
also: i
- LISt 0< 2L )
e—1|>1—2, O<zLZ1)
ergiebt sich daher:
elgg, { <1,
G-t 1>1—elggy>1—gc
und daher:’ ’
= igM,  — g M, (< My®
(26) 0 D —"t { N
- s y-1 ?w(l — @0) .M,
woraus, in Verbindung mit Gl (24), schliesslich:
@7 fim o Sa, My =@ (2 b = tim “ )-
=0 lg Mn

’.[St Mn+1 ‘_(_})__ Mn und:
42
T =G

”

lim

so folgt aus Lehrsatz II des § 2, GL (15b), dass alsdann
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: n . AD
lim 1gp7 = lim o
ist — und es wird somit auch:
® 40

- . _Qa‘-—- - ” .
lni Og Za" a, M, lim 7

Ersetzt man jetzt w, durch a,M;™, sodass also

A.s;l) = "; ay My

0

in A4, libergeht, so resultirt der folgende Satz:*)
Lehrsatz Illa. Besitet

2
4

” — 0
M, M,

filr n == oc einen bestimmien Grenewerth G, so ist auch

1. ) wv M,,—(I—H)) —
e g M =6
falls
Mn—l—l g Mn-

NB. Man kann diesen Satz auch leicht direct beweisen, ohne von
den Ergebnissen des § 2 Gebrauch zu machen. Man erbdlt ndmlich
durch partielle Summation:

0

2 a, M;—(l-}-e) wzz A, ( M;U—H’) - Mmi-!-e)
m

m

4T 3
A, i, Mj_ﬁ' MS

und erkennt sodann, dass:

*. Mite . yite
lim Q- v V—I—]; d = 1,
e=-+0 Zm Mt me

*) Fiir M, =1v ergiebt sich wieder ein speciellerer Satz des Herrn H31lder
~— B & 0- ps 545.
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anM:“ 1—( r-H)
MM
Mv-i-l
gesetzt werden Kann, wobei der erste Factor fiir wachsende v gleich-
maissig gegen den Werth 1 -}- ¢ convergirt.

Miénchen, im Februar 1890.

M, ., — M,
M, MY




