
Zur Theorie tier Dirichle~'schen Reihen. 

Yon 

~LF~D PRI~6SH~IM in Mtinchen. 

In meiner Abhandlung*): ,,Allgemeine Theorie der Divergenz 
und Convergenz yon Reihen mit positiven Gliedern" --  babe ich u. a. 
besonders den Satz urgirt**), dass die Reihe mit dem allgemeineh 
Gliede: 

~+~ - ~ d, (wo M,+~ > M~, ~/| - -  ~ )  ( 1 )  e . - -  = = 

far jedes noch so kleine positive Q convergirt, w~hrend tier Ausdruck: 

du  allgemeine Olied einer diverge~te~ Reihe bildet; und ich habe darauf 
hingewiesen, dass dieser Satz mir als der eigentliche Schltissel zum 
tieferen Verst~dnisse "der gesammten Convergenz~heorie ftir Reihen 
mit positiven Gliedern erscheint. Denn in der That lassen sioh daraus 
nicht nut alle bekannten Convergenzkriterien herleiten und erheblich 
verallgemeinern~ sondern er liefer~ auch die MSglichkei~, den wahren 
inneren Zusammenhang zwischen den sogenannten Kriterien er~s~er und 
zweiter Art einzusehen und namentlich das in seiner merkwiirdigen - 
Atigemeinhei~ bisher vSllig isolirt erscheinende Kummer'sehe Co~verge~. 
~ ~  als nai~irliches Glied einer consequenten allgemeinen Con~ 
ve~l~,enz~eoz~e ~ erkennen. 

Weitere Untersuchtmge~i ~ttber unendliche Reihen haben mir nun. 
gezeigt~ dass die Bedeutung des obigen Satzes dami~ noch keines- 
wegs erschSl~ft ist, dass ~ich diese]be vielmehr aucb~auf die Theorie 
gewisser~ im allgemeinen nut beding~ eonvergire~ Reihen~ n~mlich 
der sogenannten Dir ichle t ' schen erstreckr Dabei sollen - -  nach 

*) M ~ .  Aan~ /~t. X.XXV, p. 29'/~. 
**) ~. e,. O. p. 829. 
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dem Vorgange des Herrn D e d e k i n d * ) -  unter letzterer Bezeichnung 
Reihen yon der Form: 

verstanden werden, wo die M~ wi~derum positive, mit v niemals ab- 
nehmende GrSssen mit dem Grenzwerthe oo bedeuten, w~ihrend die 
a, ganz beliebige reelle oder eomplexe GrSssen vorstellen. Die beiden 
Hauptaufgaben, zu deren Behandlung diese Reihen Anlass bieten~ 
n~imlich: 

1) Hinreichende Bedingungen anzugeben, unter welchen die- 
selben ftir ~ > 0 eonvergiren bezw. divergiren; 

2) Die Grenzwerthe ihrer Sumn~en ffir ~ ~ 0 zu uniersuchen - -  

lassen sich auf Grundlage des obigen Satzes und auch im ttbrigen ~vSllig 
elemenlar in weiterem Umfange 15sen, als dies~isher auf minder ein- 
faehem Wege, niimlich mitHiilfe der Integralrechnung geschehen is~. 

~1 .  

Ein allgemeines Kriterium fiir die Convergenz und Divsrge~z der 

Reihe L 7 a~ M~-e. 

Ersetzt man in dem Ausdrucke (1) ~/, durch ll/~ q, wo q be.~iebig. 
positiv sein soll, und schreibt im Nenner s~att des Exponenten q Q, 
welcher ja an die einzige Bedingung gebunden ist, wesenflich positiv 
zu sein, wieder Q, so folgt, dass auch die Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede 

ffir ~ > 0 stets convergirt. 
Zerlegt man sodann 0 irgendw~e in z~vei-wdsenflich positive Be- . 

standtheile Q1 @ {)2 und beachtet, da~s ~ ffir ~jedes endliche, wenn auch 
nOch~ so grosse positive ~v: ~ ~ir ~ : ~  

lira lg~.~/,~ ~ 0  

ist, so ergiebt sich, dass auch der Ausdruck: 
q 

.... lgpM, ( q , > 0 ,  

das al]gemeine Glied einer convergenten Reihe lJildet. 

~*) Vorlesungen iiber Zahlentheorie ~o~,rGrI~ej~eune~-Dirich~te~ ~P, 379. 
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Ich fiihre nun die Bezeichnungen ein: 
n oo 

0 0 

wo u eine beliebige positive oder negative Zahl einschliesslich der Null 

bedeute~; dabei soll in dem letzteren Falle staff A (~ , A (~ etwas kiirzer 
A,,~ A gesehrieben werden. 

Dies vorausgeschickf, handelt es sich zun~chst darum, die Con- 
vergenz bezw. Divergenz der I~eihe 

~o 

A(-e) _~_ Z ~ ( ~  3I~ -e 
0 

ffir O > 0 zu untersuchen. 
In Folge der fiir jedes beliebige a geltend~,n ldentit~t: 

3 1 ; -  = M , " )  . 

ergiebt sich durch parfielle Summation: 

0 

oder anders geschrieben: 

Alsdann zeigt die Vergleichung mit dem Ausdrucke (3), dass tier 
eingeklammerte Factor unter dem Summationszeichen das allg. Glied 
einer convergenten Reihe bildet, wean fiber die bisher vhllig willkfir- 
lichen Zahlen ,~ und e derarfig verffigf wird, dass: 

~ 0 + a > 0  also: a >  - - ~ ,  (6) 
U - ~ > 0  - -  ~ < 1 .  

Daher wird die fragliche Summe ffir n ~ oo convergiren, sobald der 
andere Factor, n~imlich: 

stets unter einer endlichen Grenze bleibt. Da unfer dieser letzteren 
Voraussetzung alas abgesonderfe Glied des Ausdruckes (5): 

fiir n = ~ oflenbar verschwindet, so folgt zugleich aus GI. (4), dass 
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"L" 4 r 

(7) ~t~-~, _ x~ ~. ,,, M,-+ - ~ ,  , ,y{  M, ' ,"  ~ M, 7 '~ t 
o o 

wird, wobei die rechts stehende Rcihe unbedmyt convergirt. 
UII1 al.lCh )2111 Dic~rgcnzkriterium filr die betreffemh: Reihc zu gc- 

winnen, setze man GI. (4) in the Form: 

(+) AI, ( ' + -  ~ ' ~  ++'" 
- -  "( '+"  +~'7+'( + ,;t~"" 0 + ' i v  

und man erkennt unter Beachtung des Ausdruckeq t,2), (lass tilt,st, 
Summe fiir n == ~ divergent wird, weim: 

AtO) 
t 

M~ +e 

~tets yon Null verschieden ist. 
Durch Zusammenfassung dieser Resultate ergiebt sich der folgende 

8atz: 
ao  

Die Reihe A (e)  = ~ . ,  711 , ~' c o n v c r g i r t  fiir cin be. (1) 
O 

stimmlcs positives ~ in dcr dunh  ,he Imlicrs vorgc.~hrwb~mn 
~lm)rd~tu)ttj, .l,~o zttm mtmh'sh'n b~di~t!lt, uml +hrc Nttmmr 
t,~'t glcwh dojcmgc~ ,lcr unbcdtngt eonmrgir~ndcn Rcthc: 

oO 

A ;~ { 2 m  -'','+~ - } ,  
0 

wcnn /iir : 

der Ausdruck" 
~>- -0 ,  ~<I ,  2p<cx~ 

lira 
. = |  M~c~" IgV M. 

n i c h t  u n e n d l i c h  wird. 

Die lleihe d i v e r g i r t ,  wenn: 

t* 

lira 

n i c h t  N u l l  wird. 

Dieses wegen der grossen Willkiirlictikeit der mit 0~ a, ,t, p be- 
zeichneten Gr~ssen ausserordentlich allgemeine Kriterium Ilinlmt ver- 
schiedene einfachere und darunl in vielen Fiillen brauchbarerc Formeu 
an~ wenn man diese GrSssen in geeigneter Weise specialisirt, hm- 
besondere erhi~lt mail offenbar ein yon q unabhiingiges und daher 
fiir jedes noch so kleine positive Q geltendes Convergenmkriterium, 
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falls man 8 ~ 0 annimmt 
durch a > 0 ersetzt, also: 

Die l~eihe A (-'~) ~ (Ia) 

sitive Q~ ua~d man hat: 
ao 

A ( - O =  ~ .  A~ ̀1) {MU(O+,') 
0 

wenn fiir irgend ein 2ositives a: 

lira I A(~") ] 

ist. 

Und diese 
a =, 0 fiber in: 

und demgem~ss die Bedingung a > --  

Convergenzbedingung geht 

a, M~ -e c o n v e r g i r t  f i i r j edes  po- 

< oo 

0 

lgP M. 

durch die specielle Wahl 

< c ~ ,  (Ib) lira 
n ~ o v  

wobei dann zugleich 

a,  M 2  f f i  

wird.*) 

Nimmt man in (I) a ~ l ,  a ~ O ,  so folgt: 

(Ic) ;Die l~eihe 

hat: 

A (-1) -~- ~ a~ M ~  ~ ist c o n v e r g e n t  und man 

wenn fiir ~ ~ 1, p ~ oo: 

lira ~ [A~[ < oo 

ist; sie d i v e r g i r t ,  falls: 

lira [A"I .=| - - - ~  > 0 .  
, r  , 

*) Setzt man in (I~) a~ ~ so folgt: 

80 k a ~  

lira .... o 

far ke inen  Werth a > O und p <'~=.,.evnen~enffgoh~ ffc~e~e~t~ bes eze~ 
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Ersetz~ man ferner in (I) a,, durch a, M -a, so verwandel t  sich 

offenbar A(, ~) in A,, und es geht daher das betreffende Convergenz- 
kriterium*) in das folgende tiber: 

(II) Die l~eihe A (-r - - ~ a ~ M ~  -(0+~) c o n v e r g i r t  fiir O> O. 

a > - - 9 ,  und man hat: 

A A,{ZZr 

w e n ~ :  
I A !  

lira ~-"~ < c ~  fiir : ~ < 1, 19< oo. 
M" q-t-a lg~M~ 

Und hieraus speciell ftir a ~ 1, s-----O: 

(IIa) Die l~eihe A (-~-e) ~- ~ a, M, "-(t+~) c o n v e r g i r t  far j e d e s  

~ositive O, und man hat: 

wenn [i~r ~ < 1, 1 9 < ~ :  

lira la l 

Von den hier angefiihrten Sgtzen hat Herr D e d e k i n d das Con- 
vergenzkriterium (Ia) ftir 19 ~ 0 und (Ib) fiir /9 ~---1 mit  Htilfe yon 
bestimmten Integralen abgeleite~**). Ferner geht (IIa)  fiir 21/~ ~ v, 
t9 =ffi 0 in einen yon Herrn Hi51 d er  ***) bewiesenen specielleren 
Satz fiber. 

w  
~j(a) 7tir--~ Ueber den Grenzwerth des Ausdruckes~ ~ . . ~  fiir n c~. 

Die Willkiirlichkeit des Expo.aenten ~ in den Kri te r ien  (I) und 
(Ia) des vorigen Paragraplien l~iss~vermu~hen, dass der dort  auftretende 

_y Gre~zwerth A~ ") jl~r~-" == 21/. -a a. Mg (n ---- oo) im Wesentlichen 
0 

vo~a~ ~ unabh~ng~g ~ist~, In dieser Hinsieht gilt nun der~ folgende 
Satzr 

*) Ftir das Divergenzkriterium liefert diese Substitution oiFenbar nichts Iqeues. 
*~) a. a. 0.~ Supplement IX, w 144. 

***) Math. Ann. Bd. XX, p. 545. 
"T) cf. D e d e k i n d ,  a. a. O. 



L e h r s a t z  I. B ld td  lira A(~ ~) M~ -~ fiir irgend einen ~o- 
s i ~ t ~  Wer~h r == s unter einer endlichen Grenze, so gi~ 
das Glcich~ far jeden ~ositiven Werth o; und - -  dem FaUe 

~ffi= 0 q a ~ ~  - -  b/e/bt lim lg M. 

~he~ 61renee. 
Beweis. ~s let: 

0 u 

- -  a.M;=M~"~ 
o 

und daher: 

unter einer end- 

a, M: ~lJ-' ,  

a , M ,  ~ M~-"  

_ ~:-~) ,  

~)~ n ~  ~ ~ -~na~ ~ ~ n g  stets unter einer endliohen 
Grenze bleibt, mad das Gleiehe fllr den Ausdruck 

/ M,,s \ r  

\ ~s,"7 

(~,~- ~,7,), 

sodass sieh ergiebt: 

(tO) 

0 

-woraus durch partielle Summation: 

(91 ~ ) ~ ; ~  ~ ( 2 ~ g ' - -  ~ g ~  A~, ') (M,"-' - ~,W).  
o 

a 

Hierbei verschwindeti reeh~ diejenigOn Glieder~ fiir welche M,+l ~ M. 
ist. Die iibrig bleibenden transformlr~ ~ man mit  Hiilfe der Identit~t: 
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evident i s t* ) ,  so folgt  aus G1. (10),  dass:  

I-~' ~.-~ -- -~)~: ' t  < c .  ~ : ~  ~ (~:+, - ~ : )  < e, 
O 

(wo C eine positive~ endliche OrSsse bedeutet)~ mi~hin lira J~/ l~ -~) 
mit lira A~ ~2~-s endlich bleibt. 

Hieraus ergiebt sich zun~chst ,  dass unter der gemachten Voraus- 
setzung insbesondere aueh 

lira A~ ~) ~ - ~  
+++i+ ,~ 

endlich bleibt ,  und man"hat 'dh] ier~ um den zwe+en'Thekl  ~es 6ti{gdtl 
Satzes zu beweisen, nur  

specieUere u  

nach s~Ch zieh~ ~, 

Setzt  man:  

noch zu zeigen, dass diese letztere,  etwas 

stets aueh die Endl[cl~keit yon '~ ~i m ~1~--~,,~ 

so f a lg t  mm 
.,,j.(,, ~ - - ,  ~ a(2 

A(, ') = G~, ' ) z / , ,  

~,,++ +la;+l ~ v,+ 

~+,_At:tJ r ~ f,t~J "+zr 

durch Subtract ion:  

a , ~ ,  - -  a ~  ) M ,  - -  e 4 G . ~ , - ,  + + 

mad hieraus durch Div~fi~)n mi~'M~ ~ imd ~ummat ion  tiber V:-~- 1,2~ . . . ~  ~." 

B n - - I  

+ ~/"J.~+t + ~-.I+ +++ ~+~.,.1_ ( I  I)  a,, ~ - / ,  ++,,, ++ -++.~.--~+ ++o+++ - -  +i 
+ , ~ +-l-i + + ~+ o 0 

Da. nun ItiekanntiieJ~*)+! 

so..  +w+r++; 

~ - I - v  + d u r c h w e g ~ r )  steUenweise *) Dies gilt" insbes~mdere+a~ich, weim ~ M~ 

mit ~ fiber alle Greiizyta ~ ~  4 a  d e ~ . ~ e l a t  a im N e n n ~  grosset is~ + 

als tier entspreehaude ~E~onL~t u " s ~ im Z~le~= d e s ~  w~za ]hn M~+l ~ i ( '  
=~ ~.M s 

+ira, in w~em++iiaPe ~+er P+.+~he ~++~~ G,~r~++- +~: :. ~ + ~ + ~ +  

of. Lehrssim If, +" + + + + + 
**) M~t~ +,,m mr. x~xv, p. +++ m~++++ 
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IAnl = a ,  ~ laol -4- G(lg M~ - -  lg Mo) + 2G 
O 

an 
und somit bleibl l g  M n endlieh. - -  

Z u s a t z .  Es verdient bemerkt zu werden, dass der eben bewiesene 
Salz niehl ohne Weiteres umkehrbar ist, d .h .  man daft aus der End- 

An 
liehkei~ yon lira lg~I/~ keineswegs stets aueh auf diejenige yon 

lira A(n').M7 ~ schliessen, wie sieh soforl ergieb~, wenn man das soeben 
benitr Beweisverfahren umzukehren versueht. 

Der zuletz~ bewiesene Satz nimmt eine noch pr~gnantere Form 
a n f  wenn der fragliche Grenzwer~h nicht blos sch|echthin endIieh, 
sondern auch bestimm~ is~, und wenn man ausserdem die GrBssen M, 

der Beschri~nkung unterwirft dass lira-Mn+l fiir n - - - o o  einen be- 
) M n 

s~imm~en Werth  c (na~firlich ~ 1) besitzen oder unendlich gross werden 
soil. Es ergiebt sich ni~mlich: 

L e h r s a t z  II. 1st 

(12) lira M ~  ~ c, wo ~un~ichst c > 1 

und fiir irgend ei~ bestimmtes s > O: 

(13) lira A~ I M~" --~ G('), 

so hat man f~r jedes a > O: 

(I  4)  lira A~ (') M - *  (~(o) ~ :  (I - -  e ~ (~(,) 

und es tritt im Ealle a ~ - 0  a ~ d i e  SteUe dieser l~ela~ion 
die folgende: 

an i-e-' G(,)____ i--o -i G(t). 
(15) tim ----= lg M n lg c lg  e 

~iir & ~  Grenzfa~l c ~  1 reduciren sich diese Beziehungen auf  : 

(14 a) lira A~ ) M~ -~ (~(~') s G(,) 

und f~r den anderen C~'~en~fail r = c~: 
A(a) rOr--a ~ ~r(a) G. t~ (14b) lira .,~.,~ ,~.~,~ . ---- , 

(15b) lira ~ - - - -  0,. - -  
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Beweis. 

d i e  ersten m G l i e d e r  

w i r d :  

Sondert man yon der rechts stehenden Reihe in G1. (9) 
ab und bezeichnet deren Summe mit ~m_~, so 

(16) A (~) M~ "~ - -  A~ ) ~ - '  

Das zweite Glied der rechten 
GI.~(10) in die Form bringen: 

Seite l ~ s t  sich dann analog wie in 

Da nun : 

lira 

n - j  

A(r ) MT* 

( M,+~ )o-, _. 
1 

C ~ - s ~  1 C - s ~  C - ~  
c a - 1  1 - - c  -~  ftir c ~  1, 

- - s , )  . . . .  fLir c~--- l ,  

~ 0  �9 �9 �9 f f i r  e - ~ o o  

*) Dies folgr aus der bekannten Relation: 

lira (I -{- c~) q -- 1 

Da dieselbe ffir meine ganze Convergenz~heorie geraflezu fundamental is~, und 
mit Riicksieh~ auf die noeh in w 8 aus der n3tmlichen Grenzwerthrelation zu. 
ziehenden Schlfisse, mtlchte ich fiber deren Herleitung bier noeh folgendes be- 
merken. 

Wie ieh im w 2 meiner hbhandlung ilber allgemeine Convergenztheorie aus- 
drficklich erwRhnt habe (a~ a, O. p. 315), erschein~ es mir methodiseh zwecl~- 
mlissig, die erforderlichen Hfilfsformeln ohne die hnwendung yon Beziehu~gen 
zwischen specie~Zen Reihenformen (Exponentialreihe etc.),~ Iediglich yon der 
Definition 

ausgehend, zu en~wickeln. Um nun flen~hier in~ ~rag~kommenden~Grenzworth 
auf derselben Basis, also o/me Anwendung tier ~Bindmia]Freihe'zu bestimmen, gehe 
ieh aus yon den bekannten Beziehungen (a. a. O. p. 316~ G1. (a) und (b)): 

X 
(I) x <.e ~- I < l -- ~ ' 

(2) 1 ~-----'-x' < Ig(I -~- X)< ~, 

welehe sRmmtlieh zu gleicher Zeit befriedigt~werden, wenn Ix[ < I. 
Es sei nun 0 eine peg/tire endliche Zahl, etwa O~r; ferner sell @ gleich- 

falls positiv unfl z~gar yon vornherein so klein angenommen werden, dass r$~I -- 
also um so mehr r Ig (I -[- ~) < I -- wird. Wegen. 

(1 + ~)r ~ eO ~(~+~) 
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und ausserdem: 

so kann man setzen: 
i im A ~  ) M ; - ' =  G (*), 

_i 

Mr+ 1 ) a ~ :1  

= ~ ,  . . G I ' )  
1 ~ c - ' ~  

= ~  , o -  s . G ( ' )  . 

6 

- -  ~ .  ~( ' )  

wo @, der Einheit ,  ~, der Null  durch Wahl  
Grenze fiir y. ,beliebig nahe gebracht werden 

r~ ~ - ~  bezw. ~e P-~  einen gewissen a|SO I~i'~ L "Jm I. ~'Jm , 

OrSssen  ~ ,  bezw. , ,  f l i t  v = m , . . . ,  ( n -  1) ,  
in  die folgende f iber:  

ffir c > 1, 

also: 

~ + ~  < # < i--~ 

Dara~s f o t ~ r ~ , i n  d~er That, dass der s Ausdruok mit;,:lim~8---~ + 0 tier 
ere~o',c~-z~tstrebt,mnd zwar, wie ieh ausdr~ekli~h;]iervorhe~)en~will, g~e/chm~ss~g 
flit atle o ~_~r);~d.~ h. set~t man e~Wa: 

a'- = (1,+ ~), e, 

und: 

gesetzt werden kann. 

s~ kap~,,,ma~,.~ne gewisse obere Orenze ffir 8 angeben~-.wel~he ausreicht, um 
~,~l,f"ur~alt~,~ghQhen .W~erthe, e _~<r unter eine (~r{isse yon vorgeschriehener 

t 

Um den l~etreffende~t Ausdruck ~uch ffir negative Q, desgl, ffir negative 
zu behandelzh~J~tt man nut zzt.,~b~h~e~ ~ . ~  dass: 

. . . .  a " �9 : ~a  " + ~ ' ( t + O ) ~  

ist nun nach Ungl. (1) 
{ ~  Q lg(l Jr c~) 

(1 + ~)r - ~ o lg (1 + ~) 
t - -  o Jg 0 + ~) 

und somit nach Ungl. (S) a fortio'ri~ 

�9 08 0 r 
- - ~ #  < i .... ~o ' 

�9 " C - ~ - - - 0 ~  

einer passenden un~eren 
k a u ~ ,  ~ Bezeichnet man 

Mi~dlwerth aus den 

so geht. G1. ( 1 6 ) j e t z t  
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= .  ,s , , ,_~ Mr* + A~ ~ MJ-') 

+ 

, - o - . ) .  o,., 
L *'Jm 1 - -  e " - a  ~]~= 

'VJ 'r/l s  

fiir c > 1, 

C-- - - -  1 ,  

. . . . . .  (~ === OO 

und da man die endliche 

~, und um so mehr [ "Ira 

[~]~ beliebig wenig yon 

~ - - -  O O "  

(14) 

(14a) 

(14b) 

G (#) ---~ lira A (#) M.  --a 

Zahl m so fixiren kann,  dass fiir v ~ m 

beliebig wenig yon der Einheit ,  , ,  und 

Null abweichen, so folgt schliesslich ftir 

i t - - c  -~ .G(* ) ffi# e >  1, I - -  C - ~  

s G ( , )  
-~ . . . .  c - - - - - l ,  

- -  G (') . . . .  C ---~ o o .  

Um ferner die Richtigkeit yon GI. (15) zu beweisen, hat man zuniichst 
nach Analogie yon GI. (11): 

n n ~ l  

m+t ~n M'%1, 
+ e ~ ) - G ~  ) (wo G())= 2i() ) M;~). 

Nun folgt - -  

dass: 

lim 

im Falle c >  1 - -  aus: 

lira iI/~r ~/~ ~ 1 - -  e -1 

lira (lg M,~-I - -  lg M~) ~ lg e, 

M.+~ - -  M , ,  1 - -  c -~ 
M~+ 1 lg e 

(lg M . + ~ -  lg M;) 

und dass also gesetzt werden kann:  

O(1 ) M,§  - M~ _-- e , .  O (~) 1 - -  , - i  
M~T 1 " lg e 

wo G (1) ~ lira G(~ 1) und ~, ftir 
Einheit  beliebig nahe kommt. 

n 

Igc 
m-{-i 

M a i ~ e m a t i s c h e  A n n a l e n .  X X X V l I .  

(lg M,+l  - -  lg ~/ ,) ,  

hinli~nglich grosse Werlhe yon v der 
Darnach erhiiIt man: 

�9 G (~) (lg M. - lg ~ )  + a(2 ) - a ~ )  

4 



5 0  A. P ~ a s s z ~ .  

und wenn man jetzt auf beiden Seiten die endliche Summe ~ a. 
0 

a'ddirt, die ganze Gleichung dutch lg Mn dividirt und n - - - o o  werden 
l~s t ,  schliesslich: 

A~ 1 -- ~-~ G~)  also aueh 1 -- c- '  G(,) (c ~ 1). 
(15) lg----~ ----- Ig c ~ lg c 

lm Falle c ~- 1 - -  also Mn-{-1 ,f~ ~ n  - -  hat man bekanntlich*): 

co Ig M~+I - -  lg M~, 
~ + ~  

sodass man die Gleichung (17) mit Htilfe der Substitution: 

�9 M~_~ ~ ~'" (lg M,+I- ,lg 
transformiren kaffn, wo @, bei passender Wahl yon v ~> m der Einheit 
betiebig nahe kommt. Alsdann wird: 

~ . ~  a, = [ # , ] : - ~ .  G (~) (lg M ,  - -  lg M~) -{- G ( ~ ) -  G~ ) 
m-~-I 

and schliesslich: 
A~ 

(15a) lira lg M. ~ G(1)' also auch: ~ s .  G (~) (c -~ 1). 

In dem anderen Grenzfalle c ~---c~ kann man nach hnnahme einer 
beliebig grossen positiven GrSsse C die Zahl m so fixiren, dass ffir 

~/~ ~ c 

also: 

wird." Da fiberdies: 
ig M~+I - -  lg M. ~ lg C 

~/~+~---~" ( 1  also um so mehr: ,~ 

so folgt aus GI. (17), dass: 

lg G 

*) Math. Annalen, Bd. X~V, p. 318, Formel (9'5. 

qr 
(~' 

a,  < a (lg - !g + ) -  a 2  ) 
m-14 

(wenn (~' die obere Grenze der G (1) fiir v _~ m bedeutet), und da man* 
yon vornl~er~ili beliebig gross ~el~men ~ann~ schliesslich: 

An 
(15b) lira lgM~ ~ 0  (c----~).  
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Zusatz .  Die Vergleichung yon (14a) und (14b) mi~ (14), ebenso 
yon (15a) und (15b) mit (15) zeigt, dass sich fiir die" beidea Grenz- 
fiille c----- 1 und c ~- co genau dieselben Endresul~ate ergeben, als 
wenn man in den (zuniichs~ unter der Voraussetzung 1 ~ c ~ co ab- 
geleiteten) Gleichungen (14) und (15) c gegen die EinheiVconvergiren 
bezw. in's Unendliehe wachsen liisst. In der Tha~ is~ ja:  

8 
lim l _ e - s {  -- ffir c - ~ l ,  1--~-- '  { = s  fiir c-~-l~ 

lira lg c 0 ftir C == co. 1 - -e -a  ---- 1 fiir c~---co, 

w  
~0 

Ueber den Grenzwerth yon ~ ~ a, M~ -e fiir 0 -  �9 0. 
0 

Wenn die Reihe Z a'M~-e ffir jedes positive q convergen~.is~, 

so convergirt sie offenbar um so schw3ieher~ je kleiner ~ ist. Ffir 

Q ~ 0 wird sie im Allgemeinen (d. h: wenn nicht; zuf~llig Z a~ an 

sich convergirt) divergent. L~ss~ man nun ~ yon der Seite der posi- 
riven Zahlen her der Null zustreben~ so vollzieh~ sich dieser Ueber- 

gang yon der Convergenz zur Divergenz fiir die Reihe ~ a, M~ "~ in  

der Weise~ dass unter gewissen Voraussetzungen ~ a~ ~/~- e schliess|icl~ 

proportional mit _.1 oder noch schw~icher als _1 w~chst~ sodass also 
" 0 Q 

Z a~M~ ffir p ~--- -~- 0 einer bestimmten endlichen Grenze bezw. 

der Null zustrebt. Zur K]arstellung der verschiedenen~ hierbei sich 
ergebenden Modalitiiten dienen die fo]genden S~tze. 

Lehrsa~z  I. Setzt man: 

M~zt~ I - - 2 ~  ~ ~ & *), 

Z d, d iverg ir t ,  ~ d, M~ -~ 8odass a~8o 

so ist: 
r [ --" 1 w e n n  : 

(18) I..,, ~.~.~ d,M~ "e ]=,-__c' 
e='+~ o 1 ~ 0  lgr 

*) Auf diese Form l~ss~ sich bekanntlich alas allgemeine Glied jvder be- 
liebigen divergenten Reihe bringen, sofern deren Glieder ~nur der Bedingung ge- 
nfigen ~ 1 zu sein (of. Math. Ann. Bd. X~V~ p. ~22). 

converg ir t ,  

(1) Mn+lC~Mn, 

(2) M~lc~c.~/n (c>1), 
(3) M.+~>- M.. 

4* 
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B e w e i s .  Es ist~ ideb~isch: 

WO 

, 

3'/~+1 
~ - - -  ~ . 

[st nun ad (1) q. r~  1, so convergir~ der Factbr: 

1 - -  ~--1 

i - eTe 

ftir unendlich wachsende v gegen den Werth 1 und zwar g~eichm~issig" 
Q 

alle 0"), die unter einer beliebigen endlichen Grenze liegen. Man 
kann somi~ eine endlicl~e positive Zahl 9n derart fixiren, dass - -  wenn 
gesetz~ wird: 

t -  ~g-e o ' 

@, fiir alle t / ~  ~n und jedes 0 (etwa ~ 1) um weniger,  als eine be- 
~!iebig kleine vorzuschreibende GrSsse yon der Einhei~ abweich~. Als- 
dann wird aber: 

O0 oo 

0 " , ~  e, M; -r 
~ t  m 

und daher: 

d, M~ -e ~ lira Q . / ~ ' d ,  3 / ~  e ~--- 1 
~- . l -  0 ~ 0 

(.M,,+~ c,o .M,,). 

Im FaUe (2) beniitze man die Ungle ichungen~) :  

also 

*) S. d. Fussnote zum Vorigen Paragraphen. 
**) Es ist nt~mlieh (cf. Math.~ Anm Bd. XXV, p. 816)- 

1 - x  | 

1 - -  e -~e ~ 1 - ] - -~ '  
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1 < u  

1 

(0 < x<  oo) 

(O<X<~) 
woraus: 

1 --  {~-# 1 ~ e - ~ l g ~ '  

x -F'O, 
Igq~, 

1 

(da man wegen der ~Endliehkeit yon lira ~/. ~ yon vornherein so klein 
aunehmen kann, dass die Grenzbedingung ftir die zweite Ungleiehung~ 
n~mlich 0 lg q, ~ i ,  erftillt is~). Man kaun nun  ~ wenn die positive 
(~riSsse a beliebig klein vorgesehrieben wird, eine positive Zahl m so 
fixiren~ class fllr ~ ~ m: 

also aueh: 

und dsher: 

e --  e < ~/,, < e-at- e 

1 

0 ( lg (c--- e) -~- Q ' 

1 

| / < 1 - ( c + 8 ) - x  " 

O' , ~ !  8, MTe 1 - (c+ 8) -~ 
m > (  lg(r  "4-0) M~e" 

Hieraus folgt a b e r -  de e yon vornherein beliebig klein gemacht~ 
warden kann - -  sehliesslieh: 

. 2 d, �9 
m 0 

Im FaUe (3), wo lim c/, ~--- ~o, kann man, wenn C posi~iv und beliebig 
gross angenommen wixd, m so flxiren, dass fiir v > m 

wird. Da hier jedenfalls noch die ers~e der oben ben~tzten Unglei- 
chungen gilt,  so wird far v ~ m: 

< 1 q ' O < i g ~ + Q  1 -- q~-e ]g g, 

und da susserdem: 
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~o folgt zun~ehst: 
1 - -  q ; ' / ' ~  1 

t i t  

Und ds G an gar keine obere Grenze gebunden ist, schliesslich: 
QO 

(18s) lim o " ,~  d, ~ ; - e  . . .  0 (M,,+,>..M,). 
e : + ~  o 

(19) 

L e h r s a t z  II. ] a  ~ g . . - g ,  so ~ ram,: 

,tmZ etear auch dam,, teem, g,-- .  9,,e ireem'h~ eon Q ab. 
~ ,  sofem nut 9,a mit waeksezcfem e / " ~  a~Ze l~s i~m, 
W e r ~  O, die u n ~  eir~r 9ewiesm en~ckm Gre~le r 
liegen, g le ichm~ssi9  9egen den Wer~ 9 con~ergir~. 

Beweis. In Folge de~ tiber die Bmeha~nheit yon 9, bezw. g,~ 
gemaehten Voraueeetzung l~mt gieh eine ~ h l  m so beetimmen, due 
m r  ~ ~_ m: 

g, "=" @,. 9 
geeetzt werden kauu, w(r @',, beliebig wenig yon der F, inheit abweieht 
und zwar 9 ~  ftLr alle poeitiven @ < r. Daratm ergiebt eich 
ZUII~GhBt= 

and som~: 

m 

m t i t  

o I t  

r 9,d,M, "-t '-- lira , 2 g , ~ l , . ~ " '  
qm+O m 

qo 

t 

d, h. mit Beatthzag roe ~ I~" 

(I9a) 

welxu:  

~I'.m 9'-" 9 l im Q" _ d , , . l f , , - -e~ ,9 ,  ...X- e- t er ~ e ---' 
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M,~.I ~ cM,, (c > 1), 
M~_x >- M~. 

Zuss~z .  Dieser Sats gilt offenbsr auch, falls lim g~---~ O, und 
behiiR such einen Sinn, falls lira g~ -~- oo und M,~+I ~ M~ oder ~ c M~. 
Ferner leuchtet ohne weReres ein, wie derselbe zu modificiren ist, falls' 
lira g~ nicht bestimmt ist, sondern irgendwelche Unbestimmtheitsgrenzen 
besitzt. 

Folgerungen aus Lekrsate I u/nd 1I, 

folglich nach dem oben gesagten: 

('20) lira 
r 

Ferner: 

und somit: 

1) Es ist: 

~ M,~:--M, 1 _  r 

o 0 

~,,+I M, 

(21) 

wenn:  

wenn: 

S e t ~  man z. B. :M, .~  a~, + b, also M,+x - -  M ,  ~ a, 
die yon D i r i c h l e t  bewiesene*) Relation: 

tim Q. , ~ - -  
O=+o (a~, + b~r a 

und F~ M ,  ~ ~', slso r ~ ~ : 

f ~O 

M,,+~ ~ c . M,,, 

M~+~ >. M,,. 

M,,+I ~ M,,, 

M,,=I c'o e.M,,. 

so ergiebt sleh 

*) C~lle's-Journsl, Ikl. 68, p. lS0. Der Beweie wizd 
gleiehung der betrefenden Beihe mit 

8e~brt. 

dor~ dur~ Vet- 
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2) Ersetzt man in 
erh~lt man zun~ichst: 

G1. (21) M,  durch lg, M,(~ ~- 1, 2 , . . . ) ,  

effi+ ~ 0 "~',~ (|g~M~)~+r 

~ 1 ~  wenn  :##, ~1/-~-1 c~, . ~ . ,  

l g c  ~ l t~ . )  . 

SO 

un ist abet, falls ~1I~+1 c~ M, ,  bekanntlich:*) 

lg~ )W~.[. 1 - -  lg~, M .  /I / .+ 1 --  M ,  fxJ 

Im Falle ~ + 1  .,c~ c M,  wird lg I M ~ I  ~ lg~M. und 

lg x M , +  1 -  lg~ M,  

also wegen:  

x lg M.+~ - -  ~ lg M,  .c~. lg c, 

lgl M~+I - -  lgt M, 
, M .  

daher zuniichst: 

M . +  t --  ll~. 
M, c,O c - -  1 

schliesslich: 

Ig. M.+ 1 --  Ig~ M. Ig c M.+ x -- M.  
lg,  M, ~ c - 1 ' M, lg, M , . . .  lg ,  ~t ,  

Mithin ergiebt sich in be/den F~illen: 

(22) lira Q. ~ M~+ 1 - 2tf,, ~ 1 ( ~ =  1, 2, .) 
0=o ~ M,~g, ~,... (Ig~,)i-~- �9 �9 �9 

Dagegen muss naeh Satz II: 

(23) lira O" -- = 0 
q=o ,~ (M, Ig, M,:..Ig,~,)~+e 

werden, weil: 

und der erste Factor lediglich dutch Wahl yon v, 
beliebig klein gemaeh~ werden kann. 

Darnaeh ist also z. B. 

unabhiingig yon Q 

QO 

lira 0" .... == 1 
r �9 (lg~) TM ' 

*) Math. Ann. B& X~XV, p. 318, Formel (9). 
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1 -----0 lira O" (. Ig ~)lJ~ �9 
~ 0  2 

57 

�9 A~ ( a l s o  nach 1~ Lehrsa tz  III. Ist h m ~ - - - ~  d~ - -  w 

(I b) der Reihe Z a,M~-e convergent), so w i r d  auch: 

ao  

lir~o O . ~ a, M~-'~ ~ G ~ falls 
0 

M.4_ t ~ .M~.*) 

B e wei s. Durch partielle Summation ergiebt sich: 

a o  oo  

oder anders geschrieben: 

m 

+ O" Ig .M, M~I. 1 

Die erste Summe rechts 1Rsst sich offenbar in die Form setzen: 

ist also endlich und verschwindet folglich mit ~ so~ass 
erh~lt: 

m a n  zun~hst 

(24) lira •. a,M~'~ lira Q . . . . .  
" ~ ' ~ " ' , ,  J m ~e--'o 21~'~+ 1 ~=-bO ra ra 

wo L lg'i~-~-~ J~ dutch Wahl yon m dem ~erthe • beliebig n a h e  gebracht 

werden kann. Ist nun zun~ichst wiederum M~-I ~ Jl~,., so wird: 

t) of. De&el~i~d a~ a.O. Daselbst ist nut der Fall ~,~d-z ~ - ~ b ~ h ~ n d e l t .  
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"und daraus folgt nach Satz II ohne weiteres, dass alsdann: 

(25) lira D ' 2  ~ . . . .  lg Mmu 1 - - l g  M r ---~ 1 
m M'~+ 1 

is~. 

In dem allgemeineren Falle M~+I c,r M~ (wobei also lira M,~+t 

nicht einmal bes t immt  --- c, sondern nur endlich, also etwa ~ c zu sein 
braucht) hat man: 

lg M,+  1 -  lg M r q- lg Mr 
D ~ ==: 

q lg q~ 

~ - -  1 

Mit Bentitzung der Ungleiehungen: 

also: 

8 x - -  l 

ergiebt sich daher: 
Qlgq~ 

�9 q~ ~ 1 
und daher: ' 

( ~ ;  ~ _ . ~ f ) .  

> 1 - l - x ,  
e~ 1 

< l - x  

/> t -  x,  (o < x < 1) 

< 1, 

> l - - o l g g , >  1 - - D e  

(96)  D " Z l g  M~.~. 1 - -  lg M~ ~ "~  Mm'~ Q, 

. ~  m ~,%1 > ( 1 -  De) 

woraus, in Verbindung mit G1. (24), schliesslich: 

(27) ei/~oQ, a, M~ -e ~ ~  d. h. ~ l im- lg_~  " 

][st Mn+l ~ 31~n und: 

lira ~ ~ G ~ 

so folgt aus LehrsaCz II des w 2, Ol. (~5~b), (lass alsdann 
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A n A (  ~ ) 
lira lg M n ~ lira 

ist - -  und es wird somit auch: 

59 

�9 ~ A ~ )  
ehmo~) �9 o ~  a, M 7 0  --'--- lira --M~ ~ �9 

Ersetzt man jetzt a~ durch a,M~ -~, sodass also 

n 

--~- v a,, My 
o 

in An fibergeht, so resultir~ der folgende Satin:*) 

L e h r s a t z  IIIa.  Besitst 

~. o 

fi~r n - - - o c  einen bestimmten Gren~werth G,  so ist a ~ c h  

0 

M ~ I  ~ M~. 

NB. Man kann diesen Satz auch leicht direct beweisen~ 
den Ergebnissen des w 2 Gebrauch zu maohen. Man 
dutch partielle Summation: 

o h n e  y o n  
erhMt n i ~ m l i e h  

m ml 

m 

und erkennt sodann, dass: 

lira p . . . . . . . . . . .  ~ 1 

*) Fiir M~-- r ergiebt sich wieder ein speciellerer SS~ des Horrn ]~[ 01 t i e r  
a. a, O. p. 545. 
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da: 
M, l-t~ 

gesetzt werden l~ann, wobei dot erste Factor flir wachsende v 9]d~-  
gegen den W erth 1 + Q con vergirt. 

Mffnchen, im Februar 1890. 


