
Ueber die algebraischen Punctionen und ihre Anwendung in 
tier Geometrie. 

Yon A. BmLI~ und M. !'TSTm~R*). 

Die R iemann ' sche  Theorie der Abel 'schen Functionen und das 
Werk yon C l e b s e h  und Gordan  fiber denselben Geg~nstand bieten 
eine reiche und f~ir die Geome~rie theitweise noch unbenutz~e Quelle 
werthvoller atgebraiseher S~tze und Begriffe. Indem dieser Theorie der 
Begriff der algebraischen Function zu Gmmde tiegt, geht die Unter- 
suchung auf solche Beziehungen zwisehen algebraisehen Gebilden, deren 
wesentliche Eigenschaft die Unabh~ngigkeit yon rationalen Transfor- 
magonen ist. Es ist aber die Aufgabe der Algebra, diese interessanten 
Beziehungen direct und ohne die in den genannten Theorien angewandte 
Beihilfe transcendenter S~tze zu beweisen, um dieselben einerseits flit 
£hr eigenes Gebiet zu erwerben, andererseits auch der Geometrie leiehter 
zug~nglich zu machen. 

Indem die Verfasser sich die Aufgabe stellten, f~r die wichtigsten 
jener S~.tze die algebraische Form und den algebraischen Beweis zu 
finden~ war es ihre Absicht, einen ku~gangspunkt f~r die Entwicklung 
jenes theilweise einem fremden Gebie~e entwachsenen ZweSges der 
Algebra zu finden**). Es gen~igte in dieser Beziehung, den bekannten 
Hilfsmitteln der Algebra einige wenige Begriffe hinzuzuffigen. Um 
aber der Darstellung eine grSssere Uebersiehtlichkeit und Kfirze zu 
verleihen, war es nSthig, auch einige neue Bezelchnungen einzuffihren, 
wetche man in den ~ .  1. 2. 5. definirt finde~ wird. 

*) Der vorliegende Aufsatz ist die Ausf~hrung einer in den GS~tinger N~ch- 
rich~en (Febr. 1873) enLhal~enen i~o~e der Ver/ass~r. -- Ein Auszug aus dem Fol- 
genden ist yon Herrn Fiedler in die soeben erschienene Uebersetzu~g der 2. 
Ausgabe des Satmon'schen Werkes fiber hShere ebene Curveu a~fgenommen 
worden. 

*~) NVir bemerken, dass dieser &usgangspunkt ganz verschled~n ist yon dem 
ebenfaUs atgebraischen, welchen Herr Weicrstrass zur &ufs~ellang der Zahl 
in seinen Vorlesungen nimrod. 
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Nach dem Vorgang yon Clebsch uud Gordan  mgge im Nach- 
folgenden die Gleiehung, dutch welche eine algebraische Function y 
tier Variabeln x definirt wird, als Gleichung einer Curve, in den 
Cartesischen Coordinaten x, y (oder den homogenen Coordinaten 
xl ,  x2, x3~ wo x I : x 2 : x~ ~ x : y : 1) geschrieben, aufgefasst werden 
(selbstverst~indlich otme fiber die Realit~it der Variabeln, oder der in 
der Gleichung auftretenden Coefficienten irgend eine Voraussetzung zu 
inachen). Die Vorzfige der an ein geometrisches Bild sich anlehnen- 
den Darstellungsweise sind an anderen Orten genfigend hervorgehoben. 
worden, weshalb dies bier fibergangen werden kana; ebensowenig 
scheint es nothwenig, an dieser Stelle fiber die mit den elementaren 
geometrischen Begriffen verbundenen Operationen an der Gleiehung 
etwaszuzuftigen. ~'enn die hier gew'~hlte Form der Definitionsglei- 
chung ffir eine algehraische Function - -  die allgemeine Form der 
Gleichung eiaer Curve ~.Ordnung -- yon der yon R iemann  gew~hl- 
ten Normalform abweicht, so sei erw~hnt, dass nieht lmr, verm5ge 
der Annahme des § 1., diese ]etztere in unserer Darstellung mit in- 
be~dffen ist, sondern dass auch alle Ausartungen der Riemann'schen 
Form, wie z. B. die auf hyperelliptische Functionen ffihrenden Glei- 
chungen, durch den letzten § (§ 7.) des I. Theiles in die Betrachtungen 
desselben mit hereingezogen worden sind. Diese Betrachtungen erffil- 
len die wesentliche Forderung, vSllig unabh~ingig yon ConstantenzRh- 
lung und somit auch ffir Curven mit beliebig speeiellen Eigenschaften 
gtiltig zu sein. 

1)er erste Theil handelt yon den Eigenschaften der Gruppe yon 
Sehnittpunkten~ we]che eine algebraische Curve mit irgend einer ,,ihr 
adjungirtea", d. h. mit einer solehen Curve, die durch jeden ihrer 
Doppelpunkte einfach, durch einen i-fachen Punk~ (i--1)-faeh u. s. w. 
hindarchgeht, ausser diesen noch besitzt. Betraehtet man die Schaaren 
yon Punkt-Gruppen, welche auf der gegebenen Curve dureh beweg- 
lithe adjungirte Curven ausgeschnitten werden, so gelangt man zu einer 
Geometrie auf der Ourve, vermSge deren es mSglich wird, die bei 
eindeutiger Transformation der Curve unge.:indert bleibenden Eigen- 
schaften in einfacher Weise zu definiren. ~ Den Ausgangspunkt fiir 
diese Betraehtungen billet der , Re~tsatz" (§ 1.)~ ein Satz fiber Punkt- 
gruppen auf einer Curve, welcher, dem Abel'schen Theorem nahe 
verwandt, dasselbe in seinen Anwendungen auf Geome~rie in vielfacher 
Hinsicht zu vertreten geeignet ist.. Sofern sich vermSge dieses Satzes 
bUS einem vollst~ndigen Schnittpunktsystem Theile desselben als selb- 
st~ndige Punktgruppen ausscheiden lassen, wird eine besondere Be- 
traehtung der Schaaren ~on Punk~gruppen, welehe Curven versehiede- 
ner Ordaung aus der gegebenen Curve aussehneiden, nothwendig 
(§§ 2. 3.). Von besonderer Bedeutung erseheinen hierbei solche 
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,,Special"-Gruppen, welche einer gewissen Ungleiehung genSgen (§ 3. 
a.E.).  Von diesen wird (§ 4.) gezelgt, dass sie immer dutch adjun- 
girte Curven (n - -  3). Ordnung (wenn n den Grad der gegebenen Curve 
bedeutet) ausgesehnitten werden kSnnen, ttieran ankn~ipfend .wird 
(§ 5.) ein Satz bewiesen, der naeh Riemann,  yon dem er zuerst 
ausgesproehen, mad naeh R o eh, yon dem er allgemein bewiesen Xvurde, 
im Naehstehenden der , ,Riemann-Roeh'sehe Satz" genannt wird. 
Dieser Satz, der yon hervortretender Wiehtigkeit ist, ermbglieht den 
algebraisehen Beweis aller der bereits aus der Theorie der AbeFsehen 
Functionen bekannten S~tze fiber die Anzah| der linear unabh~ngigea 
adjungirten Curven ( n -  3). Ordnung, fiber die bei eindeutiger Trans- 
formation erhaltenen Eigensehaften einer Curve und der ihr adjungir- 
ten Curven ( n -  3). Ordnung, die Erhaltung des Gesehlech~s u. s. f. 
(§ 6.). 

fm zw~iten Theil, der slch vorzugsweise mit einer aUgemeinen 
Curve ihres Geschleehtes besch~iffigt, wird (§ 9.) das Problem der 
Speeial-Gruppen in algebraiseher Form aafgestellt und zur Herstellung 
einer Ungleiehung f'tir dieselben benutzt. Ftir einen Grenzfall (§ 10.), 
der dutch diese Ungleiehung bez¢iehnet ist, l~st sieh die Anzahl der 
LSsungen (§ 11.) jenes algebraischen Problems bestimmen und in ein- 
zelnen F~illen auf indirectem Wege best~tigen (§ 12.). In den §§ 13--16. 
werden die Modaln fiir eine Klasse yon Curven definirt und in mehr- 
facher Weise, je ansehliessend an eine der Normalformen (§ 10.), aaf 
die man eine allgemeine Curve ihres Gesehlechtes eindeutig transfor- 
miren kann, bestimmt und gez~hlt. Die gegen die Riemann'sche 
Zahl 3 1 o -  3 ffir die Modula erhobenen Bedenken werden zerstreut 
und damit diese Frage, wie die Verfasser gl~uben, endgiltig erledigt. 

Das Vorstehende gestattet noeh einen Sehluss auf (lie Anzahl 
der freien Bestimmungsstfieke einer Raumeurve yon gegebenem Grad 
und Gesehleeht (zwischen denen jedoeh eine Ung|eichung besteht). 
(§ 17.) 

Zum Sehluss folgt eine uneingesehr~nkt g~iltige Anwendung der 
Theorie der Speeial-Gruppen auf die Definition der besonderen Punkt- 
gruppen in der Eben% deren Untersuchung durch eine Bemerkung 
yon Cayley (Proceed. Math. Soe. Dec. 1870) veranlasst worden war. 

I. Theil. 

§I. 

Der Restsatz. 

Die naehfolgenden Betrachtungen handeln yon den Eigenschaften 
yon Punktsystemen einer ebenen irreducibeln algebraischen Curve mit 
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behebigen Doppel- und vielfaehen Punkten*), die dutch ihre Gleichung 
f (x, y) --~ 0 (in homogenen Coordinaten f (x~, x~., x s) ~--- 0), [~--0, oder 
k[irzer dutch f bezeiehnet werden mSge, und zwar beziehen sieh die- 
selben insbesondere auf solche Punktsysteme, welche eine durch die 
Doppelpunkte yon f einfach, die i-fachen Punkte (i - - 1 ) -  fach hin- 
durchgehende, im Uebrigen abet willkiihrliche algebraisehe Curve (welche 
aueh zerfallen kann) ausserdem noch ausschneidet. Curven dieser Art 
wollen wir ,, der Curve f adjungirte" oder kurzweg ,,adjungirte Curve'n" 
nennen**). Wenn wit uns in der golge ausschliesslich mit den durch 
adjungirte Curven ausgeschnittenen Punktgruppen beschKf~igen (unter 
,,Punktgruppe" ein beliebiges Aggregat yon einer endlichen Anzahl yon 
Punkten auf f verstanden), so ist diese BeschrKnkulng nut eine schein- 
bare; denn man braucht einer nicht adjungirten Curve nur eine solehe 
feste Curve zuzuffigen, welche das Aggregat Beider zu einer (zerfallen- 
den) adjungirten Curve vervollst~ndigt. 

Man theile das System der Schnittpunkte, welche eine adjungirte 
Curve mit f ausser den (zur Charakterisirung der adjungir~en Curve als 
solcher) in die ,,singul~iren" Punkte yon f (wir  fassen unter dieser Be- 
zeichnung Doppel- und vielfache Puakte zusammen) fallenden Schnitt- 
punkten besitzt, beliebig in zwei Gruppen Gn und GQ yon bez./~ und 
Q Punkten. Mit Sylves te r***)  nennen wit dann die Gruppe G~ das 
, ,l~idu'um" yon G~ oder die zu G~ residuale Grappe und umgekehrt, 
indem wir als Residuum einer Gruppe, die yon einer adjungirten Curve 
ausgeschnitten wird, jede Gruppe yon Punk~en bezeichnen, welehe 
mit den Punkten jener Gruppe und den singul~ren Punkten yon f(jeden 
i fachen Punkt yon [ als i ~ 1-f'achen der adj. C. gereehnet) ein voll- 
st~ndiges Schnittpunktsystem bilden. Legt man nun durch G~ irgend eine 
andere adjun~rte Curve (was immer mSglich ist, wenn man nut den 
Grad hoeh genug w~hlt) uad nennt die Gruppe G~, yon ~ '  Punkten, 
welche diese noeh ausserhalb der singul~ren Punk~e ausschneidet~ der 
Gruppe GR ,,corre~iduaZ '' in Bezug auf die Gruppe GQ (well sie das- 

*) Wit setzen zun'~ehst noeh vielt'ache Pankte mit getrenntev~ Tangeaten 
voraus, werden indess in § 7. zeigen, wie man diese Beschr'~nkung aut~aeben 
kann. 

**) In unserer Note in den GSttinger Naehrichten werden dieselben ,,Curven 
vom Char.,kter der q~" genazant, Ludem dort unter ,,Curven ¢p" adjungirte Curven 
(n -- ~)t,r Ordnung verst~nden werden. 

***) Man vergl, die ¥orrede zu der (gleichzeitig rait dem Erscheinen unserer 
.Note verSffentlichten) zwei~n Ausg£be des Werkes yon G. S a I m on: Higher plane 
curves, wo~elbst jene Bezeichnung auf Curven 3. Ordnung angewendet wird~ oder 
den Literaturnaehweis za C~tp. V. der Uebersetzuag dieses Werkes yon Fie d I e r. 
In Uebereinstimmung mit der hier adoptirtea Bezeichnung w~hlten ~ir den lqamen 
,,Rest~atz" statt des in unserer Note gebrauchten Wortes: ,,Aequivalenzsatz". 
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setbe Residuum G~ wie jene besitzt), so kanr~ mar, den fotgenden Satz 
aussprechen : 

Si~d auf eider algeb~,'aiscl~en Curve die :Pun~:tgruppen G~, G~., • • . 
ei~ander corresidual in Bez~g e.~f eine Punl,~tgrup~e G~, so si~;d sie es 
"in _Bezug auf jede andere Pu;~ktgruppe G~,, zceld~e zu ei,~er vo~ ihnen 
(etwa .G~) resi&ml ist. Mit anderen Worten:  ,,cen'rt~sMualc Grup2en '~ 
ist ein Begriff, welcher yon einem speeie]len Residuum unabh~n~g ist. 
- -  Dabei ist noch zu bemerken, dass es gleiehgiltig ist, ob die Gruppen 
Gx, G x , , " "  und ebenso die Gruppen G,~, G u ' , ' "  lauter versehie* 
dene, oder theilweise je dieselben (festen) Punkte enthalten. 

Um jen~en Satz zu beweisen, nehmen wit an, die gegebene Curve 
sei f ~  0; auf dieser werden ausgeschuittea die Punktgruppen:  

G~ and G~: dureh A ~  0, 

G~ ur~d G~, , B ~ 0 ,  

Gq, und G~ , a ~ 0,  

wo A ~ 0, 1~ ~--0, a ~ (~ f adjungirte Curven seien. Wir werden 
nuu zeigen, dass aueh die Gruppen Gq, und Gz:, auf einer und der- 
selben adjungirten Curve ]iegen. Zun-~[chst ]assen sich*) immer zwei 
Curven f l -~-0 ,  ? = 0 finden yon der Besehaffenheit, dass man iden- 
fiseh hat:  

Denn die Gleiehung a .  1~ ~ 0 repr:,~sentirt eine (zerfallemie) Curve~ 
welehe dureh alle nieht in die singul~e~ Punkte fallenden Sehnitt- 
punkte von A ~---0 uad f ~  0 h~ndurchgeht. Ausserdem aber efffillt 
das Produkt a - ] ~  auch in den singul~ren Punkten yon f ~  0 die Be- 
dingungen*~), an welche noeh weiter die MSgliehkeit ge~nfipff ist, 
dasselbe auf die Form der rechten Seite zu bringen. Dasselbe ver- 
sehwindet n-~mlieh in jedem i-~kchen Punkte yon ]"--~ 0 (Wo _4 ~ 0 
einen (i - -  t ) -faehen Punkt  besitzt) (2 i - - - 2 ) - f a c h ,  und besitzt somit 
alle Eigensehaffen, um in die Form der rechten Seite ~ibergeftthrt zu 
werden. Die hierbei sieh ergebende Curve ~ ~---0 ist nun abet noth- 
wendig eine adjungirte. Denn das Verhalten yon fl - A muss, wenu 
die obige Ide~titiit besteht, dem yon a • B h~ jedem i-.faehen Punkte 

*) Dfe~e Schlussweise i~t zwar scho~ lCnge bek,~nn[ (vgl. z. B. Pliicker, 
Theorie der algebr. Curven; Einleitung.); die Grenzen ihrer Berechfigang ~[nd 
imlessen erst in jfingerer Zeit augegeben wordea. (S, d. folgende Note.) 

~'~) NSther,  Mafia. Ann~len Bd. VI. S. 351, wo gezeig~ wird, class die Curve 
a J9 ~ 0, ~venn sie auf die Form der rechten Seite sol] gebracht werden kSnner,, 
in jedem i-fachen Pankt yon f-~-0, in welchem A ~ 0 eiaeu k-t'~hen Puakt be- 
~itzt, ent~veder ge~visse specielle Singularit~te~ oder ~venig~tens ellen k -~- i - -  1- 
faehen Pankt haben muss. 

M~them~ti~ehe A~a~al~n. "g/~I, l g  
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yon f ~  0 auch den einzelnen Zweigen dieses Punk~es gegeniiber das- 
selbe sein. In einem solchen Punkte wird abet jeder Zweig yon f ~--- 0 
yon der Curve e~-~B---~ 0 in 2 i  ~ 2 Punkten getroffen. Die Curve 
fl ~ 0 muss somit jeden Zweig noch in i - -  ] Pnnkten sehneiden, der 
Punkt also ein ( i -  1)-facher seth. Dena w~re derselbe etwa ein 
(i - -  2)-facher Pankt yon fl ~--- 0~ dessen Zweige einzeln i - -  2 Zweige 
yon f ~  0 ber[ihrten, so wiirden 2 Zweige nut  in 2 i - -  3 Punkten ge- 
troffen werden. Noch weniger kSnnte der Punkt ein (i - -  3) • •-facher 
seth. Da nun der Ausdruck fl ansser in den singul~ren Punkten bloss 
noch in den Punkten der Gruppen GI~, and GQ. verschwindet, so liegen 
diese auf der adjungirten Curve ~ ~ 0, q. e. d. ~ Tritt  a Stelle yon 
B ~ 0 eine Schaar yon Curven B ~ 0, welche alle durch G a gehen 
und f in einer Schaar yon G~ residualen Gruppen G~, treffbn, so liefert 
derselbe Satz an Stelle yon ~---~ 0 eine ~5'cJmar yon Ct~rven ~-~-0,  die 
alle durch Gc~, gehen and f ~ - 0  in derselben Sehaar yon Gruppen Gj:, 
schneiden. Diese zweite Schaar hat dieselben willMihrlichen Parameter, 
wie die erstere, und in derselben Form; sie ist in Bezug auf f~ - -0  
der ersteren vollst'~ndig ,gquivaZent 'c. Insbesondere gi]t dies fiir die 
linearen Schaaren yon Curven ~ ~ - 0  und fl ~ 0~ die man dureh G~, 
bez. Ga: legen kann; die Anzahl der linea~" yon ein~nder unabh~ngigen 
Curven B ~ 0 und fl ~ 0 ist somit die gleiche, und charakteristisch 
fiir die Schaar der Gruppen GR,~ der wit sie Sl)~ter als Index beiftigen 
werden. 

Zur Aufstellung elner der Schaar der Curven B ~---0 ~quivalenten 
Sch,~ar fl ~ 0 kann ffir die Basisgruppe G¢ dieser letz~eren eine be* 
liebig specielle, der Gruppe G~: residuale Oruppe gewhhtt werden; in- 
dessen muss, wean die Schaar /3 ~ 0 die allgemeinste lineare Schaar 
dutch G,~ war, auch fiir fl ~ 0 die altgemeinste lineare Schaar gewhhlt 
werden, welche f--~--0 in der Gruppe G a. schneider. So sind die ull- 
gemeinsten adjungirten Curven 4. 0rdnung zu ether Curve 5. 0rdnung 
f ~- 0 mit 3-fachem P a n k t / ~  flit welche im Ganzen t2 Schnittpunkte 
in den letzteren fallen, nicht die in 4 Gerade zerfallenden Curven mi~ 
4-faehem Punkt in P ,  dean diese bilden nur eine 4- la th  unendliche 
Schaar, sondern diejenigen Curven 4. Ordnung, welche in LP einen 
3-faehen Punkt haben, dessen Tangenten mit denen yon f ~  0 iiber- 
einstimmen. Dieselben bilde~ noch eine 5-fach unendliche Schaar; 
and somi: ist auch die Sohaar der zu jenen 12 ill P fallenden Schnitt- 
pnnkte~l residualea Gr, Tpen G s )~och eine 5-fa, ch unendliehe. 

Es mug bier nocti bemerkt werden, dass, obgteich Irreducibilit'~t 
der Gleichung f ~  0 vorausgesetzt ist, doch in dem Vorstehenden 
hiervon an keiner Stelle Gebrauch gemacht wurde und demnach de," 
P,e.stsatz a~ch [:iir ~.edudbele Curven seine Geltu~zg beMilt. 
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§~. 

Schaaron yon punktgrupl~n. 

Durch den im Vorstehenden [~ewiesenen Restsatz sind Gruptaen 
yon Punkten, auch wean dieselben nicht volls~ndige Schnittpunkt- 
systeme bilden~ in solcher ~eise  unabh~in~g yon der sie ausschnei- 
denden Schaar yon Curven defmiri, dass eine Betrachtung derselben 
an nnd i~tir sich nieht umgangen werden kann. 

Die beweglichen Schnittpunkte einer dutch irgend welche Be- 
dingungen nicht vollst:,indig festgele~en adjungirten Curve bilden auf 
f eine via- oder mehrfact, u~endlicI~e Schaar vo'n Punktgrupl)en, fiir 
welche sich folgende zun~ichstliegenden Unterscheidungsmerkmale auf- 
stellen lassen : 

1. Die Zahl der in jeder Gruppe der Schaar befindlichen Punkte 
(die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der adjungirten Curve). 

2. Die Mannigfaltigkeit der Schaar (die Zahl der willktihrlichen 
Parameter in der Gleichung jener Curve). 

3. Der Grad~ bezw. die Form, in welcher diese Parameter in die 
Gleichung eingehen. 

Mit Rficksicht auf den Grad kann man z. B. yon , l ineare'~", 
,,quadratischen", • . • Schaaren "con ~PunktgruTpen reden. So bilden die 
Gruppen yon je 3 Punkten~ welche alle Geraden aus einer Curve 3. 
Ordnung ausschneiden~ eine lineare 2-fach unendliche (c~ ~'-) Sehaar 
yon je 3 Punkten. Die Punkt% in welchen die Tangenten eines 
Kegelschnitts eine Curve 3. Ordnung treffen~ eine quadratisehe 1-fach 
unendliche (~*-)Schaar yon je 3 Punkten; ein einzelner gegebener 
Punk~ einer solchen Curve eine lineare c~°-Schaar yon 1 Punkt. Da- 
gegen gehSrt ein Punkt einer Curve 3. Ordnung mit Doppelpunkt einer 
linearea o~'-Schaar yon je 1 Punkte an, u. s. w. 

Sei jede der Gruppen yon je Q Punkten, welche die Schaar bilden 
solIen, a Bedingungen unterworfen, so wird die Schaar eine ( Q - - a ) -  
fach unendliche, da dutch Q -  a heliebig anzunehmende Pankte einer 
Gruppe auf f = 0 die fibrigen a Punkte der Gruppe auf eine endliche 
Anzaht yon Ar~n bestimmt sin& 

Mit Hilfe des Restsatzes ist es nun mSglich, insbesondere die 
linearen Schaaren, mit denen wir uns in der Folge vorzugsweise zu 
bescMiftigen haben, vor den fibrigen noch welter auszuzeichnen. Jede 
li~vare Schaar ist offenbar zugleich eine Schaar corresldualer Gruppen. 
]rgend eine Gruppe Gq~ welche 6 Bedingungen geniigt, mSge dutch 
den Restsatz zu einer linearen q-fach (q ~ Q - -  a) unendlichen Schaar 
yon Grulapen yon je Q Punkten fiihren, die alle G~ eorresidual sind 
and zugleieh den a Bedingungen geniigen. Jede Gruppe innerhalb 
dieser Schaar ist alsdann dureh irgend q Punkte yon f ~  0 eindeutig 

18 * 
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festgelegt. Von den Punkten irgend einer Grappe, welche den 6 Be- 
dingungen gentigt, waren abet Q - G Punk4e ganz willkfihrlich an- 
zunehmen, die daraus hervorgehende ~ - a - S c h a a r  vo~ Gruppen zer- 
fSllt also in c~ ~ Systeme yon linearen ~-Se t l aa ren ,  wobei v-~-~(Q ~ )  - - q  
ist. Ffir v ---~ 0 erh':ilt man so eine endliche Anzahl yon linearen Schaa- 
ten,  die im Attgemeinen einander nlcht corresidual sind; und zwar 
dieselben, yon welch~n Q - -  6 ~ q Punkten man auch ausgegangen ist. 

Die (2 Punkte einer Gruppe kann man sieh demnach in 3 Theile 
zerleg¢ denken: q Punkte, welehe die Gruppe innerhalb der Schaar 
festlegen, ~ Punkte, welehe sodann die Schaar, eindeutig oder mehr- 
deutig, bestimmen, (lie iibrigen a Punkte, welebe dutch die a Be- 
dingungen mi~ best;mint sin& 

So gehSrea irgend 3 Punkte einer Car~'e 3. Ordnung eiaer o~-"- 
"Sehaar yon je 3 Punkten an, f/it welche bei beliebiger Lage der 
Punkte a ~ 0, also ¢ ~ 3 - -  2 -~- 1 ist. Es giebt demnach noeh eia 
zc~-System yon solehen ~ - S e h a a r e n .  Darunter befindet sieh aach 
die Schaar der durch die Geraden der Ebene ausgeschuittenen Gruppen, 
far welehe 6 ~ I ,  r ~ 0 ist. 

Der K(irze hatber mSge in der Folge eine tlnee~re o~q-Se.l~aar yon 
(~ruppen yon je Q Punktea durch g~), 7~ ), . . - ,  and die elnzelne 
Grttppe einer solchea Schaar entsprechend durch G~, I-~), . . .  be- 
zeichnet werden. Auch m5ge, wean nieht Anderes ausdriieklieh zu- 
gefiigt ist, unter einer c~q-Schaar eine Zineare ooq-Sehaar verstanden 
werden. - -  Die dutch die Geraden der Ebene auf einer Curve 3. Ord- 
nung ausgeschnittene Sehaar yon Gruppen ist demnaeh eine Sehaar ga (~). 

, : ) .  

Die linearen Schaaren, 

Sind durch den Restsatz die linearen Schaaren yon Punk~gruppen 
yon den sie ausschneidenden Curvenschaaren unabhiingig gemacht, so 
giebt es doch eine gewisse Grenze fiir den Grad derjenigen Curven, 
durch die eine gegebene Schaar ausgeschnitten werden kann. Ehe wit 
indess auf d[ese Frage eingehen~ betrachten wit die dureh gegebene 
adjungirte Curve~ausschneidbaren Schaaren, um einea Ueberblick fiber 
(tie einfachsten Ptmktgruppen iiberhaupt zu erhattea. 

Die Curve f ~ 0 sei yon der n. Ordnung (n > 3), nicht zerfallend, 
und besitze a~ Doppel-, a~ dreifache-, . - -  ai i -fache Punkte je mit 
getremlten Tangentea. Sei die adjun~rte Curve cp ~ 0 yon der s. 
Ordaung, und setzt man zun~chst s ~ n voraus, so geht dutch die 
Schnittpunkte derselben mit f---~ 0 auch noch die Carve: 

~p~qg+ A . f . ~ O  
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hlndurch,  wo A ein noch unbest immter Ausdruck (s - -  n). Ordnung 
ist. I s t  es nun mSglieh,  mit Hilfe der 

½ ( s - -  n + 1) ( s - -  n + 2) = - x  
Coefficienten yon A ebensovielen Coeffieienten yon ~ speeielle Werthe  
zu ertheilen, so kann man an Stelle des Ausdrucks ¢p, weteher wenig- 

stens*) s ( s +  3) ~ a ,  - i ( i  --  1) ~ Y 
'2. 2 

willkiihrliehe Coefficienten besi tzt ,  den Ausdruek ~ (mit  tibrigens den- 
selben Eigensdaaften gegeniiber f =  0) mit  wen i~ t ens  

y - -  x - . . ~ n s ~  2:a~.  i ( i ~  l )  - - p  

(n - -  I) (n - -  2) i ( i  - -  I) 
(wo p ~ - -  2 ~ u, - o gesetat wird) 

noch unbest immten Coefficienten setzen. Im Fall  also, dass man tiber 
alie Coefficienten in A ~ 0 in der gewtinsehten Weise verftigen kann, 
sind yon den nieht  in die singul.Xren Punkte yon f - = - 0  fallenden 
8ehni~tpunkten yon ¢p -~- 0 mit  { ~ 0 h5ehstens y dureh die Uebrigen 
best immt,  sofern diese nieht  eine besondere Lage haben, hn  Fal le  
jedoch, dass jene  Voraussetzung bezfiglieh A ~ 0 nicht  eintr i t t  (wo 
dann start  y -  x eine grSssere Zahl s teht) ,  sowie far  besondere Lagen 
der y -  x ersten Sehni t tpunkte  (we, nn eine oder mehrere Gleichungen 
eine Folge der Uebrigen sind) werden jedenfalls weniger a l s p  Punkte 
darch d ie  Uebrigen bestimmt sein. 

Eine Verminderung der Coeffieientenanzald der adjungirteJ: Curve 
wird nieht mehr m5glich,  wenn s < a ist. Niehtsdestoweniger geltett 
fiir die F~lle s ~ n -  1 und ~ ~ n -  2 die obigen Betraehtungen 
noeh, weil fiir sie die Zahl x verschwindet.. 

Ffir s ~  n - -  3 wird die Zahl y ~ - p - -  1; and weft dann die An- 
zahl der nieht  i~ die singutitren Punkte fatlenden Schnit tpunkte ~----2p~ 2 
wird,  so sind hSchstens _v - -  1 Pnnkte durch die Uebrigen bestimmt**), 
sofern diese Letzteren nicht  eine besondere Lage besitzen***). 

*) Ffir besondere Lage der vielfachen Punktc yon f ~  0 kiiBnte z. B. dae 
Zahl der Bedingungen daffir, dass ~ ~ 0 eine adjungirte Curve i~t, geringer als 

i ( i - -  I) ~i " 2 sein, and alsdann ~ mehr als y willkfihrliche Coefiicienten besi~zen. 

**) Ffir besondere Curven f-~- 0 kana es eintreten, dass Jeder der p --  I an- 
genommenen Pankte je noch e/hen anderen mit bestimmt, wie flit die {t~yper- 
elliptische) Curve 5. Or~lnung mit einem dreffachen Punkt, wo die adj. Curven 
( n -  3). Ordnung zerfallen, ffir eine gewis~c (hyl,creltiptischc) Curve 6. Ordnung 
mit ? Doppelpunkten u. s w. 

Die nachfolgenden Betrachtungen haben fibrigens f5~ Curven, ffir welche die 
Zahl p ~ 0 oder = 1 ist, keine Bedeutung mehr, well im I. Fall fiberhaupt keine, 
im 2. keine Sehaaren yon adjuagirten Curven ( n -  3). Ordnung existiren. Ea 
gelten dann jedoch analoge Betrachtungen ifir adj. Curven (n - -  2). Ordnuug. 

~ )  Auf einer Curve 5. Ordnung mit 2 Doppelpunkten (io ~ 4) nehme marl 
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Man kann das Vorstehende dahin zusammenfassen, dass yon den 
nicht in die singuliire~ Punkte fallenden Sehnittpunkten einer adjungir- 
ten Curve s. Ordnung *nit f ~ O: 

I. Fi ir  s > n - -  3: h6chstens 3) dutch die iibrigen 

n s - - X a ~ . i ( i - - 1 ) - - l ~ - n u + l  ~ - 2  (u~-~-s--O~--3)) 

Sehnitt2unkte bestimmt ~ind ; 
II. fib" s ~ n - -  3 : h6ehstens p - -  1 dutch die ,~brige~ p ~ 1 Schnitt- 

~u,akte bestimmt si~ul. 
Leg~ man also dureh gewisse P~mkte einer Curve f~--0  eine ad- 

jungirte Curvensehaar, so wird ffir die dureh diese Curven ausgesehniG 
tene Sehaar g~q) 

im Fall I., ~ > Q - - _ p  
im Fall II.7 q ~ Q ~ o - ~  l 

sein. 
Wir setzen hierbei keineswegs voraus, dass die adjungirten Curven 

nieht zerfallen. Durum ist es abet auch nieht nothwendig, Curven yon 
niederer, als der ( n -  3). Ordnung besonders zu betraehten, da man 
solehe dutch Zufiigen einer festen Curve immer zu einer adjungirten 
Curve der ( n -  3). oder hSherer Ordnung machen kann. 

~'4. 

Adjungirto Curven ( n -  3). Ordnung. 

Im vorstehenden § werden Ungleichungen zwischen dem oberen 
und unteren Index einer linearen Schaar hergeleitet, welche den Fall, 
wo die adjungirte Sehnittcurve yon der (n - -  3). Ordnung ist, vor den 
iibrigen F~lten in gewisser Weise auszeiehnet. In diese Ungleiehungen 
ging eine bloss yon den Eigensehaften yon f abhiingige Zahl ein, die 
wir naeh dem Vorgang yon R iemaun~  Clebseh  u. A. mit dem Bueh- 
~taben p bezeiehnet haben und in der Folge mit C lebsch  das G@chlecht 
der Curve f nennen wol|en, indem wir arts vorbehalten, an sp~erer 
Stelle die eigentliche Bedeutung dieser Zahl zu erSrtern. 

In diesem § soil nun die Umkehrung des am Ende des vorigen 
entwickelten Satzes bewiesen werden, n~mlieh: dass eine q-fach vn- 
endliche Schaar g(~) voJ, 1-'unktgru1~po~ vo~ je  Q Punkten (unter welehen 
sieh aueh solche befinden kSnnea die fiir alle Gruppen dleselbe,~ sind) 
immer dann dutch elne Sc],tar ~on adjungirtcu Curven (n - -3 ) .  Orduuny 
ausgeschni~a~ werde~ kann,  wenn: 

q> q--p-]- l, also Q-qg£o--1 

p -  1 ~ 3 Pu~kte in einer Geraden durch einen der Doppelpunk~e an, dann 
bilde, die 3 iibrigen Schnittpunkte noch eine g~). Wegen anderer Bei~piele vgl. 
Clebach trod Gordan, Abel'sehe Fanotionen, S. 213. 
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/st*). Wir werden diesen Satz Ffir alle dutch Curven yon hSherer 
als der (n - -  3). Ordnung ausgesehnittenen Gruppen zu beweisen haben. 

Ist zun'~chst Q ~ 2io ~ 2, so kann man zeigen: 
I. Dass der Satz richtig ist ftir jede Schaar g~), wenn er riehtig 

ist fiir Schaaren g(q__-l), immer vorausgesetzt, dass q ~_ Q --1) q- 1 ist. 
2. Ist sofort klar, dass derselbe fiat Q ~ p -  1 und q ~ 0 giltig 

ist; denn durch eine vollstXndig bestimmte einzelue Gruppe yon p -  1 
and weniger Punkten l~sst sieh immer eine adjungirte Carve (n -- 3). 
Ordnung legen. 

Um nun aueh die erste Behauptung zu erweisen~ bemerken wir 
zun~chst, da~s~ wenn die Schaar g~2-) ) dutch Curven (u ~ 3 ) .  Ord- 
hung ausgeschnitten werden~ die SchaSar y~q) durch ein System (n - -  2). 
Ordnung ausgeschnittea werden kann. "Denn man nehme irgend eine 
Gruppe f'~q~ der letzten Schaar, lege durch eiaen beweglichen Pt~nkt 
, derselben elsie Gerade _4 und durch die iibrigen Q -  1 Puakte, 
welche eine Gruppe l'~q_~ I~ bilden, eine adjun~rte Curve (n ~ 3). Ord- 
hung C,,_:~. Das Residuum R tier Gruppe Va, welches aus den wei- 
teren 2 t ) - -  2 ~ (Q - -  1) Schnittpunkten yon C, -3  und den iibrigea 
u -- t Schnittt)uukten der Geraden A besteht, ist zugleieh Residuum 
fiir jede Gruppe der Schaar g~q), well es d~es ffir eine derselben is~ 
(§ 1.); die Schaar #~q: wird somit in der That durch eine Sehaar yon 
dutch /~ gehenden Curven (~b -  2). Ordnung C~-2 ausgesehnitten, die 
noeh zudem Atle in die Gerade A und eine Curve (u - 3). Ordnung 
zerfallen, well n -  I Punkte einer Curve (J, ~ 2). Ordnung nicht auf 
einer GeradeJt ]iegen kSm~en, ohne dass Zerfallen eintritt. Betraehtet 
man nun start der Gruppe I-~) irgend eiue beliebige der corresidualet~ 
9~ ), u:ctchc deu ~Pu~kt a nicht ~dhiilt, die aber gleichfalls dutch eine der 
zerfallenden C~_~ muss ausgeschnitten werden kSnnen, so erkennt ma~l, 
da~s, da A unbeweglich ist, dies nur durch eine adjungirte Curve 
(n ~ 3). Orduung gescheha kann. Q. e. d. 

l)er vorstehende Beweis macht ant keiner Stelle Gcbrauctt yon der 
UJJgleichung Q ~ 2~ - -  2. E r ' ~ l t  demnach auch t'~r den Fall, dass 
dieselbe ~ticht erffillt ist. Well nun abet adjungirte Curven ( n -  3). 
Ordaung nieht existiren, welehe in mehr als 2 2 0 -  2 Punkten die 
Cun'e f (wean diese nicht zerF~illt) schneideu~ so sehliesst man riiek- 
w-~rts, dass I)u'nl:tgrul)2)c~ G~ '~) ~:on mehr als 2 p -  2 _Punkten, far 

*) Nach die~em S~tz t ~ t  8ich beispiel~weisc jede Sehaar ~:;a (~) ~mf eiaer Curve 
50rdnung mit 2 Doppelpuakten, far welehe also p = 4 ist, dureh ad3ungirte 
Keyelschnitte aussehneiden. Soil aber ein Kegelschnittbii~ehel m~$ de~ Curve 
5. Ordauag auzzer den beiden Doppelpunkten noeh 3 feste Selmittpunkte be~itzen, 
so mus~ jeder Kegel~elmitt der Sehaar zertkllen. Duher siad die einzigen Gruppea 
gJ~) ~uf tier Carve diejenigea beiden Setmaren, welehc yon den darch die Doppel- 
!)uakte gehenden 8trahlea ausgezchnitten werden. 



welvhe q ~ Q - - p  -t- 1 ~t, n.icht existiren; und die eingangs des Beweises 
ausgesprochene Beschr-~nkung Q ~ 2 2 - - 2  FAllt somit yon selbst weg. 

Die zuletzt ausgesproehene Bemerkung kann man zum Beweis 
eines wichfigen Satzes gebrauchen. Gruppea G~, welche yon einer 
adjun~rten Carve ( n -  3). Ordnung ausgeschnitten werdent bilden, 
dem § 3. zufolge, mindestens eine ( Q - - y - ~ - l ) - f a c h  unendliehe 
Schaar; also Gruppen G.zz,-2 mb,deste~ts eine ~x)P-~-Schaax. Wit wol- 
len nan zeigen, dass sie zugleich hGchsten,s eine solehe Schaar bilden. 
Dean bildeten sie z, B. eine o¢~-Sehaar, so kSnnte man dureh ttinzu- 

. . . . . ~ ( 

nahme emes wfllkiihrhehen fc~'tett Punktes fl yon f eme Schaar g.~ ~) ,, 
(in derea Gruppen allen der Punkt fl vorkiime) herstellen, welch~-i~'~- 
dess zufolge der oben gemachten Bemerkung nicht ~xistiren kaml. 
Somit giebt es aueh keine S~haar g~)__o, uud umsoweniger solche 
.~p+1). u s w. ~ giebt also too" ei,ae ( p ~  l)-fach u,n~ndliche Schaar 
d. h, nwr 1~ linear yon ~m~ler  uuabhiingige adjangirle Curven (n--3). 
Ordnung. 

§5. 

Der Riemann-Roch'sche Satz. 

Wir haben oben in § 3. solcher Punktgruppen gedacht, fiir welche 
q ~ Q - - 2  -~- 1 i~. Dieselben werden naeh dem vot~tehenden § im- 
mer dutch adjungirte Curven ( n -  3). Ordnung ausgeschnltten, be- 
sitzen indess auch diesen gegeniiber elnen speciellen Charakter, wie 
wit unten niiher seben werden, indem die Lage der einzelnen Punkte 
einer jeden Gruppe der Schaar nicht beliebig ist, sondern durch Einige 
derselben die Uebrigen bestimmt sind. Wir wollen daher eine solche 
Punktgruppe, welche einer ~ - S c h a a r  g~O angehSrt, fiir die 

q > q - - p + l  
i~t, eine ,,Specialgrupt~e", and die Schaar selbst eine ,,Special-Schaar" 
nennen. Beispiele tblgen uu~en (vgl. z. B. § 10.). Die Systeme der 
Specialgruppeli auf einer gegebenen Curve tassen sich nun in merk- 
wtirdiger Form zu je zweien in der Weise gruppiren~ dass jedes aus 
dem auderen eindeutig abgeleitet werden kann- 

Der Satz, nach welchem diese Gruppirung vorgenommen werden 
kann, ist yon Riemann in Nr. 5 seiner Abet'sehen Functionel~ 
(Botch.  Journ. Bd. 54) fiir 0en Fall q ~ 1 gegeben, and yon Roch 
(Borch. J. Bd. 64) auf dem yon R iemann  eingesehlagenen Wege 
£11gemein bewiesen worden. R iemann  hat in Nr. 3 seiner Abhand- 
lung ,Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen" elnen zweiten 
Beweis des Satzes~ ebenfalls fiir einen speciellen Fall: Q ~ / 9 ,  p ~ 1 
and 2 ~ 2 gegeben, der sieh iudess ohne wesentliche Aenderm~g auf 
den aUgemeinen Fall ausdehnen l~sst. Ausserdem ka~nn man den Satz 
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aus den Differentialgleiehungen desUmkehrproblems, fiir den unbestimm- 
ten Fall desselben, schliessen. Wir geben hier zwei algebraische Be- 
weise. In seiner ullgemeinen Form lautet der R i e m a n n - R d c h ' s e h e  
Satz folgendermassen: 

JLegt man dutch die Gru~lge G ~) vines £}eeial-Schaar 9~q) a~4f der Curve 
[; fiir wde]ze q ~  Q - - 2  + 1 + r san may (r irgend eine ~ n z e  positive 
Zahl < 2 ) ~  1), eine adjungirte Curve ( n -  3). Ordnung, so schneider 
diesetbe in 2 ~ -- 2 ~ Q ~- I~ weiterea Punkten, die ihrerseits uriederura 
ei~ter Sl)eeial~Schaar ff~) v~n Grupl;ev~ G~") angeh6ren, D~r welche r den 
aus obiger Gleichung sieh ergebendcn W~zth r ~- t~ ~ p + 1 + q bc- 
sitzt*). 

Zum Beweis die~es Satzes t'tige man zu jeder Gruppe der Sehaar 
g~q) noch r festliegende~ abet beliebig gewKhlte (und zwar zu jeder 
Gruppe dieselben) Punkte yon f - -  0 hinzu. Man erh~lt so eine Schaar 
g~(~.,~ flir welche die Anzahl der wiltktihrlichen Parameter sich nicht 
vermehrL hat,  wohl aber die Anzahl der Punkte in den einzeiaea 
6ruppen. Dutch eine Gruppe t~(,J~ dieser Schaar l~sst sich linch eine 
adjungirie Curve (n - 3 ) .  Ordnung legen, well die Bedingung des 
§ 4. erfiillt ist. Da nun aber die Lage jeuer r festen Punkte belie- 
big ist, so muss sich dutch die Gruppe G t'a noch mindestens eine ~t 
az '-Schaar yon adjungirten Carveu ( ~ - - 3 ) ,  Ordnung legen lassen, 
und die dutch dieselben ausgesehnittenen Gruppen G~e) bilden minde- 
stens eine c~ -Schaa r ,  d. h. es ist ~ miadestens = r. Dass abet 
andererseits ~ nicht > r sein kauu, erkennt mau aus der Umkehrung 
der eben angestelltet~ Betrachtungeu, indem man von cit~er Grupp." 
G~e) ausgeht. Man gelangt so zu Gruppen ~,~4~, wo wieder x minde- 
stens = Q ~ 19 + 1 + 0 seia muss. Dieselbeu kSnnen abet naeh dem 
Resksatze yon der Schaar o~q) nlcht verschieden sein. Man hat somit v~Z 
x - ~ - q ,  daher aueh 0 ~--r ,  q. e. d. 

Corollas.. Hubert ~R Punkte ~ auf elner uichtzer['allettdcu C;~trvc 
[ eine solche s'peeqelle Zage, dass die durch sic geheude~t adjungirteu**) 
Curven (n ~ 3). Orduung noch due q [> (p ~ 1 ~ R)] -fach unendliche 
Schaar bilden (q eine ~ositive gauze Zahl), wobei sie die Schaar 7~ ) 

*) Auf eiuer Curve 7. Ordnung mit 9 Dp. (p ~-6) kann man (wie welter 
,m~en gezeigt wird) Gruppen yon 4 Ptmk~en G~ so bestlmmet~, da~s dutch s~ 
J,och eine c~'-Sehaar yon adj,mgirten C~ geht. Diese sehneiden in einer ~ h ~ r  
g~z), die aemnaeh eine SpeciMschaar i~t. Nach dem oben ausgesprochenen Sat~ 
gehSrt abev dann aueh die Grul,2)e G~ einer STecl,d.Schaar g4 (~' ~.m; d. 1,. dutch 
jede Gruppe der Sehaar g~(~) ZSz~st sich noeh ein o~t.Biisehd yon adj. C4 legen. 

**) Wa~ aater  ,,adjaagirten Curven" ffir den F$11 eiaer Curve f mit beson- 
deren Singulnrit~tea za verstehen ist, wird unten (§ 7,) niiher defmirt. Mit Rfick- 
sicht hieranf haben wir den obigen Satz gteieh in ~einer atlgemeine,~ Form au~- 
gealarOChea. 
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ausschneMen (Q ~-  2io ~ 2 - -  _R)~ so geh6~ die GruT~e G~ einer <x~ ~- 
Schaar g(r) an,  fiir wdche r ~ tg - -  ~ + l + q ~ -  ~ - -  l - -  Q + q 
ist, indem durch jede Gruppe F~a) der Schaar 7(aq) noch eine e ~ -  
Schaar vo~ adjunefirteu Curven ( n -  3). Ordnung hindurchgeht, wdche 
9(a ~) aussch~.idet. 

Dies Corollar folg~ unmi~ieibax aus dem vorstehenden Saize. Da~- 
selbe ist insofern weniger altgemein~ wie dieser, als es nur yon Punkt- 
gruppen handelt, die yon Curven ( n - - 3 ) .  Ordnung ausgesehnitten 
werdem Freilich fol~ aus § 4., dass dies die allgemeinsten S)ecial- 
gruppeq~ sind. Man kann indess auf diese :Erkenntniss, wie iiherhaupt 
auf den luhalt der §§ 4. and 5. verzichten und doch das vorstehe~ldo 
Corollar allgemein beweisen. 

Man fiige n~mlich au der Gruppe G~ eine andere G~+~ yon q + 1 
beliebigen Pankten m~d bilde daraus die Gruppe GR+q+:. Alsdann 
kann man eine mindestens r-fach unendliehe Sehaar yon Gruppen 
I-~+~, (es ist r +~o ~- 1~ + ff + 1) finden, welehe G~+~+: corresidual 
ist. Denn man lege dutch diese Gruppe eine adjungirte Curve C (yon 
geniigel~d hoher Ordnung), und dutch deren iibrigc Schnittpunkfle and 
r wiltkfihrliche Punkte eine andere adjungirte C' derselben Ordnung; 
so ist (§ 3.) die Gruppe ['~ der ~v noch iibrigen Schnittpunkte unmit- 
telbar [oder doch, in besol)deren F:illen, naeh willkiihrlicher Annahme 
einer Anzahl, etwa yon ~r, weiteren Punkten] vollst~ndig bestimmt, 
and bilden mit jenen r zusammen eine Gk'uppe ['(~+)p ~-in jenen F~llen 
eine Gruppe ['¢~.+')~. Man kann nun zei~'e:~, dass unter obigen Vor- 

r " t ' .  v J "~. . 5  . 

aussetzuugen die Gruppe G q + ~  welche em Bestandthcfl vol~ Gz~,+q+: 
ist, ein solcher auch vot~ i-~ and somit yon ['~+~ ist. Atsdann bilden 
abet die tibrigen r + ~ - -  (q + I) ~ ~ Punkte yon I'~+~ noeL eine 
r-fach [(r + :r)-fach] unendliche Schaar, welche der Gruppe Ga cor- 
residual ist, and yon einer cc~ [ce~+ '~-] Schaar yon adjungirten Curveu 
( u - -  3). Ordnung ausgeschnitten wird. ~ Dass abet such in jedem 
besoaderea Fall zt ~ 0 sein muss, erkennt maa b indem man noel die 
obigen Betrachtungen auf die erhaltenen Grul)pen I -('+~I anwendet~ 
yon deaen maa: denn zu einer mindestens c~q+n-Schaar gelangt, welche 
aber mit der ocq-Sehaar 7~q ~, yon der wir oben ausgingen, iiberein- 
stimmen muss. Man sehliesst so ~ ~ 0. 

Es muss noeh bewiesen werden, dass die Gruppe G.~+~ ein Be- 
standtheil yon I'~ ist [wie man aueh jene ~r Puakte angenommen hat]. 
Nach dem Restsatz ist die Wahl der Curve C ohne Einfluss auf 
die Lage der/0 Punkte V$ [uachdem die :r Punkte fest angenommen 
sind], es geniigt somit, flit eine specielle Schnittcurve nachzuweisen, 
dass eln be~iebiger t)unl,~ x yon Gq+t in ['~ auftritt; was yon diesem 
gilt, ~ l t  yon alien q + 1. L'~sst man aber C aus einer dutch x 
gehenden beliebigen Geraden und einer dutch die fibrigen q Punkte 
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yon Gq+t und dutch Ga gehenden adjungirten Curve (~, - -  3). Ordnung 
bestehn (letzf~_xe ist nach Voraussetzung consfrairbar), so enthKlt aueh 
die an die Ste|le der oblgen Curve (n - -  2). Ordnung C" tretende Curve 
diese Gerade, und somit den Punkt x als Bestandtheil (~v:,ihread dic 
zu C" gehSrige Curve (n ~ 3). Ordnung durch die r -~-x  wit|kiihr- 
lichen Punkte anderweitig bestimmt ist). Der Punkt x iat somit ein 
Bestandtheil der Gruppe F~. Q. e. d. 

Die Gleiehungen des Riemal ,  n-Roch'schen Satzes lassen sich 
in folgende iibersichtliehe Gestalt bringen: 

Q ~ I ~ 2 q - - 2 r .  

Zu jedem Werthepaar Q, q, welches der Bediagung genfigt, einer 
Special-Punktgruppe der erw~hn~en Art zuzugehSren, l~st  sich dem- 
naeh nur d~ Werthepaar / ~  r der entspreche~Jden Sehaar G(~f ) be= 
stimmen. 

Selbstverst~indlich sind indess nur solche Special-Schaaren G+( ~>, 
G~ ~) in dieser Welse eindeutig einander zugeordnet, Ftir welehe zwi- 
schelJ den Q, bez. R Punkten der einzelnen Gruppen keb~e ,weitere~ 
13edb~gungen bestehen, als die, dass sie einer gegebenen mater ihuel~ 
corresidual sind, mit anderen Wortcn: solche Schaaren, welche alle 
Gruppen umfassen, die einer unter ihnen corresidual shad. 

§ 6 .  

Die eindeutigen Transform~tion~n. 

Die im Vorstehenden entwickelten S~tze fiber Punktgruppen ge- 
winnen ein weiteres ~[nteresse dutch das Yerhalte~ der Punktgrup- 
pen bei der Ueberfiihrung der gegebene~l Curve in eine andere, 
welche ihr eindeutig und Punkt ffir Punkt (~ie der Ct~rve die Evolute) 
entspricht. 

Hat man die Gteichung ehmr algebraischen Curve in homogenen 
Coordinaten: f(xix~x3)~--0 oder kfirzer f ( x ) - ~  0 gegeben, so kann 
man die Coordinaten eines Punktes y einer neuen Curve mit denen 
eines Punktes x der gegebenen in Beziehung ~etzen durch die Re- 
la~ionen: 
(1) y~ : y~ : y,~ - ~  O~(x)  : O~(x)  : O~(,~) , 

wo die O (x) ganze homogene Functiouen der Coordinaten des Ptmktes 
x sind. Eliminirt man dann mit ttilfe der Gleichung: 

(2) t (x) = 0 

die Coordinaten x, so gelangt man zu der Gleichung einer Curve 

(3) 2 ' ~ )  ~ o ,  
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welche der gegebenen eindeutig entspricht, sofern nicht zwischen de** 
Coeffieienten der 0 und der Gleiehung f~ - -0  solche Relationea be- 
stehen, dass die eindeutige Darstdlung der Verhi~ltnisse x l : x 2 : x  a 
dutch die y aus den Gleichungen (1), (2) u~mSglich wird. Wir wet- 
den unten ein Beispiel dieses Ausnahmefatls, yon dem wir zun.achst 
abstrahiren, kenaen lernen. 

Den bewegZiehen Schnittpunkten dcr oo~--Curvenschaar: 

entsprechen, alsdann die Schnittpunkte der Geraden 

alYt -{" a2Y.,. + aaYa ~--- 0 
mit F ( y ) =  O, deren Grad somit gleich der Anzahl jener beweglichen 
Punkte der Schaar isL Setzt maat in (3) die aus (l) sich ergebenden 
Werthe der y ein, so muss wiederum (2) bis auf einen Factor zum 
Vorschein kommen, wenn gindeutigkeit stattfindet, man hat also: 

• '(O(x)) ~ M .  f @ ) .  

Wird auf der Curve F(!/) == 0 dta'ch cine Schaar vot~ fiuearen (adjun- 
girten) Curven: 

~ ¢ ( y )  ~ ~ % ( y )  + c~%(y) + . - .  %+~%+~(y)  = o 

elne Schaar g~q) yon Gruppen ausgeschnitten, und fransformirt man 
jene Schaar mit Hilfe der Gleichungen (1) in: 

x.m(O(x)) = o, 
so besitzt diese, somit auch die trausformir~e Schaar yon Punktgruppen, 
dieselbe Mamfigfaltigkeit wic jenc; zugleich muss die Anzahl der be- 
wegliehen Punkte fiir beide Schaaren tibereinstimmen~ wie gleichfalls 
ans dem Begrift der eindeutigen Transformation folg% und man kann 
dcmnach sagen, da~" b~i eindeu@er Transformation c-tact Curve f ~ine 
lineare oz~-S&aar g~  auf f yon t~ bewcgtich~n ~Punkte,b in einc eben- 
soIche 7~) a,u[ F iibergeht. 

Ein bemerkenswerthes Yerhalten bet eindeutiger Transformation 
yon f zeigen die adjungirten (Jurven (n - -  3). Ordnung. Punktgruppen, 
welche yon diesen Curven auf f ~  0 ausgeschnitten werden, gehen i~ 
solche fiber~ welche aus der transformirten Curve /~' (wenn diese yore 
Grad N ist) yon adjungirten Curveu ( 7 ~ _  3). Ordnung ausgeschnittm~ 
werden, oder~ wie mtm sagen kann: 

Die Anzahl p der cerschicd~men linear yon einandw" unabhiingige~b 
Curven ( n -  3). Ordnung, die ~u einer gegebenen Curve n. Ordnun9 
geh6ren (eine Zahl, die wir als ,~Geschleeht" dieser Curve bezeichne~ 
haben), ist fib" alle dutch eindeutige Trans/brmation auseinander her- 
lcitbarcn Cu~en dieselbe. 

Set 2 das Geschlecht yon l'~ P das yon ~'. Wiixe nun -P > 2, 
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so liesse sieh zu einer Gruppe Ge yon P a u f  f =  0 betiebig angenom- 
menen Punkten immer eine eorresidnale mindestens ~e -p_Schaar  fiuden 
(vgl. § 3.), weleher nach Obigem auf ~ ' = :  0 eing ebensolche ent- 
spr'~che. Ffir diese w~ire flit 2o > 1o zagleieh die Bedingung erftill(~ 
dass die Mannigfaltigkeit der Schaar >=/)-- / ) -1-1,  also >= 1 ist, so dass 
sich (§ 3.) dieselbe durch adjungir~e Curvea (N--31) .  Orttnung aus- 
schneiden liesse. Eine solehe Curve besitzt abe~" nut i P - -  1 Bestim- 
mtmgsstiieke (§ 4.), und es w-~re demnaeh unmSglieh, mehr a l s / ~ 1  
Punkte einer der corresidualen Gruppen~ also mehr als _P-- 1 Punkte 
yon Ge anzunehmen~ w-~hrend wir _P willkiirlieh angenommen haben. 

Somit ] i e~  in der Annahme .P ~ / 9  ein Widerspruch. Von der 
umgekehrten Annahme 1) ~ l ) l'-,izst sieh daz n~m!iehe auf demselben 
Wege naehweisen, es bleibt also nur /~=/~*) .  

Der hiermit bewiesene fundamentate Satz yon der Erhaltung den 
(]esehlechtes einer Curve bei eindeutiger Transformatkm l'2sst den in- 
varianten Charakter der adjun~rten Curven (n ~ 3). Ordalung deutlich 
hervortreten und auf einen engen Zusammenhang dieser Curven mit 
den Invariant~n bei eindeutiger Transformation schtiessen. Wit  wet- 
den weiter unter~ noch hiervon zu sprechen haben. 

Man fiberzeugt sieh iibrigens l eicht davon, dass die/J linear un- 
abh-:tngigen Curven (n - -  3). Ordnung ausser in den singuliiren Punkten 
auf f keinen Allen gemeinsamen Punkt besitzen. Dean w~e dies der 
Fall, so bildeten die iibrigen 2 2 - -  3 Schnittpunkte eine Sehaar yon 
Gruppen G(z.-~) deren jede naeh dem R i e m a n n - R o e h ' s e h e ~  Satz 

2p~z~ 
die Basispunkte einer (s. d. Corollar): ( p - -  1) - -  (2 p - -  3) + (l) - -  1 ) = 1 - 
t~ch unendlichen Schaar yon adjungirten Curven ( n -  3"~. Ordnung 
llefern kSnnte, was der Annahme, da.ss auch der ~2p- -2 ) .  Punkt 
i~st ist, widerspr~iche. 

Sind die Gleichtmgen yon io linear unabh~ngigen der Curve 
/~'(y) ~ 0 adjun~rten Cum'en (2N--3) .  Ordnung, in beliebiger Aus- 
wahl: 

¢ , ( v ) = O ,  % ( Y ) = O ' " % ( Y ) = O ,  

ebenso die yon ebensolehen (n - -  3). Ordnuug, welehe f@) = - 0  ad- 
,iuu~rt sind: 

*) Ein gleJehf~lls die invarianten Eigensehaf~en der Curven ( n -  :~). Ordmmg 
henutzender Beweis die~e~ Satzes grfinde~ ~ieh nut" delt Sa(:hw~i~ der ldentitiit: 

b(x) .  ¢ (O(x)) -- Z/~. ~(x) + C. f(x~, 
wo ¢p(x)-----O eine zu [ (x )~  O, ¢ ( y ) ~  0 eine zu F ( y ) ~  0 adjungirte Curve i.~t, 
D(x) die Funetion~,Idetermin~nte dcr Transtbrm~ti(msau~lrficke 0(..',7,) na~h den 
Coordin~tea x; M der oben ebenso bezeichnete Factor ~'oa f(x~ i~t (vgl. Cleb~etx 
mad Gordan, Abel'sche Panctionen § 14. (S, 5~2) nr,,t Nbther, .Math. Annalen II., 
S. 314 und VI., S. 351. 
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so kann man, wenn f und F sieh eindeutig enfspreche~, immer die 
uubestimmtea Faetoren ¢t so bestimmen, dass man hat: 

%(y) : % ( y )  : . . .  : %(.~/)  - ~  , v ~ l k ~ , ( x )  : ~ p k ( x )  : . - .  : x~cp~(x), 
WO 

k ~ 1 , 2 ,  . . , 1 9 .  

Von diesen Gleiehungen kBnnen je zwei die Transformationsgleichun- 
gen (1) ersetzen, was yon Bedeutung is~, wena es s[ch z. B. darum 
haadelt~ zu nntersuchob ob zwei gegeben vorliegende Curveagleichungen 
eindeutig in einander transfbrmirbar sin& 

Die durch adjungirte Curven ( n -  3). Ordnung ausgeschniftenen 
Gruppen G~'z) haben (§ 3.) die Eigeaschaft, dass fiir einen gegebenen 
Werth yon q die Zahl (2 mSglichst klein wird. 

Handelt es sich also durum, die Formeln (1) so zu bestimmen, 
dass, fiir fl---~2~ Q, d. h. der Grad der transformirten Curve, ein mSg- 
lichst niedriger wird, so hat man adjun~rte Curven ( n -  3). Ordnung 
an Stelle der O zu setzen. Wir werden weiter unten die ngheren Be- 
dingungen angeben, denen diese Curven dann noeh zu unterwerfen 
sind~ wollen aber bier eines Ausnahmefalles gedenken, f'tir welehen 
eine eindeutlgc Transfol~nation dutch adjungirte Curven (n --  3). Oral- 
hung unmSglich wird. 

Wenn nKmlich auf der Curve f je zwei Punkge einander derart 
zugeordnet sind, dass (wie dies z. B. bei Curven 4. Ordnung mit einem 
Doppelpunkt der Fall isf) alle adjungirten Carven ( r ~ -  3). Ordnung, 
welche dutch einen beliebigen Pankt gehn, damit yon selbst durch 
einen oder mehrere diesem zugeordnete Punkte gehen, so wird die 
eindeutige Umkehrung der Formeln (t) auch ralt Hilfe yon f in der 
Weise unmSglich, dass sich die Variabeln x (lurch die y nieht mehr 
rational, sondern nut noch mit ttilfe yon Wurzelzeichen (oder iiber- 
haupt Irrationalitiiten) ausdrficken lassen, und das Entsprechen hSrt 
anf eindeutig zu sein. 

Man tiberzeugt sich indess leieht davon, (lass man hShere Irratio- 
nali~ten, als Quadratwurzetn (also den Uebergang zu me]~r als zwei- 
deutig entsprechenden Curven) vermeiden kann. Denn wenn jedem 
beliebig gegebenen Punkte a auf f etwa i Punkte in der Weise ent- 
sprechen kbnnten, dass nile adjungirten Cur~'en durch a auch dureh 
jcne Punkte hindurchgh~gen, so kSnnte man, da eine solehe Curve 
1} -- 1 Bestimmungsst~ieke besitzt, (i + 1) (2 ~ 1) Schnittpunkte dutch 
Annahme yon ~p ~ 1 bestimmen, wShreud es doch nur 2 ( p  ~ 1) 
Schnittpunkte ~ebt. Daher ist i hSchstens ~--- 1. 

hi der angegebenen Weise kann also hSchstens ei~g weiterer Punkt 
eiaer Curve durch einen gegebenen mit bestimmt sein. Die Current 



Ueber algebraise.he F~mctionen. ~ 7  

ftir wetche dies eintritt~ sind nun abet keine anderea als die I~yl~: 
elli1)tisc]~en. Denn diese sind definirt Qurch die Bedingung, elne Schaar 
ge~ 1~ zu besitzen. Die beiden Punkte einer einzetnen Gruppe g~(~) sind 
dann nach dem R i e m a n n - R o c h ' s c h e n  Satz die Basispunkte you 
oo~ - e  adjungirten Curven (n ~ 3). Ordnung, d. h. jede durch einen 
heIiebigen Punkt yon f ~  0 gele~e adjun~rte Curve (n--3) .  Ordnung 
geht noch durch einen zweiten, dutch den ersten eindeatig bestimmten 
Pnnkt. S~immttiche adjungirte Curyen (~ ~ 3). Ordnung schneiden f 
also in Punktepaaren, yon wetchen es eine cct-Schaar giebt. Soil 
nun die Transformation e~ner hyperetliptischen Curve f ~- 0 eine eindeu- 
tige sein~ so muss man demnach adjungirte Curvea yon mindestens der 
(n ~ 2). Ordnung an Stelle der 3 Ausdrficke 0 -~ 0 se~zen. Legt man 
denselben ~mch die Beding~ng auf, durch n + 1~ - -  4 feste Punkte yon 
f =  0 zu gehen, so sind noch 2 Bestimmungsst~icke derselben will- 
ktihrlich, dutch welche da~n noch p + 2 weitere Schnittpunkte be- 
stimmt sind. Die Ordnung der transformirten Curve ist demnach 
~ - i  o -4- 2~ u~d zwar besitzt die letztere einen p-fachen Punkt, wie der 
Restsatz ergiebt. Alle Curven vom Geschlecht 1)~ mit Ausnahme der 
h)~peretlipiischen~ kSnnen .Shnlich dutch udjungirte Transformations- 
~urven 0 ~ 0 yon tier 0 ~ -  3). Ordntmg m i t p -  3 gemeinsamea 
Basispun~en~ die indess beliebig auf f avgenommen sein ]~Snnen~ auf 
eine Curve (iD + 1). Ordnung mit ~lJ (1 ~ ~ 3) Doppelpunkten trans- 
formirt werden. 

§7.  

Boriicksichtigung dot singul~ren Ptmkte. 

Wir hubert bisher bezfiglich der Singularit~ten der Curve f die 
Voraussetzung gemaeht, dass die einzelnen Zweige vielfacher Punkte 
(/ch'enid seien. 

In diesem § wollen wir zeigen, wie man dutch eine yon :N'Sther*) 
angegebene Methode in den Stand gesetzt wird, diese Beschr~nkung 
aufzuheben. 

Wendet man auf eine Curve f,  die eiaen siagulgren Punkt i n / ?  
hesitz G eine beliebige eindeutige Transformation un, far welehe 2 ei~l 
gemeinsamer Punkt der 3 Transformationscurven 0 ist, so entsprecheu 
dem j-fachen Punkt yon f ,  der in .P fallen mug, j Punkte der tr~ns- 
5)rmirten Curve F ,  welche getrennt liegen, wean die j Zweige yon 
1 > getrennte T~ngenten besitzen. Wir wotlen der Einfaehheit halber an- 
aehmen, der Punkt -P liege ill dem Ecktmnkte des Coordinatendreiecks 
x~ ~ 0 ,  xz--~-~0 ~ und die angewandte Transformation sei die quadratisd~e: 

~) G~tt. ~achrichtea 1871, S. 217. 
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Y~ : Y2 : Y3 - - -  x._)x~ : x .~x  1 : x ~ x ~ .  

Dann entsrricht dem Ptmkt x 1 ~ x~ ~ 0 das Werthsystem: 
y~_ o d x~ . 
y~ ~ -6- "---- 8-~1 ~ Ya - '~ O . 

Den j Zweigen in ~ entsprechen somit die j Punkte Y-' d x ~  Y 2 ~  auf der 

Geraden Ya ~---0. Fallen zwei o d e r  mehrere Tangenten in i 0 zusam- 
men (also in Riickkehrpunkten)~ so beriihrt _F die Gerade y~ ~- 0 ein- 
oder mehrfach. 

Weil nun durch das Zasaramenrficken zweier oder mehrerer Sehnitt- 
punkte dieser Geraden mit F den F adjungirten Curven keine Be- 
dingung auferl%o~ wird~ so haben auch die diesen Curven entsprechen- 
den f adjun~rten Curven weo'en des einfachen Zusammenfallens meh- 

r "(3¢ rerer Tangenten der Zwe~e des vielfachen Punktes keinerlei Be- 
dlngungen zu geniigen~ and in die friihere Definition der Zahl ~), der 
adjungirten Curven etc. ist keine Modification aufzunehmen. 

Es kann nun aber weiter vorkommen~ dass die Schnlttpunl,-te der 
Geraden Y3 ~ 0 mit /~, welche den Zweigen yon ~P entsprechen, sieh 
selbst theilweise oder alle wieder zu singuliiren Punkten vereinigen. 
Sie entsprechen alsdann Punkten von derselben Beschaffenheit, welehe 
man als in /~ hereingeriickt sich vorstellen muss, und welche dutch 
die Transformation yon _P selbst und yon einallder getrennt werden. Die 
Fortsetzung des Transformationsverfahrens 15s~ auch diese entweder in 
einzelne Punkte oder in einfachere Singularit~ten auf. Ein g~nzliches 
Aufl5sen der Singularitliten der Curve wird aber darum unmSglich, well 
sich bei der Transformation immer wieder neue vielfache Punkte bilden, 
welche man indess, durch solche Wahl der Seiten des Transformations- 
dreieeks, dass dieselben ausser in den Eckpunkten des Dreieeks keine 
Smvulan~ten der zu transformirenden Curve enthalten, yon allen 
aussergewShnlicben Eigenthtimliehkeiten frei erhalten kann. 

Hat man auf diesem Wege die einzelnen vielfachen Punkte, aus 
welchen sich eine hShere SingulariSit/) auf f zusammensetzt~ erkannt, 
so ist damit die Curve auf eine solche, wie wir sie in dem Friiheren 
vorausgesetzt haben, zuriickg'efiihrt, and es ist nunmehr leieht, das 
Yerhalten einer adjungirten Curve in dem Punkt 2 so zu fixiren, dass 
nile SStze, die wir oben abgeleitet haben, namentlich also aueh der 
Restsatz, noch giltig sin& W':~re nSmlich in Bezug auf /v eine 
Curvenschaar dutch eine ~quivalente mit Htilfe des Restsatzes zu er- 
setzen, so h;itte diese zweite Schaar~ was die besonderen singulliren 
Punkte auf ya ~ 0 betrifft, nur der Bedingung zu geniigen~ auch in 
diesen Punkten F adjungirt zu sein. Die quadratisehe Transformation 
zeigt nun sogleich, dass, wenn es sich durum handelt, in Bezug auf 
f eine Curvenschaar dutch eine .~cluivalente zu ersetzen; das Verhatten 
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dieser zweiten Sehaar in dem sfilgul~ren vietfachen Pankte ebenfalI~ 
keiner andern Bedingung unteEiegt, als der~ ein adjaugirtes zu sein; 
n.~mlich dass die zweite Seham" in dem zasammenger~iekten vielfachen 
Punkte sich ebenso verhaltefl muss, als ob die Punkte getreant l~gen. 
Die adjungirte Curve muss also in jedem j-fachen Punkte" yon [einen 
( j -  l)-faehen Punkt besitzen; wean noch weiter ein i-faeher Punkt 
mit diesem vereinigt liegt, in demselben noeh einen ( i -  1)-fachea 
Pm~kt etc. In einem Selbstberfihruugspankt yon f m~ss demnaeh die 
adjungirte Curve die gemeinsarne Tangente berfihren~ ebenso in einem 
R~ckkehrpaukt 2. Ar~, u. s. w. 

Berfieksichtig~ man in dieser Welse die einze]nen Bestandtheile 
eines hSheren singul~en Punktes, so behaltel~ der Restsatz und damit 
alle im Vorhergehenden entwiekelten S~tze ihre uneingeschrSnkte 
Giltigkeit. 

II. Theil. 

§ 8 .  

Begrenzuag dor nachfolgenden B~traehtuag~n. 

Die im I. Theil dieses Aufsa~zes entwickel~en S~tze fiber Punkt- 
gruppen auf einer Curve bedurf~en ihrer Natur nach keiner besonderen 
Voraussetzungen fiber den Grad der Allgemeinheit der Curve, auf 
welche sieh dieselben bezogen. 

Wenn wir in diesem II. Theil (mit Ausnahme der geometrisehen 
Anwendung des ]etzten § 18.) zur Aufsuchung der im ~ 4. definirten 
Speeial-Punktgruppen auf ei~ler gegebenen Curve f fibergehn, so bedarf 
es einer Unterscheidung zwischen solehea Curven, welche die all- 
gemeinsten ihres Geschleehtes siud und Curven mit speciellen Modutn, 
d. h. Curven~ aaf welchen Schaaren you Gruppen exisgren z die nicht 
auf jeder ihres Gesehleehtes ebenfatls vorkommen. Wghrend diese 
tetzteren Schaaren zur Char'a~kterisirung der besonderen Curve vol~ 
vornherein mit gegeben sein m~issen, ffihr~ die Auf'suehung jener 
~pecia]-Grappen auf der allgemeinen Curve zu algebraisehen Problemen, 
mit denen wir uns insbesondere im Nachfblgenden beseh~iftigen werden. 

Beispielsweise sind demnach yon der fblgenden Untersuehung aus- 
geschlossen die im Frfiheren schon als ,hyperellipt,isehe ~' bezeiehneten 
Curven, welehe Sehaaren gz (1) besitzen. Ausgesehlossen sind ferner 
alte Curven, deren Ordnungszahl u n~e~ einer gewissen yon ~) abh~ingi.. 
gen Zahl ~a liegt ( w o m  sp.;iter bestimmt werden "wird), Curvet b 
welche eine Schaur g,(~±; (i ~. O) besitzen, die in der allgemeinen Curve 
vom GeseMecht 2 nicht vorkommt. ~ Dutch eine eindeut~ge Trans.. 
formation kann, wie wir gesehen haben, jed~ Curve yore Gesehleeht 

Mat,.hema~.i~che~ Ann~le~. VII. 19 
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~v~ mit Ausnahme der hyperelliptisehen, in eiae Curve (p -F 1). Oral- 
hung mit ½ p ( p -  3) Doppelpunkten transformirt werden. Schliessen 
wit also jene aus~ so kSnnen wir unsere Betrachtungen auf Curvea 
( t )-{- l) .  Ordnung yore Gescblecht 2 ,  oder vietmehr auf die dutch 
beliebige ei~deutige Transformation aus ihnen hervorgehenden Curven 
beschdinken. Dabei ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dass auch f~ir 
Curven mix speciellen Moduln je eine Reihe der Resultate ihre Giltig- 
keit behalte. 

Das Problem der Speeial-6ruppen. 

Die algebraische Aufgabe, auf einer gegebenen Curve f ~  0, n. 
Ordnung mit je ~, i-faehen Punkten, die nun eine allgemeine ihres 
Gesehlechtes sein solI, Schaaren yon Special-Gruppen Gn (~) (fl~ir r > R 
~ p ~ -  1 und jedenfalls r > 0 )  aufzufinden, fiihrt nach dem R i e m a n n -  
R o c h 'schen Satze auf die andere zurfick, G ruppen Ge. zu finden, durch 
die, als Basispunkte genommen, noch ~ adjungirte Curven ~ ~ 3. 
Ordnung gele~ werden kSnnen, .wo 

ist; und ebenso umgekehrt. Die letztere Aufgabe ver~dlgemeinerl~ wir 
noeh zu fotgender: 

Gegeben sei eine ~t-Seh~ar yon adjungirten Curven. ~a n  solt 
auf f ~  0 ~ Punkte G n  so bestimmen~ dass die dureh sie gehendea 
Curven der Schaar noch eine oc~-Schaar bilden. 

Die R Punkte sind demnaeh durch die Lage yon t ~ q  unter 
ihnen eindeutig bestimmt. 

Sei die Gleiehung der ~c-Schaar:  

0 -~ aj9~ ~ a:~., ~ . . . .  -4- at+~cP,+~ ~-- ¢ - 
Dieselbe erfiillt die / t  C-leichungen: 

( A )  ¢ ( x ~ )  = 0 ¢ ( x ~ ) )  = -  0 . . .  4) ( x ~ )  ~ O,  

wo unter ~(~) (homogene Coordinaten: x~t~), xeO) , x3{~)), x t~  . . . .  x (K~ 

di~ Punkte der Gruppe Gn verstanden sind, fiir welche noch weiter 
die Gleichungen bestehn: f ( x  ~ )  --~ 0 . . • [ ( x  (a)) ~ O.  Von jenen 
Gleichungen (A) sind zur Bestimmung der Verh~ltnisse tier a nut 
t ~ q verwendbar, weil aus j e t  ~ q -{- 1 Jede eine identisehe Folge 
der Uebrigen seln soll. Aus dieser letzten Bemerkung folgt aber 
weiter, dass in dem aus den Coefficienten der a~ der Gleichungen (A) 
zu bildenden System: 

so, (x(')) q~ (x(')) . . . .  ~ , + ~  (x¢'Q 

( B )  , ¢p, (x(~)) ¢p.,(xe)) : .  • • ~ , + ~  (x(-°)) ' 1 ,  
. . . . . . . . .  . ° 
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sBmmtliche (t - -  q + l)-gtiedrige Determinanfen verschwinden. WiG 
bekann~ (vgL K r o n e c k e r  in B a l t z e r ' s  Determinantea, 3. Autt. 
S. 42) ist hierzu nothwendig, dasa z. B. alle Determinanten yon der 
Form: 

(C) . . .  , 
~ , ( ~ ' - ~ )  ~ A ~ ' - ~ ) . . .  ~,-~(~'--~)) ,v,(~ '-~) 

~ (x~ k)) ~(x(~)) • . .  ~0~._,~(x(k)) ~ , ( x ~ ) )  
WO 

fiir i alle Werthe der Reihe t - -  q -p 1 ~ t ~ q -{- 2, . . . .  t -p 1, 

, k. . , , ,, t - - q - J - - t ,  t - - q 4 : 2 ~  . . . .  B 

zu setzen sind, ~ugleiz't~ verschwindea. Aus dem System der so erhal- 
tenen LSsungen sind dann nut noch die tiberflifssigea, welche nicht 
zugleich auch si immtl iche ( t - - q - j - 1 ) g t i e d r i g e n  Determinanten des 
Systems (B) befriedigen, auszuscheiden. 

Nua liefert abet das Schema (C) 

(q -F 1) ( ~  - -  t -~- q) 

yon einander unabhgn~ge Gleichungen mit JR Un'bekannten (die Coor- 
dinaten der ~, Punkte sind je dutch die Gleichungen: f(x~'))~-0 ver- 
bunden). Von diesen bleiben also willkfihrlich: 

- -  (q + 1) ( B - -  t + q), 

eine Zaht, die jedenfalls nieht negativ sein darf: 

(D) ~ (q + ~) ( R - -  t + q). 

Far den Fall, dass die Curven ¢P ~ 0 yon der ( n -  3). Ordnung 
sind, fiir welche dann der R i e m a n n - R o c h ' s e h e  Satz gilt, erNilt man 
noeh eine andere Grenze ffir die MSgliehkeit des P,'ublems. Wir wollen 
dieselben bestimmen unter der ~eiteren Voraussetzung, dass t =-~ p -  1 
ist, indem wir hiermit zu der friiher gestelltea Aufgabe, G rappen ~ n ,  
far weldm r > ~ ~ t e  -F 1 ist, zu finden, zuriickkehrea. Die Determi- 
nantea (0) werden in diesem Fall (p - -  q)-gliedrige, und yon den 
R Punkten~ welche in den dureh das Verschwinden ~tieser Determinanten 
des Systems (B) gelieferten Gleichungen auftreten, sind noch: 

~ - - ( q +  ~ ) ( B + q - - p +  ~) 

willkiihrlich annehmbar. Diese Zahl kann iadess nicht beliebig klein 
angenommen werden. Denn wenn jene R Punkte noeh einer c~'-Schaar 
yon Gruppen angehSren sotlen, so daft die obige Zaht nicht anter r 
herabsinken, wenn das Problem keinen Widerspruch (niGht Null Lb- 
sungen) entltalten soil, oder man hat: 
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(E) /~--  ( ~ +  1 ) . r ~ r ,  
und hieraus : 

oder aueh: 
(W) Z' ~ (q + 1) (.r + t) .  

Die Differenz der reehten uad linken Seite dieser Ungleiehungell: 
(F) z = l ~  - -  ( q + t ) r - - r = I ~ ( r + l ) - - ' r ( ' , ' + l ~  +1-)----1)- (q+l) (r+l)  
kann nunmehr beiiebig auf Null herabgedrtick~ werdem Diese Zahl 
z giebt (vgl. § 2., wo r dieselbe Bedeutung hat) die Anzaht derjeni- 
gen noch willkfihrlich annehmbaren Punkte einer Gruppe G~: an~ 
welche, naehdem die fibrigen r willkfihrlichen lest angenommen sind~ 
aus einem oo~-System von ~'-Schaaren~ die alle den gegebenen Bedinguu- 
gen genfigen~ eine endliehe Anzahl soleher ~"-Schaaren ausseheidet. 

Den Gruppen Gg sind durch den Riemann-Roeh 'sehen Satz 
Gruppen G~'~) residual zugeordnet in der Weise, dass~ wenn ~ und ~' 
tier obigen Ungleichmlg (E') entspreehe~d angenommen sind, sieh Q 
and q aus den Gleiehungen bestimme~: 

( 2 +  ]~ = 2(1o-- 1), 
(2 - -  ~ = 2 ( ~  - ~-). 

Jeder Schaar g~':~ yon eorresidualen Gruppen Gg entspricht somi~ eine 
cbensolehe g~q) und umgekehrt, und zwar so, dass jede Gruppe der 
einen Schaar jeder der anderen residual ist. San giebt kS naeh Vor- 
stehendem c~-Schaaren g~) yon Gruppen GR(~); mithin ebenso viele 
Sehaaren g~ ,  welehe einzeln den g ~  entspreehen. Die c~-Sehaaren 
yon Gruppen GI: h~ben die Eigenschaft, dass keine mit der andern 
eiae vollstEndige G ruppe gemein hat (da irgend eine Gruppe die Sehaar~ 
der sie angehrrt~ votlstEndig und eindeutig bestimmt); Aehnliches gilt 
yon den Scha~ren G~'l~. 

Ffir r ~--0 finder man aus den Gleichungea (&), bez. aus dem 
Versehwinden der Determinanten (C)~ zu r gegebenen Pmlkten eine 
cndliche Anzahl ~ yon Gruppen yon je / t -  r ~  r (q + 1) Punkten 
(yon deaen jede mit den r zusammen ei~e Gruppe G~ ~ bildet), wena 
man eine Gleichung a t~" Grades 15st, deren Coeffieienten noch die 
Coordinaten yon r willk~ihrlicheu Punkten enthalten. Alle mrglichen 
Gruppen Gnu") theilen sich demnaeh hierbei in cz-Schaareu, welche den 
a Wurzetn dieser Gteichung zugeordnet sind, uad, yon einaa~der vrllig 
getrennt, aueh nicht dureh unendlieh kleine Ver;inderuugen (continuir- 
lich) in einander i ibergef~t  werden k5nnen. Den a Sehaaren you 
Grappen G~ ~) sind alsdann ebensoviele Scha~ren von Gruppen G~)auf 
f-~-0 als Residuen eindeu~ig zugeorduet, und umgekehrt. Die Auf- 
~uchung dieser Schaaren ffihrt somit auf eine Gteichung desselben 
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Grades wie die der G2); die Anzahl der LSsungen i~t fiir beide Pro- 
bleme gleich g~oss, und die LSsungen der beiden Gteichungen gehen 
eindeutig aus einander hervor, wenn gleich die Probleme yore alge- 
braischen Standpunkte als vS]lig verschiedene erscheinen. 

Ist dagegen v yon NuU versehieden, so finder ein derartiges Ent- 
sprechen zweier bestimmter Problerne nicht mehr start. Denn exlstirt 
auch eine endliehe Anzahl yon Gruppen G ~  zu r - 1 - r  gegebenen 
Punkten~ so fiihren diese dutch den R iemann-Roch ' schen  Satz auf 
Gruppen G~(q ), wetche zwar q~ aber keine q 2 7- v Punkte gemeinsam 
haben kSnnen. Nimmt man demnach q Jr-r Punkte beliebig a~, und 
sucht zu diesen die Gruppen G~q), so sind sie zwar in end[icher~ abet 
yon jener Zahl vm~chiedener Anzahl vorhanden. Wohl abet existlren, 
wie oben bemerkt, zu gegebenen r Ptmkten oo~-LSsungen ftir die Be- 
stlmmung yon Gruppen Ga(') , welchen zu bdiebig gegebenen q Ptmkten 
c~-LSsungen fiir die Bestimmung yon Gruppen G~q~ eindeutig ent- 
sprechen. 

Gre~f~lle. 

Die Gteichung (E) des vorigen §. ~eb~ die Minimalwerthe der 
Zahl R yon Punkten an, ftir welehe eine Speeial-Gruppe GR(~} bet ge- 
gebenem r auf der Curve f =  0 bestehen kann. Wit ordnen, der 
Uebersichtlichkeit halber, diese Zahlen in ether Tabelle an, indem wit 
(tie zugehSrigen Werthe yon q und Q t'iir die gesidualgruppen hinzu- 
fiigen. Die letzte Colotme enth~ilt noch die Zahl r der Mannigfattig- 
keit der Doppelschaar yon Gruppea G~'), G~'~) (vgl. den vorstehenden 
§.). Sollen ganze Zahlen ftir R u. s. w. zum Vorschein kommen, so 
muss man auf die Gestalt der Zahl 2 Riicksicht nehmen, z set eine 
ganze positive Zahl. 

Minimal- ZugehSriger Werth yon 
fiir I' ~ r welih yon - ~ . . . . .  

'} [ 2 ~  ' 1 , 2 - - z t q - 1  ~ - - 1  I,--~-7r--3 0 
2 ~-{-- 1 1 3.] {o 
3 g q - 1  2 p--a:--}-2i ~ - - 1  ' . p - ~ - - 4  1 
3 ~--~- 2 i ~ 2 
4 ] i [ o 

47rq- 1 i 3 p- -~rq-3~ ~M1 l )q-Tt - -5  i 1 
4 ~ q - 2  : 2 
4 ~r q- 3 ] 3 

etc. 
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So existiren z. B. auf einer Curve 5. Ordnung rai~ 2 Doppel- 
pun~en (p ~ 4) zwei yon einander versehiedene ~c'-Schaaren vo~ 
Gruppen G.3, ausgeschnitten yon den Geradenbiischeln dutch je einen 
der Doppelpunkte. Sind auch diese beiden Geradenschaaren dutch die 
Gerade~ welche beide Doppelpunkte verbindet, stetig in einander liber- 
fiihrbar, so ist dies doch mit den dutch sie ausgeschnittenen Gr**lrpe,~ 
keineswegs der Fall. - -  Die beiden Schaaren lassen sich tibrigens zu- 
gleieh als dureh den R i e m a n n- I~ o c h'schen Satz einander zugeordnete 
Schaaren aufzufassen. Denn sie geh5ren einer cc2-Schaar yon Kegel- 
schnitten an, welehe dureh die beiden Doppelpunkte und einen belie- 
/dgen weiteren Pankt der Curve 5. Ordnung ge le~  werden kann. 

Auf der Curve 6. Ordnuug C 6 mit 5 Doppelpunkten (q . . . .  ~:, 
existiren zu 2 willktihrlichen Pan]iten der Curve 5 Special-Gruppen G~(L). 
Denn transformirt man die Curve mittelst tier c~ ~" Curven 3. Ordnung, 
welche durch die a und die 2 Punkte b gele~ werden kSnnen, so er- 
h~lt man wieder eine Curve 6. 0rdnung,  die 5 Doppelpunkte haben 
muss, und deren auf der Curve C 6 entsprechende Punktepaare bilden 
mit b,b.. zusammen die Basispunkte ffir Curven 3. Ordnung, die C6 i1~ 
Sehaaren g4 t~) schneiden. Man erhiilt auf C 6 im Gauzen o~' Systeme 
yon Schaaren g~<~). Eine dersetben besteht z. B. aus den Gruppen, 
welche yon dem dutch a 1 gehenden Geradenb~schel ausgeschhitten 
werde~l; die Residualschaar derselben sind die Gruppen G4o) , welche 
yon dem dutch o.,(t3a4a ~ gehenden Kegelschnittbfisehel ausgeschnitten 
werden. 

§11. 

Ueber di~ Liisung des Problems der Special-6ruppen. 

Wit  haben obeu (§ 9.) das Problem der Special-Punktgruppen ill 
algebraischer Form aufgesteltt, ohne welter zu untersuehen ~ abge- 
.-ehea voI~ der in Formel ~E) desselben § aufg~stellten Bedingung - -  

ob auch die angegebenen (.~leichungen (mit ebensovielen Unbekannten), 
auf welche das Problem f/ihrt, keinen ~Viderspruch enthaltea, oder, 
auf tier anderen Seite, ob dieselben nicht etwa unendlich viele LS- 
sungen zu]assen. Aueh die letztere MSglichkeit, welche der Zahl v 
einen anderen Werth ertheilen ~viirde, als wit oben (§ 9.) festgestellt, 
muss, wenn die spiiteren Anwendungen zul~issig sein sollen, aus- 
geschlossen sein. 

Man hat nun aber zweierlei Wege, um die Widerspruehslosigkeit 
und die Endliehkeit der Anzahl yon LSsungen eines algebraischen 
Problems festzustellen: entweder, indem man aus der Discussion der 
Gleichungen selbst den numerisehen Ausdruck fiir die Anzahl der LS- 
stmgen ableitet, oder indem man an dem dutch irgend welehe beson- 
dere Annahme der Constanten st~eeialisirten Problem, bei welchem 
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man sich yon der Existenz yon LSsungen direct fiberzeugen kamb 
nachweis~, dass dasselbe nicht unendlich vie_le LSs~mgen bes~tzt. Denn 
wenn dutch Specialisirung der Constanten eine etwa vorhandene l~]mc- 
tlonalbedingung zwischen den Gleichungen (vermSge deren im ali- 
gemeinen Problem "k~ne LSsungea vorhanden sind) idenfiseh erflil[t 
wird, so wird die Anzahl tier Gleichungen verminder~ und die der 
LSsungen somit unendlich. 

Durch die Formel (E, § 9.): 

R - -  r ( q +  1 ) > r  

hubert wir bereits alle diejenigen Probleme als uamSg!ich ausgesehlos- 
sen, bel welchea die beide~ Ungteichungen: 

EA} r > ~ -  , ' (q+ 1)~0 

zugleich eff~illt sind, Probleme, f~r welche nach dem R i e m a n n -  
goch 'schen Satz sich im Voraus erkennen liess, dass sie unendlich 
viele L5sungen besitzen miissen, wenn sie c/~e haben~ die Mso im All- 
gemeinen Null LSstmgen besitzen. 

Was nun zun~chst die Anwendung der ~sten der obea erwghnten 
=~Iethoden auf unser Problem angeht~ so scheinen die Schwierigkeiten, 
die sich der allgemeinen Discussion des Gleichu~gssystems, auf welches 
das angegebene Problem fiihr~, en~gegenstellen, derm~len noch uniiber- 
windlieh. Diese Discussion und die Aufsteltung der Anzahl der LS- 
sungen is~ bisher nur f~ir einige der hierher gehSrigen PrQbleme mSg- 
lich gewesen*), jedoch in tier Wei~e, dass sich aus den erhaltenen 
Formeln auf die ffir eine wichtige Classe tier obigen Probleme be- 
stehende allgemeine Formel sehtiessen tass~ 

Diese Formeln beziehen sich auf den Fall der Speeial-Gruppen 
G~ ~), ffir den das Problem a]s solches aueh yon Clcbsch  und G o r d a n  
(Abel'sche Functionen § 61.) schon algebraisch formulirt worden 
war; und zwar handelt es sich um Gruppen G~, dur<h die noch 
c~ ~ ~ - R  adjuugirte Curven gehn. Jene Formeln umfassen somit 
den yon Ri e m a n n (A b e l'sche Fun c~on en § 5.) betrachteten Fall (r ~ 1 
derTabelle)~ in welchem ~ zugleieh mSg]ichst kleff% nihnlich ---~ .~-(.p + 2), 
bez. ~ { ( ~ + 3 )  wird, w~hrend q bez. ~ ( p - - 2 )  und ~.~- 'p--3) wird. 

Bezeictmet man die Anzaht tier LSsungen, weIche die R-gliedrigen 
Determinanten eines Systems yon ¢]er Form (B, § .%), ,las aus 
Horizontatreihen und (/~ + i) Yertiea]reihen (i ~ 0) besteht, s~mmtIich 

*) S. BrilI, Math. Annalen, Bd. VI. S. 61 it. fEiner, in derFormel ffir (7', 
(S. 63) befiudlichen Fehier verbessere man nach dem Druckfehler-Ver~eichni~s de~ 
Vl. Bandes.) 
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zum Verschwinden bringen (wobel die Punkte x (o immer auf f ~  0 zu 
liegen haben)~ ~ i t  (~  -[- *')R, ist ferner M die Anzahl der nicht allen 
Curven 99 ~ 0 gemeinsamen Schnittpunkte einer derselben mit f (ffir 
den erw~hnten Fall eines Minimalwerthes yon /~ ist im System (B) 
t = = T - - 1 ,  oder i ~ p - - R ~ q  zu setzen, some 2 1 / ~ 2 2 o - - 2 ) ,  ist 
endlich: 

k - ~ - M - - R - ~ - I ,  (fiir jenen Fall ~ - 2 j g - - I - - R ~ Q ~ - I )  
u n d  : 

• ~ ~ I " 2 . . . . . .  m $ 

so hat man f/ir die Anzahl der gemeinsamen LSsungen: 

+ -- ¢ + + ¢ )  . . . . .  

i 

1 
• " " -~ i+1 

P 

Die directe Ableitung dieser Formel sei fiir eine andere Gelegen- 
heit vorbehalten, indem es hier gentigen mSge, darauf hinzuweisen, 
dass a. a. O. bereits ein strenger Beweis derselbe~, ffir die Fglle 
i = 0, 1, 2, 3 gegeben worden ist. Wit wollen jedoch hervorhebml, 
dass sich eine leicht ausfiihrbare Verification dieser Formel [B] aus der 
Bemerkung ergiebt, dass ffir den (in der Tabelle des § 10. nich~ mehr 
enthaltenen) Fall: 2) ungerade nnd: 

die Zahl der LSsungen (g-4- i )a  Bru// sein muss, weil fiir diesen Fall~ 
welches auch der Werth yon 2o sein mag, die beidei~ obigen Unglei- 
chungen CA7 

r > / {  - -  r (q --~- 1) ~ 0 
erfiillt sind. In der That erhRlt man Null, wie man leicht erkennt, 
wenn man die Formal, wdche fiir diesen Fall aus [B~ hervorgeht, 
durchaus in i anschreibt, und dana, yore ersten Glied anfangend, addirt. 
Die Summe der ). ~ 1 ers{en Gtieder der rechten Seite lgsst sich ngm- 
lich alsdann durch die Formel darstMlen: 

(~;) ( a i - - ~  ~ ( i - - ~ - ~ + * ) ( i - - ~ )  

wie man durch einen Schluss yon Z auf Z Jr- 1 beweist. Dieser Aus- 

druck wird aber -~-0 ffir z ~ - i + l  und Z i (fiir welche Werthe 

der zweite Klammerausdruek in [B'~ bez. den Werth l und 2 i ethYlS), 
d. h. wen.u man die Summe (fiir ungerade, bez. gerade i) bis zum 
le~zten Glied erstreckt. Q . e . d .  
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Mi~ der Forme] ~B.] ist nun die Frage sowohl naeh der M5glieh- 
keit~ wie nach der Bestimmthelt des Problems fiir r ~ 1 und p > t 
erledig~, indem dann der Ausdruck (R + ~)~ eine positive, g~nze Zahl 
er~ebt~ sofern nut die ConstanCen~ die in den Gleichungea am%reten, 
allgeme~.ne Werthe besitzen. 

In gleicher Weise ist durch Verm~ttlung des Riemann-]~och ' -  
sehen Satzes die Existenz der residuaten Punktgruppen G~ ~-~+2), ins- 
besondere auch der Maximalgruppen, durch welche noch eine einfach 
unendliche Schaar yon adjun~rten Curven (n -- 3). Ordnung mSglich 
ist, und ftir die Q ~-- ½ (3 2 --  6), bez..~ (3 p - -  7) und q -~- ½ (p - -  2), 
bez. ~ ½ ( 2 -  3) is~, erwiesen~ was durch directe Inangriffnahme des 
bert. atgebraisehen Problems ungleich sehwicriger gewesen w~re. 

Der zweite im Friiheren erw.~hnte Weg~ um die MSglichkeit der 
auftretenden algebraisehen Probleme zu erkennen, n'~mlich der der Utl- 
tersuchung der Curve unter Voraussetzung einer LSsung des Problems, 
ffihr~ in vielen einze]nea F~llen zum Ziel, ohne dass sieh desha]b eine 
zusammenfassende Methode angeben liesse. Wir erw'~hnen hier nur 
der Bestimmung der Gruppen G~ 2~ ffir l ) ~ 6, die, an der Curve ft. 
Ordnang mit 4 Doppelpunkten ausgefiihrt, auf die Zahl 5 der LSsungen 
sogteich ffihrt. 

§ 12. 
Ueber eine iMireet~ B~stimmungswoiso iter rainimal-Gruppen G °) 

Wean eine Speciat-Gruppe 6/~ ) aus der kleiusten Anz~hl / /~  ~, (p + 2)~ 
bez. ~ (p + 3), yon Punkten besteht, welche nach der Tabelle des 
§ 10. noeh fiir r ~--- 1 zuliissig ist, so kann man das Problem, die An- 
zaht a der zu 1 gegebenen Pankte mSgliehen Gruppea Gr zu finden, 
auf ein anderes zurfickf'tihren~ welches ~uweilen [eicht~r zu 15sen ist 
als das erstere~ und umgekehrt. 

Sei zun-~ehst 1) gerade, also 11 ~ ½ (p + 2). Wir nehmen aa~ es 
seleu 2 versehiedene der ¢z zu einem gegebenen punkt eonstruirbareu 
Gruppen G~ gegeben, so geh5rt die Gruppe G ~  welehe slch ans bel- 
den zusammensetzt, einer ~Z-Schaar an~ welche dureh adjungirte Cur- 
yen ( ~ -  3). Ordnung ausgesetmitten werden ];ann. Denn seien 
q 9 -  x 9 " ~  0, ~P ~ g O '~- -0  die beiden Biisehel yon adjungirtea 
Curven (n --  3). Ordnung, welehe bez. die Sehaareu, wetehen jene be~- 
den Gruppen Gn angehSren, aussehneiden, so wird die Gruppe Gz~ 
ausgeschnitten yon einer Curve der c~3-Sehaar: 

ist also eine Gruppe G~.  Eine solche kann aber naeh dem Satze des 
.~ 4. dutch eine Curve (n ~ 3). Ordnung ausgesehnitten werden, welehe 
in noeh p -  4 weiteren Punktea ~chneidet, die ihrerseits wiederum 
einer ~°-Sehaar angehSren, wie sieh sofot4 aus dem R i e m a n n -  
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Roch'schen Satz ergieb~. Zu jedem Paar yon Gruppen GR, die einem 
Paar yon WurLeln jener Gleiehung a. Grades entsprechen, gehSr~ so- 
nach eineeinzige Gruppe F~_~. Andererseits ordnen sieh jeder ein- 
zelneu der a Gruppen Gn die a -  1 fibrigen dutch Vermittlung yon 
e~ - -  1 Gruppen rp_~ zu. Geht man also yon elner einzelnv~ Gruppe 
GR aus, und fragt nach denje~igen GrWl~en Gp-4, wdc]~e m it Ga zusam. 
men die Bavispunkte einer o~tScI~aar yon adjungirten Curven (n -- 3). 
Ordnung bible,s, so muss man zu jenen a - -  1 Gruppen ['~_~ gelangen. 
Dass abet diese Aufgabe andererseits auch in der algebraischea Form, 
in welehe dieselbe nach § 9. gebracht weraen kann, eine vSltig be- 
stimmte und endliche ist, geht daraus hervor, dass die ffir diesen Fall 
in Betracht kommende Ungleichung (D) des § 9. (in. welcher/~-~-p--4,  
~-~-1, t ~ - ~ ( p - - 2 )  zu setzen ist) erffitlt ist. Das Problem, die 
Gruppen t'p-4 zu einer gegebenen Gruppe Gn zu finden, ~ztt~glt somit 
cine L6sung weniger, als das Problem, die Gruppen GR selbst zu finden. 
Diese Bemerkung kann in vielen F~len ffir die indireete Bestimmung 
der AnzaM der LSsungen des einen oder des anderen Problems yon 
Nutzen sein; und es is~ in~eressaut, dass auch die Gteiehung (a --  1). 
Grades, welche nach Ausscheidung eines Factors iibrig bleibt, noch 
diese geometrische Deutung zul~sst. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich fiir ungerade ~v anstellen. 
Dort existirt zu jeder Gruppe Ga noeh eine endliche Anzahl yon Grup- 
pen ['p-5 yon p - -  5 Punkten, die mit Ga zusammen die Basispunkte 
einer ~ t S c h a a r  yon adjungirten Curven (n ~ 3). Ordnung %ilden, 
welche noch in weiteren Gruppen GR schneiden. Dtlrch eine cinzelne 
Gruppe ['~_:, geht eiue ~=4. Schaar yon adjungirten Curven ( n - - 3 ) .  
Ordnung, die f in Punktgruppen schneiden, unter welehen die yon 
(¢p ~ u¢') (~ - -  t ~  ') ~ 0 ausgeschnittenen eathalten siud. Es giebt 
abcr ~"- ~olcher Gruppeu f'~_~, die einander nicht corresidual sind. 

Nomaleurven. 

Die im § 11. (am Ende) erw£hnten Maximal-Punktgruppen 
G~ ~-v+~) sind es, welehe R i e m a n n  zur Transformation der Curve f 
auf eine Normalform benutzt hat: ei~m Curve (1O -~ 2). Ordnung (bez. 
(1O 2r- 3). Or(Inung) mit zwei .~ (p -~- 2)- (bez. -~ (p --~ 3)-)fachen Prink- 
ten und noch ~-p ( t ) - - 4 )  (bcz. ¼ (p ~ 1)'-') Doppelpunkteu. Die 
Punkte elner solchen Grnppe sind n'~mlieh die Basispunkte eines Bfi- 
schels yon adjungirten Curven ( ~ -  3). Ordnung, welches in der Mi- 
nimahahl ~ ~ ½. (2 ~- 2) (bez. ~- (1o -~- 3) ) yon bewegliehen Pankten 
die Curve fsehneidet. Seien ~ ~ uq~' ~-- 0, ~p - -  ~.~' -~-0 zwei solche 
Bfisehel, deren Basispunkte jedoch nieht eorresidual sein dfirfen. Diese 
Gleichungen, mit/'~---- 0 verbunden, ergeben in den neuen Coordinateu 
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~, ~ die R i e m a n n ' s c h e  Normalcurve~ deren vielfaehe Punk~e in u ~- 

und Z - ~ - ~  liegen. Man kann indess, indem man u -  :r~ ~ x~ --i~, "~ ~ 
setz~, die beiden Bfischel auch mittelst: 

x~ :x~ : x3 :x~ ~--- ~ : ~ ' $  : ~ ' ~ ' :  ~ ,  
wo noeh: 

x l  x 2 - -  x ~ x ~  ~ 0 

ist, zur Transformation yon f in  eine auf dem ttyperboloid xlx2--x3x4--~--O 
gelegene l~aumcurve (/~-~-2). (bez. (p-~-3).) Orclnung benutzen (die 
ebenfalls noch wirkliche Doppelpunkte erh~lt,). Diese Transformatio- 
lien sind eindeutig, d. h. die beiden Biischel (p - -  u 9~" ~ 0~ ~p-- ~t ~ ' ~  0 
haben immer nur je ¢inen bewegliehen Punkt gemein; denn die Ba- 
sispunkte sollen nicht corresidual sein~ und man kann immer Curven 
schon direct angeben~ bei welchen dann jene Eigensehaft wirklieh ein- 
tritt~ wie bei der oben genannten Normalcurve selbst, bei denen die 
beiden Geradenbtischet in den vielfachen Ptmkten diesetbe besitzen. 
(Ausgenommen sind die FEIle 10 ~ 1 und 10 -~- 2.) 

Projicirt man diese Raumcurve yon einem ihrer DoI)pelpunkte aus 
auf eine Ebene, so ergiebt sich eine I~ormalcur~'e 10. (bez. (p-~- 1)0 
Ordnung mit zwei ½ (10 - -  2)- (bez..~ (1) - -  1)-)fachen Punkten und 
I" P ( 1 ) -  4) - -  1 (bez. ¼ ( 1 0 -  i) ~ - -  1) Doppelpunkten. (Ausgenom- 
men yon dieser Transformation ist noch der Fall p-----&) 

Diese Umformung ist identisch mit einer quadratischen Transfer- 
maxim, der Riemann ' schen  Normatform: deren drei Fundaa~ental- 
punkte in die beiden vielfachen Punkte und einen Doppelpunkt der- 
selben geleg4 werden. Es ist noch zu bemerken (w(~rauf wit sp£ter 
zuriickkommen werden), dass flit dieTransformafion yon Curveu mit unge- 
radem p in jedem tier beiden Btischel noch v~--- 1 willktihr|iche Punk~e zur 
Bestimmung der betreffendenSchaar vorhandeu sind, denen eatsprechend 
noch zwei wi[lkfihrlich zu bestimmeI~de Parameter zur Verfiigung stehem 

Wie der Fall r ~ 1 der obigeu Tabelle zur Transibrruatioa you 
f auf eine Curve ftihr~, bei der Gerade~,biischet existiren~ wel(Am in 
Gruppen yon mSglichst wenigen heweglichen Punkah schnelden, so 
dient der Fall r ~ 2 zur Transtbrmation v~n f auf eine Curve~ bei 
der die cx>"--Schaar der Geraden der Ebeae in mSglichst wenigen Punk- 
ten schneidet~ also zur Transibrma~ion auf die ~rc~w~alcurve nieArig- 
ster Ordnung. Man ha~ zu diesem Zwecke nur die dutch eine der 
dor~ angegebenen Gq gehenden adjungiI4en Curven (n - -  3). Or0nung 
den Geraden der Ebene entspreehen zu lassea. Die Normalcurve wird 
also eine Curve tier Ordmmg 10--.z.-[-2, mit ½ (T -- z~-~- l) (~v--g)- -p  
Doppelgtmk~en , wo p~--3 ~, bez. ~ 3z~-~-1 und ~-3~-{-2 gesetzt ist. 
Diesen 3 l~lten entsprechend ha~b man zur Wahl der Schaar der Tran~- 
formatAonscurven keinen, einen ocler zwei Parameter zur Verffigung. 
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Die allgemeine Formel zur Bestimmung der Anzahl der Sehaaren 
(wenn v -1- r Bestimmungsstfieke gegeben sind)~ yon denen eine bier 
zur Transformation angewendet wird, ist noch nicht aufgestellt. Die 
niedrigsten F'Ztte, insbesondere ffir 2 -~- 6, 7, 8, sind indess sehon mit- 
telst tier obigen Formel ([B] in § 11.) erledi~. Zu beachten ist je- 
doch, dass die Gleichungen, auf welehe alas Problem ftihrt, yon der- 
selben Art sind, wie die im Vorigen betraehteten, dass also die Sehwie- 
rigkeit der Abziihlung nut eine formetle ist~ und dass eine Formel 
yon tier Art der [B] of~nbar auch bier existiren muss. Da die bis- 
her bekannten Formeln f[ir waehsende io raseh steigende Zahlenwerthe 
ergeben, Far io = 6, 7, 8 abet bier sehon ganze, steigende Zahlen er- 
hatten werden, so dfiffen wlr annehmen, dass die hier g~it¢ige Forme! 
diese Eigenschaft ebenfalls besitzen muss. 

Man kann zufiigen, dass man auch bier dutch besondere Betraeh- 
tungen an speeiellen Curven einzelne dieser Zahlen teicht erhalten 
kann~ die nach dem fr~iher Gesagten atsdann aueh ffir die allgemeinen 
I,'~tie ihre Gel~ung behal~en. 

Ffir den vorliegenden Fall gilt dasselb% was wir im Frtiheren fiber 
die Verwendbarkeit der be~reff~nden Schaaren zu ei~sdvutigen Trans- 
fbrmationen bemerk~ hubert; es lassen sieh schon immer zu specielten 
Curven wirktich existirende Schaaren angeben, welehe die zur Trans- 
formation erforderlichen Eigensebaften besitzen, wie z. B. die Geraden 
bei der Normalcurve. 

In "~hnlicher Weise kann man die weiteren Curve~lschaaren: 
r ~---3, 4, - • -, welche die Tabelle liefert, zur Transformation yon / in 
Normaleurvcn benutzen, welche in einem Raum yon bez. 3, 4~ . . -  
Dimensionen gelegen sind. So ist also in einem Raum yon 3 Dimen- 
sionen d.ic l~au,~curve ,~dedrigster Ordn~t~ bei gegebenem /~, welche 
einer ebenen Curve mit atlgemeinen Moduln (s. den folgenden §) ent- 
sprieht, yon der Ordnung/)  - -  ~ -~- 3, wo 1~ ~ 4 =, bez. ~ 4 = -~ l, 
4 z -f- 2, 4 rc -t- 3 gesetzt ist. Ffir p = 4 ~ kann dabei~ abgesehen 
yon den linearen Transformationen ira Raun b die Transformation nur 
~uf eine endliche Anzahl yon Arten stattfinden. 

§ 14. 
Die Moduln einer Classe yon algebraischen Curven. 

Riemann ' s  Bestimmungsweis~. 

R i e m a n n  hat die algebraischen Curven vom Geschlechfe Io in 
Classen geordnet. In dieselbe Classe gehSren alle diejenigen Curven, 
welche sich e/ndeutig in einander ~ransfbrmiren, also aueh aug irgend 
einer Curve der Classe dureh eindeuiSge Transformation ablei~n las- 
sen. Eiae Classe eindeutig einander enfsprechender Curven h~n~ yon 
einer bestimmten Anzah! yon ~tetig ver~aderlichen Parametern ab, 



Ueber algebraische Funetionen. 

die als .Moduln dieser Classe bezeichnet werden (Riemann~  Abel'sehe 
Funetionen, Nr. 12 in Bd. 54 des Joum. Crelte-Borchardt). Wenu 
eln genau definirter algebraiseher Process*) auf itgend eine dor ein- 
deutig in einander transformirbarea Curven der Classe angewendet, 
aaf dieselben Werthe einer endtiehen Aazahl yon Parametern fiihrt, 
uncl umgek&rt dureh diese Werthe aueh eine solehe Classe yon Cm'- 
yen eindeutig oder doeh endlieh vieldeutig bestimmt i~t, so sind diese 
Parameter als die Modutn dieser Classe zu betraehten. Dieselben haben 
somit Invarianten-Eigensehaft bei eiadeutiger Transformation. Je naeh 
der Art der im Voraus zu defmirenden algebraischen Oper0.tion erh'~lt 
man versehiedene Systeme yon Gr'6ssen als Modu~n. 

Offenbar muss nach dem, was (in § G.) fiber den ]nvarianten- 
Charakter der adjungirten Curven ( ~ - - 3 ) .  Ordtmng gesagt worden 
ist~ dieser Process sich auf das Verha~t~z &r Carve f zu diese~ Cur- 
Ices beziehen. Wir werden mehrere soleher Operatione)~ (bei welehen 
es gteichgfiltig ist, yon welcher Curve der Classe man ausgeht) nach 
cinander anffihren und zeigen, dass dleselben siimmtlich aaf die Zaht 
3 p -  3 yon Moduln fiihren. 

Des Zusammenhangs wegen erwi~tmen wit" zuufchst die bisher in 
dieser Frage angestetlten Betrachttmgen, und beginnen mit dera Ver- 
fahren R i e m a n n ' s .  Dasselbe bezieht sieh auf das Verhalten yon f 
zu einer ~ l - S e h a u r  yon adjtmgirten Curven ( n -  3). Ordaung, die 
man durch 2 --  2 feste Punkte x~, x~, • . .  z1~_.~, yon f getegt hat. 
Die c~ 1- Sehaar der Gruppen yon p weiteren Sehnittp~nkter~ hi~ngt yon 
1 ) -  2 Paramelern ab, denn durch Verr£uderung der Lage aueh nut 
eines der p - -  2 Punkte x geht die ~ ' - S c h a a r  in eine andere ihr nieht 
corresiduale, das Biisehel also in ein nicht ~qaivalentes fiber. In dem 
Biisehel giebt es 4to ~ 2 Curven~ welehe f berfihren. Della die Be- 
riihrungspunkte werden durch den Schnitt yon [ mit der J a c o b i ' -  
schen Curve (Fonetionaldeterminante) yon f ~p, q~' (wenn cp - 2tp'--~ 0 
das Bfisehel ist) bestimmt~ einer Curve yon der Ordnuug 3 n -  9, die 
f in jedem tier i-fachen Punkte 3 i (i ~ l)-punktig,  ia jedem der 
Pankte x 2-punktig trifft. Seien 21, £~, - . .  2,~_..~ irgend 4 p - - 5  
yon einander unabh~ingige Doppelverh'~]tnisse der 41 ~ - - 2  Parameter 
2 dieser Curvea; dieselben werden zwar yon liaearea Transformatio- 
lien unabh~ngig, abet im Allgemeinen noeh Ftmetionen der p -  2 
Punk~ x sein. Unter der Voraussetzung nun, dass es I J -  2 unter 
ihnen ~ebt ,  welche als yon einander urmbh'~ngige Functionen der Co- 
ordinaten dieser p -  2 Punkte auftreten, kaml man~ mittelst Elimi- 
nation dieser Coordinaten, (4p  - -  5) - -  (p - -  2) ~ 31o - -  3 Fu~,ctio- 

AJa sieh sind hierbei auch tran~z~endente Oper.~tic, nen (you deaen R~-  
mann ebenfalls Gebrauch maxzht) zulassig. Wit zehea jedoch m ua~erea ~lg~ 
braizehen Betre~chtungea ~on deta~lben ab. 
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ne~ der Doppelverh~ltnisse angeben, wetehe unabh~ingig slnd yon dem 
speeiellen Biisehel, das hier benutzt wird. Nimmt man den Rie -  
mann ' schen ,  freilieh transeendenten (aber aueh leicht direct alge- 
braiseh durchflihrbaren (siehe unten)) Naehweis hinzu, dass sieh zu 
beliebigen Werthen der hi eine endliehe*) Zahl yon Classen in einander 
t~ansformirbarer Curven finden l~tsst, so kann man also die 3 p -  3 
Funetionen der ~ als Moduln ansehn. 

W~ire die erw.~hnte Voraussetzung nicht erffillt, w~ren also die Coor- 
dinaten der 2o - -  2 Punkte nut in weniger als p - -  2 Combinationen in 
den Gleiehungen enthalten, so w~irde die Zahl der Moduln 3 2 - - 3  
iibersteigen. Wie sieh diese Zahl in der That  in speeiellen Fiillen 
modificiren kann, zeig~ z. B. der Fall der hypere]liptischen Curven. 
Irgend ein Biischel yon adjungirten Curven ( n -  3). Oral_hung dureh 
I) ~ 2 Punkte yon ~" geht hierbei noch dutch ~o - -  2 weitere feste 
Punkte yon f, und in demselben giebt es nut 2 p + 2 Berfihrungs- 
curven. Da diese s~mmtlichen Biisehel hier welter "~quivalent sind, 
so sind die 2 p -  1 Doppelverhiiltnisse der Parameter dieser Berfih- 
rungscurven unabh'Xngig yon der Wahl der festen Punkte,  und sie 
s~nd die 2p  ~ 1 Moduln der hyperelliptisehen Curve. 

~5. 

Modification der Riemann ' sehon Bestimmungsweiso der Mofluln. 

R i e m a n n  hat den atgebraischen Beweis der Zahl 31o ~ 3 fallen 
gelassen wegen der Schwierigkei~, die oben erw~hnte Voraussetztmg 
im a]lgemeinen Fall direct zu untersuchen. Wir wollen zeigen, dass 
diese Untersuchung iu der That und zwar auf mehrfache Weise ge- 
leistet werden kann. 

Wir schreiben der adjungirten Curve (n ~ 3). Ordnung vor, die 
gegebeue Curve f in einem Punktep-punktig za treffen**). Diese Aub 
gabe hat,  ffir to > 1, immer eine endliche AnzahI yon LSsungen. 
Denn sie kann nie~ auch wenn man eine LSsung voraussetzt, unend- 
Ih.h vide L5sungen zulassen, da es alsdann c ~  adjungirte Curven 
k n -  3). Ordnung gebea ru~isste. Uebrigens kann die Zahl der LS- 
sungen selbst*) dureh die Formel angegeben werden: 

*) Ist n~.mlich nut" die Luge der Verzweigungspunkte der Riemann'schen 
1,'l~che gegeben, so kSaaen zwar ffr jede der zugehSrigen algebraischen Functio- 
nea diese Pankte a|s dieselben BlOtter verbindeud ~ngesehen werden (s. L iiroth, 
~Iat~. A-an. Bd. IV, S. tS1 und Clebsch ibid. Lid. VI, S. 216), abet die Art de~ 
Zusammenhangs der einzehlen Blhtter (die Lave der ,,Verzweigungsschrdtte") 
kaun immer noch eine wesentlich verschiedene sein. Vgl. Thom~e, Borchardt's 
Journal Bd. 75, S. 224. 

**) Die,er Weg ist vor l'~ngerer Zeit achon yon Herrn Weier-~trass einge- 
sehlagen worden. 

***) Vgl. Jonquibres, in Borehardt'~ Journal Bd. 66, we indesz der vorlie- 
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@ - -  1 ) p  ( v  + 1) .  

Sei nun C,,_~ elne der hier gefundenen Curven. Dieselbe trifft f noeh 
in p - -  2 Pankten, welche wir als Basispunkte x der oben bezeichne- 
ten ~)l-Schaar annehmen. Unter den 4 1 o -  2 Berithrungscurven die- 
ser Schaar fallen jetzt p - -  1 in die C~_3 zusammen. Wit haben da- 
her die 2 -  2 Basispunkte des Biisehels nun so bestimmt, dass yon 
den 4 p --  5 DoppelverhSltnissen der Parameter "~ ~ p -  1 gleiche 
Werthe annehmen. Die 3 p -  3 Parameter, die hier noch die Classe 
bestimmen, sind die Moduln. 

Dass umgekehrt dutch die Werthe dieser 3 1 o -  3 Parameter eine 
Classe endlich bestimmt ist, kann man gleichfalls atgebraiseh und zwar 
dureh die fl)lgenden, einer Schtussweise des Herrn C a y l e y  (in dell 
Proceedings of the London Math. Soc. Vol. i. Oct. 1865) nachgebilde- 
ten Betrachtungen zeigen. Die Curve, fiir welche man jene 3 p  - -  3 
Parameter als bekannt annehmen will, mSge in folgender Weise aus 
f hergeleitet werden: Man transformire f durch eine oo'%Schaar yon 
adjungirten Curven (n - -  3). Ordmmg, die man durch p ~ 3 der zu- 
letzt bestimmten 2? - -  2 Punkte gehn l~isst. Die transformirte Curve 
1 ,~ wird yon der (p --[- 1). Ordnuug sein, mit .~10(10~3) Doppelpuuktel~ 
trod der Eigenthiimlichkeit, dass sie einea Punkt /2  besitzt, in welchem 
eine Gerade p-punktig beriihrt, eine Eigenschaft, die 2 - -  3 Beziehungea 
zwisehen den absoluten Invarianten der Curve darstellt. Die in P 
berfihrende Gerade triift die Curve 2 ~ noch in einem Punkte ~P', wel- 
eher der Scheitel des Geradenbiischels ist, der dam im Vorhergehenden 
gefundenen Biischel yon adjungirten Curven ( n -  3). Ordnung fiIr / '  
eutspricht. ~'un hat diese Curve T', welche den Bedingungen geniigt, 
yon der (1o -~ 1). Ordnung zu sein, ~- p (p - -  3) Doppelpuakte zu be- 
sitzen, dureh den Punkt /~' hindurchzugehn and die gegebenen 3 p  
dera~ten des durch /2' gehenden Biischels, uud zwar eine derselbeu in 
der ( l o -  1). Orduung, zu beriihren, noch: 

~ (10 + 1) (10 -t-  4)  - ~ 10 (10 - 3) - (4 10 - -  2) - 1 = 3 

Constanten. Sei abet F ' - ~ - 0  die Gleiehung einer belieb~gen Curve, 
welche diesel Bedingungen geniigt, in den homogenen Coordinaten 
xl,  x~, x:~ geschrieben, uad seien x I ~ 0, x., ~- 0 die Coordiuaten des 
Punktes /) ' .  Jede Curve _/;' ~ 0, die aus 2~'-~-0 dutch die lineare 
Transformation, bei der a lx  j -4- ¢z2x~ -~- a:~x:~ an StetIe yon xj in ) 7 " ~  0 
eingesetzt wird, hervorgeht, erfiillt ebenfalls noch die Bedingangeu 
uad enth~lt 3 willkiihrliche Coastanten, woraus tblgt, dass atle Cur- 
yen, welche den Bedingungen geniigen, aus einer endlichen Zahl yon 

gende Fall -,~ljungirter Ber/ihrungscurven r.icht unmittelbar berfiekaichtigt ist, so- 
wie Brill, Ueber zwei Ber/ihrungsprobleme, Math, ~nalca IV, S. 580. 
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Curven F '  durch lineare Transformation mfissen abgeleitet werden 
kSnnen. Wean eine solche Curve F '  noeh ]rgend 3 durch ]ineare 
Transformation zerstSrbare Bedingungen erffillt (z. B. durch irgend 3 
Pankte hindurchgeht, deren Coordinaten Zahlenwerthe wind), so besitzt 
sie nur 3 p - - 3  Consfanten, we]the dann bestimmte (irrationale) 
Funetionen der 3 l ) - - 3  Parameter ~,~ sind, was zu beweisen war. 
Start dieser kSnnte man auch irgend 3 2 - - 3  yon einander unab- 
hllngige absolute Invarianten der Curve F (welehe yon den 3 in der 
Gleichung noch vorhandenen dutch lineare Transformation zerstgr- 
baren Constanten unabhiingig skin mfissen) oder endlich die 3/9 -- 3 
Constanten der Curve Y" als Modutn definiren; die letztere Bestim- 
mungsweise zeichnet sich vor den beiden anderen noch insofern aus, 
als sic, wenn die Coefficienten der Gleichung der Curve, also diese 
vollstSndig gegeben ist, die Classe eindeutig bestimmt. 

Wit mSgen hier anschliessend kurz den Einwand erledigen, den 
Herr C a y l e y  in der oben eitirten Note gegen die Zahl 3 2 -  3 er- 
hoben hat. Sei eine der eben angeftihrten analoge Transformation 
yon ]' aaf eine Curve/~ mittelst einer oc;-Sehaar von adjungirten Car- 
yen (n - -  3). Ordnung, die abet dutch I 0 -  :~ beliebige Punkte x , ,  x.,, 
• • • x~.__.:~ yon f gehen~ ausgef[ihrt. Dann ergiebt sich durch den oben 
benutzten Schluss, dass 4 2 - - 6  Functionen der 4 p -  5 Parameter i, 
der Bertihrungscurven, welehe dureh noch einen festen Punkt x~,_~ 
gehen, existiren, die unabh'~ngig sind yon der Wahl des Basispunktes 
x~_~; denn die 4 p -  6 absolutell Invarianten yon F sind unabh'-:ingig 
you der Wahl des dem Punkt xl,_., entsprechenden Scheitels des Tan- 
gcntenbtischels. Da nun die Punkte x , ,  x._,, . . ~  x~_~,, x~,_.~ far den 
Curvenb[isehel auf f, welcher dem Tangentenb[isehel entspricht, sym- 
metrisch eingehen, so schliesst Cayl  ey,  dass jene 410 - -  6 Functionen 
unabhitngig seien yon der Lage der 2 - -  2 Pankte. Dies w~re gerecht- 
fertigt, wenn aueh die 41o - -  6 Functionen selbst symmetrisch abhSngen 
w~u den p - -  2 Punkten, wie die 4 p - -  5 Doppelverh~lgnisse, aus denen 
.~it, eben ~hlrch ~ ' l iminat ion t ines der ~ u n k t e  sich ergaben. Dass diess in 
der That nicht der Fall ist, ergiebt sich gerade aus dieser Elimination. 
[liernach aber erseheint es auch nicht erforderlich, zur ttebung des 
gedachten \Vid~rspruchs auf den Begriff der imperfecten lnvarianteli 
( C a y l e s ,  Math. Ammlen Bd. 3, S. 270) eiuzugehen. 

§ 16. 
hndere Bostimraungsweise der Moduln. 

Ein Mittel anderer Art, um die yon R i e m a n n  angedeutete 
Schwierigkeit zu erledigen, bildet die im Fraheren (§ 11.) durchge- 
fiihrte Untersuchung der an/( eiuer allgemeinen Carve f tiegenden Mi- 
nimalg|-uppen t; :t~) 5ie ffihrt t'[ir gerade p direct auf die Zahl 3 io ~ 3, 
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fiir ungerade p bleibt noch e/n wei~erer Parameter zuriick~ dessen Be- 
seitigung durch anderweitige Betrachtungen erfolgt. 

Wir bedienen uns eines Biischets yon adjungirten Curven (n M 3). 
Ordnung, dessen Basispunkte eine der Gruppen G~ der Tabelle § 10., 
f~ir ~ ~ 1, bildet. In diesem Btischel giebt es noch 3 p ,  bez. 3 p -~- 1 
(ftir ~v gerade, bez. ungerade), Beriihrungscurven. Die 3 i ~ -  3 Dop- 
pelverhi~itnisse tier Parameter ~i dieser Curven sind, wenn 1~ gerade ixt, 
als ModuIn aufzuf~ssen. In der That gelangt maa nur zu einer end- 
lichen Anzahl yon Werthen dieser 3 ~v--~  GrSssen, wie aueh die 
Basispunkte GQ gewiihlt sein mSgen; denn es giebt nur eine endliche 
Anzahl yon Schaaren eorresldualer Gruppen Ge; die Curven ~.quiva- 
lenter Biischet entspreehen einander aber projectiviseh~ jene 3 2 ~ 3 
Doppelverh~ltnisse sind daher ffir corresiduate Gruppen G~ dieselbe~ 
und nur fiir die Gruppea aus versehiedenen Sehaaren verschieden. 
Weiterhin ist aber auch umgekehr~ darch 3 2 - - 3  gegebene Werihe 
der Doppelverh~ltnisse die Classe endlich vieldeatig bestimmt. Der 
algebraische Nachweis dieser Behauptung ist ftir/~ ~ 6 identisch mit 
dem Nachweis~ dass die (frtiher aus der Riemann 'schen NormMform 
abgeleitete) Curve io. Ordn. mit zwei 4 (2 - -  2,) - fachen und ~p (p ~ 4) --  1 
Doppelpunkten, welche eben dureh Be~utz~ng zweier de~ Minimal- 
schaaren g~) entstanden ist (abgesehen yon 8 (lurch die tinearen Trans- 
formationen einzufiihrenden Const~nten)~ noch 32 ---3Coustanten hesitzt~ 
welch' letzteres durch direete Abz~hlung best~tigt wird. Eine Curve 
der erw~ihuten Art geniigt somit auf eine endliche Anzahl yon Arteu 
der Bedingung, dass 3 19 ~ 3 Doppelverhiiltnisse der Tangenten, die 
sich yon einem ihrer vielfachen Punkte aus legen lassen~ vorgeschnebene 
Werthe haben. 

Ebenso hiitte man auch die 3 t0--3 absoluten Invarianteu der Rie-  
mann'schen Normalform ats die Moduln der aus ihr ableitbaren Classe 
bezeichnen kSnnen. 

Ffir den Fall der ungera&n 2 h~ngen die 3_~ --  2 Doppe]verhiilt- 
nisse der Parameter ).~ der Berfihrungscurven des aiedrigsten Bitschels, 
welcher oben erw~hnt wurde, yon dem einen willkiihrlichen Parameter 
ab~ der die Sehaar tier Basispunkte Ga best~mmt (v -~- 1 in der Tabelle). 

Diesen Parameter kana man nun (~hnlieh wie oben § 15.) dazu 
verwenden, um in den Beriihrungscurven zwci zusammenfalten za las- 
sen. Dies kann auf zwei verschiedene Arten gescheheu, entweder so, 
dass in dem Biischel eine Curve vorkommt~ die in 2 versehiedenen 
Punkten beriihrt, oder so~ dass eine soiche die gegebene Curve in 3 
auf einander fotgenden Punkten trifft, also oseulirt. Diese Aufgaben 
sind also eine Verallgemeinerung der Aufgabe, die Doppeltangenten, 
bez. die Wendetangenten einer gegebeaen Curve zu fiaden; auf welch 
tetztere Aufgabe sie auch ffir 1o ~ 3 direct; zu_rfiekk(~mmen. Algebvaisch 

• M a t h e m a t ~ c ] l e  A m ~ , l e n .  V I I ,  ~ 0  



f~hrt das Problem wieder auf ein simultanes System yon Gleiehungen 
yon der Form des Systems (B. § 9@ wobei indess entweder zweimal 
zwei Punkte oder drei Punkte als unendlich benachbart anzunehmen 
sin& Ffir den Fall io ~---5 ffihren diese Aufgaben auf die Bestim- 
mung der Werthe M.2e , bez. MI.~ des Aufsatzes ,fiber zwei Bertih- 
rungsprobIeme" (ira IV. Bd. der Math. Ann. S. 548, Formel 6 ,  and 
S. 547 unten) zurtick, and ergeben beide 120 ffir die Zahl der LS- 
sungen. - -  Wenn man f~ir p ~ 5 zwei soleher speciellen Biischel zur 
Transformation yon f auf die § 13. erw~hnte Normalfbrm, eine 

Curve F(pq-I ) .  Ordnung mit zwei ~ } - f a e h e n  trod ~ (p - -  1) ~- --  1 

Doppelpunkten, anwendet, so erhiilt diese Curve die Eigenschaft, dass 
in dem Strahlenbfische] yon jedera der beiden vielfachen Punkte aus sich 
je eine Gerade befindet, welche F doppelt, bez. ia einem Wendepunkte 
beriihrt. Die Curve hat dann ebenfalls nur 3 p - -  3 Parameter, welche 
bier als die Moduln der aus F abgeleiteten Classe zu betrachten sind. 

Man kann noch andere dem Riemann ' s chen  analoge Wege zur 
Bestimmung der Moduln einschlagen, jedoch unter Anwendung yon 
oo~--Schaaren adjangirter Curven. So ist oben berei~s gezeigt worden, 
wie man die p - -  3 Basispunkte einer so]chen Sehaar auf f derart 
wiihlen kann, dass die transformirte Curve (p-1- 1). Ordnung einen 
Pankt besitzt, in welehem eine Gerade p-punktig trifft. 

C r e m o n a  hat (in einer gemeinschaftlieh mit C a s o r a t i  verfass- 
ten Note: osservazioni etc. Rend. Ist. Lombard. 1869) die t o -  3 Ba- 
sispunkte so zu bestimmen versucht, dass in der transformirten Curve 
(2 -[- 1). Ordnung yon den -.} p (2 - -  3) Doppelpunkten p - -  3 solche 
zu RfJckkehrpunkten werden. Indess sind die Gleichungen, auf welche 
dieses Problem ffihrt, zu verwiekelt, um die MSglichkeit and Bestimmt- 
heir des Problems im allgemeineren Fall untersuchen zu kSnnen*). 

Die oben (§ 13.) aufgestetlten A~ormatcurven niedrigster O~'dnung 
yon der ( p - - z l  q - 2 ) . O r d n u n g ,  wo ao bez. ~ 3 z ,  3 g - { - t  oder 
3 z - ~ - 2  ist, eignen sich gleichfalls zur Definition der Moduln. Diese 
Curven enthalten n'~mlich noch: 

( ~ o -  ~ + 2 )  @ -  ~ + 5 )  - {~ (~ - ~ )  ( ~ - ~ +  I) - -  p}  - 8 ~- 
~ 3 / ) - - 3  (bez. 3 Io- -2 ,  3 p - - 1 )  

Parameter. Ffir/0 ~ 3 ~ sind diese GrSssen direct als Moduln anzu- 
sehn. Far / )  ~ 3 ~ -t- 1 (bez. 3 z -~- 2) hat man dagegen f~ir die Wahl 
der oe~--Schaar des Transformationscurven noch einen (bez. zwei) Pa- 
rameter zur Verftigung. Diese Parameter wird man wieder so bestim- 
men~ dass in der od-'-Schaar eine Curve enthalten ist, welehe f in 4 

*) Selbst der Fall to ~ 5 kann noch nicht als auf diesem Wege erledigt an- 
gesehen werdea, da, wie es scheint, in den bez. Betrachtungen tier erwr~hnten 
Note ein Versehen mit untergelaufen ist. 
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(bez. 5) benaehbarten Punkten trifle. Die ~ormalcurve enth~lt dann 
noch einen Punkt, in welchem ei~e Gerade 4- (bez. 5-) punktig be- 
r i l lS ,  eine Bed in~ng ,  die noch einen (bez. zwei) Parameter absor- 
bid. Ftir p ~ 5 kommt diese Bestimmung genuu auf die oben g~- 
gebene zuriick. Der allgemeine Fall l'~sst sich abet auch auf diesem 
Wege nicht vSllig durchfhhren. 

§ 17. 

Die zu eider Olasse gehSrig~n llaamc~rvon. 

Wir beautzen die bier bewiesenen Constantenz'~lungen noch dazu, 
tun die Gesamrntheit der Raumeurven yon gegebener Ordnung /~ mit 
gegebenem Gesehlecht p,  welche dersetben ebenen Curve f(x).-~O 
eindeutig entsprechen, welche also einer gegebenen Classe yon alge- 
braisehen Curven zugehSren, zu ermitteln. 

In § 13. (am Ende) ist eine der Tabe]le (r ~ 3) des § 10. ent- 
nommene untere Grenze fiir den Grad/~ einer I~aumcurve, welehe einer 
ebenen Curve f yon gegebenem Geschlecht entspricht, angegeben. Set 
diese Bedingung erfiilt~, und seien die Transformationsgteichungen 
durch irgend einecx)3-Sehaar yon Curven 9~ in folgender Weise gegebe~ : 

Y~ : Y2 : Y3 : Y4 = ~ (x) : ~ :  (x) : ¢p~ (x) : ~4 (x) ; f ( x )  = 0 ,  
so hat man zu bestimmen, wie viele Constanten (ausser den 3 l o -  3 
Parametern der Classe) dureh die Transformation eingeffihrt werden 
kSnnen. Zuniiehst h~ingt jene oc3-Schaar der Transfbrmationscurven 
ab yon irgend einer der Gruppen G~ ), in welchen f yon einer der- 
selben geschnitten wird. Fiir R ~ T "{-2 sind adjungirte Curven 
(n ~ 3). Ordnung (n sel der Grad yon f)  zur Transformation zu be- 
nutzen. Es ~ebt  abet (nach § 9,  Formel (F-)) noch: 

soleher Schaaren; und dureh lineare Transformation sind noch 15 
weitere Constanten einzufiihren. Fiir /~ ~ i0 ~ 2 (wo Curvenschaaren 
yon hSherer als der ( n -  3). Ordnung ben~tz~ werden mitssen~ fiir 
welehe denn erst/9 Punkte dutch die iibrigea bestimmt stud) hat man 
die R Punkte e/net Gruppe ganz willkiihrlich zu nehmen, und diese 
bestimmen sodann eine ~ R - 2 .  Sehaar. Fiir die erste ddr ,i Transfor- 
mationscurven (p~, cpe, (p~, ¢P4 kann man d~her hier alie / l  Punkte 
witlkiihrlich annehmen, ftir die zweite, driite und vierte, die aus der 
c~R-~-Schaar zu nehmen stud, noeh je R - - 2  Punkte, wetehe sie 
dann vollst~ndig bestfmmen. Endlich kann man diesen 3 Curven noch 
je einen wiltk~rlichen Factor geben. Im Gaazen hat man also 
ebenfalls : 

/~ -~- 3 (R - -  2) -{- 3 -~- 4 /~  - -  32~ -}- 3 

Consta.aten eingefiihrt. Oder man kann sagen: die cJ-Schaar h~ngt 
20* 
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ab yon (/~ ~ 3) -{- 3 (/t - - T  -- 3) Parametern, zu denen sodann noch 
die 15 Parameter der lhlearen Transformation hinzutreten. 

Zu dersdbe.~ Clusse yon atgebraischen Curven mit allgemei,2en Wet- 
then der Moduln geh6rert demnach oo 4~-~+3 l~aumeurven yore Ge- 
scMecht ~ und der Ordnung t~ (~  ¼ (19 + 4); und iiberttau2t giebt es 
~4~ _~taumcurven R e~" Ordnung yore Geschtecht p (<=-~-R ~ 4). 

§ 18. 

Spocial-Punktgrup!~en in der Ebeno. 

In vielen Anwendungen~ insbesondere bei den elndentigen Abbil- 
dungen yon Fl~chen auf Ebenen, stSsst man auf Systeme einer end- 
lichen Anzahl yon Punkten der Ebeae yon einer solchen specietlen 
Lage, dass sie yon Curven einer gegebenen Ordnung, welche diese 
Punkte zu einfachen oder viel~hchen festen Punkten besitzen sollen, 
eine hShere Schaar zulassen, ats die direc~e Abz~hlung ergeben w~de. 
Der Restsatz, sowie die §§ 5., 4. liefern die Mittel, die Construction 
solcher 0urvensehaaren aus den Eigenschaften einer einzelnen Curve 
der Schaar abzuleiten. 

tst n~mlich irgend eine Curve der Schaar~ oder eln irredt~cibeler 
Theil f (n. Ordnung) einer zerfallenden Curve derselben gegeben, so 
geht die Aufgabe zuers~ in die bisher behandette fiber, auf f selbst 
diejenigen Gruppen~ bez. Specialgruppen G~ anzugeben~ in welchen f 
yon den fibrigen Curven der Schaar geschnitten wird; erst (]ann sind 
die etwa noch vorhandenen die Schaar beschri~nkenden Bedingungen~ 
welehe yon dem Schnitt mit f nnabh~gig sind, zuzuffigen. 

Seien die Punktgruppen G~, in welehen f yon den fibrigen Cur- 
yen der Sehaar geschnitten wird, zu einer oo~-Schaar gehSrig. Wel- 
eher Art diesetben auch sein mSgen, ob sie dutch den Schnit~ yon 
Ourven hSherer oder~ wenn es Speeialgruppen auf f sin(l, yon adjun- 
girten Curven ( n -  3). Ordnung clefinirt sind: die sie ausschneidenden 
Curven lassen sich vermSge des Restsatzes immer durch iiquivalente 
Curven s u~ Ordnung ersetzen, wenn s (~  n) die Ordnung der Curven 
der gesuchten Schaar bedeutet. Wie wir indess schon friiher bemerk@ 
baben, sind diese Curven C~, deren feste Basispunkte auf [ in dieser 
Weise bestimmt sind, noch nicht vSttig gegeben; vielmehr kann man 
start ihrer auch: 

C ~ + X , _ ~ . f ~ - O  

setzen (wo As-~ ~ 0 die Gleichung einer beliebigen Curve ( s -  n). 
Ordnung ist), ohne den Schnitt der Cs mit f zu ~indern. Es ist daher 
mSglich, den 0urven C~ noch: 

a ~ ½  ( s - -  n +  t ) ( s - -  n +  2) 
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~ussere lineare Bedingungen vorzuschreiben, web:he den Sehnit• mit f, 
sowei~ derselbe yon beliebig und fes~ anzunehmenden Sehn i t J~k ten  
der C, mi~ f abh~ngt, nicht beeinflussen --- den a Constanten yon A ent- 
sprechend. Erst dutch Einffihrung yon mehr ats a tinearen Be- 
dingungen wird die Mannigfaltigkei~ q der Sehaar in Bezug auf f =  0 
selbs~ reducirt 

Die Bedingungen, welche man den Curven C, vorschreihen kann, 
mSgen nun yon der Art sein~ dass dieselben einen i-fachen Pu~tkt yon 
f zum k-fachen (k ~ ,') Punkt besitzen sollen. I)as System yea Cur- 
yen C~, welches f in einem solchen Punkfe ik-punktig treffen soll~ 
gentigt abet dann schon der Bedingung, welche der Restsatz stellt, 
wenn die Carven C, den /-fachen Punkt yon f ebenfalls zum i-fachen 
Punkt besitzen, und ausserdem jeden Z~veig yon f noch ill k - - i  un- 
endtich nahen Punkien treffen*). Sell an Stelle eines derar~igen Yer- 
haltens ein eigentlicher k-facher Punk~ treten, so sind noch: 

~ = ½ ~ ( ] ~ +  1) - -  { . ~ i ( i +  1) + i (7~-- i)}  = ½ (~--~? ( ~ - - i +  1) 

~iussere Bedingnngen yon den Curven (7, zu er~tillen. 

Sei l q ,  auf alle vielfachen Pmakte ausgedehn~, die Gesammtzahl 
der ~iusseren Bedingungen. Ist ~ p  ~ a~ so haben dieselben weder 
einen Einttuss auf die fibrigen festen Basispun~ste der C~ noch aaf 
die Gruppen der beweglichen Punkte, in welchen [ yon diesen Curven 
geschnitten wird. Ist abet 2:0 ;> a, so bitden diejenigen Carven C~, 
welche allen jenen Bedingungen genfigen, mit Hiilfe yon f~--0 nut 
noch eine c~-2~+a-Schaar,  welche linear aus der oc'~-Scha~r aus- 
scheidet. 

Die Gleichung der Gesammtschaar yon Curven C~, welche den 
oben vorgeschriebenen Bedingungen gentigen, hat die Form: 

C, + A,_,, • f ~  O, 

we A , _ ,  noch die ailgemeinste Carve (s -- n). Ordnung ist, ~relche 
die i-fachen Punk~e yon [) die fiir C~ k-fache Pank~e sein sotlen, zu 
@ ~ i)-fachen Punkten besitzt. Ffir IQ  ~ a wird As_,  zu Null; die 
Gesammtschaar selbst ist aber immer eine ¢x)q-ze+a-Schaar. 

Nimm~ man zur Curve f beispielsweise die hyperellipt¢sehe Curve 
6. Ordnung ffir 2 ~ 3~ deren Gleiehung die Form besitzt: 2;c,c~,z~-~---O 
--  we die e; Constante sind, i und ]~ die W'erthe 1, 2, 3 annehmen, 
und c~ ~ 0, c~ ~- 0~ c~ ~ 0 die Gleichungea yon 3 dutch 7 gemein- 
same Punkte a~, a~, - - -  a~ gehenden Carvea 3. Ordnung sind ~ so 
kann man, ftir specietlere F~ilte mit ttiitfe der Punktepaare~ in welchen 
f yon den Curven der Schaar ct -J- ~lc~ +/~c~ ~ 0 getreffen wird, 

*,~ Vgl. die Schlus=bemerkm~gen zam Resf~t~, § I. 
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auf dieser Curve f Gral~pea yon Basispunkten ftir besondere Schauren 
yea Curven 7. Ordnung C7 angeben. Es becleute z. B. {~alZJa~aaa...a~} 
eine Curve 7. Ordnung, welche a~ zum Doppetpunkt mit  denselbea 
Tangenten wie f, a~ zum 3-faehen, a s . - -  a7 zu einfachen Punkten 
besitze. Dann bilden die Curven C~: 

{[a, 2] Ea~ 2] [aa2J [al ~] % "  a~}, 
bezi~gIich eine 

~ ; c~ 2° ; v¢ l~ ; ¢x)l°'-Sehaar. 

Dagegen bilden die Carven C 7 

beztiglich eine 
~e4 ; ¢~1s ; ~ 3 ; c~ s- Schaar. 

LMit tIiilfe yon f ~  0 aber bilden jene Curven eine 

~-~ ; oo ~7 ; c~ 1~ ; c~'~- Schaar; 

die letztern Curven dagegen eine 

o0 ~ ; oo ~7 ; ~ ; cwS-Schaar. 

Specieller abet giebt es eine c~-Schaar  yon C~ {al • • a~} trod dutch 
24 weitere feste Puakte (mit Hiilie yon f ~  0 eine c ~ - S c h a a r ,  die 
f gerade so trifft, wie die Schaar der c~). Ebenso elne c~4-Schaar 

{a~ --  aT} , dutch 26 weitere feste Puakte (mit Hii~e yon f ~  0 eine 
~ - S c h a a r ) .  Dies bleibt ungeiinder~, wezm ein Theil der welteren 
festea Punkte so in die Punkte ai hineinriickt, d~ss man Curven 
{~al"-], Fa22] , . .  } erh'~lt. Und auch bier ~nder~ sich wieder der 
Schnitt der C: mit f nicht, wenn sodann einer, zwei oder drei der 
Punkte ~a12], ~a2"], • • zu dreifachen Punkten at 3, a~ 3 . .  werdeni 
wohl abet, sobald dies noch bei einem vierten Pankte eintritt. 

Ira September 1873. 


