Ucher dic Transformation siebenter Ordnung der elliptischen
Functionen.

Von Ferix Kreix in Miinchen.
{3it einer lithogr. Tafel.)

Bei der Transformation fiinfter Ordnung der elliptischen Funetionen
stellt sich neben die Modulargleichung sechsten Grades und ihre be-
kaunte Resolvente vom fiinften Grad, beide beherrschend, die Galois™
sche Resolvente sechszigsten Grades, die Ikosaedergleichung. Von ihr
ausgehend iibersicht man Bildungsgesetz und Eigenschaften jener Glei-
chungen niederen Grades mit grisster Leichtigkeit. Ich wiinsche im
Folgenden die Theorie der Transformation siebenfer Ordnung bis zu
demselben Punkte zu fiilhren. Wie man bei ihr die Modulargleichung
achten Grades in einfachster Form aufzustellen hat, habe ich bereits
in meiner Arbeit: Ucber die Transformation der elliptischen Functionen ete.
(pag. 111 1f. dieses Bandes) gezeigt; die zugehbrige Resolvente sieben-
ten Grades betrachtete ich in der hier voraufgeschickten Note: Ueber
die Erwiedrigung der Modulargleichungen. Es handelt sich nunmehr
darom, dic zugchirige Galois'sche Resolvente vom 168 Grade in
sweckmissiyster Weise zu bilden wnd wvon <hr aus jene niedeven Glei-
chungen abzuleiten.

Die Wurzel 4 dieser Galois’schen Resolvente hat, wie bekannt,
als Function des Periodenverhiltnisses o betrachtet, die charakte-
ristische Kigenschaft, bei allen denjenigen linearen Substitutionen
aew -+
yao 4 &
7 zur ldentitiit congruent sind. Dies ist fir mich im Folgenden die De-
finition der Irratiomalitiit 7. Ich beginne also (§ 1.) mit einer kurzen
Untersuchung der linearen Substitutionen in Bezug auf den Modul7, welche
durchaus elementarer Natur ist, aber der Vollstiindigkeit wegen hier einge-
schaltet werden musste®). Es ergiebt sich daraus (§ 2.), wie 5 als Function
der absoluten Invariante J verzweigt ist, und vor allen Dingen dies
Resultat, dass die zwischen % und J bestehende Gleichung, dem
Geschlechte p = 3 angehirig, durch 168 eindeutige Transformationen
von a priori angebbarer Gruppirung in sich tibergeht. Dies fiithrt zur

¥) Vergl. die allgemeineren Untersuchungen in Serrets Traité d'algtbre
supérieure,

und nur bei denjenigen ungeiindert zu bleiben, welche modulo
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Kenntuiss einer merkwiirdigen Curve vierter Ordnung, welche durch
168 Collineationen der Ebene in sich iibergeht (§ 3.) und in Folge
dessen eine Reihe besonders einfacher Eigenschaften besitzt (§ 4., 5.).
Es gentigt, von der Existenz jener 163 Collineationen zu wissen, uwm
mit leichter Mithe das volle System der zur Curve gehbrigen Covarian-
ten aufzustellen (§ 6.), und man erhiit die Gleichung 168“* Grades,
um welche es sich handelt, in iibersichilichster Weise, indem man die
Grundcurve mit einem covarianten Curvenbiischel von der 42t2 Ord-
nung schueidet (ebenda). Will man von der so erhaltenen Gleichung
zur Modulargleichung achten Grades oder zur Resolvente siebenten
Grades hinabsteigen, so kommen zumal solche Sitze in Betracht,
welche man bei der allgemeinen Curve vierter Ordnung hinsichtlich
der Beriibrungscurven dritter Ordnung und gewisser Gruppirangen der
Doppeltangenten kenat (§ 7.—10.). Die Wurzeln der gemeinten Glei-
chungen erweisen sich dabel als rationale Functionen der Coordinaten
eines Curvenpunktes, und in dieser expliciten Darstellung scheint mir der
wesentliche Fortschritt zu liegen, der fiir die Transformation sicbenter
Ordnung erreicht ist. — Die nun noch folgenden Paragraphen (11.—15.)
haben den Zweck, ein mbglichst anschauliches Bild vou der Versweigung
der Riemann’schen Fliche zu entwerfen, welche 5 als Function von J
darstellt und die in melir abstracter Weise schon in § 2. betrachtet
wurde, Die Figuren welche ich dabei erhalte, wollen fiir die hier
vorliegenden Fragen dieselbe Bedeutung beansprachen, welche die Ge-
stalt des Ikosaeders fiir die Probleme fiinften Grades hat.

Die hauptsichlichsten der genannten Resultate habe ich bereits
in einer Note verdffentlicht, welche ich am 20. Mai dieses Jahres der
Erlanger Societit vorlegte.®) Ebendort zeigte ich bereits, wie sich
nunmehr die Zurlickfihrung derjenigen Gleichungen siebenten Grades,
welehe die Gruppe der Modulargleichung haben, auf eben diese Modular-
gleichung explicite bewerkstelligen lisst. Im Folgenden bin ich auf
diese und andere sich auachheaaendc Fragen nocl nlcht eingegangen ;
ich méchte mir vorbehalten, demniichst ausfithrlicher anf sie /urud\/u-
kommen.

§ 1.
Eintheilung der Substitutionen - + - in Bezug auf den Modul 7,
Unter einer Substitution - ‘f)j’}f— schiechthin verstehe ich im Fol-
genden immer eine solche
§= izt

*) Ueber Gleichungen siebenten Grades, zweite Mittkeilung.
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deren Coefficienten ganzzahlig und deren Deferminante gleich Eins ist.
Dabei will ich, der Kiirze wegen, folgende Ausdrucksweise gebrauchen.
Zwei Substitutionen S, und S, sollen gleichberechtigt heissen, wenn es
eine dritte Substitution S giebt, so dass man die Relation hat:
8 =8518,-5.

Nun unterschied ich frither (pag. 122)*) elliptische, parabolische und
Liyperbolische Substitutionen. Man hat dann ohne Weiteres folgende
Stitze

Gleickberechtigte Substitutionen haben dieselbe Summe o 4 8.

Alle dlliptischen Substitutionen vor der Periode Zwer (a0 ==0) sind
yleichberechtigt.

Nimmt man die elliptischen Substitutionen von der Periode Drei
(e+d=-1) @n der Weise paarweise zusammen, wie sie durch Iteration
aus einander hervorgeken, so sind alle solchen Puare gleichbercehiigh.

Die parabolischen Substitutionen («--0=--2) zerfallen in unend-
lich wvicle Classen; jede Substitution ist mit einer der folgenden:

=0, o =04+, 0 =0+2,...
gleickberechtiyt.

Fortan werden wir nun die Substitutionen —;i~——t§— nicht mehr an

ot

sich, sondern in Bezug auf den Modul 7 betrachten, und also zwei

Substitutionen <28 una €2 F+F 15 jdentisch betrachten, wenn

yo 44 7w o ’
e=d«, f=4F, y==7y’, 0§ ==20 ist, demnach anch nicht mehr ver-
langen, dass «d — By gleich Eins ist, sondern nur, dass es congruent
Eins ist (modulo 7). Wir haben dann jedeufalls den Satz:

Substitutionen, welche frither gleichberechtigt waren, sind es auch jetzt.

Uebrigens giebt es jetzt nur eine endliche Anzahl von Substitu-
tionen; man zihlt sofort ab:

Die Zahl der Substitutionen ist 168.

Unter diesen ist eine, S;, von der Periode 1, nimlich die Identitit
& = o, Das ist selbstverstindlich.

Um Substitationen von der Periode 2 zu erhalten, fithren wir
die Bedingung « - § = O ein, welche die elliptischen Substitutionen
von der Periode Zwei charakterisirte. Wir finden 21 modunlo 7 ver-
schiedene Substitutionen; da sie ihre Periode nicht geiindert haben
kiinnen, so folgt:

Es giebt 21 gleichberechtigte Substitutionen von der Periode Zwei.

Dieselben sollen S, genannt werden; Beispiel: — 1:

*j Die Citate auf blosse Seitenzablen beziehen sich immer anf den gegen-
witrtigen Annalenband.
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Auf dieselbe Weise findet man durch Heranziehen der Bedingung
«+ 8=+ 1, welche dig elliptischen Substitutionen von der Periode
Drei charakterisirte:

Man hat 28 gleickberechiigte Paare von Substitutionen S, mit der

Periode 3. Beispiel fir ein Paar: =32, =3¢,

Bei den parabolischen Substitutionen war « 4 8 = -4- 2. Dem-
entsprechend erhalten wir 49 modulo 7 verschiedene Substitulionen.
Von diesen ist eine die Identitit @ — @. Die fibrigen erweisen sich
mit ® +1, 42, w-+3 gleichberechligt; sie haben daher, wie
diese, die Periode 7.

Es giebt 48 Substitutionen S; von der Periode sichen, welche sich
auf acht gleickberechtigte Sextupel vertheilen.

Beispiel eines Sextupels: w +1, @ + 2, ... 0 + 6.

So bleiben noch 168 — 1 — 21 — 56 — 48 — 42 Suhstitutionen,
fir welche & + ¢ =4 3 ist. Iterirt man sie, so wird fiir die nene
Substitution ¢ 4~ "= 0. Unsere Substitutionen ergeben also, wieder-
holt, Substitutionen von der Periode 2, haben demmach selbst dije
Periode 4. Ich werde jede solche Substitution mit der inversen s
einem Paare zusammenfassen. Dann folgt:

Es giebt 21 gleichberechtigte Paare von Substitutionen S, mil der
Periode 4, die einzeln den 21 Substitutionen S, zugeordnet sind.
2042 202
—20+27 2w+4 2’

An diese Unterscheidung der Peripdicitit unserer Substitutionen
kniipft sich sofort die Aufstellung der aus ihnen zusammenzusetzen-
den Gruppen. Zunichst hat man diejenigen -Gruppen, welche nur
Wiederholungen einer und derselben Substitation enthalten. FEs gicbt
won solchen Gruppen:

1) EBine, G, welche wur cine Substitution enthilt: o += o,
2) 21, (,, mat swei Substitutionen, 2. B.: w, — -';,
3) 28, G, mit drei Substitutionen: ©, — re ""'S_f— s

37
o+ 2 1 %0—2

. 1 e
Beispiel:  — - gehbrig.

fry

4) 21, Gy, mit vier Substitulionen: @, - Ty T e Befur

5y 8, G,, mit sicben Substitutionen: o, @ 41, ... 0 1 6.

Unter diesen Gruppen sind immer diejenigen, welche gleich viele
Substitutionen enthalten, gleichberechtigt. Ks geniigt daher zum Be-
weise der nachfolgenden Sitze jedesmal nur ein Beispiel anzofiibren,
welches sich auf eine einzelme der im Satze gemeinten Gruppen be-
zieht. Man findet:

1} Jede Substituiion 8, ist mit vier andeyen S, verfauschbar.  Diese
vier 8, vertheilen sich in der Avt auf zwei Paare, dass dic Substity-
tionen eines Paares unter sich ebenfalls vertauschhar sind,
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Beispiel: Die Substitution — % ist mit folgenden vertauschbar:

2w+ 3 3w —2 20— 3 30-!—2.
3w—2’ —20—3’ —30—2’ 20-—3

Die beiden ersten sind unter cinander gleichfalls vertauschbar, ebenso
die beiden letzten.

2) Demmach gicbt es 14 Gruppen G, mit vier Substitutionen, welche,
von der Identitiit abgesehen, nur Substitutionen vom der Periode 2 ent-
halten.,

. 1 20+ 3 3w —~2
Beispiel: o, — %! Ba—27? —9m5 -3

1 20 — 3 342

oder auch:  ®, ——, —oo—m, o

Diese 14 Gruppen sind untereinander nun nicht gleichberechtigt, son-
dern vertheilen sich, den beiden angefiihrten Beispielen entsprechend,
zu je sieben auf zwei Classen. Jede G, ist an einer Gruppe &, aus
jeder Classe betheiligt.

3y Mit jeder Gruppe G, sind drei Substitutionen S, vertauschbar.
Also giebt es 28 unter cinander gleichbercchtiglc Gruppen G von sechs
Substitutionen. Jede G, ist an vier solchen G betheiligt.

o .

Beispiel: &, — 3__7‘0, — %, —1;, e’ ;%

4) D vier Substitutionen S,, welche Satz (1) zufolge mit emer
gegebenen S, vertauschbar sind, sind auch mit der G, vertauschbar, in
welcher dic gegebene S, enthalten ist.  Dies giebt 21 gleichberechtigte
Gruppen G von acht Substitutionen.

R 1 20 4 2 20— 2
Beispiel: @, T Tre+t2’ Frago
2w+ 3 3w -2 20— 3 3w+ 2
Bw—27 2o 3?7 —3w—2' 20_3

8) Mit jeder Gruppe G sind 14 Substitutionen S, verfauschbar.
Dies gicht acht gleichberechiigte Gruppen Gs wvon 21 Substitutionen.
Jede S, ist an zwei solchen Gruppen betheiligt.

Beispiel: © +k, — 2t B =30+ g 0,1, .06,

o
Pt
6) Den 2.7 Gruppen G, (Satz (2)) entsprechen(l giebt es 2 -1
Gruppen Gii mit 24 Substitutionen. Dieselben entstehen folgendermassen.
Man nehme eine G, und vervollstindige dieselbe:
a) durch diejenigen 6 S,, deren Wiederholungen die der Gy
angehorigen drei Substitutionen S, sind,
b) durch diejenigen 6 S,, welche mit einer der genannten drei
S, vertauschbar sind, ohne selbst bereits der G, anaugehbren.

oder auch: die Gesammtheit der Substitutionen -
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Wenn man die so zusammengestellten Substitutionen beliebiy
combinirt , so entstehen nur noch:
¢) vier Paare zusammengehdriger Substitutionen S5, und

44 6464-4-2ist 24,

Beispiel: @' o, — L fets 3o —2
’ @’ 3w—2 7 — 20 —3?
1 w“ b} 9 Dy —
S,, welche zu — — gehbren: g2 o Ze—3
© —26 427 2w42?
2043 o o4 1 —2a-4+1
welche A nlc Lot o TEem .
8, -y o gehbren: o e o1
30 —2 " 3w —3 3
S,, welche zu —=—"+ g : et3 .
| 9? — 20 —3 Dehoren' — 341’ 3e+4+3 7
- . 1 20 — P 2
Neue S,, mit — —- vertauschbar: Ze—3 Bet? .
@ — 30— 20—3?
20+ 3 L —o+41 w42
9 » w1 on T ge_3 » » 8417 g1
3w —2 . 3w—1 — 30 -3

» Ny N 95 —3 7 » P3a—3? —-5—:{:_3_.

Paare von S,, welche durch Combination entsteben:

—3w—1 —20—1,
3 7 3 3
20 30 .
w—3 w—2 7
2 —et?
3041 ? 3w !
—w+3 -3
| 20 ! 21

Man sieht: Die 24 Substitutionen einer G sind ebenso beschaffen,
wie die 24 Vertauschungen von vier Elementen, oder auch wie die
94 Drehungen, welche ein regulires Oktaeder mit sich zur Deckung
bringen. Ich werde von beiden Vergleichungen spiter eine Anwendung
machen. — Uebrigens sind diese Gsi selbstverstindlicherweise keine
anderen Gruppen, als diejenigen, deren ich mich in dem Aufsatze:
Ucber die Erniedrigung der Modulargleichungen bediente. Ich habe
sie damals im Anschlusse an Betti in einer etwas anderen Gestalt
mitgetheilt, indem ich namlich nicht daran festhielt, dass «d—fgy==
(mod. 7) sei, sondern nur verlangte, dass «d — By congruent einem
quadratischen Reste werde, — ein Unterschied, der fiir die gebrochene

Substitation %Z'i-_g bedeutungslos ist.

7) Man beweist endlich durch bekannte Methoden, dass in der

Gesammtheit der 168 Substitutionen ::: ig Leine anderen Untergruppen

vorhanden sind, als die nun wufgeziihitcn.
Mathematische Annalen. XIV,
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§ 2.
Die Function 7(w) und ibre Verzweigung in Bezng auf J.
Es sei jetzt 7 eine algebraische Function von J, welche so ver-
zweigt ist, dass sie, als Function von w betrachtet, folgende Eigen-

schaften besitzt:
1) Sie ist innerhalb der positiven Halbebene @ durchaus ein-

dentig,
2) sie geht durch diejenigen Substitutionen
durch diejenigen in sich f{iber, welche modulo 7 zur Identitit con-

gruent sind.
Ich will mit (w) einen der Werthe bezeichnen, welche zu einem

gegebenen J gehoren. Man erhilt dann alle anderen, indem man

v+

und nur

statt @ die 167 Ausdriicke %Z—_’t—g— eintriigt, welche modulo 7 von ®
verschieden sind, deun alle Werthe von o, die zu dem gegebenen J
gehbren, sind in dieser Form enthalten. Daher:

7 st miet J durch eine Gleichung vom Grade 168 in 3 verbunden.

Es mogen die 168 Wurzeln in irgend einer Reihenfolge mit

Nys Hay -« v Niss
bezeichnet sein. Wenn jetzt J in der Ebene, welche seine complexen
Werthe versinnlicht, einen geschlossenen Weg beschreibt, so erfilrt
iﬁi—ﬁ-c Dement-

et
sprechend erleiden die % eine bestimmte Permutation, indem in 7 (:—:’%_—g

ein beliebiges der zugehbrigen w eine Substitation

fiir ® der eben angegebene Werth eingetragen werden muss. Soll nun

nach dieser Permutation (bei allgemeinem Werthe von J) irgend ein

7; mit einem Anfangswerthe zusammenfallen, so ist offenbar ndthig,
TPy

dass die Substitution [:, g,: modulo 7 zur Identitiit congruent ist; dann
1 ‘

aber fallen alle Werthe » mit ihren Anfangswerthen zusammen. Denn

bezeichnet S irgend eine Substitution ‘;‘2 i’s
die modulo 7 zur Identitit congruent ist, und S, eine bestimmte der-
selben Art, so hat map allemal die Relation:

58, =8, 8.

» S, eine beliebige solche,

ich driicke das so aus:
Alle Wurzeln ; sind in Bezug auf J gleichverzweigt.

Die Verzweigungspunkte selbst kdnnen nach meinen friiberen An-
gaben nur bei J =0, 1, oc liegen (pag. 128). Umkreist J den Punkt
0, so erfibrt @ eine elliptische Substitution von der Periode 3, um-
kreist es den Punkt 1, so erfibrt o eine elliptische Substitution von
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der Pertode 2. Endlich, wenn es den Punkt co umkreist, so erfahrt
ein passend gewihites @ die parabolische Substitution @ = o -4 1.
Daher folgt:

Bei J =0 kLingen von den 168 DBlitiern der v reprisenfirenden
Riemann’schen Fliche 56-mal drei Dlitter im Cyllus zusammen, bei
J =1 84-mal zwet Blitter, bei J = o 24-mal sicben Blitter.

Das_ Geschlecht der zwischen 7 und oJ bestehenden Gleichung er-
weist sich hiernach gleich Drei:

p==32—2.168456-2484-1424.6) = 3.
Algebraische Functionen von J, welche in Beaug auf J gleichverzweigt
sind, lassen sich durch einander mit Hiilfe von J rational darstellen.
Daher folgt:

Jede Wurzel 1; unserer Gleichung ist eine rationale Function von
jeder andeven Wurzel mp wnd J.

Oder anders ausgedriickt:

Man kann 168 rationale Functionen R(n, J) mit numerischen
Coefficienten bilden, so dass, unter 7 eine beliebige Wurzel verstanden,
folgende Eelationen bestehen :

9y =R, J); = Ba(g, ), - - - g5 = By (1, J)-
Es giebt also, den 168 Substitutionen entsprechend, welche im ersten
Paragraphen betrachtet wurden, 168 cindeutige Transformationen un-
serer Riemann’schen Flicke in sich. Die weiteren Schlisse stiitzen
sich alle darauf, dass man, nach § 1., die Gruppirung jener Sub-
stitutionen kennt und dass diese Gruppirung sich bel den nuomehr in
Betracht kommenden eindeutigen Transformationen wiederfinden muss.

Doch beachten wir zunichst Folgendes. Durch die Transforma-
tionen wird jeder Punkt unserer Riemann’schen Fliche in jeden an-
deren tber ihm resp. unter ihm liegenden Punkt verwandelt. Fragt
man also, ob es Punkte der Riemann’schen Fliche giebt, welche
bei einigen der 168 Transformationen fest bleiben und aus denen also
weniger als 168 verschiedene Punkte hervorgehen, so beantwortet sich
diese Frage einfach durch die Verzweigungsstellen, — denn sie sind
die einzigen Punkte, welche gleichzeitig verschiedenen Blittern ange-
horen. Mit Riicksicht auf das, was soeben hinsichtlich der Verzweigung
gesagt wurde, haben wir also den Satz:

Unter den Gruppen von je 168 durch dic Tramsformationcn au-
sammengeordneten Punkien haben wir, J = oc entsprechend, eine sieben-
fach ziklende von nur 24, J = O entsprechend cine dreifach zéshlende
vom nur 56, J = 1 entsprechend eine doppeltzililende von wur 84. An-
dere mehsfach zihlende Punkigruppen giebt os nicht.

Ich werde diese Punkte, ihrer Wichtigkeit halber, mit einer be-
sonderen Bezeichnung belegen; sie sollen die Punkte a, b, ¢ beissen.

28.
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Jeder Punkt ¢ bleibt bei einer Transformation von der Periode 7 un-
geiindert, d. h. also iiberhaupt bei den Transformationen einer @,
Ebenso bleibt jeder Puukt & bei den Transformationen einer G,, jeder
Punkt ¢ bei den Transformationen einer &, ungefindert. Nun wissen
wir aber, dass es nur acht Gruppen &,, 28 Gruppen G, und 21
Gruppen (7, giebt, ausserdem 21 Gruppen G,. So schliessen wir:

Bei den Transformationen emer G, bleiben immer drei Punkie q
fest, bei den Tramsformationen einer G zwei Punkte b, bei den Trans-
formationen einer G, vier Punkie c.

Bei den Transformationen einer (G, bleibt Letn Punki ungeiindert.

Nun war jede (, ausgezeichnete Gruppe in einer Gsi, welche
neben den Substitutionen der &, nuor Substitutionen von der Periode 3
umfasste. Die drei Punkte #, welche bel den Transformationen der
G, ungeindert bleiben, kbnnen es bei den anderen Transformationen
der G4, nicht thun; denn soust wiirde es nicht 24, séndern nur acht
Punkte « geben. Daher werden die drei Punkte g durch die neuen
Transformationen unter einander vertauscht, und da die Periode der
neuen Transformationen Drel ist, so werden sie cyklisch vertauscht.

In diesem Sinne bleibt bei den Transformationen einer Gy jedes-
mal ein Tripel susammengehiriger Punlite o wungedndert,

Ebenso schliesst man:

Bei den Transformationen einer G blesht jedesmal ein Paar zu-
sammengehoriger Punlte b ungeiindert.

Die &y enthilt Transformationen von der Periode Drei und solche
von der Periode Zwei. Bei den ersteren bleiben die beiden Punkte b
¢inzeln genommen fest, bel den letzteren werden sie wechselseitig
vertauscht.

Diese Sitze lassen sich vervielfachen. Ich fithre nur noch fol-
gende an.

Jede S, war mit vier anderen S, vertauschbar. Das heisst:

Bei einer Transformation von der Periode 2 bleiben ausser dem
Quadrupel der einzeln festbleibenden Punlkte ¢ noch vier andere Qua-
drupel ungedndert (aber nicht die Punkte ¢ in ihnen).

Ferner war jede S, mit vier &, vertauschbar. Also:

In demselben Sivne blethen bei einer Substitution von der Periode
Zwei vier Paare susammengehiriger Punkte b ungetindert.

Ieh erinnere endlich daran, dass sich unter den Substitutionen
einer G vier Gruppen G; befanden. Dementsprechend erhalten wir
vier Paare zusammengehoriger Punkte b, und nach dem, was iiber die
Beschaffenheit der G35, gesagt wurde, ist deutlich, duss diese vier Paare
vermdge der Transformationen der Gui auf alle Weisen wunter einander
permutirt werden.
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Die angefiihrten Sitze sind immer so zu verstehen, dass auch
vicht mehr Paare ete., als angegeben ist, ungeiindert bleiben resp. auf
alle Weisen permutirt werden.

Die Normalcurve von der vierten Ordnung.

Als Unbekannte 7 in unserer Gleichung 168. Grades kann jede
algebraische Function gewihlt werden, die innerhalb der nunmehr ge-
schilderten Riemann’schen Fliche eindeutig ist und bei den 168 ein-
deutigen Transformationen 168 im Allgemeinen verschiedene Werthe
annimmt. Wir werden jedenfalls die einfachste Function auswiililen
wollen, wenn es sich um wirkliche Aufstellong der Gleichung bandelt,
und dementsprechend beschiftige ich mich zuniichst mit dem Probleme,
diejenige Normalewrve miederster Ordnung anzugeben, auf welehe sich
die Gleichung »n und J eindeutig beziehen lisst. Dies Problem erledigt
sich, wie man sehen wird, durch eine Reihe einfacher Schliisse, welche
sich desshalb ermdglichen’, weil man dic algebraischen Functionen vom
Geschlechie p =3 auf Grund anderer Untersuchungen ziemlich genau
Eennt.*)

Bei den algebraischen Functionen p =3 sind zwei Fille bin-
sichtlich der Normaleurve zu unterscheiden: der Lyperelliptische und
der allgemeine. Im ersteren Falle ist die Normalcurve eine Curve
fiinfter Ordnung mit dreifachem Punkte, im zweiten eine Curve vierter
Ordnang.

Ich behaupte nun zuniichst: Ayperelliptisch Kann unsere Normal-
curve nicht sein. Denn sie muss, wie die Gleichung zwischen % und J,
auf die sie eindeutig bezogen ist, durch 168 eindeutige Transformationen
der bewussten Gruppirung in sich iibergehen. Bei der hyperelliptischen
Cuarve aber hat die einfach unendliche Schaar von Punktpaareu, die
bei der €, mit dreifachem Punkte durch die von diesem Punkte aus-
gehenden Strahlen ausgeschnitten wird, gegeniiber eindeutiger Trans-
formationen eine invariante Bedeutung. Bs miisste also der von dem
dreifachen Punkte ausgehende Strahlbiischel auf 168 Weisen cindeutiyg
in sich transformirt werden.®) Nun ist ein Strahlbiischel eire rationale
Mannigfaltigkeit von einer Dimension; es misste also (nach dem von

%, Siehe namentlich: Weber, Theorie der Abelschen Functionen vom Ge-
schlecht p = 3 (Berlin, 1876}

# Man kooote an bloss 84 Weisen denken, indem eine Substitution S,
méglicherweise darin bestehen konnte, dass die beiden vou einem Strahl aus-
geschoittenen Punkte vertauscht werden, — was sich dann auch, wie im Texte,
als unmoglich erweisen wiirde. Aber das ist schon deshalb unzolissig, weil die
Gruppe der 168 Trapsformationen einfach ist.
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mir schon oft angewandten Schlusse) eine Gruppe von 168 linearen
Transformationen einer Verdnderlichen geben, welche, wohlverstanden,
ebenso beschaffen wiire, wie unsere Transformationsgruppe, also z. B.
keine Substitution von einer Periode > 7 enthielte. Eire solche Gruppe
aber giebt es bekanntlich nicht.

Also ist unsere Normalcurve von der vierten Ordnung.

Jetzt lehrt die Theorie der algebraischen Functionen®), dass all-
gemein bei einer eindeutigen Transformation einer Curve in sich die
von Riemann so genannten Functionen ¢ linear transformirt werden.
Bei der Curve vierter Orduung nehmen die Functionen ¢ jeden Werth
im Allgemeinen in wier Punkten an, und die Punktquadrupel, welche
in diesem Sinne einer Function ¢ entsprechen, kénnen durch die ge-
raden Linien, welche sich in einem bestimmten Punkte der Ebene
kreuzen, ausgeschnitten werden. Daher gehdrt zu jeder linearen Trans-
formation der ¢ eine Umformung der Ebene, bei welcher jeder ge-
raden Linie eine gerade Linie, jedem Punkte ein Punkt entspricht,
d. h. eine Collineation im gewdhnlichen Sinne des Wortes. Daher:

Unsere Curve vierter Ordnung geht durch 168 Collineationen , welche
die bewusste Gruppirung haben, in sich iiber;
und vor allen Dingen:

Es giett eme endliche Gruppe von 168 Collineationen der Ebenc,
unter denen keine eine Periode > T hat**)

Auf unserer Curve vierter Ordnung werden sich, diesen Collinea-
tionen entsprechend, die Punkte im Allgemeinen zu je 168 zusammen-
ordnen. Nur einmal sind es bloss 24 (die Punkte a, wie ich sie auch
jetzt nennen werde), ein anderes Mal bloss 56 (die Punkte &), ein
drittes Mal bloss 84 (die Punkte ¢). Andere Gruppen von weniger
als 168 zusammengehérigen Punkten giebt es nicht.

Nun ‘aber kennt man auf einer Curve vierter Ordnung Gruppen
von 24, 56, 84 ausgezeichneten Punkten, das sind die 24 Wendepunlte,
die 56 DBeriihrungspunkte der Doppeltangenten, die 84 sextakiischen
Punlkte. Diese Punkte sind simmtlich durch Eigenschaften charak-
terisirt, welche bei Collineationen der Ebene ungeiindert bleiben und
werden also bel den 168 Collineationen der Curve in sich bez. unter
einander vertauscht. Daher folgt:

*) Siehe Brill und N&ther: Ueber die algebraischen Fuuctionen und ihre
Anwendung in der Geometrie, diese Annalen Bd. VII. '

**) In der Anfzihlung aller endlichen Gruppen ternirer linearer Substitu-
tionen, welche Camille Jordan gegeben bat (Borchardt’s Journal Bd. 8i)
scheint diese Gruppe ibersehen zu sein. [Wie mir Hr, C. Jordan mittheilt, be-
findet sich der Fehler auf 8. 167 der genaunten Arbeit, Z. 8 v. u., indem Q daselbst
nicht durch 9¢ sondern nur durch 3¢ dividirbar zu sein braucht. (Dec. 1878)].
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Die Pusikte a sind dic Wendepunkte, die Punkte b dic Berihrungs-
" punkte der Doppeltangenten, die Punkte ¢ die sextaltischen Pusnkie.

Man kbnnte diesem Schlusse gegeniiber vielleicht einwenden, dass
mbglicherweise die Wendepunkte mit den Berithrungspunkten der
Doppeltangenten oder mit den sextaktischen Punkten, oder diese beiden
letzten Kategorien unter einander zum Theil zusammenfallen. Um
diesen Einwand zu entkriften, geniigt es, darauf hinzuweisen, dass
56 durch 24 nicht theilbar ist und dass sich 84 aus 56 und 24 nicht
ganzzahlig zusammensetzen lisst. In der That kénnen wir, nach dem,
was wir von der Riemann’schen Fliche wissen, nun einmal nur
Gruppen von 24, 56, 84 Punkten gebrauclien. —

Aber auch die Zripel der Punkte @, die Paare der Punkte }
und die Quadrupel der Punkte ¢ bekommen eine einfache Bedeutung.

Was zunichst die Tripel betrifft, so beachte man, dass jede Wende-
tangente der C, dieselbe noch in e¢inem weiteren Punkte schneidet.
Solcher Punkte erhalten wir, entsprechend der Zahl der Wendepunkte,
24. Nun giebt es auf unserer Curve nur eine Gruppe von 24 zu-
sammengehdrigen Punkten, das sind die Wendepunkte selbst. Wir
schliessen also:

Die neuen Punkie fallen mit den Wendepunkien in érgend ciner
Reihenfolge zusammen.

Mit dem anfinglich gewiihlten Punkte kann der neue Puukt nicht
coincidiren; sonst hitte man eine vierpunktig beriihrende Tangente
und die Wendepunkte wiren weder unter sich noch von den Be-
rithrungspunkten der Doppeltangenten durchaus verschieden. Daher:

Jede Wendetangente wnscrer ( schueidet dicsdlbe nock in einem
weiteren Wendepunlic.

Nun giebt es Collineationen der C, in sich, welche den anfinglich
gewihlten Wendepunkt fest lassen. Dieselben lassen jedenfalls auch
den nun construirten neuen Wendepunkt ungeiindert; dann weiter
auch denjenigen, welcher aus diesem durch Wlederholun" desselben
Processes abgeleitet wird, etc. Nun sind aber die Tripel zusammen-
gehdriger Punkte a eben dadurch charakterisirt worden, dass sie bei
deuselben Transformationen ungeindert bleiben. Also fo](rt

Die 24 Wendepunkte wnserer €, vertheilen sich wn der Weise auf
acht Dreieche, dass die Dreiecksseiten zugleich die Wendetangenten sind.

Diese Wendedreiecke entsprechen den Tripeln  zusammengehiriger
Purkte a.

Nock einfacher ist die Bedeutung der Paare zusammengehbriger
Punkte b. Bleibt bei einer Collineation, welche die ; in sich iber-
fihrt, der eine Beriihrungspunkt einer Doppeltangente fest, so gewiss
auch der andere. Daher:
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Den 28 Paaren zusammengehiriger Punkie b enfsprechen die
28 Doppeliangenten mit thren beiden Berihrungspunkien.

Unm endlich die Quadrupel der Punkte ¢ zu interpretiren, beachte
man den leicht zu beweisenden Satz, dass in der Ebene jede Collineation
von der Periode 2 eine Perspective ist. Wir erhalten also den 21 Sub-
stitutionen S, entsprechend 21 Axen und 21 zugehdrige Centra, in
Bezug auf welche unsere C; sich selbst perspectivisch ist. Jede Axe
schueidet die C, in vier Punkten: das sind eben die 4 Punkie ¢, welche
bei der betreffenden S, ungefindert bleiben. Also:

Die 84 sextaktischen Punkte unserer Cp werden von 21 geraden
Linien ausgeschwitten.

Die vier Punkte, welche einer Linie angehbren, reprisentiren jedes-
mal ein Quadrupel zusammengehdriger Punkle c.

Betrachten wir zuletzt noch die drei am Ende des vorigen Para-
graphen angefithrten Sitze. So bekommen wir:

Durch jedes Centrum der Perspectivitit laufen vier Azen hindurch,
auf jeder Axe liegen vier Centra.

Jede Doppeltangente triigt drei Centra, indem durch jedes Centrum
vier Doppeltangenten verluufen.

Bei den 24 Collineationen einer Gy werden vier ausgezeichnete
Doppeltangenten auf alle Weise permutirt.

§ 4.
Gleichungsformer der Curve vierter Ordnung.

Die angefiihrten Sitze sind mehr als hinreichend, um flir unsere
C, vexschiedene Gleichungen aufzustellen, in depen die Collineationen
der verschiedenen Gruppen ohne Weiteres hervortreten.

Als Coordinatendreieck mdge zunichst ein Wendedreieck zu Grunde
gelegt werden. Seine Seiten seien 4 =0, 4 — 0, v = 0 und sollen
beziiglich im Schnitte mit 4 =0, » = 0, 4 = 0 die Curve osculiren.
Dann hat die Gleichung der €, jedenfalls folgende Gestalt:

ARu 4 Budv + Cv*i - ipv (DA 4 Ep 4+ Fv) = 0.

Nun soll unsere Curve bei eyklischer Vertauschung der Dreiecks-
sciten ungeindert bleiben. Daher ist, wenn wir in die Definition von
4, 4, v passende Zallenfactoren aufnehmen, 4 = F—=Cund D=E=F.
Ferner soll die C; bei sechs Collineationen von der Periode 7 in sich
iibergehen, vermige deren die Dreiecksseiten ungeiindert bleiben. Diese
Collineationen driicken sich analytisch jedenfalls so ans, dass die Ver-
hiltnisse 4:y4:» mit passenden siebenten Einheitswurzeln multiplicirt
werden. Dabei kann der Term Auv(2 4 p 4 ») unméglich in ein
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Multiplum seiner selbst iibergehen; er darf daher in unserer Glei-
chung nicht vorkommen. Die Gleichung lautet daher einfach:
1) O=f=2Ap pdv 4 251,

Ich will die Collineationen, durch welche f in sich selbst iiber-

geht, immer so angeben, dass sie die Determinante Eins besitzen.
Dann hat man erstens die Collineation von der Periode Drei:

@ V=p, w=v, v=1,
sodann folgende Collineation von der Periode 7:
@) 1’=?li 5“""—:7"4!" ”'—_‘7’2”) (7= ’7“)’

verbindet man beide in beliebiger Wiederholung, so Jat man die Gu,
bei welcher das zu Grunde gelegte Wendedreicck ungeiindert bleibt.

Um nunmehr die 6 Collineationen einer G hervortreten zu lassen,
werde ich ein neues Coordinatendreieck einfithren, dessen Seiten da-
durch definirt sind, dass sie bei den Vertauschungen (2) wongeindert
bleiben. Dementsprechend setze ich zunichst:

N S o B ok d

Z « —a?

#) Zy = itapd oy (a == eg-gf) ’

o — at

14 efutar
Is= T a—a

Dapn wird die Gleichung unserer Curve
(8) O=f=}(x,+32 2,z —3z,2z, 2, (1 +3a% 2, + (1 +3a)z?).

Um hier rechter Hand die dritten Einheitswurzeln fortzuschaffen,

setze ich ferner:

Y

%)
() v, =y, V3 F 1,
3= /321

(5,* + 21y, 0ys — 147y°9° + 49y, 4, + 9% -

und erbalte:

(6) 0=f=—

V4l
Man sieht hier ohne Weiteres, dass y, = 0 eine Doppeltangente

unserer Curve ist, welche im Schnitt mit y, = 0 und mit g, = 0 be-

rithrt, und dass sich die sechs Substitutionen der zugehirigen G aus

folgenden beiden susammenseizen lassen, von denen die erste mit (2)

ausammenfillt:

M Y =Y ¥, = ey, Y5 = &Y,

& W=—Y, ¥ =—"Y Y3 = — Y-
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Die drei Centra, welche auf y, = O liegen, sind durch folgende
Gleichungen gegeben:

Yo+ v =0, y+eay, =0, y,+ &y, =0,
withrend die zugehirigen Axen der Perspectivitit folgende sind:
b — =0, 9 — eyy=0, y,— &y, =0.

Um jetst dem Uebergang zu einer &3 7u finden, suche ich vor
allen Dingen die Doppeltangenten zu bestimmen, welche von den ge-
nannten Centren auslaufen. Durch jedes Centrum gehen vier Doppel-
tangenten, aber eine derselben fallt bei uns jedesmal mit y, = 0 zu-
sammen, s0 dass es sich nur um 9 Doppeltangenten handelt. Betrachten

wir zuniichst diejenigen, welche durch das erste Centrum hindurchgehen
und demnach eine Gleichung folgender Korm haben:
oy + (. + y) = 0.
Um sie zu bestimmen, trage man den Werth von y, auvs vor-
stehender Gleichung in die Curvengleichung ein, ordne nach %%

(y2+ya\/2
und bilde die Discriminante der fiir diese Grosse entstehenden qua-

dratischen Gleichung. So erhiilt man folgende Gleichung fiir o:
286% — 216 — 66— 1 =0

mit den Wurzeln :
—1xa)/ =7

6=1, 6= 5

Die drei durch das Centrum laufenden Doppeltangenten louten
demnach:

\%‘*‘?]2‘}‘?/3::0’
(— 74 3Y =)y, + 56y, + 56y, — 0.

Die sechs iitbrigen durch die beiden anderen Centra laufenden
Doppeltangenten ergeben sich aus diesen durch die Substitutionen (7).

Ich sage nun, dass y, = O zusammen mit solchen drei der ge-
nannten Doppeltangenten, welche durch (1) aus cinander hervorgehen,
ein Quadrupel von Doppeltangenten bildet, deven acht Berihrungspunkie
auf einem Kegelschnitt licgen. Allgemein nimlich werden die sechs
Punkte, welche aus einem beliebigen Punkte darch die Substitutionen
der Gy hervorgehen, wit den Berithrungspunkten von y, = 0 auf einem
Kegelschnitte liegen, weil bei den Substitutionen (7), (8) jeder qua-
dratische Ausdruck #,® 4+ %y,y, ungeindert bleibt, Die sechs Be-
rihrungspunkte der genannten Tripel von Doppeltangenten gehen aber
durch die Substitutionen der G aus einander hervor, denn jede einzelne
Doppeltangente bleibt, weil sie durch ein’ Centrum verliuft, bei einer
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Substitution von der Periode 2 ungeindert, wikrend sich die Beriih-
rungspunkte auf ihr vertauschen.

Demnach kann jetzt die Gleichung unserer 0, auf drei Weisen in
die Form gesetzt werden: pgrs — w?==0, wo p, ¢, r, s Doppel-
tangenten, w ein Kegelschnitt ist, der durch ihre Berithrungspnukie
lauft, Man findet einmal: '

@ 0= ;/7— {499, (y, + 92 + 1) (4, + aya -+ &) (o) + @+ ayy)

— 357~ Ty},

21

das andere- Mal:
1 i DIV = -
(10) 0=f= Tls/*;{ryé's (=743 =Ty, + 36y, + 36y,) -

(T BYT) gy 86 ey, 56 2y,)
A((— T3y~ y, + 36y, + 56 ay,)
ofVE3V=7T 0 __ 2
—5(——' o Y& 7?/2?/3)§
Die Gleichungsform (9) wird uns spiiter (im letzten Paragraphen)
von Wichtigkeit sein, die andere ergicht, wic ich nun zeigen werde,
ohne Weiteres die Substitutionen emer Gy
Man setze nimlich:
W= (21 + 91/::7)?/1 ’
2= (—' T4 3)— 7:?.% + 56y, + Bby;,
y=(—=TE3V— Ty, + 564y, + 64y,
y=(—714 31/j)g/, + S6a*y, + Sbey,,
so dass Xy =0 ist. Dann geht (}0), von e¢inem Zahlenfactor abge-
sehen, in folgende Gleichung iber:
(12) (B3P — (14 4 6)/ = Diigedads =0
und dicse Gleichung bleibt bei den 24 Collincationen ungedndert, wdche
durch die Vertauschungen der 3 dargestellt sind. Dies also sind dic
Collineationen der betreffenden Gas
Man sieht: bei den Collineationen einer G4 bleibt allemal ein
Kegelschnitt ungeiindert:

(1)

: 12 32 =0 3

welcher durch die Berithrungspunkte der ausgezeichneten Doppeltan-
genten hindurchlauft. Da es -7 Gruppen G%; giebt und alle Doppel-
tangenten unter einander gleichberechtigt sind, so giebt es 2.7 derr
artiger Kegelschnitte, von depen jedesmal sieben zusammengehorige
die Bertihrungspunkte simmilicher Doppeltangenten augschaeiden
Diese Kegelschnitte werden weiterhin von grosster Wichtigkeit werden.



444 F. Kremm,

§ 5.
Die 168 Collineationen bezogen auf das Wendedreieck.
Sonstige Formeln,

De Gleichungen, welche nach (4), (6) zwischen den Variablen
2, u, v und y,, ¥, y, bestehen, lassen sich so schreiben:

V=3l =y + ViBa+1-y.+ 7B+ 1)y,
) Y =3 Tu—y, +?PTBa+ 1) g+« YTBaF 1) - y,,
V=3 Tv=y,+a JTBa+ 1) g+ PTG+ 1) y,.

Vertauscht man nun hier y,, #,, y; nach (8) mit —y, —y;, —y,
und schreibt dementsprechend:
—V—3 f/'Tl' =Y — 777—(—3“2 + 1) -4 — 13/7_(-3“_‘*:15 “Yss
- V:—3 13/_7:("' =—y,—a VTBE+ 1)y, —e?JT(Be+ 1)y,
— V=3V = —y — 2 TBE 1)y, — « VB £ 1)y,
eliminirt sodann zwischen beiden Gleichungssystemen die ¥, y,, ¥,
so hat man offenbar den Ucbergang von cinem Wendedreiecke Lpv = Q
2w einem anderen A u'v = 0 gefunden. Die Rechnung ergiebt ein sehr
einfaches Resultat, wenn man die bekannten Ausdriicke fiir die rechts
stehenden Cubikwurzeln in dritlen und siebenten Einheitswurzeln be-
nutzt*). Sel nidmlich:
13 A=P=7 p_r—i o ¥=-1
( ) V_ 7 2 V——'I_ ’ C V—7 2
V=T=y+7 49y —9—p—2,
so kommt einfach:
M=A2+ Bu+ Cv,
(14) wW=DBi+ Cu+ Av,
v = Cl+4 Au + Bv.
Verbindet man nun diese Substitution (welche die Periode 2 hat)
auf alle Weisen mat belichigen Wiederholungen der beiden (2), (3):
Voe=y, o=, Vv =4,
V=yi, w=yp'n, V=9,
50 kat man explicite die 168 Collineationen, welche die Curve vierter
Ordnung, oder, besser gesayt, die terndre biguadratische Form

#) Eg ist
ViBed+1)=0G+ )+ e @+ 95+ eyt + v,
1/3 @A =0+ + )+ e ()
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[=121% 4 udv 1 »32
wn sich uberfihren. wv +

An dieses Resultat ankniipfend lassen sich die Coordinaten simmt-
licher singulirer Elemente, welche unsere Curve besitzt, chne Weiteres
angeben; man hat jedesmal nur die Coordinaten eines einzigen Elementes
der gewollten Art zu bestimmen und auf diese die 168 Collineationen
anzuwenden. Auf solche Art ergeben sich sofort die Coordinaten der
24 Wendepunkte und der zugehdrigen Wendetangenten. Was die
Doppeltangenten angeht, so bemerke ich, dass die Doppeltangente
%, = 0 des vorigen Paragraphen auf unser Wendedreieck bezogen die
Gleichung erbilt 2 + ¢ + v == 0, und dass die Beruhrunﬂapunkte auf
ihr die Coordinaten 1: & :a®resp.1:«®: « besitzen. Um endlich die
21 Axen der Perspectivitit und die zugehdrigen Centra 2u bestimmen,
geniigt es, diese Elemente fiir die Substitution (14) auszurechnen. Man
findet als Axe der Perspectivitit:

(15) Vdd=u+p=2»4+v=0
und entsprechend fiir die Coordinaten des Centrums:
—B—-C:B:C
oder, was auf dasselbe hinaus kommt:
B:—B—A:4,resp. C: 4:— C— A.

Im Folgenden werde ich vor allen Dingen diejenigen Ausdriicke
in A, 4, v gebrauchen, welche gleich Null gesetzt die acht Wende-
dreiecke, resp. die zweimal sieben Kegelschnitte darstellen, von denen
am Ende des vorigen Paragraphen die Rede war. Ich will diese Aus-
driicke hier so mittheilen, wie sie aus einander durch die 168 Sub-
stitutionen von der Determinante Eins hervorgehen.

s sei das als Coordinatendreieck benutzte Wendedreieck mit J
bezeichnet und unter Zufigung eines spiter zweckmissigen Zahlen-
factors rechter Hand gesetut:

(16) 8, =—Tlgv.
Dann ergiebt sich fiir die librigen Wendedreiecke (£ = 0,1,...06):
(17) 8, = —T(Ay* A+ Byizu+ Cp=v)- (By* 2+ Optru + A=)
(Cy*A 4 Ayt + Byrev)

O e e o e T o A o Gl ot i)

SRV AR S ki o e SR

Wir erhalten ferner fiir zwei der 14 Kegelschnitte, wenn wir in

die Gleichung X3? = O des vorigen Paragraphen riickwirts die ¥ und
fir diese die 4, u, v eintragen, unter Zufiigung eines geeigneten

Zahlenfactors:
(4 o)+ T v d) = 0.
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Dementsprechend kommt, wenn wir allgemein die linke Seite der
Kegelschnittsgleichung mit ¢, Lezeichnen, firz=10,1,2,...6:

5 . o o, 1+; =, z.
(18) e=(p2= - A2y - p 4% v ——— Tyt v v A ),
Diese belden Aunsdriicke sind es, welche spiiter die einfachsten
Resolventen achten und siebenten Grades ergeben werden,

§ 6.
Aufstellung der Gleichung 168> Grades.

Als Unbekannte 5 der Gleichung 168" Grades kann, wie schon
gesagt, jede auf unserer C, eindentige Function, also jede rationale
Function von 4::v gewiihlt werden, welche in den 168 durch die

Collineatiouen zusammengeordneten Punkten im Allgemeinen ver-

schielene Werthe aufweist. Es scheint am einfachsten, —:‘; oder *+
v

selbst zu wilhlen. Das Resultat gewinnt aber ausserordentlich an

Uebersichtlichkeit, wenn wir nicht einen solchen Quotienten, sondern

gleichzeitig beide einfithren, die dann durch die Gleichung
f=4Au+ pdv ¥l =0

an einander gebunden sind. Es lisst sich dann nimlich J als ratio-

nale Function 42%r Ordnung von 4 : g : v dartellen

(19) J=RU~;H; v),

wo R ein sehr einfaches Bildungsgesetz hat, und diese Gleichung (19)

von der 42 Ordnung susammen mit der Gleichung vierter Ordnung

=0 vertritt dann die eine Gleichung 168 Grades, von welcher bis-

lung immer dic Rede war. Ein #hnliches Verfabren scheint allemal

angebracht, wenn es sich um Aufstellung einer Gleichung handelt,

deren Geschlecht p grosser als Null ist.

Die Function B(4, g, ») muss vor allen Dingen die Eigenschaft
haben, bel den 168 Collineationen ungeiindert za bleiben. Um R zu
finden beschiftige ich mich daher zunichst damit, alle ganzen Func-
tionen von 4, g, v aufzustellen, welche dieselbe Eigenschaft besitzen.
Dabei wird selbstverstindlicherweise vorausgesetst, dass die 168 Colli-
neationen mit der Determinante Fins genommen werden. — Wir kennen
eine soleche ganze Function, das ist

: f=23u+ pdv 231
wir wissen ferner, dass die Covarianten von f jedenfalls dieselbe Higen-
schaft haben. Eine leichte Discussion zeigt dann, dass sich die
Covarianten von f mit den gesuchten Functionen decken, und lisst
zugleich thr volles System mit den zwischen den Systemformen be-
stehenden Relationen aufstellen. Die rationale Function R erweist
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sich als die einfachste ans den Covarianten zu hildende Verbindung
nullter Dimension. — Das ist dieselbe Methode, deren sich Gordan
und ich in unseren mneueren Arbeiten wiederholt hedienten.

Wir haben als erste Covariante von f die Hesse’sche ¥ von der
sechsten Ordnung: ‘

| Af *f f |
| D1 Blop Piev |
1 & o1 *f =
9, . ! — A2 24 5
(.-0) V—54‘ Fuoh Jul Guiw E—O’L 1 W'—(p"”i-”sé*-i-#“l)-
2f  »f @f

Gvoi fvow 0V

Gleich Null gesetzt bestimmt sie auf f= 0 die 24 Wendepunkte,
also in der That eine Gruppe zusammengehdriger Punkte. Nun gab es
auf f==0 keine andere Gruppe von nur 24 Punkten und iiberhaupt
keine von einer geringeren Punktzahl. Wir schliessen daraus, dass es
keine ungefindert bleibende ganze Function van geringerer als sechster
Ordnung geben kann, und dass jede Function sechster Ordnung bis
auf einen Zahienfactor mit V {ibereinstimmen muss. Gibe ¢s n.).mhch
noch eine andere Function der sechsten Ordnung, so wiirde sich die-
selbe jedenfalls in der Form

E-V+l-o-f

darstellen lassen, wo %, ! Constante sind, — denn gleich Null gesetzt
muss sie auf f == 0 eben auch die 24 Wendepunkte bestimmen. Hier
ware ¢ eine ungeindert bleibende Munction gweiten Grades und eine
solche Function kann, wie oben bemerkt, nicht existiren. Gerau
ebenso schlicsst man: Die nichst hihere in Betrachi kommende ganze
Function ist vom Grade 14 und schweidet, gleich Null gesetzt, aus f==0
die 56 Beriihrungspunkte der Doppellangenten aus.

Nun kann man auf verschiedene Weisen eine Covariante vier-
zehnter Ordnung bilden, Bekanntlich gab schon Hesse fir die all-
gemeine Curve vierter Ordnung eine Curve vierzehnter Ordnung an,
Welche durch die Beruhmnrr;punkte der Doppeltangenten hmdmdx—
geht. In unserem Falle geschieht das von jeder Covariante 14t Ord-
nung, die nicht eben ein Multiplum von f*V ist, und ¢s gepugt also,
irgend eine hinzuschreiben, Ich wible:

&f  ef  er ey

| PaT Fidw okev 64 :

|_ef o*f &l 0‘1%
; 1| 6udi ou*  Gubv Op ra14 14 11
) m— e — e ¥ S
(21) C—-—(‘,f 5f nzf ﬁf &V \; +Au +"’)l

Evel Cvou g1t ov |

LY A A" t

oA cu ov
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Tch bilde mir ferner eine Function wvom 21'® Grade, die Functional-
determinante von f, V, C:

L of 2V 80|
}az ) az[
- 1, 8 8V oC ! _
(22) K=% %% 7 Ta | = (g 4.
Lof av 20
| Tv v |

(Heich Null gesetzt ergiebt K auf f=0 die 84 sextaktischen Punkte.
Man kann auch wieder erschliessen, dass es ausser K keine ungefindert
bleibende Function von der 21*** Ordnung giebt. Denn eine solche
miisste sich in der Gestalt darstellen lassen:

K —lof*,

wo %, I Constante bedeuten. Hier wire ¢ eine ungeiindert bleibende
Function vom Grade 21 — 4w, schnitte also, gleich Null gesetzt, aus
f==0 eine Anzahl von Punkten aus, die durch 4 aber nicht durch 8
theilbar wire. Nun umfassen die einzigen Punktgruppen, welche hier
in Betracht kommen kbnnen, 24 und 56 Punkte; daher hat man
Widerspruch., Jetzt erinnere man sich, dass wir frither die 84 sex-
taktischen Punkte durch 21 gerade Linien, die 21 Axzen der Perspec-
tivitit, ausgeschnﬁ‘:ten haben (siche Gleichung (15)). s folgt also:

Die Gleichung K = O stellt das Aggregat der 21 Axen dar.

Will man allgemein 168 zusammengehorige Punkte auf f= 0
ausschneiden, so geniigt es offenbar, den Curvenbiischel

Vi =k C*
fir verinderliches £ zu betrachten. Hicraus folgt vor allen Dingen,
dass man fir geeignete Werthe von k, 1 unter der Bedingung f = 0 eine
Relation folgender Form hat:
(23) V=Fk-C+1-K*,

es folgt dann aber ferner, dass [, V, O, K, swischen denen diese eine
Relation besteht, das volle System der in Betracht kommenden Formen
Uilden und also um so mehr das volle System der Covariamten von f.

Um die in (23) vorkommenden Constanten %, { zu bestimmen,
setze ich zuniichst A =1, y =0, v = 0. Dann wird nach Formel
(20, (21), (22):

(23) V=0 C=1, E=—1
und itbrigens f==0. Also folgt:
b=—1

Ich nehme ferner fiir £ die Form (6):



Ueber Transformation siebenter Ordnung. 449

1 < 2 o -2
f= s {9+ 21y 2y, — 14792y, 4 49y, (93 + 1)}
und berechne einige Terme von V, C, K. So kommt:

1 fm: ..
V=5 {T %' —3-5-T-ny' -},

3
2. Y7 .
C=- 35 "ystu"'}
-)3.77

—= 2
K=—§—.y3-‘ e

Setzt man nun hier y, =0, y, =0, y, =1, s0 ergiebt sich ausser f=0:

(23 b) v="2, ¢=0, E=ZET
und also:
1 : —1
l=‘§a',§"; b= v lga’
Die Relation swischen V, C, K lautet daher:
. AN E\?
@9 vi= () =2 (@)

Auf Grund dieser Relation bestimmt sich jetzt die Function
E(4, p, v) = J unmittelbar. J soll in den Berithrungspunkten der
Doppeltangenten gleich Null werden, in den sextaktischen Punkteu
gleich Eins, in den Wendepunkten unendlich, es soll iiberdies jeden
anderen Werth in 168 zusammengehorigen Punkten und nur in diesen
annehmen. Daher Lat man folgende Gleichung:

(25) J:J—-—l:1=(—g--)3:27(§2:—v7
und diese Gleichung, zuscmmen mit
f=0

représentirt das Problem 168 Grades, dessen Formulirung unsere
Aufgabe war.

Will man statt J die Invarianten g,, g,, A des elliptischen Inte-
grals benutzen, so kann man auch schreiben:

C
9: = 1o
96 K
(26) 93 = 2167
VA= —V.
§ 1

Resolventen niederen Grades.

Die Gruppe der 168 Collineationen besass Untergruppen Gy und
G4 von 21 bez. 24 Collineationen. Demnach besitzt unser Problew

Mathemutische Anvalen. XIV, 29
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168tr Grades Resolventen vom achten und vom siebenten Grad. Wie
diese Resolventen in einfachster Form lauten werden, kann nicht
zweifelhaft sein. Denn es miissen eben diejenigen Gleichungen achten
und siebenten Grades sein, welche ich frither von der directen Be-
trachtung der w-Substitutionen ausgehend als einfachste ihrer Art
aufgestellt habe. Es handelt sich also nur mehr darum, von den jetzigen
Betrachtungen aus den Uebergang zu jenen Gleichungen zu finden.
Dies gelingt (wie immer bei diesen Untersuchungen) auf doppelte Weise.

Entweder, man sucht die einfachste rationale Function r(4, g, v),
welche in den durch die G oder die Gy zusammengeordneten Punkten
denselber Werth annimmt, und fragt, wie sie mit J zusammenhingt. —

Oder, man bestimmt die niedrigste ganze Function von 4, g, v,
welche bei den Substitutionen der Gy, resp. der Gsi ungeiindert bleibt
und bestimmt jhren Zusammenhang mit ¥V, C, K, bez. A, g,, g,.

Beide Methoden haben ihre eigenthiimlichen Vorziige, und so mag
im Folgenden die zweite der ersten jedesmal als Erginzung beige-
geben sein.

§ 8.
Die Resolvente vom achtem Grade.

Betrachten wir die G35, welche durch Combination folgender Sub-
stitutionen entsteht:
M=y, =, v =12,
V=yp-2, p=ypt.p, V=90
Ungeéindert bleibt bei ihr vor allen Dingen das Wendedreieck
0,= — Tluwv (16), ungeindert bleibt ferner jedenfalls ¥V, also auch

2

: . . . ) . . .
die rationale Kunetion ¢ = ?“’ Ueberdies hat letztere die Kigen-

schaft, jeden vorgegebenen Werth nur in 21 Punktens von f— 0 an-
zunehmen, denn der Biischel von Curven sechster Ordnung 62— ¢ V=0
bat drei feste Grundpunkte, die Coordinateneckpunkte, einfach zihlend
mit f=0 gemein. Wenn wir also, wie nun geschehen soll, & als
Unbekannte einfithren, so wird J eine rationale Function achten
Grades von a:

97 — ole)
1) J 1(6)

Bestimmen wir jetzt — wie ich es bei analogen Aunfgaben wiederholt
that — welche Multiplicitit den einzelnen Factoren in ¢, v, ¢ — ¥
zukommt.

J wird unendlich in den 24 Wendepunkten, und zwar siebenfach.
In dreien dieser Punkte wird ¢ siebenfach gleich Null, nimlich in den
Coordinateneckpunkten; denn J, verschwindet in ihnen vierfach, ¢ nur
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einfach. 1n den tbrigen 21 Wendepunkten wird ¢ des Nenmers ¢
wegen unendlich, aber nur einfach. Daher bestebt #{6) auvs einem
einfachen und einem siebenfachen Factor, von denen der erstere fir
6 =0, der andere fiir 6 = oo verschwindet. FEs st also, von einem
constanten Factor abgesehen, ¥ (6) gleich o.

J wird Null in den 56 Beriihrungspunkten der Doppeltangenten,
und zwar dreifach. Der Gruppe G, gegeniiber spalten sich die Doppel-
tangenten in 7 - 21%), ihre Berihrungspunkte also in 2.7 4-2.21.
In den ersteren nimmi 6 den ihm zukommender Werth dreifach, in
den anderen nur einfach an. Das heisst: ¢ enthalt zwei einfache und
zwes dreifache lineare Factoren.

J wird endlich gleich Eins und zwar doppelt, in den 84 sex-
taktischen Punkten. Der Gruppe Gy, gegentiber spalten sich diese
Punkte in 4 .21, ¢ nimmt an jeder dieser Stellen seinen Werth nur
einfach an. Daher: (@ — ) vt das volle Quadrat eines Ausdrucks vierten
Grades (von nicht verschwindender Discriminante).

Dies sind nun hiusichtlich @, ¢, @ — % eben dieselben Angaben,
welche mich friker (pag. 141, 142) zur Aufstellung der Modularglei-
chung achten Grades fithrten:

(28) J:d —1:1=(2+ 137+ 49) (v* + 57t 4 1)*

s (4 147% - 6322 + 102 — T)?

: 17287,
Zu cben dieser Gleichung gelangen wir also auch jelzt, wenn wir ein
geeignetes Multiplum von 6 wit v bezeichnen.

Um dieses Multiplum zu bestimmen, gehe ich zu dem Coordinaten-
system der y zuriick (Formel {12a)). Es ist dann 7212u*»? vermdge

9, =0, y,=0, y,=1 gleich 9—“—%@‘-7‘—, und vermbge y, =0,
Y, =1, y, = O gleich E:—%f—z\’-}i Fiir ¢ bat man in beiden Fillen
(Formel (23b))'%§, daher fir 6 beziiglich die Werthe (5 — 3«) und

(5 — 3a2). Aber die beiden Punkte y, =0, ¢, = {L, ya={5 sind
die beiden Berithrungspunkte der Doppeltangente 4 + 4 - v =0,
d. b. einer von den sieben durch die Gy, zusammengeordneten Doppel-
tangenten. Demnach ist fiir ihn J = O und es verschwindet in (28)
insbesondere der einfache Factor 12 4 137 4 49. Dessen Wurzeln
lauten 3« — b und 3«® — 5. Daher ist einfach:

Te=—0

oder anders ausgesprochen:

*} Derartige Angaben verificirt wan sofort durch die friiher mitgetheilten
Formela.
29
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Eine Wurzel v der Gleichung (28) hat den Werth:

3“; - arets?
#) Sl A
Dann folgt aus (17), dass die #brigen Wurzeln t. folgende Werthe
aufweisen:

Ily"l’““()'ﬁzla'*-751y1‘+762’”3)+()’6112‘u+)’3:#27-{"752721)}3
(80) 7, = — a_ | +2047 s+ ;’vgu +P7e

und somit haben wir, wie es in dey Einleitung verlangt wurde, die
Wurzeln der Modulargleichung achten Grades nls rationale Functionen
eines Punktes der Curve f==10 dargestellt.

Die Gleichung (28) ldsst sich, wie ich bereits pag. 148 erwihnte,
in der Weise umgestalten, dass man statt ¢ schreibt 22, statt J — 1

2 Ag,z und nun beiderseits die Quadratwurzel zieht. So kommt:

(31) zs-;-14zs+6324+7022—%-z—7=0,
wo wir nach Formel (26)
2ty K
N

setzen konnen. Tragen wir hier fiir z nach (29), (30) seinen Werth

L ein, so erhalten wir folgende Relation:

(32) 0% — 144V + 630*V? — 709°V? — 6K — TV = 0.

Das Zeichen des vorletzten Gliedes bestimmt sich so, wie es an-
gegeben ist, wenn man etwa fiir 2, , v die Werthe 1, 0, O und fiir
4 irgend einen der Werthe 0, eintrigt.

Eben auf diese Gleichuny (32) wird man nun gefihrt, wenn man
sich des formentheoretischen Ansatzes bediens. Die einfachste ganze
Fuuction von 2, u, v nimlich, welche bei der G ungeindert bleibt,
ist 8, = —Tlpv. Bei den 168 Collineationen nimmt & acht ver-
schiedene Werthe an, deren symmetrische Functionen ganze Functionen
von V, C, K sein miissen (da f==0 genommen ist). Somit geniigt
d einer Gleichung achten Grades, die wegen der Dimension von V, C, K
nothwendig folgende Gestalt hat:

B+ aV 54V 8 L V.3 dK -4 eV =0,

und bestimmt man hier die Coefficienten a, b, ... e, indem man fir
0, V, K ihre Werthe in 1, u, v eintrigt und itbrigens f = 0 beriick-
sichtigt, so gelangt man eben zur Gleichung (32). Diese Ableitung
hat den Vorzug, dass sie a priori iibersehen lasst, wesshalb in (32)

nur gewisse Potenzen von & vorkommen.
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§9.

Beriihrungscurven dritter Ordnung. — Auflésung der Gleichung
1680 Grades.

Die acht Wurzeln der Gleichung (32) driicken sich nach (16), (17)
folgendermassen aus:

b\w= - 7"'1“‘1})
(33) 16,_. =dpv — y (V= Pp)—y 17 (A3 — ) -y (S —921)
+2,},z.1,2.u _l__?ylz Ay +2?22,‘u'31.

Nun gab ich bereits in meiner vorigen Arbeit an (pag. 148), dass
die Gleichung (31) und also auch die Gleichung (32) eine Jacobi’sche
Gleichung achten Grades ist, das heisst, dass sich die aus ihren Wurzeln
gezogenen Quadratwurzeln mit Hiilfe von vier Grissen A, 4, 4,, 4,
folgendermassen zusammensetzen lassen™):

[V, =V—T 4,
Vo, = Ay 0T A, e d, o pres

{0 bedeutet hier irgend eine durch 7 nicht theilbare ganze Zahl). Es
fragt sich, wie sich diese Angabe, die ich der 1. ¢. mitgetheiiten
transcendenten Auflosung von (31) entnommen hatte, algebraisch
bestitigt. Dies erledigt sich durch die Betrachtung gewisser Berihrungs-
curven dritter Ordnung™*), welche unsere Curve f = () besitzt, oder,
anders ausgesprochen, durch die Betrachtung gewisser auf f=0
existirender Wurzelfunctionen dritier Ordnung.

Eine Curve vierter Ordnung hat bekanntlich 64 dreifach unendliche
Systeme von Beriihrungscurven dritter Ordnung, 36 von gerader, 28
von wungerader Charakteristik. Fs ist wun Jier ein System von gerader
Charalteristik dadurch ausgezeichwet, dass es die acht Wendedreiedle
als Berillrungscurcen in sich schliesst.

Jedenfalls kann ein Wendedreieck unmittelbar als Berithrungscurve
dritter Ordnung betrachtet werden, indem seine 12 Durchschnittspunkte

(34

*) Wegen der Jacobi’schen Gleichuangen achten Grades vergl. eine Notiz
von Brioschi in den Rendiconti del Istituto Lombardo von 1868 (erkiutert von
Jung und Armenaute im 7 Bande des Giornale di Matematiche, pag. 98ff),
sowie eine im Texte noch nicht verwerthete Bemerkung am Schlusse meiner
wiederholt citirten Erlanger Note, lch hoffe bald ausfikrlicher auf den Gegen-
stand zurickkommen zu kinnen. (Vergl. auch die neuerdings erschienene Arbeit
Brioschi’s: Sopra una classe di eqnazioni modulari, Apnali di Matematica,
t. IX. [Dec. 1878)).

#) D. h, Curven dritter Ordnung, welche f==c 0 sechsmal einfach beriihren.
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mit der Curve vierter Ordnung sogar in nur drei Schunittpunkte (zn
je vier) zusammenfallen. Betrachten wir nun etwa das Dreieck 3.
Durch seine Schnittpunkte mit der C, legen wir die dreifach unend-
liche Zahl von Curven dritter Ordnung, welche in ihnen die O, be-
ribren; ihre Gleichung ist:

(35) Eluv + ad’p + dbp*v + ev:li = 0.

Sie schneiden jede die C, in noch sechs weiteren Punkten, und in
diesen Punkten beriihrt dann, wie bekannt, eine neue Curve dritter
Ordnung desselben Systems, zu welchem §, gehdrt; zugleich erzielt
man auf diese Weise alle Curven des fraglicher Systems. Nun findet
man die Identitit:

(36) (Muv+ad’u+bulv 4 22— (a?Au+buv4cvid)-f
= ﬂ.g.w-{k?lyv——(a?y3+b%3+c2l3)+2(bcyv?—l—cavﬂ.2+ably")
+{2ab—t)Ap+RUE— ) pPv+ (2ck — a?)v?1]}.

Die Gesammtheit der in Betracht kommenden Berithrungscurven dritter
Ordnung ist daher durch folgende Gleichung dargestellt:

BN 0=Rlgv—(a*@d + v+ 225+ 2(bepv’ Fcavii 4+ abipd)
+ [2ak—8) 420k - A uPv4 (Cek—a¥)v22].
Setzt man nun hier
E=1, a=y2, b=yt5, ==y 27
so entsteht rechter Hand der Ausdruck d,, und es gehdren also, wie

behauptet wurde, die acht Wendedreiecke demselben Systeme von Be-
rilhrungscurven an.¥)

Nun kommen die Formeln (34) einfach auf den Satz zuriick, dass
sich die Wurzelfunctionen eines Systems gerader Charakteristil linear
aus wvier unabhingigen cusammensetzen lassen. Man wihle niimlich
solche vier Wurzelfunctionen, welche Berithrungscurven (37) entsprechen,
fir die der Reihe nach

k=1, a=0, b=0, ¢=0,
k=0, a=1, b=0, ¢=0 ete.

genommen ist, und setze dementsprechend:

ey {  m=rien o
A =y—ud—v?l, A4, — —31%u, A=y —A3 iy,

*) Dass dies System von gerader Charakteristik ist, folgt ans der sogleich
anzugebenden irrationalen Gleichungsform.
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Dann hat man bei richtiger Wahl der Vorzeichen vermdge f==0
folgende Relationen:

39) f Agdy = Vg, A4, =p'v, dydy=1"1,

( | 44, =Ap?, 4,4, =pr?, 4,4, =vi¥)

und es 1dsst sich die Gleichung (37) in folgender irrationaler Form
schreiben:

(40) kA, 4+ ad, + b4, +cAd, =0.
Insbesondere wird mit Riicksicht auf (33):

(41) { Vi::V“T'AO)
Vo= Ay + 77 Ay Fyi A, -y 4,

Dies sind nun in der That die Formeln (34), indem nur staft der da-
mals unbestimmt gelassenen Zahl @ jetzt (—1) gesetzt ist.

Man kann diese Formeln benutzen, um unsere Gleickung 168ten
Grades explicite durch elliptische Functionen zu losen®*). Die Wurzeln
& von (32) sind den Wurzeln z von (31) proportional, und fiir letztere
gab ich pag 145, 148 meiner vorigen Arbeit den Ausdruck in g=e&'*@
an. Dementsprechend haben wir hier:

42) 0, :0,=—1 )7 TL—guo: Vpm o mi(i—pene . g 7).

Die auf der rechten Seite stebenden Ausdriicke liefern vermdge der
Reihenentwickelung

L = @act1p

& TA—gn)= D) (=g ®

—®

die 4,, 4,, 4,, 4, ihrem Verhdltnisse nach, und benutzt man nun,
dass nach Formel (39):

Ay
4,

A,
A5

Ic — A
(43) o 4w

v—
T =

ist, so findet man folgende Liosungen der Gleichung 168 Grades:

*) In Folge dessen hat man zwischen den 4,, 4y, 4,, A; eine Reihe idcn-
tischer Relationen, welche alle durch Nullsetzen folgender Matrix
l 4, 4, —4 0
-AR 0 AJ - A! i
i4; — 4, o 4,
erhalten werden.
#¥) Sje muss sich auch duxch eine lineare Differentialgleickung dritter Ord-
nung 15sen lassen; wie hat mau dieselbe aufzustellen?
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Es geniigt, dieses eine Losungssystem zu berechmen, denn die 167 an-
deren ergeben sich aus diesem einen durch die Collineationen des § 5.

Ich habe dabei nur die Verhilinisse A : u : v berechnet; will man
von der Formulirung ausgehen, wie sie Gleichung (26) vertritt, so
erhdlt man natiirlich entsprechende Formeln fiix die absolutern Werthe
vou 4, u, v

§ 10.
Die Resolvente siebenten Grades.

Bei den Substitutionen einer Gis; blieb jedesmal ein Kegelschuitt
¢; ungedndert, welcher die Beriihrungspunkte von vier Doppeltangenten
ansschnitt; nach Gleichung (18) kbnnen wir setzen:

(45) e =(y= 2% - piHpi= v - :—]—j’—Ty——Tj (5. g ytydT oy 1452 24t
Bilden wir jetzt die rationale Funetion:
p &
(46) E=-
Da Zihler und Nenner bei den 24 Substitutionen der (;; ungeindert
bleiben, da ferner der Biischel von Carven sechster Ordnung V- ¢,3=0
keine festen Gruudpunkte mit der C, gemein hat, so schliessen wir,
dass « jeden Werth einmal in solchen 24 Punkten annimmt, welche
durch die 24 Substitutionen der G zusammengeordnet werden. Daher:

J ist eine rationale Function sicbenten Grades von x:

P (2)

47) J= @
Wir betrachten nun wieder die Werthe J — 0, 0, 1.

Die 24 Wendepunkte, in denen J siebenfach unendlich wird, bil-
den den Substitutionen der Gf;; gegeniiber nur eine, einfach zihlende
Gruppe. () ist also die siebente Potenz eines linearen Factors.
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Aber z wird, nach Formel (46) in den Wendepunkten selbst unendlich.
Daher ist 1{:(95) eine Constande.

Von den 56 Berithrungspunkten der 28 Doppeltangenten liegen
acht auf ¢, = 0, in ihnen also wird z dreifach Null. Die anderen 48
vertheilen sich auf 2.24 (welche je 12 Doppeltangenten angehdren).
Desshalb: o enthili neben dem einfachen Factor 3 noch die dritle Potenz
eines quadratischen Factors von wicht verschwindender Discriminante.

Die 84 sextaktischen Punkte endlich vertheilen sich den 24 Sub-
stitutionen der .G gegeniiber auf 3.12 4 2.24, Also: @ ~ ¥ ent
hdlt einen cubischen Foctor einfach und einen gquadratischen doppelt.

Nun sind es eben wieder diese an ¢, % gestellien Forderungen
gewesen, welche ich frither benutzte, um die einfachste Gleichung Tten
Grades aufzustellen (pag. 427), welche folgendermassen lautete:

48) LI ~L:l=y(2—2- (I FYDy+ 2 GEFY=T))
(y'—2 T 13T Y= 1)yt + 2513 (88F 23y M)y
—25.35. T4 (3DF YD)

(=2 TAFY =Dy + 2 BEFY D)
sTom.3s. 710y T

Wir schliessen, dass die Unbekannte y bis auf einen constanien Factor
mit wnserem jelzigen xz tibereinstimmt, wobel es aber woch fraglich ist,
ob das cbere Vorzeichen von )/ :"’7‘ in (43) dem oberen oder dem wum-
teren Vorzeichen in (48) entspricht.

Um dies zu entscheiden, gestalte ich (48) zunichst in der Weise
um, dass ich y =23, J = —g“~ setze und dann beiderseits die Cubik-
wurzel ziehe.

(A9) 7 —22. ALY =) 5425 TRV a2 3.3y 1. ;2_ 0.
A

Schreibt man hier nach Gleichung (26) statt 2. P | v:T:44
Va 1>i/ v

andererseits fiir 7, unter % eine unbekannte Constanto verstanden, ein

ke

W’
(30)  Fd—20 72(7+;/-—7)A4 Vo 2. B(EY— 1) Vi
+ 2.7/ —1.C=0.

so folgt:

Dies giebt:
B Zer=3.22T(1Fy—1) Gap v —(iPv-L viu+p i),
E.Tle, 3;27.73.;/:_”7 (A gttt -,
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(selbstverstindlich vermbge f = 0). — Die beiden Gleichungen werden
nun in der That befriedigt, wenn man

E=+2y—1
wiihlt und dem oberen Vorzeichen in k das obere in (49) und das uniere
in (4D) entsprechen lisst.
Mit anderen Worten: Die Wurzeln z der Gleickung (49), resp. y
der Gleichung (48) haben in A, u, v folgende Werthe:

A

._,‘4,+,/3.r,v1+‘y x.l“)i

. —1FV=
o 2 VT 2yt g0 “‘+2C (5%

7?/6

wnd finden sich die y somit, wie es in der FEinleitung verlangt wurde,

als rationale Functionen eines Punkies unserer C, explicite angegeben.
Die Gleichung (50) aber geht in folgende iiber:

{52) c’-{-%(—l?]/—j)Vc‘—7(%’/3)V20—C=0,

Auf eben diese Gleichung wiirde der formentheoretische Ansatz selbst-
verstindlich von vorneherein gefithrt haben. Denn die niedrigste
ganze Function von A, w, v, welche bei den 24 Substitutionen einer
G, ungesndert bleibt, ist eben das zugehdrige ¢,, und dieses ¢, muss
einer Gleichung siebenten Grades geniigen, deren Coefficienten ganze
Functionen von V, ¢, K sind, die also, wegen der Dimension dieser
Formen in 1, g, v, jedenfalls folgende Gestalt hat:
¢+ aVet + Ve + yC =0,

wo nun «, B, y durch Eintragung der Werthe in 4, u, v zu bestim-
men sind. Dieser Ansatz hat wieder den Vorzug, a priori zu zeigen,

(=24
dass in (52) resp. (49) eine grosse Anzahl von Gliedern fehlen miissen.

§ 1.
Ersetzung der Riemann’schen Fliche des § 2. durch eine regulir
eingetheilte Oberfiiche.

Ich wiinsche nun noch die Beziehung der Irrationalitit A:u:v
zu der absoluten Invariante J, resp. zu den Wurzeln ¢ und y der
Gleichungen achten und siebenten Grades so anschaulich, wie moglich,
durch die Hilfsmittel der Analysis situs zu erliutern. Dabei erinnere
ich zunichst an die Figuren, welche ich pag. 136, 137 fir die Glei-
chung achten Grades und auf den beiden der vorangehenden Arbeit
beigefiigten Tafeln fur die Gleichungen siebenten Grades gegeben
habe, und beginne ibrigens mit einer allgemeinen Erliuterung be-
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treffend solche Riemann’sche Flichen, dic zu Galois’schen Re-
solventen mit einem rational vorkommenden Parameter gehiren (vergl.
p- 14811). Es sei F(y, 2) =0 eine derartige Gleichung vom Grade
N, die dann die charakteristische Eigenschaft hat, dass jede Wurzel
7; in Bezng auf den Parameter z ebenso verzweigt ist, wie jede andere
Nz, und die dementsprechend durch N eindeutige Transformationen
in sich iibergeht (siche § 2. dieser Arbeit). Die complexen Werthe
von £ mobgen in eine Ebene ausgebreitet werden, und z,, 2,,... 2,
sollen diejenigen Stellen sein, an denen Verzweigungen stattfinden.
Diese Verzweigungen sind fiir alle Blatter gleichmissig; ich will an-
nehmen, dass in 2, je v, Blitter, in s, je v, Blitter etc. zusammen-
bingen, Man lege dann in der z-Ebene durch 2, 2,,...2, irgend
eine in sich zuriickkehrende Curve (einen Absonderungsabschmitt),
welche die Ebene z und gleichzeitig jedes der NV tiber ihr hinerstreckten
Blatter der 5 versinnlichenden Riemann’schen Fliche in zwei Ge-
biete zerlegt. Das eine Gebiet denke ick mir schraffirt, das andere
freigelassen, — und verwandele nun die iiber der z-Ebene mehrblattrig
verlaufende Fliche unter Beibehaltung der Schraffirung in eine im -
Raume gelegene stetig gekritmmte Fliche von gleichem Zusammen-
hange. Dieselbe ist dann in 2N abwechselud schraffirte und nicht
schraffirte n-Ecke zerlegt, welche in den verschiedenen Ecken beziiglich
w 2v,, 2v,, ... 2v, zosammenstossen, und die, im Sinne der Analysis
situs, abwechselnd congruent und symmetrisch sind; die Kanten dieser
Polygone sind das Bild des in der z-Ebene gezogenen Absonderungs-
schnittes. Die IV eindeutiger Transformationen der Gleichung F(z, z)=-0
in sich sprechen sich darin aus, dass man die so erhaltene Flicke auf
N Weisen eindeutig auf sich selbst beziehen kann. Man ordne nim-
lich einem beliebigen schraffirten oder nicht schraffirten n-Ecke der
Fliche ein beliebiges anderes zu, das ebenfalls schraffirt oder micht
schraffirt ist; setzt man dann fest, dass nebeneinanderliegenden n~
Ecken ebensolche entsprechen sollen, so wird vermOge der ersten Zu-
ordnung jedem m-Eck unserer Fliche ein und nur ein bestimmtes an-
deres n-Fek entsprechen. Ich will Oberflichen, welche in diesem
Sinne in alternirende Gebiete getheilt sind, als regulir eingetheille
Oberfliichen bezeichnen; sie umfassen als besonderen Fall, bei p =0,
diejenigen Eintheilungen der Kugelfiiche in 24, 48, 120 Dreiecke,
welche man beim Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder kennt, — Wir kdnnen
dann den allgemeinen Satz ausspreehen:

Jede Galois'sche Resolvente F(n,2) = 0 wird durch eine reguldr
eingetheilte Oberfliiche versinnlicht.

Und auch umgekehrt: Jede reguldr eingetheilte Oberfliiche definirt
eine besondere Classe G alois’scher Resolventen mit einem Parameter.
Denn sie definirt eine Verzweigung von 7 in Bezug auf 2 von der
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Eigenschaft, dass jede Wurzel #; sich durch jede andere y; und den
Parameter 2 rational ausdriickt®),

In dem besonderen Falle nun, der hier vorliegt, haben wir 16§
Blitter und drei Verzweigungspunkte. Indem ich statt z wieder J
schreibe, entsprechen die letzteren J — 0, 1, co. Bei J — 0 hiingen
(die Blitter zu je drei, bei J =1 zu je zwei, bei J = oo zu je sieben
zusammen, Dementsprechend erhalten wir zur Versinnlichung unserer
Irrationalitit eine regulir eingetheilte Oberfliche, welche von 2. 168
Dreiecken iiberdeckt ist, die 24-mal zu vierzehn, 56-mal su sechs, 84-mal
zu vier zusammenstossen. Die Ecken dieser Dreiecke sind keine an-
deren als die frither (§ 2.) so genannten Punkte @, b, ¢, eine Be-
zeichnung, an der ich auch’ jetzt festhalten will. — Der Absonderungs-
schnitt in der Ebene J mag fortan so gewihlt sein, dass er mit der
reellen Axe zusammenfillt. Dann entsprechen die zweierlel Dreilecke,
welche unsere Fliche iiberdecken, den beiden Halbebenen J, die Kanten
der Dreiecke also den reellen Werthen won J. Ich will (wie ich es
immer that) diejenigen Gebiete schraffiren, welche der positiven Halb-
ebene J entsprechen. So hat man bei den schraffirten Dreiecken
tolgende Aufeinanderfolge der Ecken:

Fig. 1.

Vergleichen wir die so definirte Fliiche mit der in unendlich viele
Dreiecke eingetheilten w-Ebene (p. 115), so ist vor allen Dingen
deutlich, dass sich unsere Irrationalitit iiber ein schraffirtes resp. nicht
schraffirtes Dreieck bewegt, wenn o ein schraffictes oder nicht schraf-
firtes Dreieck durchliuft. Nun erliuterte die Zeichnung auf pag. 136
die Beziehung zwischen @ und der Wurzel ¢ der Modulargleichung
achten Grades, die Figuren 4, 5 auf der ersten der vorangehenden Arbeit
beigegebenen Tafel die Beziehung zwischen o und der Wurzel y der
Gleichung siebenten Grades. Uebertragen wir diese Figuren auf unsere
regulir eingetheilte Fliche, und beachten, dass = und y rationale Fanc-
tionen von A : u : v sind, dass also jedem Punkte unserer Fliche nur ein
Werth von 7 und ein Werth von y entsprichtso erhalten wir folgende Sitze:

*) Es scheint eine sehr niitzliche Aufgabe zu sein, fiir die niedrigsten p
alle regulir eingetheilten Oberfiichen aufzuzihlen und die zugehirigen Gleichungen
F(n, 2) = 0 zu untersuchen.
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Unsere reguliir eingetheilte Fliche kann in 21 Gebiete der folgenden
Gestalt zerlegt werden:

sie kann ferner in 24 Sicbenecke zerlegt werden, wie sie beistchende
Figur wversinnlicht.

Die Gebicte der ersten Art entsprechen der richilg zerschwittenen Ebene
z, die anderen der zweckmiissig zerschmittenen Ebene y*).
#) Die Zusammenfassung in 24 Siebenecke ist also dem analog, dass man

die 120 beim Ikosaeder auftretenden Dreiecke zu je 10 in die 12 Fiinfecke des
Pentagondodekaeders vereinigt.
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Fig. 4.

F Krms.

Die Figur (2) wird durch thre Mittellinie
in zwei symmetrische Hilften zerlegt, von denen
ich die eine hier besonders abzeichne.

Wir kénnen danp sagen: Unsere Fliche wird
von §22; abwechselnd congruenten wund Sym-
metrischen Gebieten der durch diese Figur defi-
nirten Art dberdeckt*). An diese Zerlegung un-
serer. Fliche will ich ankniipfen, um ein vllig
deutliches Bild derselben zu entwickeln.

§ 12.
Erklirong der beigegebenen Tafel

Die in Rede stehenden Gebiete legen sich
auf unserer regulir eingetheilten Oberfliche
jedenfalls folgendermassen zu je dreien an ein-
ander:

*#) Jedes derartige Gebiet entsprichi der richtig zerschnittenen Halbebene z;
siehe die Figur auf pag. 137
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Die Figur nun, welche die beigegebene Tafel enthilt, ist dadurch
entstanden, dass ich 14 solcher grosser Dreiecke in abwechselnd sym-
metrischer Aufeinanderfolge um einen Mittelpunkt gruppirte. Dabei
wihlte ich, um eine moglichst iibersichtliche Gestalt zu bekommen,
die kleinen Dreiecke (welche den Halbebenen J entsprechen) als Kreis-

bogendreiecke mit den Winkeln 7, ¥, Z. Ich behaupte: Diese
Figur ist das Bild wunserer reguliir eingetheilien Oberfliche, sofern wir
die 14 Begrinzungslinien derselben uns noch in geeigneter Weise paar-
weise verbunden denken.

In der That enthilt Fig. 6.
unsere Figur 2. 168 kleine
Kreisbogendreiecke, welche p

iiberall da, wo sie znsam-
menstossen, das von uns
angegebene Verhalten zei-
gen. Von dieser Bemer-
kung ausgehend, kann man
eine geeignete Verbindung
der Begrinzungslinien su-
chen, und dann den Be-
weis fithren, dass eine an-
dere Gruppirung der 2 . 168
Dreiecke, als die so erhal-
tene, nicht mdglich ist.

Um jedoch diese Be-
trachtung nicht zu abstract
zu gestalten, greife ich zu-
riick auf die w-Ebene und
zeichne in ibr zundchst das-
jenige Aggregat von Ele-
mentardreiecken, welches
Figur (5) eutspricht. So
erhalte ich das neben-
stehende Bild.

Reiht man 14 derartige
Figuren in abwechselnd
symmetrischer Lage in der Y ¥
©-Ebene an einander, so ° £z %
bat man, was der auf der
Tafel enthaltenen Figur entspricht. Es handelt sich dann vor allen
Dingen um den Nachweis, der sich sofort ergiebt, dass der so in der a-
Ebene abgegriinzte Raum als Fundamenialpolygon fiir unsere Irrationalitit

uwlu R
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dienen kann, das heisst, dass sowohl die 168 schraffirten als auch die
168 nicht schraffirten Dreiecke, welche unsere Figur umfasst, aug
einem schraffirten resp. nicht schraffirten Dreiecke durch solche Sub-

stitutionen_-f;%j’_tg— hervorgehen, welche module 7 alle verschieden

sind. EBs handelt sich ferner darum, die Zusammengehorigkeit der
Kanten zu bestimmen, die auf der Tafel mit 1, 2, ... 14 bezeichnet
sind. Jeder solchen Kaute entspricht in der @-Ebene ein Paar von
Halbkreisen, die auf der reellen Axe senkrecht stehen; dersKante 1

z. B. das Paar der Kreise, von denen der eine durch o = % und
0 = ?, der andere durch o = % und @ = = hmdurchneht Wenn

ich jetzt z. B. behaupte, dass die Kanten 1 und 6 mit einander zu
vereinigen sind, so habe ich zu zeigen, dass die entsprechenden Halbwo
kreise in der w-Ebene, welche folgende gegenseitige Lage haben:

Fig. 1.
~ 7\
77 2 * 3+ 7
o+ 8

durch solche Substitutionen = aus einander hervorgehen, welche

oL d
modulo 7 zur Identitit conurueut sind. Dies 1st ii der That der Fall.
Denn die Substitntion

r 1130 —35
T 420—13
lisst aus ,?, — bez, 7 1 hervorgehen und verwandelt also den Halb-

kreis, der in den erstgenannten Punkten die reelle Axe trifft, in den-
jenigen, der in den beiden anderen schneidet.

Entsprechend lisst die Substitution

r_ Bdeo—2
T 21w —8
1
aus -, 7 bez. —3— und — hervorgehen was hinsichtlich des anderen

Paares von Halbkreisen den nimlichen Schluss begriindet. Ich habe

. 2 1 3 18 8 19
auf der Tafel die 7 = = = 22222 -
er T Zahlen =, &, — und 71 30 7 an den ent

sprechenden Stellen beigesetzt. Die Kanten ] wnd 6 sind nach dem

Vorhergehenden so zu vereinigen, dass 3 mit 2 -3- mit 1—78- zusommen-

7
kommd.
Auf solche Weise findet man, dass sberhaupt folgende Kanten zu
vereinigen sind:
t—8, 3—8, 510, 7—12, 9—14, 11—2, 13—4,
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und dass jedesmal gleichartige Fcken zusommenkommen. Was dabei
unter ,gleichartigh zu verstehen sel, zeigt die Figur; die klemen
Nebenfiguren (auf der Tafed) erlautern, wie sich dementsprechend die
7 Ecken der einen Art und die 7 Ecken der anderen Art je zu einem
Punkte @ zusammenschliessen.

Wollte man, diesen Angaben entsprechend, die betr. Kanten durch
Zusammenbiegen wirklich vereinigen, so erhielte man zunichst eine
sebr unibersichtliche Figur. Es ist daher besser, fir's Erste bei der
auf der Tafel gegebenen Figur zu bleiben und sie durch die Tabelle,
welche sich auf die Zusammengehtrigkeit der Kanten bezieht, und die
beiden Nebenfiguren zu erginzen. Auf solche Weise gewinnt man
die Sitze, welche ich im folyenden Paragraphen zusammenstelle.

§ 13.
Die 28 Symmetrielinien.

Als eine Symmetrielinie unserer Oberfliche will ich eine solche
Linie bezeichuen, welche, aus lauter Dreiecksseiten bestehend, nirgendwo
eine Knickung erfihrt, die also durch die Punkte «, b, ¢ sozusagen
geradlinig hindurchlaufen. Als Symmetrielinien kann man diese Cur-
ven bezeichnen, weil die Fliche in Bezug auf sie-in der That sym-
metrisch ist. Denn eine solche Symmetrielinie wird z B. von der
verticalen Mittellinie unserer Figur gebildet, sofern man sie noch durch
Kante 5, oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch Kante 10 zu
einer geschlossenen Curve ergiinzt; — und diese beiden Kanten liegen
in Bezug auf die Mittellinie sym- Fig. 6.
metrisch und ibrigens ist auch
die Verbindungsweise der itbri-
gen Kanten in Bezug auf die
Mittellinie symmetrisch.

Das Beispiel zeigt zugleich,
dass eine solche Symmetrielinie
je sechs Punkte @, b, ¢ in der
auf nebenstehender Figur ange-
gebenen Aufeinanderfolge ent-
halt.

Hiernach hat man vor allen
Dingen:

Es giebt 28 Symmetrielinien.
Dieselben erschipfen, da sie alle
Dreiecksseiten enthalten, zu-
gleich die Gesammtheit derjenigen Punkte unserer Fliche, welche recllen
Werthen von J entsprechen.

Mathematische Annalen. XIV. 30
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Diese Symmetrielinien sind fiir viele Zwecke das einfachste Orien-
tirungsmittel aof unserer Fliche; ich will sie hier dazu benutzen, um
die zusammengehérigen Punkte a, &, ¢ -zu definiren. KEs ist dapn
leicht, sich eine Vorstellung von den zugehbrigen eindeutigen Trans.
formationen unserer Fliche in sich zu bilden.

Man findet:

.Die T Symmetrielinien, welche sich in emem szlute @ schneiden,
schneiden sich auch in den beiden zugehtrigen Punkien a. Bin Bempxel
giebt der Mittelpunkt unserer Figur zusammen mit den 7 Ecken der
einen und den 7 Ecken der anderen Art. — Hiernach lisst sich der
Process, vermbge dessen man von der geschlossenen regulir einge-
theilten Fliche zu unserer Figur kommt, folgendermassen beschreiben:
Man wihlt auf der Fliche ein Tripel zusammengehbriger Punkte o
und zerschneidet sie lings derjenigen 7 Stiicke von Symmetrielinien,
die von einem dieser Punkte ¢ zu einem anderen hinreichen. Dann
ist sie, da fiir sle p==3 war, einfach Ausammenhﬁngend mit einer
Randcurve geworden, — und brextet man sie nun in eine Ebene aus,
so hat man die anf der Tafel gegebene Figur. — Dureh je zuwei Trlpel
zusammengehdriger Punkte ¢ verliuft offenbar eine Symmetrielinie;
die Punkte der beiden Tripel folgen auf ihr alternirend.

Man findet ferner:

Dre 3 Symmetrielinien, welche durch einen Punkt b laufen, schneiden
sich wieder in dem augehorigen Punkte b. — Beispiele fiir solche
Punktepaare b geben in der Figur die Punkte 4, 4"; B, B'; C, (7
D, D', die ich noch weiterhin betrachten werde, — Jedem solchen
Tripel von Symmetrielinien, und also jedem Punktepaare b, ist eine
bestimmte Symmetrielinie dadurch zugeordnet, dass sie die Linien des
Tripels in 2 Punkten ¢ schneidet. In diesem Sinne gehbren die 28
Punktepaare 4 und die 28 Symmetrielinien eindeutig zusammen.

Man findet endlich:

Dic zwei Symmetriclinien, welche durch einen Punki ¢ laufen,
schneiden sich in einem zweiten Punkte c. Es giebt dann jedesmal noch
zwes wedtere Symmetrielinien, welche den beiden ersten nirgends begey-
nen und die sich gegenseitig ebenfalls in zwei Punkien ¢ schuneiden. Auf
solche Weise erhilt man ein Quadrupel zusammengehiriger Punkie ¢

§ 14
Definitive Gestalt unserer Fliche.

Eine Figur pflegt in demselben Maasse anschaulicher zu sein, als
sie regelmissiger ist. Ich wiinsche also der hier vorliegenden regulir
eingetheilten Oberfliche eine solche Gestalt zu ertheilen, dass mbglichst
viele der 168 eindeutigen Trausformationen der Fliche durch gewdhn-
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liche Drehungen vermittelt werden. Man kennt alle endlichen Gruppen,
welche sich aus Drehungen zusammensetzen lassen; sie entsprechen
den reguliren Korpern. Eine Gruppe von 168 Drehungen, wie sie
hier in Betracht kommen kbnnte, giebt es nicht. Dagegen wurde
bereits bemerkt (§ 1.), dass die 24 Substitutionen einer G5, sich ebenso
zusammensetzen , wie die Drehungen, die ein regulires Oktaeder mit
sich zur Deckung bringen. Es scheint daher von vorneherein nicht
unmbglich, unserer Fliche eine solche Gestall zu geben, dass sie durch
die Oktaederdrehungen in sich ibergeht.

Zu dem Zwecke sind zuvorderst auf unserer Figur solche vier
Punktepaare b zu bezeichnen, welche bei den Substitutionen der G
permutirt werden. Diess kann in sehr einfacher Weise geschehen,
wenn man je 14 Dreiecke, die in einem Punkte a zusammenlaufen,
zu einem Siebeneck zusammenfasst und also die ganze Fliche, wie
schon oben besprochen, in 24 Siebenecke zerlegt. Man kann dann
niimlich auf 2 -7 Weisen vier Punktepaare b so aussuchen, dass durch
die an sie anstossenden Siehenecke sdmmitliche 24 Siebenecke erschipft
werden®). Eben solche vier Punktepaare sind die schon ebengenaunnten
A4, A4'; B,B’;C,C’; D, D'. Sechs weitere Quadrupel bekommt man,
wenn man unsere Figur um ihren Mittelpunkt wiederholt durch den
siebenten Theil des Kreisumfangs dreht; die tbrigen sieben ergeben
sich, wenn man die so erhaltenen 7 an einer Symmetrielinie, also etwa
an der verticalen Mittellinie, spiegelt.

Jetzt zerschneide man unsere Figur (nachdem man die zusammen-
gehbrigen Kanten vereinigt hat) lings der durch stirkeres Ausziehen
gekennzelchneten drei Zickzacklinien (welche von den punktirten Linien
durchsetzt werden). Sie ist dann in eine sechsfach zusammenhingende
Fliche mit sechs Randecurven verwandelt, und diese Fliche kann man
nun, wic man findet, in der Art auf eine Kugel regulir ausbreiten,
dass die achkt Punkte A, A’ etc. in die Ecken eines der Kugel einge-
schrichenen Wiirfels fallen, dass die Ecken des zugehirigen Oktaeders
unbedeckt bleiben, und dass die 12 den Halbirungspunkten der Oktaeder-
Lanten entsprechenden Punkte mit Punkten ¢ coincidiren. Der grisseren
Deutlichkeit wegen fiige ich eine Zeichnung bei, welche den ecinzelnen
Oktanten der Kugelfliche vorstellt. (Siehe Fig. 9 auf p. 468.)

Die drei Sicbenecke, weleche im Mittelpunkte des Oktanten zusam-
menstossen, greifen zum Theil iiber ihn hinaus. Da aber das Nim-
liche von den Siebenecken geschieht, welche die Seiten-Oktanten tber-

%) Auch die Existenz der Resolventen achten Grades ist mit Hilfe dieser
Siebenecke kurz zu beweisen: Man kann auf acht Weisen drei Siebenecke so0
aussuchen, dass die amgrenzenden Sichenecke die Gesammtheit der moch @origen
21 erschévren.
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decken, so bleiben von der Fliche des Oktanten nur die drei Ecken
unbedeckt.

Fragen wir jetzt, wie die Randcurven, welche sich um die Olkia-
ederecken herumlegen, zu vereinigen sind, damit wir ein Bild der

Fig. 9.

gesuchten Fliche hekommen, so ergiebt der Vergleich mit der fritheren
Figur dies einfache Gesetz: dass immer die diametral gegewiiberstehen-
den Punkte zu veremnigen sind.

Nun lisst sich diese Vereinigung in der That realisiren, ohne dass
unsere Fliche die gewollte Regularitit verliert: man hat ndmlich die
Begrenzungscurven in der Art durch das Unendliche zusammenzubringen,
dass der Schwitt mit dem Unendlich- Weiten aus denjenigen Linien be-
steht, welche auf der beigegebenen Tafel, wie auch auf Figur 9, durch
Punktirung kenntlich gemacht sind. Die Siebenecke, welche von der
Mitte des Oktanten ausgehen, erstrecken sich also zum Theil durch
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das Unendliche hindurch, so dass im Ganzen 12 Punkte ¢ unendlich
weit liegen. — Die Fliche selbst aber liuft etwa so ins Unendliche,
wie das Aggregat dreier unter sich congruenter Rotationshyperboloide
mit rechtwinkelig gekreuzten Axen. Dies ist die cinfachste Gestalt,
deren unserc requlir eingetheilfe Fldiche féhiy erschemt™).

Will man sich jetzt iiberzengen, dass bei den 24 Transformationen,
welche durch die Oktaederdrehungen versinnlicht sind, wirklich jedes-
mal die frither angegebene Zahl von Punkten festbleibt, so berick-
sichtige man, dass bei Drehungen von der Periode Zwei nicht nur die
Punkte der Rolationsaze, sordern wuch siammiliche Punkie der zur
Rotationsaze. senkrechten unendlick f[ernen Geraden festbleiben. Nun
wird unsere Fliche von den Oktaederdiagonalen gar nicht geschnitten,
von den zu ihnen senkrechten unendlich weiten Linien viermal. Die-
jenigen Diametrallinien, welche die Kantenhalbirungspunkte des Okta-
eders verbinden, schneiden zweimal, desgleichen die zu ihnen gehtrigen
unendlich fernen Linien, Die Wiirfeldiagonalen haben ebenfalls zwei
und nur zwei Schnittpunkte. Hiermach bleibt bei einer Drehung von
der Periode Vier kein Punkt fest, bei jeder Drehung von der Periode
Zwei ein Punkiquadrupel, bei jeder Drehung von der Periode Drei ein
Punktepaar, wie es sein sollte.

§ 13.
Die reellen Punkte der Curve vierter Ordnung.

Ich wiinsche nun noch zum Schlusse zu zeigen, wie weit diese
Lagenverhiltnisse hervortreten, wenn man die reellen Punkte der Curve
vierter Ordnung )

By 4 @iy 4 i =0
ins Auge fasst. Das Coordinatendreieck mag gleichseitiy genommen
sein, die Coordinaten selbst proportional mit den Abstinden von den
Dreiecksseiten. Dann stellt die Doppeltangente 4 4 u 4 v =10 die
uunendlich ferne Gerade dar; ihre Berihrungspunkte 1:e:«® und
1:a%:¢ sind die beiden Kreispunkte. Die unendlich ferne Gerade
ist also 4solirte Doppeltangente. Dic sechs Collineationen der zuge-
horigen G, sind die einzigen uuter den 168, welche reell sindj sie
bestehen aus den drei Drehungen durch 120 Grad um den Mittelpunkt
des Coordinatendreiecks und aus den Umklappungen um gewisse drei
durch den Mittelpunkt hindurchlaufende gerade Linien. Diese Linien
sind die einzigen unter den 21 Axen der Perspectivitif, welche reell
sind; die zugehbrigen Centra liegen senkrecht zu ihnen unendlich weit.

*) Ich hale fir das mathematische Inctitut der technischen Hochschule dahier
ein Modell der so gestalteten Fliche anfertigen lassen.
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Die betreffenden Umklappungen lassen aus dem Wendedreiecke L gy = (
noch ein zweites reelles Wendedreieck 4’’’ = O entstehen.
Man beachte nun vor Allem die Gleichungsform (9):

49y, (4, +y,+9s) (9 Fey,+ ) (g, + & 4 ey} — 3 (49— T, 4,)2 =0,

Fig. 10,
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Hier setze man fiir y,, als unendlich ferne Gerade, 1, fiir %, und y,,
insofern die betr. Linien durch die Kreispunkte laufen, x -+ iy und
z — ty. So kommt:

49 Qe+ (—2+y3-y+0( = V3-y+1)-3(3#—Tu2+ y)*=0.
Die Doppeltangenten

224+ 1=0, —2+yY3-y+1=0, -z—yY3.y+1=0
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bilden wieder ein gleichseitiges Drejeck; seine Hghe ist -:‘3—, seine
Kantenlinge 3. Aus ihnen schneidet der um den Mittelpunkt des

Dreiecks herumgelegte Kreis vom Radius —}/3—_7— reelle Berithrungspunkte

aus, so dass wir drei nicht isolirte Doppeltangenten haben. Alle ande-
ren Doppeltangenten werden, wie wan findet, imaginir. Unsere Curve
ist also eine eintheilige Curve®), welche in das Dreieck der nicht isolir-
ten Doppeltangenten eingeschrieben ist. In der beistehenden, iibrigens
nur schematischen Figur sind neben den drei in Rede stehenden
Doppeltangenten der Kreis durch die Berithrungsponkte, die drei
reellen Axen der Perspectivitit und die beiden reellen Wendedreiecke
kenntlich gemacht.

Der so gewonunene reelle Curvenzug hat fir die zugehbrige Rie-
mann’sche Fliche eine sehr einfache Bedeutung: er stellt eine der 28
Symmetrielinien vor. Denn reellen Werthen von 4, u, v entsprechen
reelle Werthe von J, und durch reelle Werthe von J sind die Sym-
metrielinien charakterisirt. — Diese Symmetrielinie ist der unendlich
fernen isolirten Doppeltangente eindeutig zugeordnet und geht daher,
wie diese, durch die reellen Substitutionen einer &y in sich iiber. Sie
enthilt von den Punkten @, b, ¢ je sechs, und, wie die Figur zeigt,
in der That in derselben Reihenfolge, welche, nach Figur 8, bei Sym-
metrielinien iiberhaupt Statt hat.

Miinchen, im Anfang November 1878,

# Siehe Zeuthen, sur les différentes formes des courbes du quatriéme ordre,
diese Anpalen Bd. VIL



