
Ueber die Trans ib rmaf ion  s iebenter  Ordnung  der  ellip~isehen 
Funet ionen .  

Von FELIx KLEIN in Mtinchen. 
(Mit ciner Iitho~T. T~fel.) 

Bet der Transformation i'finfter Ordnung der elliptischen Functionen 
stell~ sich neben die Modulargleichung sechsten Grades und ihre be- 
kannte Resolvente vom fiinften Grad, beide beherrschend, die G alois'- 
sche Resolvente sechszigsten Grades, die Zkosaedergleicttung. Yon ihr 
ausgehend fihersieht man Bildungsgesetz nnd Eigensehaften jener Glei- 
chungen niederen Grades m[t gr5sster Leichtigkeit. Ich w~insehe im 
Folgenden die Theorie der Transformation siebenter Ordnung his zu 
demselben Punkte zu ftihren. Wie man bet ihr die Modulargleichung 
achten Grades in einfachster Form aufzustellen hat, habe ich bereits 
in meiner A rbeit: Uebcr die Tra~sformativn der elliptischen 17unctionen etc. 
(pag. 111 ft. dieses Bandes) gezeigt; die zugehSrige Resolvente sieben- 
ten Grades betrachtete ich ill der hier voranfgesehiekten Note: Ucbcv 
die EErniedrigung der ~lodularfleichungen. Es handelt sieh nunmehr 
darmn, die zugcl~6rige Galois'sche ]~esolvenle yore 168 t~ Grade in 
zwecI:nffissigsler W~is'e zu bihlo~ ~t~d yon ihr aus je~,e eiederen Gld- 
chungen abzuMten. 

Die Wurzel ~ dieser Galois 'schen Resolvente hat, wie bekannt, 
als Fancfion des Periodenverh-~ltnisses co betrachtet, die charakte- 
ristische Eigenschaff, bet allen denjenigen linearen Substitutionen 

uco-~ 6 und nur bet denjenigen unge'~ndert zu bleiben, welche modulo 

7 zur Identitiit congruent sin& Dies ist ftir reich im Folgenden die De- 
finition der ]rrationalit':it ~. Ich beginne also (w 1.) mit ether kurzen 
Untersuchung der linearen Substitutionen in Bezug auf den Modul 7, welt-he 
durchaus elementarer Natur ist~ aber der Vollst~ndigkeit wegen hier einge- 
schaltet werden musste~:). Es ergiebt sieh daraus (w 2.), wie '1 a]s Function 
der absoluten Invariante J verzweigt ist, und vor allen Dingen dies 
Resultat, dass die zwischen ~t und J bestehende Gleichung, dem 
Geschlechte 20 ~ 3 angehSrig, durch 168 eindeutige Transformationen 
yon a priori angebbarer Gruppirung in sich iibergeht. Dies fiihrt zur 

*) VergL die allgemeinerea Untersuchungen in Serre't's Tr~itd d'ulg~bre 
supdrieure. 
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Kenatniss e[ner merkwGrd~gen Curve vierter Ordnung, welche durch 
168 Collineationen der Ebene in sich ~ibergeht (w 3.) und in Folge 
dessca eine Reihe besonders einfacher E~gensehaftea hesitzt (w 4., 5.). 
Es geniig-d, yon der Existenz jener 168 Collineationen zu wissen, urn 
mit leiehter Mtihe das volle System der zur Ctlrve gehSrigea Covariau- 
tea aufzustellen (w 6.), und man erh~lt die Gieiehung 168 ~" Grades, 
am wetehe es sich handelt, in iibersichflichstcr Weise~ indem man die 
Grundcurve mit einem covarianten Curvenbiischel yon der 42 ~n Ord- 
n u , g  seh~leidet (ebenda). Will man yon der so erhalteuen Gleiehang 
zur Modulargleichung aehten Grades oder zur Resolvente siebenten 
Grades hinabsteigen, so kommen zumal solche S.;itze in Betracht, 
welche man bei der allgemeiaen Carve vierter Ordnung hinsichtlich 
tier Berahrungscurven drifter Ord~uag and gewisser @ruppirungea der 
Doppeltangenten kennt (w 7.--I0.) .  Die Wurzela der gemeinten Glei- 
chungen erweisen sieh dabei als r:ttiouale Functionen der Coordinaten 
vines Curvenpunktes, and in dieser explieiten Darstellung seheint mir der 
wesentliche Fortschritt zu liegen, der ftir die Transformation siebenter 
Ordnung erreicht ist. ~ Die nan noch folgenden Paragraphea (11.--15.) 
haben den Zweck, ein mSgliehst ansehauliches Bild yon der Verzweigung 
der R i e m a n n ' s c h e n  Fl'iiehe zu eatwerfen, welche ~/als Function yon J 
dar.~te]lt und die in mehr abstracter Weise schon in w 2. betrachtet 
wurde. Die Yiguren welehe ieh dabei erhalte, wollen flit die hier 
vorliegenden Fragen dieselbe Bedeutung beanspr~che~, welehe die Ge- 
stalt des Ikosaeders ftir die Pwbleme fiinften Grades hat. 

Die haupts~iehlicbsten tier genannten Resuttate habe ieh bereits 
in ether Note verSt~butlicht, welehe ich am 20. Mat dieses Jahres der 
Erlanger Societ':it vorleg'te.*) Ebendort zeigte ich bereits, wie sieh 
nunmehr die Zur~ckffihrung derjenigen Gleichungen siebeateL~ Grades, 
welche die Gruppe der Modulargleichung haben, auf eben diese Modular- 
gleichuug explicite bewerkstelligen l~st. Im Folgenden bin ieh at~f 
diese und aadere sieh auschliessende Fragen noch nieht eingegangell; 
ieh mSehbe mir vorbehalten, (temn':iehst ausf/ihrlieher aaf" .~ie zuriickza- 
kommen. 

w  

Eintheilung der Substitutionen -TE-~:-e- in Bezug auf den l~odu] 7 

~ 4 - ~  Unter einer Substitution . . . . . . . . .  schlechthi~ ver~tahe ich im FoI- 

gendeu immer eine solche 

*) Ueber Gleiehunge~ siebenten Grades, zweite Mittheilung. 
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deren Co&fie[eaten ganzzahlig und deren Determinante gleich E/as isk 
Dabei will ieh~ der Kiirze wegen, folgende Ausdraeksweise gebrauehen. 
Zwe[ Substitutlonen S 1 und S.) sollen gleichberechtigt heissen, wean es 
eine dritte Substitution S ~eb~,  so dass man die Relation hat :  

St = S - 1 "  S~ �9 S .  

Nun unterschied ich friiher (pag. 122)*) .elliptisehe, parabolisehe und 
hyperbolische Subsfitutionen. Man hat dann ohne Weiteres fo]gende 
Satze: 

Gleichberechtigte Substitutioncn haben dieselbe Summe a -{- & 
Alle elliptisd, en Substilulionen yon der 2eriode Zwei ( a-~ 6 ~ 0 )  sind 

gleichbereehtigt. 
N immt -man  die e72ipti~ehe~ Substitutionen yon der _Periode .Drel 

(c~q-6~-----~ i) /n der Weise paarweise zusammen, wie sie dureh Iteration 
aus einander hervorgehe~, so sind aZle solchen Paare gleiehbercchtigt. 

LOie parabolischen Substitutionen (a-~ 6=-J=2) zerfallen in u~end- 
lieh vide Classen; jede Substitution ist mit e4ner der [blgenden: 

a , ' = ~ ,  c o ' = a - k - l ,  c o ' = ~ + 2 , . . .  

gleichbereehl(qt. 
Fortan werden wir nun die Substitutionen _~'~ _-b_~_ nicht mehr an 

sich, sondern in Bezug auf den Modul 7 betrachten, und also zwei 
,% +~" 

Substitutionen "~' + ~ und als identiseh betrachten~ wenn ~.~ q- ,~ 7"o~ + ~'" 
a ~ a ' ,  fl ~ fl', y 7", ~ ~ ~' ist, demnaeh aueh nicht mehr ver- 
langen, dass a 6 - - f i 7  g]eieh Eins ist~ sondern nur~ class es congruent 
Eins ist (modulo 7). Wir  haben dann jedeafalls den Satz: 

Substitutionen, weld~e friiher gleiehbereehtigt ware,n, sind es aueh jetzt. 
Uebrigens giebt es jetzt  nur eine endliehe Anzahl yon Substitu- 

tionen; man zfihlt sofort ab: 
:Die Zahl der Substitutionen ist 168. 
Unter diesen ist eine, St,  yon der I'eriode 1, n-2mlieh die Iden~it'2{~ 

~'  = co. Das ist selbstverst'2ndlich. 
Um Substitufionen yon der Periode 2 zu erhalten, ffihren wir 

die Bedingung a -~- 8" ~ 0 ein, welehe die elliptisehen Substitutionea 
von der Periode Zwei eharakterisirte. Wir  findetl 21 modulo 7 ver- 
sehiedene Substitutionen; da sie ihre Periode nieht ge'~ndert haben 
kSnnen, so folgt: 

Es giebt 21 glelchberechtigte Substitutioner~ vonder  .Periode Zwei. 

Dieselben sollen S. z genannt werden; Beispiel: - - I .  
fD 

*) Die Citate auf blosse Seiteazahlen beziehen sich immer auf den gegen- 
w':irtigen Annalenband. 
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Auf dieselbe Weise t~ndet man dutch tteranz~ehen der Bedingung 
a -{- ~" ~___ 1, welche die elliptisehen Substitutio~en yon der Periode 
Drei charakterisirte: 

.Man hat 28 gleichberecI~tigte .Pause so~ SubstitutioJ~en S 3 mlt d~r 

Periode 3. Beispiel ffir eia Paar :  - -~o --.~o 

Bei den parabolischen Substitutionen war a -{- dl ~ --4_2 2. Dem- 
entsprechend erhalten wit 49 modulo 7 verschiedene Substitutionen. 
Von diesen ist eine die !dentitSt e~ '~  ed. Die gbrigen erweisea sich 
mi~ co-~-1, co ~ - ' )  o ~ - 8  gleichberechtigt; sie haben daher~ wie 
diese, die Periode 7. 

Es giebt 4~ Substitutionen S 7 vvn der :Periode ~';eben, we~d~e sieh 
auf  act~t glvichberechtigte Sextu2el w-rtheilen. 

Beispiel eines Sextupels: o ~ 1, ca -~- 2~ . . . w -~- 6. 
So bleiben noeh 16~i~ - -  1. - -  21 - -  56 - -  48 ~ 42 Suhstltu!ionen, 

ffir welche a ~ 6" ~ ~__ 3 ist. Iterirt man sie, so wird ffir die net)e 
Substitution a' ~ 6" ~ 0. Unsere Sabsti~utionen ergeben also, wieder- 
holt, Substi~utionen yon der Periode :2, l~aben demnaeh selbst die 
Periode 4. Ich werde jede solche Substitution m i t d e r  inversen zu 
einem Paare zusammenfassen. Dann fo]gti 

iEs giebt 21 91eiehberechtigte t)aare yon Substilutionen S~ mit der 
iPeriode 4, die einzeb~ den 21 Substilutionen S.~ zugeordnel sind. 

2~a -]- 2 o_ea--- 2 1 
Beispiel: _: ~ ~ 2 ' ~ ~ =~:: '-' ' zu /5 geh5rig. 

An diese Unterseheidung der Peri0dici~t unserer Sahstitutionen 
kniipft sieh sofort die Aufsteflung der aus ihne~ zusammenzusetzen- 
den Gru~pen. Zuniichst hat man diejenigen-Gruppen, welche nur 
~Viederholungen einer nnd derselhen Substitution enthalten. ~:s gie~t 
�9 ~on solchen Gruppc~: 

1) .Eine ~ G~ wdche nur eine Substlgution er#tditt; r -~ ~ 

2) 21, G--e~ mit zwei Substitutivnen, x. ]3,: ~,  - -  ~-- r ' 

3) 28, G.~, mit drr Su~stitutionen: eo~ -- ~ ~ ., 

4) 21, G~, mit vier Substitutionen: co, 2:-~-ig~ z .~, - - ~ ,  ~.g4_-~, 

5) 8, G~, mit sieben Substitutionen: e% eo ~ I,  . . . o -~ 6. 
Unter diesen Gruppen sind immer diejenigen, welche gleich viele 

Substi~utionen enthalten, gleichberech~igt. Es genfig~ daher zum Be- 
weise der nachfolgenden S~tze jedesmal nur ein Beispiel anztfffihren, 
welches sich auf eine einzelne der im Satze gemeinten Grappen be- 
zieht. Man finder: 

1) Jede Substitution $~ ist ~nit vier a~de~rtm ~.~ vereausci~Sar. ]gi~se 
vivr S~ verthe~len sich in dc~" Art  auf  zwei l~aare, dass die Substitu- 
tiona~ eines t)aares unteT, sich ebcnfalls vertauschbar sind 
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Beispiel: Die Substitution 1 ist mit folgenden vertauschbar: 
` 0  

2to -3V 3 3 ` 0 - - 2  2 ` 0 - - 3  3 e o - ~  2 

3 o - - 2  2 - - 2 m - - 3  ~ - - 3 o - - 2  ~ 2 ` 0 - - 3  

Die beiden ersten sind unter einander gleichfalls vertauschbar, ebenso 
die beiden letzten. 

2) Demnaeh giebt es 14 Gruppen G 4' nlit vier Subsiitutio~en, welehe, 
yon der Identitiit abgesehen, nur Substitutionen yon der Periode 2 ent- 
halten. 

2 eo --{- 3 3 ` 0 ~ 2  
Beispiel: a b - -  l ,  3 o - - 2  :' - - 2 o - - 3  

1 2 o - - 3  3`0 --~ 2 oder aueh: co, - - -  
o ~ - - 3 o - - 2 '  2 o - - 3  

Diese 14 Gruppen sind untereinander nun nieht gleichberechtigt, son- 
dera vertheilen sich, dea bei'den angef~ihrten Beispielen entsprechend, 
zu je sieben auf zwei Classen. Jede G~ ist an einer Gruppe G~' aus 
jeder Classe betheili~. 

3) 2l~it jeder Grup~e G 3 sind drei Substihdionen S) vertausehbar. 
Also giebt es 28 unter einander gleichberechtigle Grtq~pen G6' yon sechs 
Subgtitulionen. Jcde G 2 ist an vier solchen G6" betheiligt. 

3 o  2 `0 1 2 3 
Beispiel: ~0, -- -~-2' -- :~-' - - ~ - '  3`0' z-L-' 

4) Die vicr Substitutionen S.~, welel~e Satz (1) zufolge mit ei~wr 
gegebenen S.~ vertausehbar sind, sind aueh mit der G a vertausehbar, in 
weleher die 9egebene S, enthalten ist. Dies giebt 21 gleichbereehtigte 
Gruppen Gs' yon avht Substitutionen. 

2a) -~  2 2 ~ - - 2  Belspiel: co, - - - id ,  - - ' , , 0 + 2 '  + u o + z '  

2 o - } -  3 3 o - - 2  2 o - - s  3 o  --}- 2 

3,o--'2 ~ ----2~--2 g"~ -- So--2' "2o ~ 3 " 

5) 31it jedcr Gruppe G; slnd 14 Subslitulionen S 3 verlausdtbar. 
Dies 9iebt aehl gleiehbereehtigte Gruppen G.'~ yon 21 Substitutional. 
Jede Sa ist a~ zwei solehen Gruppen betheiligt. 

Beispiel: c o + k ,  -~ (o+~: )  --3(~+1:) f;ir k = O ,  1 6, 
3 ' 2 ~ . . . .  

oder aueh: die Gesammtheit der Substitutionen uo 
7o+6' 

6) -Den 2 . 7  Gruplgen G 4" (Satz (2)) entspreehend giebt es 2 . 7  
Gruppcn G..;~ mit 24 Substitutionen. Dieselben ent.stehea folgendermassen. 
Maax nehme eine G 4' und vervollstS.ndige dieselbe: 

a) dutch diejenigen 6 $4~ deren Wiederholungen die tier G~' 
angehSrigen drei Substitutionen S~ sind, 

b) dutch diejenigen 6 S,,  welehe mit einer der genannten drei 
S.: vertauschbar sind~ ohne selbs~ bereits der Ga' anzugehSren. 
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Wenn  man die so zusammengestellten Substitutionen beliebig 
eombinir t ,  so entstehen nut  noch: 

c) vier Paare zusammengehSriger Substitutionen S~, und 
4 - } - 6 - } - 6 - { - 4 - 2  ist 24. 

eo ' 3 e 0 - - 2  ~ - - 2 c a - - 3  ~ 

S~, welehe zu ,) gehSren: ~ - ~ - 2 '  

?~ -t- .~ gehSren: ~ -{- t 

3(o --~ 3m--3  
S~, welche zu _ z~ _ 3  gehSren: _ a~-t- ~ ' 

~Neue S~, m i t - - - -  

D D ~ 22 

2 ~ o - - 2  

2 ~ - - 3  , 3r -~ 2 
1 vertausehbar: : - 3~ - - -~ . ) '  -~-,~-----~-; 

2 o ' t - 3  �9 - - ~ - } - 1  {0-{-2 .- 
3 ~ o - - 2  '~ ~z " - - - 2 e o - ~ l  ~ --~--I 

Paare yon S~, welche durch Combination entstehen: 

- - 3 { 0 - - 1  - - 2 { 0 - - 1  

2 ~ 3 ; 

r  ~ - - ~ - - J - - '  

e - - { 0 + ~ .  
- = ~ - j ~ T - " -  3~ ' 
- ~-[- 3 - - 3  

2~o ~ 2~  -t- I 

Man sieht: Die 24 Substitutionen einer G "  "~4 sind ebenso beschaffen, 

wie die 24 Vertauschungen yon vier Elementen,  oder auch wie die 
24 Drehungen,  welche eta reguliires Oktaeder mit sich zur Deekung 
bringen. ]ch werde von beiden Vergteichungen sp~iter eiae Anwendung 
machen. - - U e b r i g e n s  sind diese G-_,'~ selbstverst~indlicherweise keiac 
anderen Gruppen,  als diejenigen, deren ich reich in dem Aufsat~:  
Ueber die ~rniedrigung der fModulargleichungen bediente. Ich habe 
sic damals im Anschlusse an B e t t i  in einer etwas anderen Gestalt 
mitgethei l t ,  indem ich n'~mlieh nieht daran festhielt, dass ac~--flT--=l 
(rood. 7) set, soudera nut  verlang4e, dass a6  - -  ~7 congruent einem 
quadratischen Reste werde, ~ ein Unterschied, der fiir die gebroehene 

a,~ -I- ~ bedeutungslos ist. Substitution ~,~ ~ -  

7) Man beweist endlich dutch bekannte Methoden, da.~s in dcr 

Gesammtheit tier 168 Su~stitutionen ~ '~ ~ ~ k~inc a~zdv-r~ Unte~gruppen 
7 ~  -~- o 

vorhanden stud, als die nun aufgez~ihltcn. 
Math,,mat2sche Am~len. XIV, g8 
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Di~ Function ~(~) und ibre Verzwoigang in Bezug auf J. 

Es sei jetzt ~ eine algebraische Function yon J ,  we]che so ver- 
zwei~ ist, dass sit, als Function yon a~ betraehtet, folgende Eigen- 
sehaften besitzt: 

1) Sit is~ innerhalb der positiven l:[albebene e~ durchaus ein- 
deutig, 

2) sie geht dutch diejenigen Substitutionen no + t~ und nur ~ ,~+~  
dureh diejenigen in sich fiber, welche modulo 7 zur Identit-~t con- 
gruent stud. 

Ich will mit ~(a~) einen der Werthe bezeichnen~ welche zu einem 
gegebenen J gehSren. .~Ian erh~lt dann alle anderen, indem man 

statt a~ die 167 Ausdrticke ~co + ~ eintr[tgt~ welche modulo 7 yon 
7co q- ~' 

verschieden stud, der, n a l l e  Werthe yon co, die zu dem gegebenen J 
gehSren, sind in dieser Form enthalten. Daher: 

ist mit J dutch eine Gleichung yore Grade 168 i~* ~ verbu~&~,. 
Es mSgen die 168 Wurzeln in irgend ether Reihenfolge mit 

bezeichnet seth. Wenn jetzt J in der Ebene, welche seine complexen 
Werthe versinnlicht, einen geschlossenen Weg beschreibt~ so eri"s 

tin beliebiges der zugehSrigen co eine Substitution ~'~ + #' Dement- ~'co -b 6"" 
( ~  + ~ sl~rechend erie[den die ~ eine bestimmte Permutation, indem in y ~ ]  

ftir eo der eben angegebene Werth eingetragen werdeu muss. Soll nun 
nach dieser Permutation (bet a]lgemeinem Werthe yon J )  irgend tin 
~; mit einem Anfangswer~he zusammenfallcn, so ist offenbar n~thig, 

dass die Substitution I~, i modulo 7 zur Ideutit'5.t congruent ist; dann 
Ir 

aber fallen alle Werthe ~1 mit ihren Anfangswerthen zusammen. Denn 

bezeiehne~ S irgend eine Substitution : :  ~t~ - ~ ,  ~o eine beliehige solche, 
$ 

die modulo 7 zur Identit~t congruent ist, und ~:0" eine bestimmte der- 
selben Art,  so hat ma~ allemal die Relation: 

S S O ~- So' S. 
Ich drticke das so aus: 

Alle Wurzeln *l~ si~d in :Bezug auf  J 91eichverzweigt. 
Die Verzweigungspunkte selbst kSnnen nach meinen frfiherea An- 

gaben nar hei J ~  0, 1~ cr liegen (Fag. 128). Umkreist J den Punkt 
O, so erF.thrt eo eiae elliptische Substitution yon der Periode 3, um- 
kreist es den Punkt 1, so ert~s ~ eine elliptische Substitution yon 
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der Periode 2. Endlich, wens es den Pankt oo umkreist, so erf~hrt 
ein passend gew'lihttes ~ die parabolisehe Substitution ~a '~  ~ n u 1. 
Daher fo l~ :  

.Bei J ~  0 ldingen yon den 168 Bliittern der ~2 ~'el ariisentire~uten 
R i e m a ~ n ' s c h e n  ~vT~iche 56.nml drei JBliitler in, Cyldus ~usammen, bci 
J ~ 1 ~--mal zwei .Bliitto', bei J .~-oc 24-ram sieben .Bliitlcr. 

D a s  GescMecht der zwischen ~/ und J bestehenden Oleichung er- 
weist sieh hiernach gleieh .Drei: 

p -~ � 8 9  ~- 3. 
Algebraische Functionen yon J,  welehe in Bezug auf J gleichverzwei~ 
sisal, lasses sich dutch einander mit Hiilfe yon J rational darstellen. 
Daher folgt: 

Jede Tgurzel vji unserer Gkichu'ng ist else rationale JFunction ~on 
jeder anderen Wurzel ~ und J.  

Oder anders ausgedriickt: 
.Man kann 168 rationale Func~ionen R(~/, J )  mit nunwrisdLen 

Coefficienten bilden, so dass, u~ter 7~ eine bdiebige Wurxel ~erstanden~ 
fdgen& lqdalionen bestehen: 

~, ~ l ~ t ( ~ ,  J ) ,  ~,. ~ tt~.(~2, J ) ,  . . �9 ~t(~s - ~  ~ , ~ ( * 1 ,  J ) .  

Es giebt also, den 168 Substitutionen entsprechend, welehe im ersien 
Paragraphea betrachtet wurden, 168 eindeulige Transfarmalionen un- 
serer .Riemann'schen -~'ldche in sich. Die weiteren Sehliisse stfitzen 
sich nile darauf, dass man, n a c h w  1., die Gruppirung jener Sub- 
stitatlaaen kennt und dass diese Gruppirung sich bei den nunmehr in 
Betracht kommenden eindeutigen Transformationen wiederfinden muss. 

Doch beachten wir zua'~chst Folgendes. Durch die Transforma- 
tionen wird jeder Pankt unserer I~iemann'scheu Fl':;che in j eden an- 
deren tiber ihm resp. unter ihm liegenden Punkt verwandelt. Fragt 
man also~ ob es Punkte der Riemann 'sehen Fl~che gieb% welehe 
bei einigen der 168 Transformationea lest bleiben uud aus denen also 
weniger als 168 verschiedene Punkte hervorgehen, so beantwortet sieh 
diese Frage einfach dareh die Yerzweigangsstel|en, - -  denn sie ~ind 
die einzigen Punkte, welehe gleiehzeitig versehiedenea Bl'~ttern ange- 
hSren. Mit Riicksicht auf das, was soeben hinsichflieh der Verzweigung 
gesagt wurde, haben wit also den Satz: 

Unter den Gruppe~ yon je 168 dutch dic Transformationcn zu- 
sammengeeerdneten 2unkten haben wir,  J ~ oc entsl)rcd~cqzd, eine sieben- 
favh ziihlende yon nut  24, J = 0 vntspredwnd eine dreifach ziihlende 
yon nur 56, J ~ 1 entslJrecheml eine dol~eIteithlotde yon nut  84. An- 
dere mehrfach ziitdende launktgrup'pen giebt es nicht. 

]eh werde diese Puakte, ihrer Wiehtigkeit halber, mit einer be- 
sonderen Bezeiehnung belegen; sie sollen die Punkte a~ b, c heissen. 

28" 
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Jeder Punk~ a bleibt bei einer Transformatloa yon der Periode 7 ua- 
geiinder~, d. h. also fiberhaupt bei den Transformationen einer G ,  
Ebenso bleibt jeder Punk~ b bei den Transformafionen einer G3, jeder 
Punkt c bei den Transformationen einer G 2 unge~indert. :Nun wissen 
wir aber, dass es nut aeht Gruppen GI ,  28 Gruppen G 3 uncl 21 
Gruppen G2 gieb~, ausserdem 21 Gruppen G4. So schliessen wit: 

1~i den Transformationen einer G: bleiben immer drei  l~unkte a 
fest, bei den Trans'formationen either G3 zwe i  .Puntzte b, bei den Trans- 
[brmationen drier G 2 v ier  -Punl~te c. 

iBei den T~'ansformationen einer G~ bleibt kein-Punkt  ungeiindert. 
Nun war jede G 7 ausgezeichnete Gruppe in einer G~,  welche 

neben den Substitutionen der G 7 nur Substitutionen yon der Periode 3 
umfasste. Die drei Punkte a ,  welehe bei den Transformationen der 
G~ unge.~ndert bleiben, kSnnen es bel den anderen Transformationen 
der G2'1 nieht thun; denn sol, st wtirde es nieht 24, sondern nur acht 
Punkte a geben. Daher werden die drei Punkte a durch die neuen 
Transformationen unter einander vertausch% und da die Periode der 
neuen Transformationell Drei ist, so werden sit cy~lisch veriauseht. 

In dlesem Sinne bleibt bei den Transformationen einer G~, jedes- 
real ein 2'~'ipel zusammemjehSriger _Punkte a ungeh:ndert. 

Ebenso schliesst man: 

]3ei den Tran~formationen einer G~" bleibt jedesmal ein Taar ~u- 
sammengeh~r~qer ~Punl:te b .zmgeiindert. 

Die G (  en~h-~lt Transl%rmationen yon der Periode Drei and solebe 
yon der Periode Zwei. ]3el den ersteren bleiben die beiden Punkte b 
einzeln genommen lest ,  bei den letz~erea werden sie wechselseitig 
vertauscht. 

Diese S~tze lassen sigh vervielfaehen. Ich ftihre nut  noch fol- 
gende an. 

Jede Sz war mit vier anderen S 2 vertausehbar. Das heisst: 
]~i einer Transformation yon de~" ~Periode 2 bleiben ausser dem 

Quac~rupd der e in ze ln  festbleibe~den t)unI:te enoeh vier andere Qua- 
drupel ungeiindert (aber nicht die l~unkte c "in ihnen). 

Ferner war jede S., mit vier G 3 vertausehbar. Also: 
In demselben Sinne bleiben b~i einer Substitution yon der Periode 

Zwei vier Paare zusammengeh6riger 2Punkte b unge(indert. 
Ieh erilmere endlich dara% dass sieh unter den Substitutionen 

einer G'~ vler Gruppen G z befanden. Dement~prechend erhalten wir 
vier Paare zusammengehSriger Punkte b, und nach dem, was fiber die 
Beschaffenheit der G~'~ gesagt wurde, ist deaflich, class diese vier _Paare 
vermbge tier Transformatio~wn der G~" au[ alle Weisen unter einander 
1)ermutirt werden. 
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Die angefiihrten S~tze sind immer so zu verstehen, da~s auch 
night mehr Paare etc., als angegeben ist, unge~adert bleiben resp. auf 
alle Weisen permufirt werden. 

w  

Dio Normalcarvo yon der viorton 0relining. 

Als Unbekaunte ~ in unserer Gleiehung 168. Grades kana jede 
a]gebraische Function gew~ihlt werden, die innerhalb der nunmehr ge- 
schilderten R i e m a n n ' s c h e n  Fl-:iche eindeutig ist and bei den 168 ein- 
deufigen Transformationen 168 im Atigemeinen verschiedene Werthe 
annimmt. Wir werdea jedenfalls die einfachste Function ausw'Shlen 
wollen, wean es sich am wirkliehe Aufstellang der Gleiehung handelt, 
und dementsprechend besch~ftige ich reich zun-~ehst mit dem Problem% 
diejenige Normalcurve ~iedcrdcr Ordnun 9 aazugeben, auf ~velche sicl, 
die Gleichung ~ und J eindeutig beziehea lasst. Dies Problem erledigt 
sich, wie man sehea wird, durch eine l~.eihe einfacher Schllisse, welche 
sich desshalb ermSglichen', well ,~an die algegraischey, I,:to~ctionen yore 
Gesc]dechte 2 ~--3 azef Grund andercr Untersudmngen zicmlich gena~e 

kennt.*) 
Bei den algebraisehen Functionen zv ~ 3 sind zwei F.Slle hin- 

siehtlich der Normaleurve zu unterscheiden: der ]~ypcrellilJtiselw und 
der allgemeine. Im ersteren Falle ist die Normalcurve eine Curve 
fiinfter Ordnung rail dreifaehem Pankte~ im zweiten eine Curve vierter 
Ordnuag. 

Ich behaupte nun zun'iiehst: ],yl~erelli29tisch kann unsere Normal- 
curve nic}d sein. Denn sie muss, wie die Gleichmlg zwisehea ~/ undo r, 
auf die sie eindeutig bezogen ist, durch 168 eindeutige Transformationen 
der bewussten Gruppirung in sieh fibergehen. Bei der hyperelliptischen 
Curve abet hat die einfaeh unendliehe Sehaar vott Puaktpaaren~ die 
bei der C~ mit dreifachem Pankte dutch die you diesem Puakte aus- 
gehenden Strahlen ausgeschniLten wird, gegeniiber eindeutiger Trans- 
formafionen eine invariante Bedeutung. Es miisste also der von dem 
dreifachen Punkte ausgehende Strahlbiischel ,auf 168 Weisen eindeu~ig 
in sich transformirt werden.**) Nun ist ein Strahlbtischel eine rationale 
Mannigfaltigkeit yon einer Dimension; es miisste also 0inch dem yon 

*~ Siehe namenRich; Weber, Theorie der Abd'schen F u r , ~ t ~  yore Ge- 
sddecht ~ ~ 3 (Berlin, 1876). 

**) Ma~ kt~nnte a~ bloss 84 Weisen denken, indem eine Subatitution $2 
mfglicherweise darin bestehea k6nnte, da~ die beiden you elnem Str~hl aua- 
gesc2mittenen Puakte vert~useht werden, -- was ~ieh datm auch, wie im Texte, 
al~ tmm6glich erweisen wtirde. Aber das i~; schon de~h~Ib unzalg.~ig, weiI die 
Gruppe dor 168 Transformationen einfach ist. 
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mir sehon of~ angewandten Schlusse) eine Gruppe yon 168 linearen 
Transformationen einer Ver~nderliehen geben, welch% wohlverstanden, 
ebenso besehaffea w~re, wie unsere Tr~usformationsgruppe, also z. B. 
keine Substitution yon einer Periode > 7 enthielte. Eine solehe Gruppe 
aber giebt es bekanntlich nicht. 

Also ist unsere NormaIcurve vo~ der vierten Ordnung. 
Jetzt  lehrt die Theorie der algebraisehen Func~ionen*), dass all- 

gemein bei einer eindeutigen Transformation einer Curve in sich die 
yon R ie  m a n n  so genannten Funetionen cp linear transformirt werden. 
Bei der Curve vierter Ordnung nehmen die Functionen q~ jeden Werth 
im Allgcmeinen in vier Punkten an, und die Punktquadrupel, welelm 
in diesem Sinne einer Function cp entsprechen~ kSnnen dutch die ge- 
raden Linien,  welche sich in einem bestimmten Punkte der Ebene 
kreuzen, ausgesehnitten werden. Daher geh~irt zu jeder ]inearen Trans- 
formation der ~ eine Umformung der Ebene, hei we]eher jeder ge- 
raden Linie eine gerade Linie, jedem Punkte ein Punkt entspricht~ 
d. h. eine Colli~zeation im gewShnlichen Sinne des Wortes. Daher: 

Unsere Curve vierter Ordnung geht dutch 168 Colli~eationen, welc?~e 
die bewusste Grul~im~ng }~a~en, i~ sich gber; 
und vor allen Dingen: 

.Es giebt eine endliche Grudge yon 168 Collinea~ionen tier .Ebene, 
unter de~ze~ J:eh~e eine Periode > 7 hat.**) 

Auf unserer Curve vierter Ordnung werden sich, diesen Collinea- 
tionen entspreehend~ die Punkte im Allgemeinen zu je 168 zusammen- 
ordnen, l~ur einmal sind es bloss 24 (die Pankte a, wie ich sic auch 
jetzt nennen werde), ein anderes Mal bloss 56 (die Punkte b), eJn 
drittes Mal bloss 84 (die Punkte c). Andere Gruppen yon weniger 
als 168 zusammengehSrigen Pankten giebt es niche. 

Nun aber  kennt man auf einer Curve vierter Ordnung Gruppen 
yon 2"4, 56~ 84 ausgezeiehnete~ Punkten~ das sind die 24 Wendepunl:te~ 
die 56 Beri~hrungstn~n~te der Do21~el~angenten , die 84 sextat:tisel~en 
:Punkte. Diese Punkte sind slimmtlich durch Eigenschaften charak- 
terisirt ,  welche bei Collineationen der Ebene ungeiindert bleiben und 
werden also bei den 168 Collineationen der Curve in sich bez. unter 
einander vertauscht. Daher folgt: 

*) Siehe Br i l l  und N6ther:  Ueber die a[gebr~ischen Fuuetionea und ihre 
Anwendung in der Geometric, diese Anaalen Bd. u 

**) In der Aafz~ihlung slier endliehen Gruppen tern;irer linearer Substitu- 
tionen, welche Camille Jordan gegeben hat (Borchardt'8 Journal Bd. 8~) 
~cheiat diese Gruppe iibersehen zu sein. [Wie mir Hr. C. Jordan mittheilt, be- 
fiadet sich der Pehler auf S. 167 tier genauntcn Axbeit, Z. 8 v. u., indem t2 daselbst 
nicht durch 9~ soadcrn nur durch ~q~ dlvidirbar zu seia braucht. (Dec. 1878)]o 
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.Die P ~ t e  a sind die Wendepunkte, die :Pun~te b die ])er~hru~uj~- 
punkte der Dot)peltangente~t, die ~Punl:te c die se~talctlscl~en Pu~&te. 

Man kSnnte diesem Sehlusse gegenfiber vielleicht einwenden, dass 
al5glicherwei~e die Wendepunkte mit den Beriihrungspunkten der 
Doppeltangenten oder mit dell sextaktischen Punktea, oder diese beidea 
le~zten Kategorien unter einander zum Theil zusammeafallen. Um 
diesen Einwand zu entkr~ften, gentlgt es, darauf hiuzuweisen, dass 
56 dareh 24 nicht theilbar ist und dass sieh 84 aus 56 und 24 nieht 
ganzzahlig zusammensetzen l':isst. In der That kSnnen wir, naeh dem, 
was wir yon der R iemann ' sehen  Fl~che wissen, nun einmal ~Jur 
Gruppen yon 24, 56, 84 Punkten gebraucheta. - -  

Aber aueh die Tripel der Punkte a, die :Paure der Punkte b 
and die Quadrupel der Punkte e bekommen eine eiltfache Bedcutung. 

Was zun~iehst die l'ripel betrifft, so beachte man, dass jede Wende- 
tangente der 6~ dieselbe noch in c'inem weiteren Punkte schneider. 
Solcher Punkte erhalten wir, entspreehend der Zahl der Wendepunkte, 
24. Nun giebt es auf unserer Curve nut eine Gruppe yon 24 zu- 
sammengehSrigen Pankten, das s[nd die Wendepunkte selbst. Wit 
schliessen also: 

.Die neuen t)unkte ['allen mit den Wendclounktcn in irge',,l einer 
~eihenfolge zusammen. 

Mit dem anfiinglich gew~hlten Punkte kann der neae Puakt nietJt 
coincidiren; sonst h~tte man eine vierpunktig berfihrende Tangente 
und die Wendepunkte wiiren weder unter sich noch yon den Be- 
r(ihrungspunkten der Ooppeltangente~l durchaus ver,~chiedem Daher: 

Jede Wendetangente unscrer C' 4 sehnehlet dieselbe noch in einem 
weiteren Wendelmnt:~e. 

Nun glebt es Collineationen der C~ in sich, welche den anf'~nglich 
gewlihlten Wendelounkt lest ]assen. DieselbeJ, tassen jedenihll~ auch 
den nun construirten neuen Wendepunkt ungeiindert; dann welter 
auch denjenigen, welcher aus diesem durch Wiederholung desselben 
Processes abgeleitet wird, etc. Nun sind abet die Tripel zusammen- 
gehSriger Pankte a eben dadurch charakteri~[rt worden, dass sie bel 
denselben Transformationen unge'Zndert bleibea. Also folgt: 

.D/e 24 Wendepunkte uuserer 6' 4 verthciten sich b~ dvr Wci~c auf  
acht I)reieeke, dass die .DreieeTzsseiten zugleich die Wendetangenteq~ xind. 

Diese Wendedreieeke vntsffrechen dc~ Yripeln zusammc~ngehUriger 
2unkte a. 

h'och einfacher ist die Bedeutung der .Paare zusammengehSriger 
Punkte b. Bleibt bei einer Collineation, welche die Cj in sich fiber- 
fiihrt, der eine Beriihrungspunkt einer Doppeltangente lest, so gewi~s 
aueh der andere. Daher: 



.Den 28 ~Paaren zusammengehSriger t)unkte b entspred~en die 
28 .DoFpdtangenten mit il~ren beiden :Beriihrungspunkten. 

Um endlich die Quadru2el der Punkte c zu interpretiren, beaehte 
man den leicht zu beweisenden Satz, dass ia der Ebene jede Collineatioa 
yon der Periode 2 eine Pers2ective ist. Wir erhalten also den 21 Sub- 
stitutionen S :  entspreehend 21 Axen and 2l zugehSrige Centra, in 
Bezug auf welehe unsere C~ sich selbst perspectivisch ist. Jede Axe 
schneider die C, in vier Punkten: das sind eben die 4 Punkte c, welehe 
bei der betreffenden S~ ungeiindert bleiben. Also: 

.Die 84 sextaldisdten Pun~'te unserer C 4 werden yon 21 gcraden 
Linien ausgeschnitten. 

.Die vier _Punkte, weZehe einer Linie angehSren, ret~riisentiren jedes- 
real ein Quadru2d zusammengel~eriger :Punkte c. 

Betraehten wir zuletzt noeh die drei am Ende des vorigen Para- 
graphen angefiihrten S.~tze. So bekommen wir: 

Dutch jecles Centrum der ])erspectivit~it ~aufen vier Axen hindurch, 
auf jeder Axe liegen vier Centra. 

Jede DoTpdtangen~e tr~igt drei Centra, indem dutch jedes Centrum 
vier 1)o2~eltangenten verlaufen. 

.Bei den 24 Collineationen einer G~4 werden vier ausgezeic~nete 
.Do)rpeltangenten auf aZle Weise 2ermutirt. 

w  

618iehu~gsformen der Curve viertsr Ordnung. 

Die angeffihrten S~itze sind mehr als hinreichend, am fiir unsere 
C 4 ve~sch~edene Gleichungen aufzustellen, in denen die Collineationen 
der versehiedenen Gruppen ohne Weiteres hervortrefen. 

his Coord~na%endreieck mSge zuniiehst ein Wendedra'eek zu Grunde 
gelegt werden. Seine Seiten seien Z ~--- 0, ~ ~ 0, u ~--- 0 uad solleu 
beziiglieh im Sohnitte mit ,~ ~ 0, v ~ 0, 3. ~---0 die Curve osculiren. 
Dann hat die Gleiehung der C 4 jedenfalls folgende Gestalt: 

Nun soll unsere Curve bei eyklischer Vertauschung der Drelecks- 
seiten unge'~ndert bleiben. Daher ist, wenn wir in die Definition yon 
~, u, v passende Zahlenfaetoren aufnehmen, A ~ B ~  C und D ~ = ! ' .  
Ferner soil die C 4 bei sechs Collineationen yon der Periode 7 in sieh 
iibergehen, vermgge deren die Dreiecksseiten unge-:inder~ bleiben. Diese 
Coilineationen driieken sieh analytiseh jedenfalls so aus, dass die Ver- 
h'~ltnisse ~ : ,~ :v  mit passenden siebenten Einheitswurzeln multiplieir~ 
werden. Dabei kann der Term l , ~ v ( 1 - [ - ~ - [ - v )  unm5glich in ein 
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Multiplum seiner selbst iibergehen; er daft daher in u~serer Glei- 
ehuug nieht vorkommen. Die Gleichung lautet daher einfach: 

(1) 0 == f ~  )L3y -{- ~av ~ v31. 

Ich will die Collineationen, dutch welche f in sich selbst tiber- 
geht, immer so angeben, dass sie die Determinante E i ~  besitzen. 
Dann hat mau crstens die Co]lineation yon der Periode Dres 

(2) x ' ~ ,  ~ '~-~,  r 
sodann f'olgende Collineation yon der Periode 7: 

(3) x=r , 

verbindet man beide in beliebiger Wiederholung, so hat man die G'~, 
bei wdcher das zu Grunde geZegte We~&dreicck urgc6ndert blaibt. 

Um nunmehr die 6 Collineationen einer G; hervortreteu zu lassen, 
werde ich ein neues Coordinatendreieek eiJ~ftihren, dessert Seiten da- 
dutch definirt sind, dass sie bei den Vertauschungea (2) unge~.ndert 
bleiben. Demen~prechend ~etze ieh zun~ehst: 

( ) 
3~ 3 ~ - -  

Dann wird die Gleiehu~g unserer Curve 

(5) O = f  =~ (x,+ + 3x~'x',.x'~--3x-,~'x'2 + x~ ((t + 3a~'}x'~ ~-[-(l + 3a)xJ3))" 
Um bier reeh~er Hand die dritten Einheitswurzeln fortza~chaffen, 

setze ich ferner: 

(+) x~ ----u+ ~ + t ,  

und erh$1te: 
1 (6) 0 ~ f  = ~t---~ (y~' ~- 21y'~Y~Y~ --  147y~"Y~'Z "I" 49y, { y s §  y~)). 

Man sieht hier ohae Weiteres~ dass y~ ~ 0 eine Doppelb~mgente 
unserer Curve is~ welehe ira Schnitt mit Y~z ~ 0 und mit y+ -~- 0 be- 
riihrt, und dass sich die seehs Substitutionen der zugeh6'fige~ G~" aus 
folgenden beide~ ~usammensetzen lassen, yon denen die erste mit (2) 

zusam.wnftillt: 
(7) y," ~ y~ y~ ~ aye, Ys' ----- a~Y3' 

( 8 )  y~ '  = - -  y ~ ,  y~ '  = - -  Y ~ ,  Y~' ~ -  - Y~" 
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Die drei Centre, welehe auf y~ ~ 0 liegen, slnd durch folgende 
Gleiehu~gen gegeben: 

y.~ -}- y~ ~- 0, Y2 + a Y3 ~ 0, Y2 -1- r ~ 0, 

w~ihread die zugehSrigen Axen der Perspectivit~t folgende sind: 

Y 2 - - Y : ~ 0 ,  y._)- ~ . y ~ 0 ,  y ~ - - a ~ - y ~ 0 .  

Um jetzt den Uebergang zu einer G~4 zu finden, suehe ich vor 
allen Dingen die Doppelta~genten zu bestimmen, welehe yon den ge- 
nannten Centren aus]aufen. Dureh jedes Centrum gehen vier Doppel- 
tangenten, aber eine derselben ~s bei uns jedesmal mit y, ~ 0 zu- 
sammen, so dass es sich nur um 9 Doppeltangenten handelt. Betraehten 
wit zan~chst diejenlgen, welche durch das erste Centrum hindurchgehen 
und demnach eiue Gleichung folgender Form haben: 

aye + (ye + y~) -~ 0. 

Um sie zu bestimmen~ trage man den Werth yon Yl aus vor- 

steheader Gleichung in die Curvengleichung ein, ordne ~ a c h  y~-y3 

and bilde die Discriminante der ffir diese GrSsse entstehenden qua- 
drat[schen Gleichung. So erhi~lt man folgende Gleichung fiir o': 

28a 3 - 2 1 6 ' - 6 a -  1 ~ 0  

mit den Wurzeln : 

~ 1 ~  6 ~  $ 

Die drei d,u~'ch das Centrum la~fenden 1)o~peltangenten lauten 
demnac]~ : 

Yl + Y~. + Y3 -~ O, 

( -  7 • 3 Y ~ ) y ,  + 56y, + 56y~ = o. 

Die sechs tibrigen dureh die beiden anderen Centra laufenden 
Doppeltangenten ergeben sich aus diesen dutch die Substitutionen (7). 

Ich sage nun, dass y~ ~ 0 xusammen mit solchen drei tier ge- 
na,~nte~ .Doppeltangenten, welche dutch (7) avs einander hervorgehen, 
ein Quadru2el vo~ Do3~t)eltangenten bildet, deren aeht Beriihrungs~u~kte 
au[' einem Kege~schnitt liegen. Allgemela niimlich werdeu die sechs 
Punkt% welche aus einem beliebigen Punkte durch die Substitutionen 
der G~' hervorgehen, mit den Berfihrungspunkten yon Yt ~--- 0 auf ei~em 
Kegelschnitte liegen, well bei den Subs6tutionen (7), (8) jeder qua- 
dratisehe Ausdruek y~Z-~ k y.,y:, unge~ndert bleibt. Die seehs Be- 
rLihrungspunl~te der genannten Tripel yon Doppelt~ngenten gehen aber 
durch die Substitutionen tier G~" aus einander hervor z denn jede einzelne 
Doppeltangente bleibt, well sie dutch ein' Centrum verl~uft, bei einer 
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Sabs~i~uiion yon tier Periode 2 unge~'andert, w'~hrend sieh die Berilh- 
rungspunkte auf ihr ver~auschen. 

Demnach kana jetzt die Gleichung unserer Ct~ auf drei Weisea ta 
die Form gesetzl werden: y q r s  - -  w~=  0, we) i~, r r~ s Doppet- 
tangenten~ w ein Kegelsehnitt ist, der dm'eh ihre Beriihi'un~ipuukte 
lauft. Man finder einma!: 

(9) o -  _.~ ~/~_ {49,j,(,j, § ~ + y~; (v, q- -u~ +-~,j~)(g, + .~y.: § .y~) 

--  3(4yl  ~ - -  7yzy:,)~}, 
das andere. Mal: 

(10) o ~ f =  iF7 [~.~((-- +56y., 56y~). 

�9 ( ( - -  7 _ 3/=:-7)  y~ § 56 ~ :,j~ + 56 ~ - , ~ )  �9 

�9 ((-- 7 • 7 : - ~ )  ,~, + 56 ~' ~ + 56 .  u~) 
_ :e - 7 

" \ I 6  

Die Gleichungsform (9) wird uns sFiiter (ira letzten Paragraphen) 
yon Wichtigkeit sein, die andere ergiebt, wie id~ nun xcigen werde, 
ohne Wr die Substitukione~ einer G~I. 

Man seize n~mlich: 

( ~, = (21 ~ 9/::-~) ,~, .  

(11) ~e = ( -  7 • 3 ~/~----7)y, -~- 56y.: § 56y~, 

so dass Z~ ~ 0 ist. Dana geht (~0), Yon e.inem Zahlenf~r abgr 
sehen~ ia folgende Gleichung fiber: 

und diese Gleichung bZeibt bei de,~ 24 Collineationen ungciindcrt, wdchc 
dutch die Vertauschungo~ der ~ dargestellt $ii*d. Dics also sind die 
Collineationen der betreffenden G~;~. 

Man sieht: bei den Collineationen einer G~I'~ bleibt aileron 1 ein 
Kegelsehniti unge~nder~: 

weteher durch die Beriihrungspunk~e der ausgezeiehnctea Doplaeltan- 
gentea hindurehlfiuft. Da es 2- 7 Grappen G~'~ giebt und alle Doppel.- 
tangentea unter einander gleiehberechtigt siad, so ~ebt es 2 . 7  der,, 
artiger Kegelschni~ie, yon de~ea jedesmal ~ieben zazammeageh5rige 
die Berfihrungspunkte s~immtllchex Doppe!~ang~nten ausschneidea 
Diese Kegelschnitte werden weiterhi~ yon grSsster Wiehtigkeit werdem 



2, a,  v und y~, Y2, Ya bestehen, lassea 

Verfanscht man nun hier y,, y~, Y3 
und schreibt demenr 

w  

Die 168 Collineationen loezogon auf das Wendodreieek. 

Sonstige Formeln. 

De Glelchungen, welche nach (4), (6) zwischen den Yariablen 
sich so schreiben : 

l ) -y~  + ZT(3a~ + 1) -y~, 

~ ) 'V :  + ~ Vr + ~) "V~, 

1). ~/2+ a2/~7(3a ~ + 1). y~. 

nach (8) mi~ - -  y,,  - -  y~, - -  Y2 

eliminirt sodann zwischen beiden Gleichungssystemen die Yl~ Y~, Y~ 
so hat man ~ffenbar den Uebergang yon ebzem Wendedreied;e ~ls v ~ 0 
zu dnem andcren 2"~'v" ~ 0 gefunden. Die gechnung ergieb)~ ein sehr 
einfaehes Resultat~ wenn man (lie bekannten Ausdriieke fiir die rechts 
stehenrlen Cubikwurzeln i~l dritten und siebenten Eiaheitswurzela be- 
nutz~*). Sei n~imlich: 

(13) A = :'~ -- v~ ~'~ - ~'' v~' - ~' 
V ~ '  / ~ =  - V : ~ '  C =  V : 7 '  

~/ ~ 7 =- 7 + 7' + 7 : - -  r ~ - 7 ~ - 7 ~, 
so kommt einfach: 

Z ' =  A~ + Bt~ + C v ,  

(14) {#'--~ B~--{-  Ct~-- ~- A v ,  

b J =  C~ + A~ + .5'v. 

Verbindet man nun diese Substitutian (wdche die ~)o'iode 2 hat) 
au f  alle Wciscn mit belieMgen Wiederholungen (1~ beiden (2), (3): 

~' = 7 4, ~" -~- 7 ~ ,  v" -~ 72v, 
so ]~at man exl~licitc die 168 Collineationen, welche die Curve vic~-ter 
Or&tung, odcr, besscr gcsagt, die terniire biquadratische t~orm 

*) Es ist 

~ +  t) = (y + ~,9 + ,~ 6 ,~ + ~sl + ~(~,~ + ~'~), 
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in sich iiberfii~ren. 
An dieses Resultat anknfipfend lassen sich die Coordinaten s'~mmt- 

licher singul'~rer Element% welche unsere Curve besitzt, ohne Weiteres 
angeben ; man hat jedesmal nur die Coordinaten eines einzigen Elementes 
der gewollten Art zu bestimmen und auf diese die 168 Collineationen 
anzuwenden. Auf solche Art ergeben sich sofort d~e Coordinaten der 
24 Wendepunkte und der zugehSrigen Wendetangenten. Was die 
Doppeltangellten angeht, so bemerke ieh, dass die Doppeltangeate 
Yl ~ 0 des vorlgen Paragrapben auf unser Wendedreieck bezogen die 
Gleiehung erh'~lt g --[- ,a -~- ~ ~-= 0, und (lass die Ber[ihrungspunkte auf 
ihr die Coordinaten 1 : a : a'-' resp. 1 : a 2 : a besii~zen. Um endlich die 
21 A~:en der Perspectivit'~t und die zugehSrigen eentra zu bestimmen, 
geniio~r es, diese Elemente ffir die Substitution 04) auszurechnen. Man 
findet als Axe der Perspeetivit~it: 

(15) X ' +  Z = ~' + ~ = , , ' + , , =  0 
und entspreehend ffir die Coordinaten des Centrums: 

- - B - - C : I ~ : C  

oder, was auf dasselbe hinaus kommt: 
~ : - - . B - - A : A ,  resp. C : . 4 : - - C - - A .  

Im Folgenden werde ich vor allen Dingen diejenigen Ausdrficke 
in ,~, tt, ~, gebrauchen, welche gleich Null gesetzt die ac]tt Wende- 
dreiecke, resp. die zweimal ~iebe~ ~Kegelschnitte darstellen, yon denea 
am Ende des vorigen Paragraphen die Rede war. Ich will diese Aus- 
dr~icke hier so mittheilen~ wie sie aus einander durch die 168 Sub- 
stitutionen vonde r  Determinante Eias hervorgehen. 

Es sei das als Coordiaatendreieek benutzte Wendedreieek mitr 
bezeichnet und unter Zuffigung eines sp~ter zweckmgssigen Zahlen- 
f~ctors rechter Hand gesetzt: 

Dana er~ebt sich ffir die fibri~en Wendedreieeke (x ~-- Off, . . .  6): 

Wit  erha!ten ferner ffir zwei der 14 Kegelschnitte, ~ean wit iu 
die Gleichung Xg ~ ~ 0 des vorigen Paragraphen rfickw'irts die y u~d 
f~ir diese die ).~ ~ ~ eintragen~ nnter Zuffigung eines geeigneten 
Zahlenfactors: 

- t + V - - 7  (u~, + v~. + ; .~) = O. 
(,~ 4- ~" + ~'~) + 
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Dementspreehend kommt, wenn wir allgemein die linke Seite der 
I(egelskhnittsgleichung mit c~ bezeichnen, ffir x ~ 0~ 1, 2 , . . .  6: 

- , •  
( ]8 )  e z = ( r 2 x . , ~ 2 - [ - ~ . g 2 2 c 7 4 z , y 2 ) - ~  - 2 . ( T G x ' g V 2 f - ~ z ' v 2 " ~ - ~ ' s z ' Z ~ )  �9 

Diese beiden Ausdraeke sind es~ welche spoiler die einfachstel~ 
Resolventen achten und siebenten Grades ergeben wkrden. 

w  

Aufstollung der Gleichung 168 t~n Grades. 

Als Unbekannte ~ der Gleiehung 168 ~e~ Grades kann, wie schon 
gesagt, jede auf unserer C 4 eindeutige Function, also jede rationale 
Function yon ~ : ! L : u  gew~hlt werden, we]che in den 168 durch die 
Collineatioaen zusammengeordneten Punkten im A]lgemeinen ver- 

schiedene Werthe aufweist. Es scheint am einfachsten, z oder 
tt 

selbst zu w'Xhlen. Das Resultat gewhmt aber ausserordentlieh an 
Uebersichtlichkeit~ wenn wit nicht einen solehen Quotienten, sondenl 
gleichzeitlg beide einfiihren, die dann dutch die Gle[chung 

f =  ~3~ q_. g3 v _{_ v3;t = 0 

an einander gebunden stud. Es l{[ss~ sich dann nihnl~ch J als ratio- 
nale Function 42 t~ Ordnung yon ~t:~t : v darLellen 

(19) J = R ( ~  g ,  v), 
wo /~ kin seTtr ei~faches Bildungsgesetz hat, und diese Gleichu~g (19) 
yon der 42 ~ Ordnu~g ~usammen mit der Gleichung vierter Ordnung 
f ~ 0 vertritt dam~ die e ine  Gleichu~g ]68 t~ Grades, yon wekl~er bh- 
lung immer die I~ede war. Ein iLhnliches Verfahrea scheint allemal 
angebraeht, wenn es sich um Aufstellung einer Gleiehung handelt, 
deren Gesehleeht p grSsser als Null ist. 

Die Function /~(l ,  g;  v) muss vor allen Dingen die Eigenschaft 
hubert, bei den 168 Collineationen unge':;ndert zn bleiben. Um /~ zu 
finden beschSftige ich reich daher zun~chsL damiL, alle ganze~ Funk- 
tionen yon )., ~t, ~ aufzustellen; welche dieselbe Eigenschaft besitzen. 
Dabei wird selbstverst~dlicherweise vorausgesetzt, dass die 168 Colli- 
neat-ionen mitder Determinaute Eins genommen werden. - -  Wit  kennen 
eine solche gauze Function, das ist 

f ~  ~.3,u -[- y.3v --~ v:~/1.; 

wir wissen ferner, dass die Covaria~ten von/jedenfalls dieselbe Eigen- 
sehaft hubert. Eine leiehtk Discussion zeig~ dann, dass sich die 
Covarianten yon f m i t  den gesuchten Funktionen deeken, und l~isst 
zugleieh ihr volles System mit den zwischen den Systemformen be- 
stehenden l~elationen aufstellen. Die rationale Function R erweist 
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sigh uls die einfaehste aus den Covarianten zu bildende Verbindung 
nullWr Dimension. - -  Das ist diese]be Methode, deren sich Gordan  
and ich in unserea neueren A]'beiten wiederholr hedienten. 

Wir hubert als erste Covarianie yon f die t tesse 'sche V yon der 
seehsten Ordnung: 

~ f  
! 

(20) V = ~  ~ ~,~o2 ~V ~ f  ~5k~ ' ,  a~-v~" - -  ( k~v -l- vsP-l-.u~k) �9 

~ f  k'.f 

Gleich Null geseizt bestim!)l~ sis auf f =  0 die 24 Wendepunkte, 
also in der That eine Gruppe zusammengehgriger Punkte. ]Nun gab es 
auf f ~ - - 0  keine andere Grupps yon nut 24 Punkten und iiberli~upt 
keine yon einer geringeren Punktzahl. Wit schliessen daraus, dass es 
keine unge'2ndert bleibende g~nze Function v0n geringerer als sechsbr 
Ordnung geben kann, und dass jede Functisn seehster Ordnung bis 
auf einen Zahlenfactor mit V iibereinstimmen muss. Gibe es ngmlich 
noch eine andere Function der sechste~l Ordnung, so wiirde sich die- 
selbe jedenfalls in der Form 

k " V - I -  ! " q~ " f 

darsbllen lassen, wo k, 1 Constanb sind~ - -  denn gleich Null gesetzt 
muss sie auf f ' ~  0 eben auch ~]ie 2i  Wendepunkte bestimmen. Hier 
wire r eine unge[indert hleibende Function zweitsn Grades und eine 
solche Function kann, wie oben bemerkt~ nich~ existiren. Genau 
ebenso schliesst man: Die ~dichst hShere in ]~etracht kommende ga.nzc 
t~unetion ist vom Gsade 14 mad schneidet, #leicl~ Nul l  gcselzt, aus [ = 0 
die 56 Ber  gh~,ungspunI:te der ]Do22eltangenten aus. 

Nun kann man auf verschiedene Weisea eine Covariante vier- 
zehnter Ordnung bilden. Bekanntlich gab sehon Hesse  fiir die all- 
gemelne Curve vierter Ordnung eine Curve vierzehrAer Ordnung a~, 
welche dureh die Beriihrungspunkte der Dot)peltangenten hindurch- 
geht. In unserem Falle gesc]deht das v0n jeder Covariante 14 t~' Ord- 
nung, die nicht eben ein Multiplum yon f~7 ist, undes geaiigt also, 
irgend eine hinzuschreiben~ Ich w'~hle: 

~ f  ~ f  ~ f  ~ 

~ f  ~ f  ~ f  ~V 

~,~z  ~.~ ~ '~"  ~ = (2" -I-/~" -4- ~'") + " '"  (21) C = ~ ~V ~ f  ~ f  bv 

~v ~v ~__v_ 0 
~-T ~.~ ~ 
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Ich bilde mir ferner eine ~unction yore 21 '~~ Grade, die ~Functional. 
determ#~ante yon f ,  V ,  C: 

9f  9w 
~z ~z 

1 ~f  
(22) ) K ~  14 ~g~ 

~f 

~Ol 

~v bc i 

= - -  (z , '  + ,,,'~, + ~ , * , ) . . .  

Gleich Null gesetz~ ergiebt K auf f ~ 0 die 84 sextaktischen Punkte. 
Man kann auch w[eder erschliessen~ dasses  ausser K keine ungeiindert 
bleibende Function yon der 21 t~" Ordnung gieb~. Dena eine solche 
mfisste sich in der Gestalt darstellen lassen: 

k / s  Zq~f ~, 
wo k, 1 Constantz bedeuten. Hier w~ire cp eiae unge~ndert bleibende 

Function yore Grade 21 - - 4 ~  schnitte also, gleich Null gesetzt~ aus 
f =  0 eine Anzahl yon Punkten aus, die durch 4 abet nicht dutch 8 
theilbar wSre. Nun umf~ssen die einz[gen Punktgruppen, welche bier 
in Betracht kommen k5nnen, 24 und 56 Punkte; daher ha~ man 
.Widerspruch. Jetzt erinnere man sich, dass wir friiher die 84 sex- 
taktisehen Pankte dutch 21 gerade Linien, die 21 Axen der Pers2ec- 
tivitiit, ausgeschn~fien haben (siehe Gleichung (15)). Es folg~ also; 

.Die Gleichung K ~ 0 stel~t das Aggregat der 2t  Axen dar. 
Will man allgemein 168 zusammengehSrige Punkte auf f----- 0 

ausschneiden, so genfigt es offenbar~ den Cnrvenbiischel 

V7 __--~ C s 

fiir ver'~nderliches k zu betrachten. Hicraus folgt vor allen Dingen~ 
dass man fiir geeignete Werthe yon k~ 1 unter der 2edi~gung f = 0 eine 
Relation [bOender Form hat: 

(23) W = t~- C ~ + ~*/s 

es folgt dann aber ferner, dass f ,  V, C, .K~ zwiselten denen diese elne 
.Relation besteht, das volle System der i~ ~etracht kommenden .Fvrme~ 
bigden und also um so ~ehr das volle System der Cova~'ianten yon/:  

Um die in (23) vorkommenden Constan~en k, / zu bestimmen, 
setze ieh zuniichst t ~ 1, ,~ = 0~ u-~-0.  Dann wird nach Formel 
(20), (2a), (22): 
(23) v=O C = 1 ,  K=--I 

und iibrigens f ~ - 0 .  Also folgh 

/ z = - -  1. 

Ich nehme ferner fiir f die Form (6): 
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�9 { r e  + 2~v,o-y..,v:, - ~4~v.,?-v:, ~- + 49v, (w~+vd)} 

und bereehne einige Terme yon V ,  C ,  K .  So kommt: 

v = ~ (v .  v / -  3 .5 .7 .  v , v . , . ~ d - " } ,  

C ~ _ _  2~-7~-~/f~- 
3~ Y~Y3 t3 �9 . . ,  

. K  ~ - -  2 3  " 77 
3 ~ . y. 2~ . . . .  

Setzt man nun hier yt = 0, y~ ~ 0, Ya = 1, so ergiebt sieh ausser f ~ 0 :  

_ _  2 a . 7 7 
(23 b) V = s~ , C = 0, K ~ 3, 
und also : 

1 - - 1  
- . ~ : v ,  k = .~~ " 

Die  Re la t ion  zwischen  V ,  C ,  JK lautet daher:  

( c / \ K ?  
(•4) ( -  v / =  , , ~ ,  - ,..)7 ~ , ~ )  �9 

h u f  Grund dieser Relation bestimmt sieh jetzt  die Function 
~() . ,  # ,  v ) ~  J unmittelbar. J soil in den Ber~ihrungspunkten der 
Doppeltangenten gleich Null werden, in den sextaktischen Pankteu 
gleich Eins,  ia  den Wendepunktea unendlich, es soil fiberdies jedea 
anderen Werth in 168 zusammengehSrigen Punkten und nur in diesen 
annehmea. Dal~er ]~at m a n  /blgende Gle ichung:  

(2.5) 

u n d  diese Gldel~ung,  z u s a m m e n  m i t  

f = O  
reTriisenlirt  das  Problem 168 t~ Grades ,  dessen F o r m u l i r u n g  unsere 

A u f g a b e  war .  " 
Will man statt J die lnvarianten g , ,  g~, A des ellipfischen Inte- 

grals benutzen, so kann man auch schreiben: 
C 

92 ~ - F - '  

K 
(26) ga = -~i6-, 

i / h  = - v .  

w  

Resolventen niederen Grades. 

Die Gruppe der 168 Collineationen besass Untergruppen G~'I and 
G'4 yon 21 bez. 24 Collineationen. Demn~ch besitzt unser Problem 

M a t h e m a t i i e h e  A ~ l e n .  X I V ,  2 9  



168 ~" Grades Resolventen yore achten und yore sieben~en Grad. Wie 
diese Rcsolventea in einfachster Form lauten werden, kann nieht 
zweifelhaft sein. Denn es mfissen ebeu diejenigen Gleichungen aehtea 
und siebenten Grades sein, welche ich fr~iher yon der directen Be- 
trachtung tier ~o-Substitutionen ausgehend als einfachste ihrer Art 
aufgestellt habe. Es handelt sieh also nur mehr durum, yon den jetzigen 
Betrachtungen aus den Uebergang zu jenen Gleichungen zu finden. 
Dies gelin=c,t (wie immer bei diesen Untersuchungea) auf doppe]te Weise. 

Entweder, man sueht die einfachste z a t i o n a l e  Function r (~ ,  ~, ~,), 
welche in den dutch die G~I oder die G~ zusammengeordneten Punkten 
denselben Werth annimmt, und fragt,  wie sie mit J zusammenh~ngt. - -  

Oderj man bestimmt die niedrigste g a u z e  Function yon ~, ~, ~, 
welche bei den Substitutionen der G.:I resp. der G.~ ungeiindert bleibt 
und bestimmt Jhren Zusammenhang mit V, C, K ,  bez. A~ g_~, g:~. 

Beide Methoden haben ihre eigenthfimlichen Vorz~ige, und so mug 
im Folgeaden die zweite der ersten jede~mal als Erg~inzung beigE- 
geben sein. 

w 

Die Rosolvento yore achten 6rude. 

Betraehten wit die G2"L~ welehe durch Combination fo]gender Sub- 
stitutionen entsteht : 

~t' - ~  7 . ,~ , ~" ~ 74  . l~, 1," _ ~  7~- . ~ .  

Unge~indert bleibt bei ihr vor allen Dingen das Wendedreieek 
6 ~  - -  7 , t ~  (16), unge-Sndert bleib~ ferner jedenfalls V ,  also auch 

die rationale Function # ~ -  Ueberdies hat letztere die Eigen- 

schaft, jeden vorgegebenen Werth nut in 21 Punl~ten, von f ~  0 au- 
zuaehmen, dean der B~ischel yon Curven sechster Ordnung ff~--#V~---0 
hat drei feste Gruadpunkte, die Coordiuateneckpunkte, eiafach z~hlend 
mit / ' ~  0 g'emein. Wenn wit also, wie nun geschehen soll, # als 
Unbekannte einffihren, so  w i r d  J e i n e  r a t i o n a l e  T u n c t i o n  a c h t e n  

(27) J_~-- ~(~) 

Bestimmen wir jetzt - -  wie ich es bei analogen hufgaben wiederholt 
that - -  welche Multiplici~t den einzelnen Factoren ia ~ ,  ~,, ~ p -  r 
zakommt. 

J wird unendlieh in den 24 Wendepunkten~ und zwar siebenfach. 
In dreien dieser Punkte wird ~ siebe~Jach gleieh Null, niimlich in den 
Coordi~ateueckpu_uktea ; denn ~ verschwindet in ihaea vierfach, V nut 



Ueher Transform~tlon aie~e~tex Orduu~g. 451 

einfach. In  den fihrigen 21 Wendepunktea wird a des Nelmers V 

wegen unendlich, aber nur einfaeh. Daher besteht V(o) aus einem 
einfachen und einem siebenfachen Factor, yon denen der erstere fiir 
6 ~ 0~ der andere ffir a ~ ~ versehwindet. Es ist also, van einem 
constanten .Factor abgesehen , r (a) 9leich a. 

J wird Null in den 56 Bertihrungspunktea dee Doppelfangeaten, 
und z~ar  dreifach. Der Gruppe G~t gegeniiber spalten sich die Doppel- 
tangenten in 7 q- 21"), ihre Bertihrungspunkte also in 2 . 7  q- 2 . 2 1 .  
In den ersteren nimmt a den ibm zukommenden Werth dreifaeh, in 
den azaderen nur emfaeh an. Das heisst: q~ e~l~It zwei einfache und 
zwei dreif ache lineare Fac~ren. 

J wird endlich gleich Eins und zwar doppelt, ia den 84 sex- 
taktisehen Punkten. Der Gruppe G~'~ gegentiber spalten sich diese 
Punkte in 4 . 2 1 ,  (~ nimmt an jeder dieser Stellea seinen Werth nut 
eiufaeh an. D~her: (q~- ~p) ist das vol~e Quadrat eines Ausdrud~s vi~tlen 
Grades (yon nicht verschwindender Di,~criminante). 

Dies sind nun hinsichtlich q~, ~0, cp ~ ~0 eben dieselben Angaben, 
welehe reich friiher (pug. 141, 142) zur Aufstel[ang der Modularglei- 
chang aehten Grades fiihrten: 

(28) J :  J - -  1 : 1 ---~ (C + 13~ ~- 49) (C -~- 5v-~- 1) 3 
: (v 4 -~- 1 4 ~  ~ + 63C -~- 70~ - -  7) '~ 

: 1728~. 

Zu eben dieser Gteiehur~ gelangen wit  also auvh jctzt, wean u, ir ein 
geeignetes Multiplum yon 6 mit v bezeichnen. 

Um dieses Multiplam zu bestimmen, gehe ieh zu dem Coordinaten- 
system der y zuriiek (Formel ~..~19o~a~j;. Es ist dann 7"-).z~'-'v z .  verm5ge 

y , = O ,  Yz~--O, y ~ l  gleieh (5--sa).72 s~ ~ und vermSge y~ ~ O, 

(5 -- :~ ~) - 7 ~ y~ ~ l ,  y:~ ~ 0 gleich :~ Fiir V hat man in beiden F~illea 

(Formel (23b))" ~--~:, daher ftir a beztiglieh die Werthe (5 - -  3a) und 

(5 - -  3a:) .  Abet die beiden Punkte y, ~--- 0, y: -~- {t ~ y.~ ~--- {~ sind 
die beiden Beriihrangspunkte der Doppeltangente Z-~-t~ ~ - v  ~ O, 
d .h .  einer yon den sieben dutch die G~ zasammengeordnetea Dolopel- 
tangenten. Demnaeh ist far ihn J - ~ - 0  und es versehwindet ia (28) 
insbesoadere der einfaehe Factor C -t- 13~- l -49 .  Des~en Wurzeln 
laut/~a 3 a -  5 und 3a ~- -- 5. Daher ist einfaeh: 

oder anders ausgesproehe~a: 

*) Der.~rtige Angaben verificirt mzn sofort dureh die frfiher mitgetheilte~ 
Formela. 

29* 
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.Eine Wurzcl �9 der Gtcichung (28) hat den Werth: 

b'2 __ 7 ~  
(29)  ~ = -  v v 

Dann folgt aus (17), dass die iibrigen Wurzdn  t~ folgende Werthe 
aufweisen : 

f l g ~  , 3z ]3 - -  5zr ~-- 6zy3~--~ ~ : ) ? ( t - -  3x 2 y - -  5:r 2j..:~ 
j , - - [ ?  tY , t7 )-I"~Y , - 1 " 7  ,~ "1-? ) [  

(30) ~ = 

W V 

und somit haben wir,  wie es in der Einleitung verZangt wurde, die 
Wurzeln der Modulargleiehung aehten Grades als rationale Funetionen 
e ines  Punktes der Curve f -----0 dargestellt. 

Die Gleichung (28) liisst sich, wie ich bereits pag. 148 erw~ha~e, 
in der Weise u.ngestalten, dass *nan stafft v schreibt z -~, statt  J -  1 

-'~;g)! and nun beiderseits die Quadratwurzel zieht. So kom.nt: 
A 

(31) z s _{_ 14z6 _}_ 63z4 _[_ 70z~. _ ~1698 - - - ~ - - .  z - -  7 = 0 ,  

wo wir nach Formel (26) 
216g~ K 

V~ V~ w 
se~zen k5nnen. Tragen wir hier ffir z nach (29), (30) seinen Werth 

ein, so erhalten wir folgend| Relation: 

(32) (i~ - -  14~6~7 -4- 63(i' V ~ - -  705~'V ~ - -  (?N - -  7V 4 = O. 

Das Zeichen des vorletzten Gliedes bestimmt sich so, wie es an- 
gegeben ist ,  wenn man etwa fiir ;,, ~ ,  v die Werthe 1, O, 0 und fiir 

irgend einen der Werthe 6~ eintr~igt. 
Eben auf  diese GIeichung (32) wird man nun gefiihrt, wene man 

sich des fvrmentheoretisehen Ansatzes bedient. Die einfachste ganze 
Function yon ~, g,  v nil.nlich, welche bei der G~I ungeiindert bleibt, 
ist (~| = -  7) .uv.  Bei den 168 Collineationen nimmt ~ acht ver- 
schiedene Werthe an,  deren sy.n*netrlsche Fuactionen ganze Functionen 
yon V,  C, K sein miissen (da f =  0 genommea ist). So*nit geniigt 

einer Gleichung achten Grades, die wegen der Dimension yon V, C, K 
nothwendig folgende Gestalt hat:  

~s + a V .  r ~ + b W .  6' -5 cV  ~ �9 (t ~" -4- d K  �9 ~ + e V  ~ ~- O, 

und bestimmt man bier die Coefficieaten a, b, . . .  e, indem *nan ffir 
6', V, K ihre Werthe in ~, g,  v eintriigt and iibrigens f =  0 beriick- 
s ich t i~ ,  so gelangt man eben zur Gleiehuag (32). Diese Ableitung 
hat den Vorzug, dass sie a priori iibersehen 1Ksst, wesshalb in (32) 
nut gewisse Potenzen yon 5 vorkorc/men. 
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w  

B e r f i h r u n g s c u r v 6 n  dr i t ter  Ordnung. - -  Aufl6sung dBr 6hiohung 
168 ~ 6fades. 

Die aeht Wurzeln der Gleichung (32) drficken sich naeh (16), (17) 
folgendermassen aus: 

/ 6 ~ - -  7 ~  

~- 27 ~ �9 ~ u  -~-2~ �9 , ~:~ - ~ 2 7 ~  �9 ,u?~. 

Nan gab ieh bereits in meiner vorigen Arbeit an (pag. 148), dass 
die Gleiehung 01)  und also auch die .Gleiehung (32) e/~e Jacobi'sche 
Gleichun9 achten Grades ist~ das heisst, dass sieh die aus ihrea Wurzelu 
gezogenen Quadratwurzeln mit Hiilt'e yon vier Gr5ssea A0, A~, A~, A~ 
foIgendermassen zusammensetzea lassen*): 

J = V -  7. a0, (34) 
[ 

(,o bedeutet bier irgend eine durch 7 nieht theilbare ganze Zahl). Es 
fragt sieh, wie sich dies( Angabe,  die ich der 1. e. mitgetheilten 
transcendeaten AuflSsung yon (31) entnommen hart(, algebraiseh 
best~tigt. Dies erledigt sich durch die Betrachtuag gewisser Beriihrungs- 
curve~ dritter Ordnung**), welch( unsere Curve [ ' ~  0 besitzt, oder, 
aaders ausgesprochen, durch die Betraebtung gewisser auf f--~O 
existiren&r Wurzelfunctionen drifter Ordnung. 

Eine Curve vierter Ordnung hat bekanntlich 64 dreifaeh unendliche 
System( yon Beriihrungscurven dritter Ordnung, 36 yon gerader~ 28 
yon ungerader Charakteristik. .Es ist nu~z hief (in Syste~m vo~ gerader 
Charakteristik de(lurch ausgezeicl~ruet, class es die acht ~Ve~dedrciec].'e 
als t)'eriihrn~gseurven in sieh schliesst. 

Jedenfalls kann (in Wendedreieck a~mittelbar als Berilhrm~gscurve 
drltter Ordnung betrachtet werden, indem seine 12 Darehsehnittspuakte 

*) Wegen der Jacobi'schen Gleichaagen achten Grades vergL eiae Notiz 
yon Brioschi in den Rendiconti del Istituto Lomb~rdo yon 1868 (erl~utert yon 
Jung und Armena~te  im 7 ~a Baude des Giorn~le di Matematiche, pag. 98~:h 
sowie eine im Text( noch nicht verwerthete Bemerkung am Sehlusse meiner 
wiederholt citlrten Erlanger Note. l ch hoffe bald au~fiihrlicher auf den Gegen- 
stand zurfickkommen za kSnnen. (Vergl. auch die neuerdings erschienene Arbeit 
Brioschi's" $opra una cla~e di eqaazioni modulari, Anaali di Matematica, 
t. IX. [Dec. 1878]). 

**) D. h. Curven dritter Ordntmg, welch( f=~ 0 sechsmal eiafach ber/ihren. 
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mit der Curve vierf, er Ordnung sogar in nur drei Schni~punkte (zu 
je vier) zusammenfallen. Betraehten wit nun etwa das Dreieck #| 
Dutch seine Schnittpunkte mit der G 4 legen wit die dreifach unend- 
liche Zahl yon Curven dritter Ordnmlg, welche in ihnen die C 4 be- 
riihren~ ihre Gleichung ist: 

(35) k,~gv -t- aZ~g ~ bg2v 4- cv ~'z ~ O. 

Sie schneiden jede die C4 in noeh sechs weiteren Punkten, und in 
diesen Punkten beriihrt dann, wie bekannt, eine neue Curve drifter 
Ordnung desselben Systems, zu welehem $| gehSrt; zugleieh erzielt 
man auf diese Weise al/e Carven des fraglichen Systems. :Nun finder 
man die Identifiit: 

(36) ( k Z g v + a Z 2 g + b g 2 v  + cvL~)2--(a%~,~+b~gv+c~vi~).f 

= i~gv. {k*-?,gv--(a*-ga-4-b~v3.~-c2~ a) .-~-2(bc~tv2--~-cav,~2.-~-ably ~.) 

+ [(2ak--b2) Z 2 g + ( 2 b k - - c 2 ) g z v +  (2c1~ -- a*-)v*-Z]}. 

Die Gesammtheit der in Betraeht kommenden Berfihrungseurven drifter 
Ordnung ist daher dutch folgende Gleichung dargestellt: 

Jr- [(2 ak - -  b 2) ~.: # + (2 b k - d) ,a e v + (2 ck - -  a*') v*- ,~]. 

Setz~ man nun bier 

k ~ l ,  a ~ - y - ~ ,  b ~ - ~ ,  c~---7 - ~ ,  

so entsteht rechter Hand tier Ausdruek ~ ,  und es gehSren also, wie 
behaupte~ wurde, die acht Wendedreiecke demselben Systeme yon Be- 
riihrungscurven an.*) 

Nun kommen die Formeln (34) einfaeh auf den Satz zuriiek, dass 
sich die Wurzelfunctionen eines Systems gerader Chara1:teristik linear 
aus vier unabIdingigen zusammensetzen lassen. Man w~ihle n':imlich 
sotche vier Wurzelfunctionen, welche Beriihrungseurven (37) entsprechen, 
fiir die der Reihe naeh 

k ~ l ,  a ~ O ,  b ~ O ,  c ~ O ,  
k~--O, a ~ l ,  b ~ O ,  e ~ O e t e .  

genommen ist, and sefize demenfspreehend: 

(38) ~ A0 = V ~ ,  
( 

*) Da~ dies System yon gerad~r Charakteristik ist, folgt ans der sogleich 
anzugebenden irrationalen Gleichung~sform. 
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Dann hat man bei richtiger Wahl der Vorzeiehen vermSge [ - ~ - 0  
folgende Rdationen: 

J Ao.,4_ t ~ 22,% .4oA 2 ~ ti'-v, Ao.A. ~ ~--- v'-'2, 
(39) [ A,  A 2 = 2 1 ~ ,  A.,A:~=Itv~_, A s a , = v Z ~ , . )  

u n d e s  l~sst sieh die Gleichung (37) in folgender irrationaler Form 
schreiben: 

(40) kAo 27 n a t  "d- bA.~ .-1- cA 3 -~- O. 

]nsbesondere wird mit Riieksicht auf (33): 

/ V C  = V -  7. A0, (41) / / / ~  = Ao + r -`~. A ,  + r -4~  �9 A~ + 7 --0~ A3.  

Dies sind nun in der That die Formeln (34), i~zdem nut start der da- 
reals unbestimmt gelassenen Zahl 0 jetzt ( - -1)  gesetzt ist. 

Man kann diese Formeln benutzen, um lmsere Gleichung 168 ten 
Grades explieite dureh elliptische Funetione~ zu 15sen**). Die Wurzeln 
o ~ yon (32) sind den Wurze]n z yon (31) proportional, und ffir letztere 
gab ieh pag_ 145, 148 meiner vorigen Arbeit den Ausdruck ia ff~--e ~ 
an. Dementsprechend haben wir bier: 

(42) 6~r : ~ : ~ - - - 7  ~ / ~ . E ' ( 1 - - q m ' )  ": ~ - - ~ ;  

Die auf der reehten Seite stehendea Ausdrticke liefera vermSge der 
Reihenentwiekelung 

t .-i- x~ (6 ~ - b l l  2 

die Ao, A,,  A.., A 3 ihrem Verh~tltnisse hath,  und benutzt man nun, 
dass nach Formel (39): 

(43) ;t Ao ~ .% v it. 

ist, so findet man folgende L~sungeu der Gleichung 168 t'~" Grades: 

*) In Folge dessen hat man zwischea den A~, Al, A,, A seine Reihe idcn- 
fischer Relationen, welche alle durch Nullsetzen folgender Matrix 

a ,  & - ~ o [ 

A s - -  A ,  0 
erhalten werden. 

**) Sie muss ~ieh aueh dutch eine liaeare Differentialglelehtmg drifter Oral- 
hung l~en laa~en; wie hat mau dieselbe aufzuntellen? 
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Es geniigt, dieses eine Lgsungssystem zu beredmen, denn die 167 an- 
deren ergeben sich aus diesem einen dutch die CoUineationen des w 5. 

Ich habe dabei nur die Verhiiltnisse Z : / ~ : v  berechnet; will man 
yon der Formulirang ausgehen, wie sie Gleichung (26) vertritt, so 
erh~ilt man natfirlich entsprechende Formeln ffir die absoluten We~tl~e 
yon ,~ g~ v. 

w 10. 

Dis Resolvento siebenten Grades. 

Bei den Substitutionen einer G2'~ blieb jedesmal ein Kegelschnitt 
c. ungeiindert, welcher die Berfihrungspunkte yon vier Doppeltangenten 
ausschnitt; naeh Gleichung (18) kSnnen wir setzen: 

(45) c,  = ( ~ .  z -~+r  �9 . , ~ ? + ~  ~. ~=) + - J + - 1 ~ ' ~  ~ x . ~  v + ~ , ~ ,  v ~. + 7  ~ .  ~,~':. 

Bilden wir jetzt die rationale Function: 

(46) x = cA. 
v 

Da Z~hler und Nenner bei den 24 Substitutionen der G~ unge~ndert 
bleiben, da ferner der Bfischel yon Carven sechs~er Ordnung V - - x .  c~3=0 
keine festen Grundpunkte mit der C 4 gemein hat~ so schliessen wir~ 
dass x jeden Werth einmal in solchen 24 Punkten annimmt, welche 
dutch die 24 Substitutionen der G.:~ zusammengeordnet werden. Daher: 

J ist eine rationa~ ~'unctio~ siebenten Grades yon x:  

(47) J ~ q~ (x). 

Wir befirachten nun wieder die Werthe 3" ~ 0r 0, 1. 

Die 24 Wendepunkte, in denen J siehenfach unendlich wird, bil- 
den den Substitutioaen tier G~ gegenfiber nut eine~ einfach z~hlende 
Gruppe. ~(x) ist also die siebente Potenz eines linearen Factors. 
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Aber x wird, nach Formel (45) in den Wendepunkten selbst unendlieh. 
Dalwr ist r  ei,~ ConstanCe. 

Von den 56 Bertihrungspunkten der 28 Doppdtaagenten liegen 
acht auf e, == 0, in ihnen also wird x dreifach Null. Die anderea 48 
vertheilen sich attf 2 . 2 4  (welehe je 12 Doppeltangeatea angehSran). 
Desshalb: q~ ent~di~t neben dera einfachen .Factor X noch die dritte :Po~mz 
sines quadratisdwn Factors yon n~ht verschwindender Z~hcriminanta. 

Die 84 sextak~ischen Punktr end rich vertheilen sich den 24 $ub- 
stltutionen der G;'~ gegeniiber auf 3 . 1 2  4" "2.24. Also: ~ - -  • vr~ 
hiilt einen cubischen t~'actor einfach and einen ~ua~atizchen dotq)dt. 

Nun sind es eben wieder diese an ~p, r gesteltten Forderungen 
gewesen, welche ich frtiher benutzte, um (lie einfachste Glelchun~ 
Grades aufzustellen (pug. 427), welch~ folgenderma~sea lautete: 

(4s) J : J -  ~: 1 =y(u-~-2-~. 7+ ('~T- y - ~ ) y +  ~ .  7 , ( ~ r  ~ 

--,~.3~. v (35~:9/=--7)) 
.(yZ _ 2'. 7 (7 ---~f~-7)y-k 2 ~. 7 a ( 5 ~  1/-7L-7)): 

: -~  2 ~-~. 3 ~. 7m. ~/--? .  

Wit  schliessen, dass die Unbekannte y b'~ auf einen constante+z Factor 
imit unserem jetzigen x .gbereinstimmt, wobei e3 abar ~wch fraglich ~t, 

eb das obere Vorzeithen von k/22-7 in (45) dem oberen oder dem un- 
tere~z Vorzeichen in (48) eut~'larivht. 

Um dies zu entscheiden, gestalte ich (48) zuniichst in der Weise 

urn, dass ich y ~ z~ J ~  g~' seize und dana beiderseit~s die Cubik- 
wurzel uiehe. 

�9 q' = 0. 

Schreibt man bier naeh Glelchung (26) statt ,-~- ~2~/~,_ , trligt 

andererseits ffir z~ tinter )~ eine unbekannte Cen~tante verstanden, eln 
kc ~/~ , so folgt: 

(50) k:c:--2"-.7~(7~I/'-7)k'.V~'-l-2~'7*(SYff-y'-Z~)l~V~c 

~ 2~.7~/--7.C-~-0. 
Dies ~ebt :  
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(selbstverst~ndlich vermSge f = 0). - -  .Die beiden Gle~hungen werden 
nun in der That befriedigt, wenn man 

wli)dt und dem oberen Vorzeichen -i~ k das obere in (49) und das untere 
in (45) entswechen liisst. 

Mit anderen Worten: Die Wurzeln z der Gleict~ung (49), rasp. y 
der Gleichung (48) haben in ~, $*, v foIgende Werthe: 

+. I/r d 51) z-----y "------" 

und finden sich die y somit, wie es in der .Einleitung verlangt wurde, 
als rationale Functionen eines :Punktes unserer C4 explicite angegeben. 

Die Gleiclmng (50) abet geht in folgende fiber: 

(52) d + 5_ ( _  l _ T _ y ~ 7 ) v o  _ 7 5~ W c - - C = O .  

Auf eben diese Gleiehung wiirde der formentheoretisehe Ansatz selbst- 
verstiindlich yon vorneherein geffihrt laaben. Denn die niedrigste 
ganze Function yon ~: ~, v, welche bei den 24 Substitutlonen einer 
G~ unge~tndert bleibt~ ist eben das zugeh5rige cx, und dieses e~ muss 
einer Gleichung siebenten Grades gentigen, deren Coefficienten ganze 
Fuuctionen yon V, C, K sind, die also, wegen der Dimension dieser 
Formen in ).~ 9,  v, jedenfalls folgende Gestalt hat: 

d + aVO + ~V'~c + 7C = O, 

wo nun a ,  fl, 7 dureh Eintragung der Werthe in )., a ,  v zu bestim- 
men sind. Dieser Ansatz bat wieder den Vorzug~ a priori zu zeigea, 
dass in (52) resp. (49) eiue grosse Anzahl v9n Gliedern fehlen miissen. 

w  

Ersotzung der Riemann'scho~ Pl~che des w 2. dutch eino regular 
eingetheilte Oberfl~che. 

Ich wiinsche nun noeh die Beziehung der Irrationalit~t • :/~ : v 
zu der abso]uten Invariante J ,  resp. zu den Wurzeln v und y der 
Gleichungen achten und siebenten Grades so anschaulich, wie mSglich, 
dutch die Htilfsmittel der Analysis situs zu erl'~utern. Dabei erianere 
ich zun~chst an die Figuren, welche ich pag. 136, 137 f~ir die Glei- 
chtmg achten Grades und auf den beiden der vor-a.ngehenden Arbeit 
beigefilgten Tafeln ftir die Gleiehungen siebenten Grades gegeben 
hab% uad beginae iibrigens mit einer allgemeiuen Erl'~uterung be- 
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treffend solche I$iema~n'sche l~iichen, die ~u Galois'schen l~e- 
solventen rnit einem rational vor~mmenden Parameter gelffrren (vergl. 
p. 148 ft.). Es sei _F(~7, 2 ) =  0 eine derartige Gleiehmag yore Grade 
N, die dann die eharak~eristische Eigensehaft hat, dass jede Wurzel 
yl in Bezug auf den Parameter z ebenzo verzwei~ ist, wie jede andere 
~/~, und die dementsprechend dutch Z r eiadeatige Transformationen 
in sieh iibergeht (siehe w 2. dieser Arbeit). Die eomplexen Werthe 
yon z mSgen in eine Ebene ausgebreitet werden, mad zl, z z , . . ,  z~ 
sollen diejenigen Stellen sein, an denen Verzweigungen stattfinden. 
Diese Verzweigungen sind ffir alle BlOtter gleiehmLssig; ich will an- 
nehmen, dass in z~ je v I BlStter, in g2 je v2 BlStter etc. zusammen- 
b~ngen. Man lege dann in der ~-Ebene dureh zl, g2, . . .  z,, irgend 
eine in sieh zuriiekkehrende Curve (einea h.bsonderungsabsehnitt), 
welche die Ebene z und gleichzeiiig jedes der 2r fiber ihr hiaerstreekten 
Bliitter der 7 versinnlichenden Riemann 'sehen Fl'~ehe in zwei Ge- 
blete zerlegt. Das eine Gebie~ denke ieh mir schraffirt, das andere 
freigelassen, - -  und verwandele nun die fiber der z-Ebene mehrbl~ttrig 
verlaufende Fl~iche unter Beibehaltung der Schraffirung in eine im " 
Raume gelegene ste~ig gekrfimmte Fl~che yon gleichem Zusammen- 
bange. Dieselbe ist dana in 2 N  abweehselnd schraffirte und nicht 
schraffirte n-Ecke zerlegt, welche in den verschiedenen Ecken beziiglich 
zu 2~q, 2 v 2 , . . .  2v~ zusammenstossen, mad die, im Sinne der Analysis 
situ% abwechselnd congruent und symmetrisch sind~ die Kanten dieser 
Polygone sind das Bild des in der z-Ebene gezogeuen Absonderungs- 
schnittes. Die _u eindeutigen Transformationea der Gleiehung 2 ~(~7~ z) ~ 0 
in sieh sprechen sieh darln aus, dass man die so erhalteneFl~che auf 
N Weisen eindeutig auf sich selbst beziehen kann. Man ordne n~im- 
lich einem beliebigen schraffirten ocler nicht schraffirten ru-Ecke der 
F'lliehe eiu beliebiges anderes zu, daz ebenfalls schrM'firt oder nicht 
schraffirt ist: setzt man dann lest, dass uebeneinanderliegenden n- 
Ecken ebensolche entsprechen sollen, so wird verm~ge der ersten Zu- 
ordnung jedem n-Eek unserer Fl~che ein und nur ein bestimmtes an- 
derez n-JEck entsprechen. Ich ~'ill Oberfl~iehen, welche in diesem 
Sinne in alternirende Gebiete getheilt sind, als reguliir eingetheille 
Oberfl2ichen bezeichnen; sic umfassen als besonderen Fall, bei p ~ 0, 
diejenigen Eintheilungen der Kugelfl~che in 24, 48, 120 Dreiecke, 
welcbe man beim Tetraeder, Oktaeder~ Ikosaeder kennt. ~ Wir kSnnen 
dann ~ten allgemeiuen Satz ausspreehen: 

Jede Galois'sche t~solvente /~(,~, z ) ~ - 0  wird durch eine reguliir 
eingeO~lte Oberfliiche versinnlicht. 

Und auch umgekehr~: Jede reyultir eingetheilte Oberl~he d, finirt 
eine besondere CIasse Galois'scher Itesolventen rnit einem :Parameter. 
Denn sie defmirt eine Verzweigung yon ~ in Bezug auf z yon der 
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Eigenschaft, class jede Wurzel ~2~ sich durch jede andere rtk und den 
Parameter z rational ausdriickt*). 

Ia  dem besonderen Falle nun, der bier vor l i e~ ,  haben wir 168 
Bl~itter und drei Verzweigungspunkte. Indem ich start z wieder J 
schreibe, entsprechen die letzteren J ~  0,  1, ~ .  Bei J ~  0 h~ngen 

,die Bl~it~er zu je drei, bei J ~  I zu je  zwei, bei J ~  ~ z u j e  sieben 
zusammen. Dementsprechend erhalten wir zur Versinnlichung unserer 
Irrat ionat i~t  eine regular eingetheilte Oberfl~iche, welche van 2 .  168 
Dreiec'ken iib~rdeckt ist, die 24-mal zu vierzehn, 56-real zu sechs, 84-real 
zu vier zusammenstossen. Die Ecken dieser Dreiecke sind keine an- 
derea als die friiher (w 2.) so genannten Punkte a ,  b, c, eine Be- 
zeichnung, an der ich aueh jetzt festhalten w i l l . -  Der Absonderungs- 
schnitt in der Ebene J mag fortan so gewShlt sein, dass er mit der 
reellen Axe zusammenfifllt. Dana en[sprechen die zweierlei Dreiecke, 
welche unsere Fl~che iiberdecken, den beiden Halbebeneu J ,  die Kanten 
der Dreiecl:e also den reellen Werthen yon 3". Ich will (wie ich es 
immer that) diejenigen Gebiete schraffiren, welche der positiven Hatb- 
ebene J entsprechen. So hat man bei den schraffirten Dreiecken 
folgende Auf'einandert'olge tier Ecken: 

Ir 1. 

b 

R 

Vergleichen wir die so definirte Fl~che mi~ der in unendlich viele 
Dreiecke eingetheiltea ~-Ebene (p. 115), so ist vor allen Dingen 
deutlich, class sich unsere Irrationalit~t tiber ein sehraffirtes resp. nicht 
sehraffirtes Dreieck bewegt, wenn eo ein schraffirtes oder nicht schraf- 
firtes Dreieck durehl~uft. Nun erl'2uterte die Zeichnung auf pag. 136 
die Beziehung zwischen ra und der Wurzel ~ der Modulargleichung 
achten Grades, die Figuren 4, 5 auf der ersten der vorangehenden Arbeit 
beigegebenen Tafel die Beziehung zwischen r und der Warzel  y der 
Gleiehung siebenten Grades. Uebertragen wir diese Figaren auf unsere 
reguliir eingetheilte Fl~che; und beachten, class v und y rationale ~hanc- 
tionen yon 2 : ,u : v sind, dass also jedem Punkte unserer F i C h e  nur ein 
Werth yon v und ein Werth yon y entspricht so erhalten wit folgende S~itze: 

*) Ea scheint eine sehr nfitzliche 2tufgabe zu sein, ffir die niedrigsten/9 
alle regular eingetheilten Oberfl~ichen aufzuz'~hlen und die zugehtirigen Gleichungen 
2;'(r/, z) :.~ 0 zu untersuchen. 
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Unsere regu~r eingetheilte Fliiche "kmin in 21 Gebiete der foIgenden 
Gestalt zerlegt warden: 

Fig..~. 

6 

sie kann ferner in 24 Siebened:e zerlegt werden, wie sie beistel, c~nde 
Figur ,eersinnlicht. 

Fig. 3. 

b c b 

Die Gebiete do" ersten Art entsprechen der richtig zerschnittenen Ebene 
r die anderen der zweckmiissig zerschnitCenen Ebene y*). 

*) Die Zusaznmenfa~sung in 24 Siebeneeke let alao dem analog, da~a man 
die 120 beim Ikosaoder auftretenden Dreiecke zu je 10 in die 12 Ffinfecke des 
Pentagondodekaeders vereinigL 
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Dro Figur (2) wird durch ihre Mittellinie 
in zwei symmetrische HRlften zerlegt~ yon denen 
ich die eine bier besonders abzeichne. 

Wir kSnnen dang sagen : Unse~e ti'liiche wird 
yon .w abwechsdnd congruenten und sym- 
metrischen Gebieten der dutch div.se Figur deft- 
nirten Art  iiberdeekt~). An diese Zertegung un- 
serer. Fl~iche will ich anknfipfen, um ein vS]lig 
deutliches Bild derselben zu entwickeln. 

...... w 12. 

~ j  Erkl~ung der beigogebenon Tafel. 
~ 6  Die in Rede stehenden Gebiete legen sich 

auf unserer regul~ir einget~heilten Obertt~che 
jedenfalls folgendermassen zu je dreien an ein- 
ander : t~ 

Fig, 5. 

*) Jedes derartige Gebiet eu~sprichl tier vichtig zerschns Halbebene ~; 
siehe die Figur auf pag. 137 
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Die Figur nun, welehe die beigcgebene Tafel e n ~ l t ~  ist dadurch 
entstanden~ dass ieh 14 solcher grosscr Dreiecke in abweehselnd sym- 
metrischer Aufeinanderfolge um einen Mittelpunkt gruppirte. Dahei 
wShlte ieh, um eine m~gliehst iibersichtliehe Gestalt zu bekommea, 
die kleinea Dreiecke (welche den Halbebenen J eatspreehen) als Kreis- 

bogendreiecke mit den Winkeln ~ ,  3 '  =~.. Ieh behaupte: /)/ese 

.Figur i2t das J~ild unserer regular eingetheilten Oberfl2iche, sofern wit 
die 14 23egriinzungslinien derselben uns ~wch in geeig~zeter Weise paar- 
weise verbunden denken. 

In der That enth~lt ~ .  6. 
unsere Figur 2 .  168 kleine 
Kreisbogendreiecke, welche 
fiberall da~ wo sie zusam- 
menstossen, das yon uns 
angegebene Verhalten zei- 
gen. Von dieser Bemer- 
kung ausgehend, kaan man 
eiue geeigne~e Verbindung 
der Begr~inzungslinien su- 
chen, und dann den Be- 
weis ffihren, dass ei'ne an- 
dere Gruppirung der 2 .168 
Dreieek% als die so erhal- 
tene, nicht m5glich ist. 

Um jedoch diese Be- 
traehtung nicht zu abstract 
zu gestalten~ greife ieh zu- 
riiek auf die w-Ebene und 
zeiehne in ihr zanaehst das- 
jenige Aggregat yon Ele- 
mentardreiecken, welches 
Figur (5) entsprieht. So 
erhalt~ ieh das neben- 
stehende Bild. 

Reiht man 14derartige 
Figuren in abweehsehad 
symmetrischer Lage in der ~ =_.__ 
eo-Ebene an einander, so , ~ ~ ~r 
hat man, was der auf der 
Tafel enthaltenen Figur entspricht. Es handelt sich dann vor allen 
Dingen um den Naehweis, der sich sofort ergiebt, dass der so in der ro- 
Ebene abgegr~nzte Raum als.Fundarnentall~olygo~, flirunsere Irrationali~t 
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dienen kann, das heisst,  dass sowohl die 168 schraffirten als aueh die 
168 nieht sehraffirteu Dreieeke, welehe unsere l~l~ur umfasst, aus 
einem sehraffirten resp, nieht sehraftirten Dreieeke dureh solehe Sub- 

stitutionen ~ , o + #  hervorgehen, welehe modulo 7 alle versehieden 

sin& Es handelt sieh ferner datum, die ZusammengehSrigkeit der 
Kazten zu bes~immen, die auf der Tafel mit 1, 2 , . . .  ]4  bezeichnet 
sind. Jeder solchen Kaate entspricht in der co-Ebene ein t)aar yon 
Halbkreisen, die auf der reellen Axe senkreeht stehen; der-Kante 1 

2 
z. B. das Paar der Kreise, yon denen der eine dureh co = ff und 

1 1 3 o~ = T '  der andere dutch eo ~--- ~- und co ~ ff hindurehgeht. Wean 

ieh jetzf~ z. B. behaupte, dass die Kanten 1 und 6 mit einander zu 
vereinigen sind, so habe ieh zu zeigen, dass die entspreehenden H a l b ~  
kreise in der co-Ebene, welche folgende gegenseitige Lage haben: 

Fig.  7. 

~ ~ ~ ~ -~  

dutch solche Substitutionen r-~-~- $- aus eiuaader hervorgeheu, welehe 

modulo 7 zur Identifiit congruent sin& Dies ist ill der That der Fall. 
Denn die Substitution 

, 113~o - -  3 5  
(.0 ~ - -  

4 2 ( 0 - -  13 

1-:isst aus ~ ,  bez. hervorgehen und verwandelt also den Halb- 
| 

kreis,  der in den erstgenaunten Punkten die reelle Axe trifft, in den. 
jenigen,  der in den beiden anderen sehneidet. 

Entsprechend l';isst die Substitution 

, 5 5 o )  - -  21 
f.0 ~ - -  

2 1 w  - - 8  

1 3 ~ 1 8  
aus ~-, -f bez. -'X and , +  hervorgehen, was hinsiehtlieh des anderen 

Paares yon Halbkreisen den n'gmliehen Sehluss begriindet. Ieh habe 

auf der Tafel die Zahlen 2 1 3 und 18 8 m an den ent- 
7 ~ 3 ~ 7 7 ~ 3 '  7 

spreehenden Stellen beigesetzL Die J~anten 1 urut 6 sind nach dem 
2 19 3 Vorhergehenden so zu vereinigen, dass T mit ~ - ,  ~- mit  --7 gusammen- 

"?wmmt. 

huf  solehe Weise fmdet man,  class iiberhaupt folgende Kanten gu 
vereinigen sind: 

l - - 6 ,  3 - -8~  5 ~ 1 0 ,  7 ~ 1 2 ~  9 - - 1 4 ,  1 1 ~ 2 ,  1 3 - - 4 ,  
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und dass )edesma2 gleichartige ~?x'k~n zusammen'~mmen. Was dabei 
unter ,,gleiehurti~: za verstehen sei, zei~ die Figur; die kleinen 
Nebenfiguren (auf der Tafd) erlautern, win sieh dementspreehend die 
7 Ecken der einen Art and die 7 Ecken der anderen Art je zn einem 
Pankte a zusammensehliessen. 

Wollte man, diesen hngaben entspreehend, die betr. Kanten dutch 
Zusammenbiegen wirklich vereiaigea, so erhielte man "~un'~ehst nine 
sehr unfibersiehtliehe Figur. Es ist daher Lesser, ffir's Erste bei der 
auf der Tafel gegebenen Figur zu bleibeu und sin dureh die Tabelle, 
welche sich auf die Zusammengehhrigkeit der Kante~ bezieht~ und die 
Leiden Nebenfiguren zu erg~nzen. Auf solche Weise gewinnt man 
die S~tze, welehe ieh im folgenden Paragraphen zusammenstelle. 

w 13. 

Die 28 Symmetrielinien. 

Als eine Symmetrielinie unserer Oberfl~ehe will ieh eine solehe 
Linie bezeiehaen, welche~ aus lauter Dreieeksseiten bestehend, nirgendwo 
nine Kaiekung erf'ahrt, die also dureh die Punkte a, b, e sozusagen 
geradlinig hindarchlaufen. Ats Symmetridinien kann man diese Cur- 
yen bezeichnen, well die Fl:.iche in Bezug auf s ie  ia der That sym- 
metriseh ist. Denn nine solehe Symmetrielinie wird z. B. yon der 
vertiealen Mittellinie unserer F i ~ r  gebildet, sofern man sie noeh dutch 
Kante 5, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dareh Kante 10 zu 
einer gesehlossenen Curve erganzt ; - -  und diese Leiden Kanten liegen 
in Bezug auf die Mittellinie sym- 
metriseh und iibrigens ist such 
die Verbindungsweise der fibri- 
gen Kanten in Bezug auf die 
Mittellinie symmetriseh. 

Das Beispiel zeigt zugleich, 
dass nine solehe Symmetrielinie 
je sechs Punkte a~ b, c in tier 
auf nebenstehender Figur ange- 
gebenen Aufeinanderfolge ent- 
halt. 

Hiernach hat man vor allen 
Dingen: 

.Es giebt 28 Symmetridinie~. 
Dieselben ersehhpfen, da sin a]le 
Dreiecksseiten enthalten, zu- 

Fig. 8. 

gleieh die Gesammtheit derjenigen Punkte unserer Fl~iche~ 
Werthen yon J eatsprechen. 

Mathemati~he Ju~nale~ XIV. 

welehe red/en 
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Diese Symmetrielinien sind fiir viele Zwecke das einfachste Orien- 
tirungsmittel auf unserer Fl~iche; ich will sie hier dazu benutzen, urn 
die zusammengehSrigen Punkte a ,  b, c -zu definiren. Es ist dann 
leicht, sich eine Vorstellung yon den zugehSrigen eindeatigen Trans- 
formationen unserer Fl~che in sich zu bilden. 

Man findet: 
..Die 7 Symmelrielinien, welche sich in einem Punkte a se~neiden, 

schneiden sich auch in den beiden zugeh6~'igen .Punkten a. Ein Beispiel 
giebfl der Mittelpunkt unserer Figur zusammea mit den 7 Ecken der 
eiaen und den 7 Ecken der anderen Art. - -  Hiernach l~sst sieh der 
Process, vermSge dessert man von der gesehlossenen regul~ einge- 
theilten Fl~che zu unserer Figur kommt, folgendermassen beschreiben: 
Man w~thl~ auf der Fl~che ein Tripel zusammengehSriger Punkte a 
und zersehneidet sic l~ings derjenigen 7 Sti~cke yon Symmefrielinien~ 
die yon einem dieser Punkte a zu einem andercn hinreiehen. Dann 
ist si% da far sie i~ ~---3 war, einfach zusammenh/ingend mit einer 
Randcurve gewordea, - -  und brei~e~ man sic nun in eine Ebene aus, 
so hat man die auf der Tafel gegebene Figur. - -  Durch je zwei Tripel 
zusammengehSriger Punkte a verlEuft offenbar eine Symmetrielinie; 
die Punkte der beiden Tripel folgen auf ihr alternirend. 

Man findet ferner: 
Die 3 SymmetrieZinien, welche dureh einen Punkt b laufen, sch~eiden 

sich wieder in dem zugeh6rigen .Pun~te b . -  Beispiele fiir solehe 
Punktepaare b geben in der Figur die Punkte A,  A';  _B, B';  C~ C'; 
.D, .D', die ich noeh weif erhin betrachten werde. - -  Jedem solchen 
Tripel yon Symmetrielinien, und a]so jedem Punktepaare b, ist eine 
bestimmte Symmetrielinie dadurch zageordnet, dass sie die Linien des 
Tripels in 2 Pankten c schneider. In diesem Sinne gehSren die 28 
Punktepaare b und die 28 Symmetriellnien eindeu~ig zusammen. 

Man findet endlich: 
Die zwei Symmetrielinien, welche durch einen .Punkt e ~aufen, 

sehneiden sich i~ einem zweiten Punkte c. Es giebt dancz jedesmaZ noch 
zwe i  weY2re Symmetrielinien, welehe den beiden ersten nirgends be9eg- 
hen und die xich gegenseitig ebenfalls in zwei Punkten c schneiden. Auf  
solche Weise zrh~ilt man ein QuadrupeI zusammengeh~riger .Punkte c. 

w 14. 

Definitive Gestalt unserer Fl~cha 

Eine Figur pflegt in demselben Maasse anschaulicher zu sein, als 
sic regelm~issiger ist. Ich wiinsche also der hier vorliegeaden regular 
eingetheilten Oberfl~che eine solche Gestalt zu erihei[en, dass mSglichs$ 
viele tier 168 eindeutigea Transformatlonen der Fl~iche (lurch gewShn- 
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liche Drehungen vermittelt werden. Man kenn~ aUe endliehen Gruppen, 
welehe sich aus Drehungen zusammensetzea lassen; sic entspreehen 
den regul~en KiSrpern. Eine Grappe yon 168 Drehungen, wie sic 
bier in Betracht kommen kSnnte, giebt es nicht. Dagegen wutde 
bereits bemerkt (w 1.)~ dass die 24 Substitutionen einer G~t sieh ebens~ 
zusammensetzen, wie die Drehungen, die ein reguli~res Oktaeder mit 
sieh zur Deckung bringen. Es seheint daher yon vorneherein meht 
unmSglieh, unserer Fliiche eine solche Gestalt zu geben, dass sie dutch 
die Oktaederdrehungen in sich iibergeht. 

Zu dem Zwecke sind zuv5rderst auf unserer Figur solehe vier 
Punktepaare b zu bezeichnen, welche bei den Substitutionen der G~'~ 
permutirt werden. Diess kann in sehr einfaeher Weise geschehen, 
wenn man je 14 Dreiecke, die in einem Punkte a zusammenlaufen~ 
zu einem Siebeneek zusammenfasst und also die ganze Fl':iehe, wie 
sehon oben besproehen, in 24 Siebeneeke zerlegt. Man "kann dann 
niimlich auf  2 �9 7 Weisen vier l~unkte~aare b so aussuchen, dass dutch 
die an sie anstossenden Siebenecke sdmmtliche 24 Siebenecke erschfpft 
werden*). Ebea solche vier Puaktepaare sind die sehon ebengenarmten 
A~ A '  i / ~  B ' ;  C~ C'; D e D ' .  Seehs weitere Qaadrupel bekommt man, 
wenn man unsere Figur um ihren Mittelpunkt wiederholt dureh den 
siebeaten Theil des Kreisumfangs dreht; die fibrigen sieben ergebea 
sich, wenn man die so erhaltenen 7 an einer Symme~rielinie~ also etwa 
an der vertiealea Mitteltinie~ spiegelt. 

Jetz~ zerschneide man unsere Figur (naehdem man die zusammen- 
gehSrigen Kanten vereinigt hat) 1,ings der darch st~rkeres Ausziehen 
gekennzeiehneten drei Ziekzacklinien (welche yon den punktirten Linien 
durchsetzt werdea). Sie ist dann in eine seehsfach zusammenh'Xngende 
Fl~ehe mit seehs Randearven verwandelt, und diase .Fliiche kann man 
nun, wie man findet, in der Art auf eine It~ugel reguliir ausbreiten, 
dass die acht Punkte A ,  A '  etc. i,z die J~cken eines der Kugel einge- 
schriebenen Wiirfels fallen, dass die Ec'l:~ des zugel,~rigen Oktaeders 
~nbedeckt bleiben, und dass die 12 den Halbirungspunkten der Oktaeder- 
karden entstrrechenden Punt:re mit Punt;ten c coineidiren. Der grbsseren 
Deutliehkeit wegea fiige ich eine Zeichnung bei, welehe den einzelnen 
Oktaaten der Kugelfliiehe vorstellt. (Siehe Fig. 9 auf p. 468.) 

Die drei Siebeneeke, welehe im Mittelpunkte des Oktanten zusam- 
menstossen, greifea zum Theil fiber ihn hinaus. Da aber das Nam- 
liehe yon den Siebeneeken gesehieht, welehe die Seiten-Oktanten fiber- 

*) Auch die Exlst~nz der P~solvent~n achten Grades ~t mit H/fife dieser 
Siebenecke kurz za boweisea: Man t ~  auf ac~ Wr drr Sie~cnzekr so 
auss~ehen, dass die angrenzendeu Siebeneeke die Gcsamrathvit der ~ ~Srigr 
2l vrae_./d/~ fe~r*. 
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decken~ so bleiben yon tier Fl~iche des Oktanten nut die drei Eckea 
unbedeckt. 

Fragen wir jetzt, wie die Randcurven, welche sieh um die Okta- 
ederecken herumlegen, zu vereinigen sind, damit wir ein Bild der 

Fig. 9. 

gesuchten Fl'~che bekommen, so ergieb~ der VergIeieh mit der fr~iheren 
Figur dies einfaehe Gesetz: dass immer die diametrat gegeniiberstehen- 
den ~unkte zu verei'nige~ sind. 

Nun l~s t  sich diese Vereinigang ia der That realisiren~ ohne dass 
unsere Fl'gche die gewollte Regularit~t verliert: ~nan hat n~imlicl, die 
.Begrenzu~gscurven in der Art dutch das Une~zdliche zusammenzubri~gen, 
dass dev Se~nitt mit dem Une,~ellieh-We#en aus dcq~jeniger~ Linien be- 
steht, welche a uf der beigegebenen Tafel, wie auch auf  Figur 9, dutch 
P'unktiru~g kenntli~h gemacht sind. Die Siebenecke, welehe yon tier 
Mitre des Oktanten ausgehen, erstreckea sieh also zum Theil dutch 
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alas Unendliehe hindureh, so dass im Ganzea 12 Punkte e unendlieh 
welt liegen. - -  Die Fl'~che selbst aber l'~uft etwa so ins Uaendliehe, 
wie das Aggregat  dreier uater sich congraeater ~otationshyperboloide 
mi~ rechtwinkelig gekreuzten Axen. ,Dies ist el& cinfac~lv Gestalt, 
deren unserc regul~ir einget~eil~e ~Flgiehe fiihiq ersehein~*). 

Will. man sich jetzt  iiberzeugen, class bei den 24 Transformationen, 
welehe (lurch die Oktaederdrehungen versinnlicht sind~ wirklich jedes- 
real die frtiher angegebene Zahl yon Punktea ~'es~bleibt, so berfiek- 
sichtige man~ dass bei 3)rehungen vw~ der Periode Zwci nicht nut die 
]~u~kte tier ~otalionsaxe, sondetn a ue]~ siimmtliehe Pu~kle der zur 
l~otatitmsaxe, senkree}~ten u~endlieh fernen Geraden festbleiben. Nun 
wird unsere Fl~iche yon den Oktaederdiagonalen gar nieht gesehnitben, 
yon den zu ihnen senkrechten unendl~eh weitea Linien viermal. Die- 
jeuigen Diametrallinien, welehe die Kantenhalbivungspunkte des Okta- 
eders verbfiMen~ schneiden zweimal, (lesgleichea die zu ihnen gehBrigen 
unendlieh fernen Linien. Die Wfirfeldiagonalen habea ebenfalls zwei 
and nur zwei Schni~tpunkte. Hiernach bleibt hei einer Drehang yon 
der Periode Vier k~in Pankt  fest. bei jeder Drehung yon der Periode 
Zwei eia t~nl:tcj~adrupel, bei jeder Drehung ton tier Periode Drei ein 
P~nl:te2mar , wie es sein sollte. 

w 15. 

Die reellen Pank~e der Curve vierter Ordnung. 

]ch wfinsche iron noch zum Schlusse zu zelgen, wie weit diese 
Lagcl~verh~l~nisse hervor~re~en, wenn man die reefleu 2~mkte der Curve 
vlvrter Orclnu~g 

~ns Auge fasst. Das Coordinatendreieck mag gieichseitig genommen 
sein, die Coordinatea selbst p~oportional mit den Abst~nden yon den 
Dreiecksseiten. D,nn  stellt die Doppeltangente 2 q- ~ -~- ~ ~ 0 die 
u~mndlich ferne Gerade dar; ihre Ber~ihrungspunkte l : a  : a "  and 
] : a - ~ : e t  sind die beiden Kreispunkte. Die unendlieh ferne Gerade 
ist also ~h'o2irte Doppcl~angente. Dic sechs Collineationen der zuge- 
hSrigen G 6' sind die einz~gen unter den 168, welche r eell sin(l; sie 
bestehen aus den drei Drehungen dutch 120 Grad urn den M~ttelpunkt 
des Coerdinatendreiecks and aus den Umklappungen um gewisse drei 
dutch den Mittelpunkt hindurehlaufende gerade Linien. Diese Linien 
sind die emzigen unter den "_)1 Axen der Perspectivit':it, welche reelI 
sind; die zugehSrigen Centra liegen senkreeh~ zu ihnen unendiich welt. 

~) Ich h~lac ffir da~ mathematische In~titut der teehn':schen Hochschule dahier 
ein Model| tier so gestalteten Fl~che ant~rtigva las~en. 
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Die betreffenden Umklappungen lassen aus dem Wendedreiecke 2,~ v ~ 0 
noch ein zweites reelles Wendedreieck i[ 'u'v'  ~ 0 entstehen. 

Man beachte aun vor A]lem die Gleichungsform (9): 

F i g .  10, 

' \  / r 

\. ',J /~, 
X. /;I , 

/ -\ j 

/ 
/ 

// " -~  
l 
r 
/ / 
I / 

/ 

/ 

/ 
/ /  

\ 

~ - - / ~ ! f ~ , a . : / ~ J  . 

Hier setze man ffir y~, als uneadlich ferne Gerade, l ,  ffir Ye und Y3, 
insofern die herr. Liniea dutch die Kreispunkte |aufen, x - ~  iy  and 
x - -  iy.  So kommt: 

49 ( 2 x ~ - l ) ( - - x - t y 3 . y +  1)( x ~/3.y-l-1)-3(4--7Ix"---~-y~-))2=O. 

Die Doppeltangen~en 

2 x - l - - 1 ~ -  O , - -  x -{- J/-3 . y - . ~ - 1 ~  O , - x - -  V T3 . y . - ~ . 1 ~  O 
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3 bilden wieder ein gleiehseitSges Dreieek; seine HShe i s t - T '  seine 

Kantenl~nge 1/~. Aus ihnen sehneidet der um den Mittelpunkt des 
2 Dreieeks herumgelegte Kreis yore Radius ~ reelte Beriihrun~punkte 

aus, so dass wi t  drei nicltt isolirte Dojrpeltangenten haben. Alle ande- 
ren Doppeltangenten werden, wie man findet, imagin'2r. Unsere C~rve 
ist also eine einthei~ige Curve*), welche in das Dreieck do" nieht isolir- 
ten Dop,peltangenten eingeschrieben ist. In der beistehenden, iibrigens 
nur sehematischen Figur siad neben den drei in Rede atehenden 
Doppeltangenten der Kreis durch die Beriihrungspunkte, die drei 
reellen Axen der Perspectivitiit und die beiden reellen Wendedreieeke 
kenntlich gemacht. 

Der so gewonnene reelle Curvenzug hat fiir die zugehSrige Rie -  
mann'sehe Flaehe eine sehr eir~fache Bedeutung: er stdlt eine der 28 
Symmetrielinien vor. Denn reellen Werthen yon 2, /~, v entsprechen 
reelle Werthe yon J ,  und dutch reelle Werthe yon J sind die Sym- 
metrielinien charakterisirt. - -  Diese Symmetrielinie ist der unendlieh 
feraea isolirten Doppeltangente eindeutig zugeordnet und geht daher, 
w~e diese, dutch die reelten Substitutionen einer ~ "  in sieh tiber. Sie 
enthlilt yon den Punkten a, b, c je sechs, und, wie die Figur zeigt, 
i~t der That in derselben Reihenfolge, welche, nach Fi~crur 8, bei Sym- 
metrielinien iiberhaupt Statt hat. 

3 [ f inchen ,  im Anf'ang November 1878. 

~} Siehe Z e u t hen, sur les diff~rer~tes formes des courbes du q aatri~me ordre, 
diese Bnnalen Bd. VII. 


