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Bowels  f a r  die Exis tenz  yon  Int~egralen einer  gew6hnl ichen  

Different ia lgleichung in der  U m g e b u n g  einer  Unste t igkei tss te l le .  

Von 

OSKAR PERROS in Tiibingen. 

Bekanntlich hat die Differentialgleichung 

= F ( x ,  y) (x, y  'een), dx 
wenn die reelle Funktion zV'(x, y) an einer Stelle Xo, Yo und in deren Um- 
gebung stetig ist and der Lipschitzschen Bedingung 

i F(~, y,) -- ~(~, y..) i < K (Yl ~ Y~) 

geniig~, ein und nur eba Integral y, welches fiir x : x 0 den Welt  y : Ya 
annimmt. I0h behandle im folgendea den Fall, we die Ftmktion F(x ,  y) 
an der Stelle xo, Yo eine Unstetigkeit hat, welche aber dutch Multiplikation 
mit einer stetigen Funk~ion (p(x) yon x allein beseitigt werden kann; ich 
nehme also die Differentialgleichung in der Form 

q)(x) ~ = f (x ,  y) 

an, we f und ~ stetig slad, und ~ (x0) = 0 ist~ Dieso Differentialgleichung 
ist mehrfach behandelt worden ffir den Fall, dab r (x--xo) ~ ( ~ - p o s i -  
rive ganze Zahl), und f (x ,  y) an der Stelle xo, yo holomorph ist.*) Be- 
schriinkt man abet x~ y auf reelle Werte, was ja bei topologischen Un~er- 
suchungen der ]_ategralkurven allein in Frage kommt~ so is~ es wiinschenswert, 
das Problem unter geringeren Voraussetzungen zu behmadeln, Ich werde 
yon der Funk~ion r nur verlaugen~ dab sie s~e~ig ist trod fiir x ze xo 
nicht verschwindet, w~hrend f (x ,  y) ebenfalls stetig sein sell und daneben 
nut noch einer Bedingung tmterworfen wird, die der IApschitzschen sehr 
ithnlich ist und nichg viel mehr verlang~ wle diese. 

*) Siehe z. B. J. Horn: Journal ffir die reine und angewandte Mathema~ik, I19~ 
120, - - J .  Bendix~n: ~fversi~ af k<mgt. Ve~enskaps-Aka~lemiens FSrhandlingax, 55 
(1898), Ar Mathe~natica, 24. 
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w 

Wir setzen xo ~-0, was keine Beschriinkung bedeutet~ und beh'achten 
im fibrigen nur positive x, da der Fall negativer x sich darauf dutch die 
Substitution x = -  x" zur~ickffihren I~Bt. Die Differentialgleic.hung sei also 

(1) ~(z) ~ -- f(x, ~); 

dabei sei q)(x) stetig fiir 0 ~ x ~ a; ferner 

~ ( o ) = o ,  ~ ( x ) + O  ~ o < ~ = < ~ .  

Hiernach hat ~(x) konstantes Vorzeichen, und wir dtiffen~ indem wir 
nStigenfalls die Gieichung (1) mi~ - - 1  multiplizieren, 

r f~r O < x ~ a  

voraussetzen. Die Funk~ion f(x, y) sei zun~ehst in dem Gebiet 

O<=x<:~, J~-yot<=b 
nut  reell und s~etig angenommen. 

Trivial ist der Fall, wo das Integral 

0 

existiert~ d. h. endlich ist. Man hat dann nur n6~ig, eine neue un~b- 
hgngige Variable t vermi~tels der Substitution 

,-c 

einzufiihren. Dalm ist n~mlich t eine best~ndig waehsonde Funktion yon 
x~ also aueh umgekehrt x eine bestiindig waehsende Funk~on yon t: 

x = ~(0, 
und die Differentialgleichung geh~ iiber in die folgende: 

dy 
�9 ; ~ =  fO,(~J, y ) .  

Daraus erkennt man beispielsweise auf Grtmd des in der E i ~ l e i ~ g  er- 

w~hn~en Sas daB, wean nur f(x, y) der L i p s ~ h i t ~ n  ~ 
niigt~ dann ein mad nur ein Integral exis~ier~ welches fftr t ~  0, el. h 
x -~ 0, dem Wert y = Yo zustrebt. 

~emati~e h~nat~n. LIX.V.  "~1~ 
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w  

Wir wenden uns jetzt zu dem interessan~ren Fall~ dab das Integral (2) 
nicht existierL Wenn dann f(O, Yo) + 0 ist, so sieh~ man leicht, dab die 
Differentialgleiehung (1) kein Integral hat, welches fiir x----0 dem Wer~ 
Y = Y0 zustrebt. Denn fiir ein solches wiirde aus (1) folgen: 

,. f f ( x ,  y) 
Y , = + o J  ~(x) 

- - Y o ~  n m  ~ - - d x ,  

w~hrend doch dieser Grenzwert nach unseren Annahmen nicht endlich 
sein kann. 

Die Integralkurven k6nnen also nur an solehen St~llen Yo die :Y-Aehse 
erreichen, wo f(0~ Yo) = 0 ist. Wir dii~ffen ohne Beschr~nku~g der All- 
gemeinheit annehmen, dab etwa Yo ~ 0  eine solehe Stelle set; also 
f(0~ 0) = 0. Wetter soil yon der Funk-~ion f ( x ,  y) vorausgesetzt werden, 
dab es zwei positive Zahlen k~ K gib~ ffir welche 

k < ] f(x, y~) - -  f(x, Y2) < K + Y~) 1 yl ~ y~ 

ist~ so lange x, Yl, Y~ im Gebiet 

O<_x<_a, lU ls  U,l<=b 
bleiben. Diese Voraussetzung ist z. B. stets dann erffillt~ wenn f ( x ,  y)  
eine stetige yon Xull  verschiedene par~ielle hbleitung nach y besi~zt. 

Aus unserer Voraussetzung folg~ leicht, dab der Quotient 

f(x, y , ) -  f(x, y~) 
Yl - -  Y~ 

konstantes Vorzeichen ha~. Je nachdem dieses nun das positive oder das 
negative ist~ wird sich die Untersuehung verschieden ges t~en und aueh 
zu verschiedenen R~sut~aten f'dhre,, die wit zun~ehs~ in folgender Weise 
formulieren wollen. 

T h e o r e m  I. Die Funktion cp(x) set f'fn, 0 ~_ x ~ a stetig 7 und es set 

~ ( 0 ) = 0 ,  ~ ( x ) > 0  fiir O < x <= a, 

~=+o,/ q ~(,) 

Die F u a t ~ m  f ( x ,  y) verschwim~ far x -~ O, y -~ 0 und sei far 0 ~ x, ~ a, 
l Yl ~ b ree~ und s ~ i g ,  f ~ e r  sei i~ di~um G e b ~  
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soda~ der Quot/ent f(x, y ~ ) -  f(z, y ~ ) / ~ s t a n t e s  I r o r r ~ c ~ z  hat. W ~  d a ~  y~ - -  y~ 
dieses Vorz~chvn alas negative ist, so hat die Differentialgleichu~g 

= f ( x ,  

e in  u n d  n u t  e in  Integral, welches fiir lira x ~ - +  0 dem Wef t  y ~ 0 zu- 
strebt. 

Wenn  das Vorzeichen abet das ~ositive ist, so gibt es unendlich vide 
Integrale mi t  dieser Eigenschafl. M a n  kann da~n n~mlich ~wei positive 
Zahlen a', b' a~geben &~'art, daft fiir jedes dem Gebie$ 0 < x o ~_~ a'~ ]YoI ~ b" 
angehgrige Wertesystem :co, Yo e in  u n d  n u t  e i~  I n t e g r a l  existiert, welches 
fi~r x ~ x o den We f t  y = Yo annim~nt und auf~rdem fiir lira x = + 0 dem 

W e f t  y = 0 zus~rebt. 
W i r  haben  absichtl ich nicht  gesa~ ,  dab die der DifferenC~algleichmag 

genfigende Funk t ion  y fiir x = 0 den Wer~ y = 0 annimmti  denn ~ats~eh- 
lich kSnnen wir  nur  behaupfen, dab y fiir x ~ 0 der Differentialgleiehung 

genfigr An  
selbst ihren 
allgemeinen 

dy 
quotient  

der S~l le  x ~ 0 selbst ist~ nachdem wi t  der Fn~14ion y da- 
Grenzwer~ 0 als Funktionswer~ beigelegt haben,  bei unseren 
h n n a h m e n  ein best immter  endlicher (vorderer) Differential- 

unter  Umst~nden gar  n icht  vorhauden.*) 

*) Man betrachte z. B. die Differen~i~lgleichung 

x y ' ~  f(~) - -  y, 
wo f(x) fiir 0 ~ x ~ a ste~ig sein und fiir x ~ 0 verschwinden sell. Hi~ sfiad alle 
Bedingangen unseres Theorems erffillt~ und zwar ffir das negative Vorzeichen. Es 
gibt also nut ein Integral der fragliehen • und das ist offenbar da~ folgende- 

x 

y ~ x) dx. 
0 

t~achdem man noeh dem obigen zufolge y ( 0 ) ~ 0  fes~gesetzt hat, kiinnen nun je 
nach tier Beschaffenhei~ yon f(x) die folgenden drei F~Ue wirklich e i ~ r e ~  

1. y h ~  am Nullpunkt eine bes~immte endliche vordere Derivierte; Beispiel: 
/(x) ~ x .  

2. y hat am lqullpunl~ die vordero Derivierte ~ - ~  (bzw. a u e h - - ~ ) ;  Beispiel: 

3. y hat am l~ullpunk~ fiberhaupt keine bestimmte vorde~e Derivierte; Beispiel: 

f(x) ~ x ~ sin 1 h-x f~r x :> O. 

Bei dem lenten Beispiel ac]~te man darauf~ alas f(x) am Nnllpm~kt ~ k l i c h  
bleib~. 
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w  

Wir  behandeln zuerst den Fall des negativen Vorzeiehens; also 

- -  k > f(~'  ~l) - f(~, w )  > _ K (Yl + Y~) 
Yl - -  Y~ 

fiir 0 ~ X "~ a, t Yz I "< b, l Y~ ] ~" b. Daraus folg~, wenn zur Abktirzung 

K.-l-k K - - k  
2 a, K.-[- lc 

gesetzf wird, 

(3) ' f (x ,  yl) - - f ( x ,  y~) q- cz(y~--y~) t s #aIY , - -Y~t ,  
was in dieser Form offenbar auch noch fiia" Yl = Y2 gilt~ Dabei ist r eine 
positive Zahl~ a is~ posi~iv und kleiner als 1. 

Aus den Voraussetzungen des Theorems I folgt wei~er die Existenz 
einer positiven Zahl a" ('< a) derar~, dab fiir 0 _~ x <~ a' stets 

(4) i f(x,  O) s btz (1 - -  a )  

ist. Wir  besehriinken x yon jetzt  an auf dieses In~rval l  und setzen 
a;  s 

(5) ~ - ~  = ~(~) ,  atso ~ (x) ~(~) (0<x_<a') ._  

Nach unseren Voraussetzungen ist dann 

(6) ~ ( x ) > 0  fiir 0 < x < a ,  

(7) 1~m ~(~)  = o~, 
x = + O  

und .d ie  Differen~ialgleichung (1) ist gleiehbedeutend mit der folgendea: 

d e -~ (~)  
(8) d-~ (Ye-~V~(~)) ,~(x) I f(x,  y) + tzy], 

wo a die in (3) eingefiihrte positive Zahl sein soft. tIieraus folgr weft 
ffir x = 0 aueh y = 0 werden soll~ dureh Inf~g, ration yon 0 bis x: 

1" e-a~'(~) 
(9) y = e ~ . ) j  ~ - [ f ( x ,  ~) + ,~y] a~, 

0 

~nd umgekehr~ folg~ aus (9) auch wieder (8), also auch (t). Die ffir 
x = 0 verschwindenden LSsungen*) yon (1) sfiad daher identiseh mit den 
fiir x = 0 versehwindenden LSsungen*) yon (9). 

*) Genauer sollte es heiBen; ,,Die ffir lira x~ -~ -0  gegen ~ull streben4en 
LSsm!gen" (slehe Schlul~ yon w 2; auch hat die rechte SeRe yon (9) i~dr x~--0 keinen 
Silm (ca. 0}). Indes w~llen wit bier und sp~ber die kfirzere Ausdrucks~reise anwenden~ 
die ja zu Fehlern doch keinen Anla~ gibt. 
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Zur LSsung yon (9) wenden wir nun sukzessive N~heru~en  an, in- 
dem wir 

(10) y~ = O, 

e ~ ,  I f (x ,  y,) + ey,]  ~lx ~ r  < x <_ a', 

(0  fiir x = 0  

setzen (v = 1, 2, 3,---). Dann sieht man zuniiehst, dab die Fn~ktionen y~ 
fiir 0 __~ x ~ a'  wirklich exis~ieren, stetig sind und absolut ~ b bleiben. 
Denn ffir ~ = 1 ist das nach (10) evident. Nimmt man aber an, f'dr einen 
bes~immten Wer~ yon ~ set die Sache erka.nnt, so ha~ wegen !y,~' ~ ~_( b der 
Ausdruek f ( x ,  y~) wirk]ieh einen S[nn und ist eine st~etige Funk~ion yon x. 
Das Integral (11) existiert also, und zugleieh ist nach (3) und (4) 

[ f (x,  y,) 4- a y . ] ' ~ t f ( x .  0)] 3- a a I t,,l 
=< b~(1 - -  ~)  + ~ b  = b ~  

Daher nach (11) ffir 0 < x "(  a': 

lY~+I < e~ ,] -~(~Z- b a d x  ~ e ~v'(~). be -"~(~) ~ b. 
o 

Die Stetigkei~ yon Y,+I ist ffir x ~ 0 evident, braucht also nut  fiir die 
Stelle x ~ 0 bewiesen zu werden. !qun ist nach Definition y,+t(0)  ~ 0; 
andererseits folgt aus (11) dutch Anwendung des Mittelwerfsatzes: 

[" e- a~piz) 

o 

1 
=- -~ f ( x , ,  y,(x,))  --F y,(x~),  

wo x~ ein Mittelwert zwisehen 0 uad x is~. Mit x wandert auch x~ gegen 
:Null, also auch y,(x~)~ well fiir diesen Weft  yon v die St~etigkei~ schon 
als bewiesen angenommen wird; man erh~il~ somi~: 

]~m y,+I(X) ~- 0, 
x=+O 

womit aueh die ~tei~gkeit yon y~+~ bewiesen ist. 
Nunmehr wollen wit zeigen, dab die li~Ir~ionen y, fiir 0 ~ x ~_a" 

gleichm~Big gegen eine Grenzfunktion y konvexgierem In der Tat ist 

nach (11) ffir v -~ 2, 3, 4 , . . .  

t,..~ --  t,. = e.v( ~ j  ~ [f(x, y.) - f(x,  y._~) + . ( y . -  y ._~) ]dx ,  
@ 
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also mit Rficksicht auf (3) 
~g 

z P e - a ~ ' ( z )  

0 

Die stetige Funktion I Y, - -  Y,-1 [ hat im In~erva]l 0 ~ x _< a" ein Maximum. 
Bezeictme~ man dieses mit M, ,  so folgt: 

0 

Daher auch M,+ ,  ~ ~ M , ,  u~d fotglich 

lv~+~- y,l =< M,+~ __< o,-~M~. 
Daraus ergibt sich die zu beweisende gleichm~i$ige Konvergenz~ Die 
Grenzfunktion 

y = lira y, 

ist wegen der Gleiehm~ifigkeit auch stetig; ferner verschwindet sie Ftir 
x = 0, weil aUe y, ffir x = 0 versehwinden; schlieBlich ist auch tYl ~_~ b, 
weil alle [y~ I ~ b waren. 

DaB die so gefundene Funktion y nun wirklich die Gleiehung (9) liist, 
erkennt man jetzt leicht. Denn wegen der gleichmii$igen Konvergenz l~iSt 
sich zu jeder positiven Zahl s eine Zahl n angeben derart, dab fiir v ~ n 
im gunzen Intervall 0 ~ x _~ a" s~e~s [ y~ -- Y t ~ e ist. Wegen iY~[i ~ b ,  
I vl < b f o l ~  dann mit giicksieht auf (3): 

0 
.,e 

"~ e~'~ (~) O a  'ty,,-- y[ d x  
0 

g~ 

. ~ f e -~'~(x) 

r 

Daher ist 

lira e *( ) J - ~  [f(x, y,) + ~v,] dx 
0 

x 

= e ~- d W  tr~x, v) + ev] dx .  
0 

re;an also v in Gleichung (11) fiber alle Grenzen waehsen, so erg4b~ 
sich gerade die zu beweisende Formel (9). 
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w  

Wir haben im vorigen Paragraphen eine Liisung y der Gleichung (9) 
und damit der Oleiehung (1) gefunden, welehe ffir z = 0 versdJawindet. 
WiT wollen jetz~ zeigen, dab die Gleiehung (1) keine weitere derartige 
Liisung hat. W~re n~mlich noeh eine vorhanden - - s i e  mSge z heiBen --~ 
so wiixe das auch eine Liisung yon (9) und man hiitte: 

a "'x~ /~ e-'Z~(x) 
y - z = e v,  ' f l ~ k - 7 -  I f(x,  y) --  f ( x ,  ,)  + a ( y -  z)] dx.  

o 

Ist a" eine hinreiehend kleine positive Zahl, so wird fiir 0 ~_ x ~ a" nicht 
nut t Yt ~ b, sondern aueh [z] ~ b sein. Wir kSnnen also die Ungleichung ($) 
anwenden und erhalien: 

X 

g e -  a V.,(z) 
dx.- 

o 

Im Intervall 0 ~_ x ~_ a" muff die stetige Fnnk~ion [y -- z[ irgendwo ihren 
grSt}ten Were M annehmen; das sei e~wa tier Fall fiir z = zl. Da.nn fol~ 
aus der vorigen Ungleiehung, wenn speziell x----x~ gesetzt wird, 

zr t 

o 

Daher ist M = O ,  also z = y .  W . z . b . w .  

w  

Wir wenden uns je~zt zu dem in Theorem I erwghnten Fall des posi- 
riven Vorzeichens. Es is~ dann 

O < k < f(x' Yl) -- f(x" Y') < K (Yl ~Y~) 
Yl - -  Y ~  

:flu" O < x <i a, lYli ~ b, lye] <lb. SeUt man wieder 

so folgt diesmal 

i f ( x ,  yl)  - f ( x ,  y,) - j a , ,  , d ,  

was auch ~ r  Y1 ~-Y* noch gilt; dabei ist a wi~ar  posiCiv,-~, poslC~v m~t 
&leiaex als 1. 

Aus den Voraussetzungen des Theorems i resuttiert nmr w e i t e r ~ e  
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Exis~enz yon zwei positiven Zahlen a'(~a) und b'(<b) derart, dab F~r 
O ~_~ x ~ a" ste~ 
(13) ab'+ {f(x, 0)l s ba(1 - - a )  
is~. Alsdann se~zen wir wiedei 

~f 

(14) j dz 1 (0 < x <~ a'), 
f ~  

also 
X 

mad es ist wie friiher 

(15) ~ ( x ) > 0  far 0 < x < d ,  

(16) ~ ~ . )  = ~ .  
x---+O 

Die Differentialgleichung (1)is~ hiernach gleichbedeutend mit der 
folgenden: 
(17) d e~V(x) 7ix (ye~'v(x)) ~(x) [f(x, y)--ay] .  

Indem wir zwei beliebige Zahlen xo, Yo in dem Slaidraum 

(18) 0 < .o__<a .  i n l  =<b' 

wiihlen~ wollen wit die Gleiohung (17) in der Weise integrieren, dab ffir 
x = x  o der Weft y = Yo herauskommt; so ergibt sich: 

{ " } 1 ~ ee  g~ (*) 
(19) y = e-"~(*) y,e,V'(*o) - - ]  T(s If(x, y) -- ay]dx 

mid offenbar sind diejenigen LSsungen der Differentialgleichung (1)~ welche 
grit x = x  o den Wer~ y--~Yo annehmen, identiseh mit den entsprechenden 
LSsungen yon (19). ])as Theorem I wird daher bewiesen sein~ wema wir 
zeigen kSnnen, dat~ (19) gerade e/he LSsung hat, die fiir x = x o den Wer~ 
Y =Yo und zugleioh Ftir x = 0 den Wer~ y ~-0  annimmt. 

Wir suchen nun (19) wieder dureh sukzessive ~he rangen  zu 15sen~ 
indem wir 

Yo x 
(2o) = . 0 ,  

Y'+*=/  / ~176 0 

[0 far x = O  

se~zen (v = 1, 2, 3, .-  -). Zun'~chst zeigen wit, dab diese Funktionen y. fftr 
0 ~ x _~ x o wirklieh exisliere~a, s~etig sind mad absolut ~ b bleibem Naeh 
(18) und (20) is~ da~ wegen b' ~ b in der Tat ftir v ~ 1 dex Fall. ~immt~ 
man abex an, es gelte fiir emen gewissen V~'er~ yon v, so isg zun~hsg 
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I f ( x ,  y,)  - ~y , !  "< i f ( x ,  0 ) l +  ~ a  lu, t 

be:(1 --  ~) --  t~b' + @ab; 
also 

(22) i f ( x ,  y,)  - -  ay,, t < et(b--b')  (fiir 0 g x g x o ) .  

Mit Rficksich~ hierauf fo l~  aus (21) fiir 0 < x ~ xo: 

{ " / F e ~'~ (x) 
: Y~ + l t "< e- ~V(~) ! Yo ] e'~'P(x~ + f l ~  a (b - -  b') d x  

e- ~' v(~) { b'e,~V(~o) + (b --  b') (e-V(=) -- e~(~o)) } 

< b'+ ( b -  b') = b. 

Die Sfetigkei~ yon Y~+I isg fitr x > 0 evident, braueht also nur ftir x m 0 
bewiesen zu werden. Nun ist y , + ~ ( 0 ) ~  0; andererseits folg~ aus (21): 

(23)  y , + ~ =  e - " ~ )  yoe ~ ( ~ ~  - -  ( O < x < x t < z o ) .  

Da y, bereiis Ms stetig angenommen wird~ so is~ lira y, = 0, and man 
x = + O  

kann nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Zahl ~ die Zahl x~ 
so klein wii~len, da$ fiir 0 _< x ~ x 1 

~f(x,  y,) - -  ay,, l < ea 
ist. Dana folgt 

AuSerdem wird u_uter Beriieksiehtigung yon (22) 

i I 

=< J - ~  ~ ( b -  b') ax = ( b -  b') < ~ < - ) -  eeOC:o)) 
za 

< (b - -  b')e"V(.~). 

Setzt man dies in (23) ein, so kommt: 

i Y,+~[ < e-~(=)  { b'e~r176 + ~e"v(~)+ (b--bOe~V(~)} 

I5is man hler x gegen Null wandern~ so wird wegen (16) schliol~lieh 
be'~V'.(=,)-'~v'(=)~ ~, also ]y,+~] < 2~, womi~ die S~ofigkei~ bewiesen isL 

SehlieBlioh bemerken wir, dal~ die Fnnkfionen y ,  far  x ~ x o a re  den 
Weft  Yo annehmeni das ergibt sich aus (20) und (21) unmii~lbar.  
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Nmamehr zeigen wir, dab die Funk~ionen y, ~ 0 ~ x <: xo gleieh- 
m~l~ig gegen eine GrenzfunkCion konvergieren. In der Ta~ is~ nach (~1) 
f'tir v = 2, 3, 4, - - -  

y ,+~--  y , ,= . - -  e-  7,(:,) I - -  I f ( x ,  y,) - - f ( x ,  y,_~) - a ( y , - - y , _ ~ ) ] d x .  j ~(x) 

Daher mit Rfieksicht auf (12): 

Die s~etige Funktion I Y,-- Y, -1 ! hat im IntervaU 0 < x __< x 0 ein Maximum 
M,; es ist dann 

xo 

a~ 

Daher auch M~+ I < @M~, und folglich 

Daraus ergibt sieh die zu beweisende gteichmiiBige Konvergenz. Die 
Grenzfunktion 

y = lim y, 

ist wegen der Gleiehmiil~igkeit auch stetig; ferner nimmt sie f'fir x = 0 
bzw. x = x o die Werte y = 0 bzw. y = Yo an, weil alle y~ dies ban. SchlieB- 

DaB die so gefundene Funktion y nun wirklieh die Gleiehung (19) 
15st, sieht man jetzt leieht ein. Denn wegen der gleiehm~igen Konver- 
genz l~iis~ sigh zu jeder positiven Zahl ~ eine Zahl n angeben derart, daiS 
~ r  v ~ n i m  ganzen Intervall 0 ~ x _< x o stets !y, -- y < e ist. Wegen 
[Y,,t < b ,  lY[ ~ b  s dan,, mi~ Rfieksieh~ aus (12): 

x a  

x Pe'~Y~(x} i 
! J ~(~) 

x~ 

x 
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Daher ist 
X~Q 

a �9 ( x  ~ ~r165 
~=| ,]  ,~(x) 

ago 

-~ z l~ea*P(z) 
= e v'( ) J ~  I f ( x ,  y) - -  ay] dx .  

x 

L~gt man also v in (21) fiber alle Grenzen waehsen, so ergibt sich gerade 
die zu beweisende Formel (19). 

w  

W i t  haben im vorigen Paragraphen eine LSsnng der Gleichung (1) 
gefunden, welche fiir x -~  0 verschwJndet und auBerdem fiir x ~ x o den 
Wer~ Y0 annimmf~ Wir  wollen jetzt zeigen, dab es keine weitere derar~ige 
LSsung gibt. Nehmen wir n~mlich an, es sei noeh eine vorhanden - -  sie 
miige 'z  heiBen - - ,  so ist das auch eine Liisung yon (17); also ist 

(24) Tx ( ~(Z)- I f ( x ,  y) --  f ( x ,  ~) - -  a(y --  z)]. 

Nun sei x 1 die obere Grenze de~jenigen x des Intervalles (0, xo) , fiir 
welche y z r z ist. Offenbar ist x x > 0, und man hat damn 

(25)  (xl) = u(x l ) ,  

w~hrend 'das Maximum Ma, das die stetige Funktion I z w y[ im Intervall 
(x 1 --h~ xl) erreicht, notwendig gr5fler als Null is~, wie klein auch die 
positive Zahl h sei; dieses Maximum werde e~wa ffir x ---- x ~ -  1 h erreicht. 
Offenbar is~ 0 < ' h i < :  h, und man hat: 

(26) ( l ~ ( ~ - - ~ )  --  ~x~ --h,) l  = ~ ,  > 0. 

Nun haben wir ! y ] ~  b gefunden; wir werden am Schlu$ dieses Para- 
graphen zeigen, da6 hierbei Gleichheit ausgeschlossen ist. Nehmen wit  
dies einstweilen als bewiesen an, so ist aueh [z(xl) [ ~ ly(x~)[ < b .  Man 
kann daher h so klein w~hlen, dab ]Yl uud !z ira Infmrvatl (x~--h,  x,) 
kleiner als b bleiben. Indem man damn Gleichung (24) yon x , - - h ,  bis x~ 
integrier~, komm~ under Berfieksiehtig~ag yon (25): 

= e - : ~ < : , -  ~) . ]  ~ I f (x ,  y) - -  f @ ,  z)  - -  a (y  - z)] d x .  
x,-ht 
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Da l Y' und I zl kleiuer als b sind, kann man auf die rech~e Sei~e die 
Formel (12) anwenden and erh~ilt: 

Iz(~:l - -  Z~I) - -  y ( x ,  - - h i )  I < e -~v'~:~,-',) I - - - ~ ,  ~,~ lY - -  z l  dx. 
= J , p ( x )  

xt - -  hi 

Also aueh mit Rticksich~ auf (26) 
x~ 

- - a  ,' ~ - l " * e a ~ P ( x )  

x a - - h : L  

Die Ungteichung M a < #j-l~r enth~lt aber wegen M~ > 0 einen Wider- 
spruch, es gibt also keine zweiie LSstmg z. 

Nun ist noch der Beweis nachzu~ragen, da$ fiir O g x g x  o stets tYl < b 
ist mir Ausschlu$ der Gleichheit. Aber aus der berei~s bewiesenen Un- 
gleiehung lY'~ ~ b folgt mit Rtieksieht auf (12) und (13): 

If(x, y ) - -ay '  ~ If(x, O)j + aa 'Yl 
=_< ~ ( 1  - a )  - ~ '  + a ~  = ~ ( ~ -  ~3. 

Daher nach (19) ffir 0 < x ~ ~o: 

P e ~ ~ (~) 
iy] ~ e -~(~) lye e.~(~~ + - -b ' )dx  

< e - ~(*) {b'e ~(~~ -t- (b--b') (e ~(*) -- e~(*o)) } 

< b" + (b -- b') = b. 

w  

Wit zeigen jetzt, da$ die ln~egralkurven in gewissen F~illen die Kurve 
f(x, y ) =  0 im Nullptmkl bertihren. Bemerken wir zunii~hst, daft unfit  
den Voraussetzungen yon Theorem I die G]eichung f(x, y ) =  0 wirklieh 
eine Kurve definierr oder analytisch ausgedrfickt: Es gib~ eine und nut  
eine stetige FunkCion y vo~ x, welche der Gleichung f(x,  y ) =  0 genfig~ 
und ffir x = 0 verschwindet. In der tTat war nach unseren Voraus- 
se~zungen 

i f (x ,y~)-- f (x ,y~)  +_,~(y~--y~)l <= ~ a l y ~ - - ~ l  ( 0 < ~ < 1 ) ,  
wo ~ eine positive Zshl bedeute~ und das obere oder untere Zeiehen gil~ 
je naehdem der Fall des w 3 oder w 5 vorlieg~ Setz~ man nun 

1 . 

~_+ ~ t (~, y) = z(~, ~), 
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so nimm~ die Gleichung f (x ,  y ) =  0 die Form an: 

y = y )  
und dabei ist 

i~( x, Yl) -- Z( x, Y~) =< alY, --  Y~I- 

Naeh einem yon tterrn Goursat bewiesenen Satz*) folgt hieraus fiir ge- 
nfigend kleine x gerade die Existenz und Eindeutigkei~ der Funk~iou y. 
W. z. b. w. 

Wir setzen nun weiter voraus, dais die Kurve f(x,  y ) ~  0 im Null- 
punk~ eine bes~immte Tangen~e hat~ die nicht mit tier Y-Achse zusam- 
menfiill~ Das ist beispielsweise immer der Fall, wenn die par~iellen hb- 
leitungen f,', f~" existieren und stetig sind (f~" k-nn nach den Vorausse~zungen 
yon Theorem I nieht Null sein). Wenn wir dann weiter annehmen, dab 

lira ~(x) ~_ 0 
~ = §  X 

ist, wollen wir zeigen, dais die In~egralkurveu im Nullpunk~ die Kurve 
f ( x , y )  ~ 0 berfihren. Zu dem Zweek sei mit Y~ die l~tir x ~  0 ver- 
sehwindende L[isung der Gleiehung f(x, y ) =  0 bezeiehnet; also 

(28) f (x ,  Y~) = O. 

Unsere Voraussetzung fiber die Tangentenexistenz besag~ dann, dab clef 
Grenzwer~ 

(29) lira Y~ -~ 
~ . = + 0  X 

existiert und endlich ist. 
Indem wit jetzt zuerst den Fall des w 3 behande]n, sei Y~ das fiir 

x = 0 versehwindende Integral der Differentialgleiehung (1); wit haben 

dann nut zu zeigen, dal~ auch Y~ fiir x ~ + 0 dem Grenzwert ~ zustrebt. 

Nun ist nach Formel (9) 

J qp(x) ~f(x, Y~) -t- r Y,] dx.  
o 

Also, wenn wit zur ~kbkiirzuug 

x 

(30) e ~(') J ~  [f(x, Y,) + ar~]ax  - -  r~ =X~(X)  ( x > O )  j ~(x) 
0 

*) I~. Gou~at: .Sat l~ th~orie des fonctioas implicit~". Bulletin de la Soe i~  
Mathdmstique de France, 31 (1903), 
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se~zen, auch 

= + f 
# ~(x) 
o 

[f(x, z , ) - f ( . ,  Y,) + ,~(z, - ~)] ax. 

Da aber offenbar 

Daher fii_r gentigend kleines x mit Rfieksieht auf (3) und unfer Anwendung 
des Mit~lwer~satzes: 

t ----. = x / "  e -a~ '{z )  i X , (x) - -  YI(x)I < x I (I)(x) ] + e ~'( ) J ~  @a ' ,Y2- -~Idx  
0 

= x tr  + ~t  Z ~ ( x ~ ) -  YI<~)t,  

wo 0 < x a < x ist. Wendel  man diese Formal wiederhol{ an, so kommf v 
wenn xl, x~, xa , . . ,  eine geeignet zu wghlende Serie yon abnehmenden 
posi~iven Zahlen bedeut~t, 

i r ,@)--  Zl@)I < xlr + 0211r + - . .  + ~%lr 
+ o '+1 t  ~ ( x , + l ) -  r~(*,+,) l  

< x{ lr + oir + - - .  + &'lC,(x,)[ } 
+ ~'+11 Y:-K*,+~)- ~(x,+~)!. 

lira ~.+1[ r , @ . + l )  - Yl(x,+l)~ = o, 

so folgt hieraus 

(a , )  i r'<~)- r~(~) l < 14,(x)i + ~!r + ~=1r + ..., 

vorausgese~zt; dab diese 1Reihe konvergier~. Nun is~ aber nach (30) mad (28) 

f d'''~'#(~) ~: Y, dx 
J ,r(z) r  + r l  = o 

x x e - a W ( z )  

Auf der rechf~n Sei~ haben Ziihler und Rennet  fiir lira x = + 0 den 
Grenzwert 0. Man finder naeh de,, Regeln der Differentialreeknuag den 
~renzwer~ des Quofienf~n, indem man Zii/fler und Rennet  differenzier~. 
Es komm{ so mit Rtieksi&t auf (29) und (27): 

e-'~v'(') - 17, 171 
x 

lira O(x) + Z = lira ~@)/ x\ =- lira ~(.) ~. 
. . ,=+o .,. = + o , -  ~ ,/, r l~t + ~ = l  .=+o + 1  

D a , h e r  

( ~ )  Ii,,, r  = o .  
x=+O 
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Infolgedessen konvergiert die fragliehe Reihe flir geafigend kleine x,  u n d  

die Ungleiehung (31) ist also richtig. Aus ihr folgt dann abet im Yerein 
mit (32) sogleieh: 

lira y~ (~) --lr~ (x) = O, 

also auch: 

lira Y * = l i m  Y * = ~ .  W.z .b .w .  
�9 = + 0  X x = + O  X 

Wir wenden uns jetzt dem Fall des w 5 zu. Dann sei Y3 das fiir 
x ~ 0 verschwindende und ffir x = x  o den Wert Yo annehmende Integral 
der Differentialgleichung (1). Dabei denken wL- v_as, was keine B e s c ~  
bedeutet, x o so klein, dab die Ftmk~ion YI jedenfalls flit 0 ~ x ___ x o 
existiert und absolut ~_ b ist. Nach Formel (19) ist dann 

~(x) [ f (x ,  Ys)  - -  ~: Y~] d x  - 

Setzen wit also zur Abkfirzung 

(33) e - ~  ~) yoe~(~.)- 'f  e ~ )  [r(x, ~ )  - ,~Y~]ax  - Y~ ~-zn' (~ , ) ,  

so ist auch 
xo 

x 1" e~U(z) 
y~ - Y~ = xV/(x) - e-"~( ) J ~  If(x, Y ~ ) - f ( x ,  Y , ) - a ( Y ~  - Y,)]dz.  

x 

Daher mi~ Riieksichi auf (12) und unter Anwendung des Mi t te lwer t~es :  
x~ 

~ x P e a ~ ( z )  

< zl~(z)t + ol Y~(x,)- r~(z,)l, 
wobei wieder 0 < xt < x ist. Hieraus folg~ analog wie oben: 

(34) I r,(~)-u L<~) 1<= t~(x)l + ~ ~(x~)l + o=i~(z~)t +---, 

vorausgesotzt, da~ diese Reihe konver~ert. Nun ist aber aaeh (33) and (28) 

Hier hat der Nenner der, reehten Sei~ ffir Idm x ~ ~r 0 den ~ r ~  oo, 
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wie man auf ~rtmd der Vorausseiztmg (27) leich~ erkennt~ Man tinder 
den ~renzwer~ des Quotienten, indem mma Z~ller und Nenner differemfiert y)  
Es kommt dann: 

hm ~(x) + ~. = lim w(x) ~- lira ~ = Z. 
~=+o ~=+o e,~(~)(~_ ~ )  ~=+ol ~(')~,z 

Daher ist 
(35)  = o .  

~=+0 

Infolgedessen konver~er~ die fragliehe Reihe fiir geniigend kleine x und 
die Ungleiehung (34) ist also richtig. Aus ihr folgr dann im Verein mi~ 
(35) sogteieh 

lira Y,(x)-- Y~(~) 0, 
x = + O  "~ 

also auch 

lira Y ~ = l i m  Y~=~t. W.z .b .w .  
x = + O  "~ x = + O  X 

Somi~ haben wir bewiesen: 
Theorem II. Zu  der~ Voraussetzungen des Theorems I ra6gen noclt die 

fo~yenden beiden hinzukvmmen: 
1. Die dutch die Gleichung f(x, y ) = 0  definierte und siclier existierende 

Kurve ],abe im Nulbjnuakt eine bestimmte Tangente, die nicht in die Y-Aehse 
/'allen soll. 

2. lira v(x) = O. 

Alsda~n beriihren die Integralkurven des Theorems I die Kurve f(x, y) = 0 
im Null1~nkt. 

*) Hierbei wixd der folgende Satz benu~zt: ,,Wenn die Funktionen f(x), ~'(x) 
an jedex Stelle im Innern des Intervalles (a, b) eine bes~immte endliche Ableitung 
h~ben, wenn dabei F '@)Q= 0 uad lira F ( x ) ~  ~ ,  so is~ 

Jim f@) = li,,, f (x) 

vorausg~e~zfl, d ~  tier roehts Btehende ~renzwe~ exis~ierk" Der ~ t z  finAet sieh in 
den Lohrbfichern meist nur ffir den Fall ,  da$ auch limf(x)~--~ is~. In der ange- 

gebenen und f ~  uns no~wendigen Form steh~ e~ bed O. Stolz: Grandz~ge tier Dif- 
fereni~ial- und In~e~-~aJxechnung, Leipzig 1893, S. 77, wo indessen noch die Voraussetzung 
gema~h~ wixd, da~ 2~'(x) konst~n~es Vorzeichen ha~. Diese Vorausse~ung ia~ abet 
unn~itSg; denn ers~ens kaun sie bei dem Stolzsehen .Beweis leieht entbehrt werden, 
z~ei~ens ist: sie abex wegen P ' (x )=~0  schon yon ~albst~ erffill~ weal naeh einem yon 
Herin Darboux bewiesenen Sa&z (Annales de l']~cole Normale, (2) & (1875), Seibe 109s 
eine der i~er~ Fmak-tfion keinen Zwischenwer~ a u s ~ t .  
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Wit bemerken, dab die Voraussetzung lira r  durchaus not- 
X 

wendig is~. Ohne sie k~nnen die Integralkurven sehr verschiedenes Ver~ 
hal~en zeigen. Zum Beispiel sind bei der Differen~algleichung 

xy'= + iyl 
alle anderen Voraussetzungen unseres Theorems erf'tiUk Die / / ,  
Kurve f ( x ,  y) ~ 0 is~ bier die X-• also Y~ = 0. Integral- 
kurven gibt es dreierlei: 

1. y ~ Cx 3 C ~ O, ] ~ ~  

2. y ~ O ,  

3. y ----- --  Cx,  C > O .  

Die der ersten und zweiten Art beriihren die X-Achse~ die der dritten 
Ar~ berfihren sie nieht. 


