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Beweis fir die Existenz von Integralen einer gewdhnlichen
Differentialgleichung in der Umgebung einer Unstetigkeitsstelle.

Von

Osgar Perron in Tibingen.

Bekanntlich hat die Differentialgleichung

d:
3% =F(z, y) (2, y reell),

wenn die reelle Funktion F'(x, y) an einer Stelle z,, 4, und in deren Um-
gebung stetig ist und der Lipschitzschen Bedingung
g F, ?): e < x (¥, +9s)
i 1 2
geniigt, ein und nur ein Integral y, welches fiir  — z, den Wert y =y,
annimmt. Ich behandle im folgenden den Fall, wo die Funktion F(z, y)
an der Stelle x,, y, eine Unstetigkeit hat, welche aber durch Multiplikation
mit einer stetigen Funkiion ¢(z) von z allein beseitigt werden kann; ich
nehme also die Differentialgleichung in der Form

9@ 3¢ = f(z, 9)

an, wo f und ¢ stetig sind, und @(z,) = O ist. Diese Differentialgleichung
ist mehrfach behandelt worden fiir den Fall, daB ¢(z) = (z —#,)* (n= posi-
tive ganze Zahl), und f(z, y) an der Stelle x,, y, holomorph ist*) Be-
sehréinkt man aber z, y auf reelle Werte, was ja bei topologischen Unter-
suchungen der Integralkurven allein in Frage kommt, so ist es wiinschenswert,
das Problem unter geringeren Voraussetzungen zu behandeln. Ich werde
von der Funktion @(#) nur verlangen, daB sie stetig ist und fir z 4+ #,
nicht verschwindet, wihrend f(z, %) ebenfalls stetig sein soll und daneben
nur noch einer Bedingung unterworfen wird, die der Lipschitzschen sehr
dhnlich ist und nicht viel mehr verlangt wie diese.

* Siehe z. B. J. Horn: Journal fir die reine und angewandte Mathematik, 119,
120, — J. Bendizson: Ofversigt af kongl. Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar, 55
(1898), Acta Mathematica, 24.
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§1.

Wir setzen z,= 0, was keine Beschriinkung bedeutet, und betrachten
im fibrigen nur positive #, da der Fall negativer z sich darauf durch die
Substitution z = — &  zuriickfihren li8t. Die Differentialgleichung sei also

d
® 9(@) 5 = (=, 9);
dabei sei @(x) stetig fir 0 < z < a; ferner

p(0)=0, @@ +0 fir 0O<z<La.
Hiernach hat ¢(#) konstantes Vorzeichen, und wir diirfen, indem wir
notigenfalls die Gleichung (1) mit — 1 multiplizieren,
() >0 fir 0<z<La
voraussetzen. Die Funktion 7(z, ) sei zunichst in dem Gebiet
0<z=Z0a, (y—yl<h

qur reell und stetig angenommen.
Trivial ist der Fall, wo das Integral

@€

@ S

]

existiert, d. h. endlich ist. Man hat dann nur nbtig, eine neue unab-
hiingige Variable ¢ vermittels der Substitution

xdac
IE(?)=t
1]

einzufiihren. Dann ist nimlich ¢ eine bestindig wachsende Funktion von
%, also anch umgekehrt z eine bestindig wachsende Funktion von #

& = ¢<t)7
und die Differentialgleichung geht iiber in die folgende:

Daraus erkennt man beispielsweise auf Grund des in der Einleitung er-

wihnten Satzes, daB, wenn nur f(z, y) der Lipschitzschen Bedingung ge-
niigt, dann ein und nur ein Integral existiert, welches fiir £=0, d. h
# =0, dem Wert y = y, zustrebt.
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§ 2.

Wir wenden uns jetzt zu dem interessanteren Fall, daB das Infegral (2)
nicht existiert. Wenn dann f(0, y,) <= O ist, so sieht man leicht, daB die
Differentialgleichung (1) kein Integral hat, welches fiir 2 =0 dem Wert
y =y, zustrebt. Denn fiir ein solches wiirde aus (1) folgen:

T fle, v)
y yo “SETO q:(m) d 2

wihrend doch dieser Grenzwert nach unseren Annahmen nicht endlich
sein kann.

Die Integralkurven konnen also nur an solchen Stellen y, die ¥Y-Achse
erreichen, wo f(0, y,) = 0 ist. Wir diirfen ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, daB etwa y,=0 eine solche Stelle sei; also
(0, 0) = 0. Weiter soll von der Funktion f(z, y) vorausgesetzt werden,
daB es zwei positive Zahlen k, K gibt, fir welche

h< (sl o) <k (v + )
1t Y
ist, so lange z, ¥,, ¥, im Gebiet
0LzLa, |5|Lh, '5|<D

bleiben. Diese Voraussetzung ist z. B. stets dann erfiillt, wenn f(z, y)
eine stetige von Null verschiedene partielle Ableibung nach y besitzt.
Aus unserer Voraussetzung folgt leicht, daf der Quotient
&, ) —fl, ys)
Y1— Y
konstantes Vorzeichen hat. Je nachdem dieses nun das pogitive oder das
negative ist, wird sich die Untersuchung verschieden gestalten und auch
zu verschiedenen Resultaten fiihren, die wir zundchst in folgender Weise

formulieren wollen.
Theorem I Die Funktion @(x) sei fir 0 <z < a stetig, und es sei

p(0)=0, ¢(x)>0 fir 0<z<La,
. dx
GE’-I)-IOE 62"?)*
Die Funltion f(z, y) verschwinde fiir x =0, y =0 und sei fir 0 <z <a,
Jyl S b reell und stetig, ferner sei in diesem Gebiet

O<k<ifM_:§_§f;_yz)'<K (¥: =+ %),

Y —
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sodaf der Quotient ﬂ%&%—) konstantes Vorzeichen hat. Wenn donn

dieses Vorzeichen das negative ist, so hat die Differentialgleichung
d
(@) 5L =@, 9)

ein und nur ein Integral, welches fiir lim z = 4+ 0 dem Wert y =0 2u-
strebt.

Wenn das Vorzeichen aber das posifive ist, so gibt es unendlich viele
Integrale mit dieser Figemschaft. Man kann dann wnimlich zwei posilive
Zahlen o, b angeben derart, daf fiir jedes dem Gebiet 0 < zy < a, |y
angehirige Wertesystem z,, y, ein und nur ein Integral existiert, welches
fiir = z, den Wert y =y, annimmt und auferdem fir lim z = + O dem
Wert y =0 zustrebt.

Wir haben absichtlich nicht gesagt, daB die der Differentialgleichung
gentigende Funktion y fiir z =0 den Wert y = O annimmt; denn tatsich-
lich kdnnen wir nur behaupten, daB y fiir z > O der Differentialgleichung
genfigt. An der Stelle z = 0 selbst ist, nachdem wir der Funktion y da-
selbst ihren Grenzwert O als Funktionswert beigelegt haben, bei unseren
aligemeinen Annahmen ein bestimmter endlicher (vorderer) Differential-

quotient :il_y unter Umstinden gar nicht vorhanden)
z

*) Man betrachte z. B. die Differentialgleichung
zy = @) — ¢,
wo f(x) fir 0L x<a stetig sein und fiir x==0 verschwinden soll. Hier sind alle
Bedingungen unseres Theorems erfillt, und zwar fir das snegative Vorzeichen. Es
gibt also nur ein Integral der fraglichen Art, und das ist offenbar das folgende:

y=-;(ff(x)dw-
)

Nachdem man noch dem obigen zufolge y(0) =0 festgesetzt hat, kbnnen nun je
nach der Beschaffenheit von f(z) die folgenden drei Fille wirklich eintreten.
1. 4 hat am Nullpunkt eine bestimmte endliche vordere Derivierte; Beispiel:

@) =~ =.
2. y hat am Nullpunkt die vordere Derivierte + oo (bzw. auch — ); Beispiel:

@ =Va (bzw. f@)=~—Vz).
3. y hat am Nullpunkt {iberhaupt keine bestimmte vordere Derivierte; Beispiel:

0 fir =0,

f@)= :a%(“”“i“ _.1:> fir z>>0.

Bei dem letzten Beispiel achte man darauf, dad f(2) am Nallpunki wirklich stetig
bleibt.
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§ 3.
Wir behandeln zuerst den Fall des negativen Vorzeichens; also
__k>f(x:3{";):;(xvyz)>__K (y1+y2)
1 2
fir 0<z<a, |9 <b, |y £b. Daraus folgt, wenn zur Abkiirzung
E+1 KE—k
2 =% EFE Y

gesetzt wird,

3) F@, 42) — 1@, %) + e —9) | < |y — %],
was in dieser Form offenbar auch noch fiir y, =y, gilh. Dabei ist « eine
positive Zahl, & ist positiv und kleiner als 1.

Aus den Voraussetzungen des Theorems I folgt weiter die Existenz
einer positiven Zahl &’ (< a) derart, daB fiir 0 <2 < a’ stets
(4) [z, 0) Sbo(l—48)
ist. Wir beschrinken z von jetzt an auf dieses Intervall und setzen

a

. dz ; 1 -
(5) &[‘m;-zp(x), also 1,':(90)-—-——-——5@5 O<zga).
Nach unseren Voraussetzungen ist dann
(6) () >0 fir 0<z<d,

) lim ¥(z) = oo,
2=+0
und .die Differentialgleichung (1) ist gleichbedeutend mit der folgenden:
d , — ey ()
®) dz e ) = o [F(2, ) + ey),

wo « die in (3) eingefilhrte positive Zahl sein soll. Hieraus folgt, weil
fiir # = 0 auch y = 0 werden soll, durch Integration von O bis z:

p—
9 — @ f ¢
9 y=e J @ f(z, 9) + eyldz,
und umgekehrt folgt aus (9) auch wieder (8), also auch (1). Die fir
2 = 0 verschwindenden Losungen¥) von (1) sind daher identisch mit den
fir £ = 0 verschwindenden Lésungen®) von (9).

*) Genauer solite es heifien; ,Die fiir lim z =4 0 gegen Null strebenden
Losungen® (siche Schluf von § 2; auch hat die rechte Seite von (9) fiir z = 0 keinen
Sinn (e0- 0)). Indes wollen wir hier und spiter die kiirzere Ausdrucksweise anwenden,
die ja za Fehlern doch keinen AnlaB gibt.
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Zur Losung von (9) wenden wir nun sukzessive Niherungen an, in-
dem wir

(10) h= 0’

ga‘l’(’)f
(11) y1+1 = 0

0 fir =0

setzen (v=1,2, 3,---). Dann sieht man zunichst, daf die Funktionen g,
fir 0 <z <a' wirklich existieren, stetig sind und absolut < b bleiben.
Denn fir v = 1 ist das nach {(10) evident. Nimmt man aber an, fiir einen
bestimmten Wert von » sei die Sache erkannt, so hat wegen |y, | <b der
Ausdruck f(z,y,) wirklich einen Sinn und ist eive stetige Funktion von z.
Das Integral (11) existiert also, und zagleich ist nach (3) und (4)

[(&, 9.) + ey, < |f(z, 0)| + 9aly,|
< ba(l— ) + Fab=ba.
Daher nach (11) fir 0 <z <La':

()

[z, y,) + ay,)dz fir g<x <d,

ey

@)
@ bady — V@ . hem Y@ = p,

|yv+1 . _é_ ea:p(x)

0

Die Stetigkeit von y,, ist fir # >0 evident, brancht also nur fiir die

Stelle z = 0 bewiesen zu werden. Nun ist nach Definition y,,,(0) = 0;
andererseits folgt aus (11) durch Anwendung des Mittelwertsatzes:

Pl gy )
1 (8) = VO F (2, 1,0 + a,(21) j i

= %f($l, yv(zl)) + yv(xl)’

wo z, ein Mittelwert zwischen O und # ist. Mit » wandert auch 7, gegen
Null, also auch y,(z,), weil fir diesen Wert von v die Stetigkeit schon
als bewiesen angenommen wird; man erhilt somib:

lim yv+1(x) = 07
z=+0

womit auch die Stetigkeit von y,,, bewiesen ist.

Nunmehr wollen wir zeigen, daB die Funktionen y, fir 0 <z < a’
gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion y konvergieren. In der Tai ist
nach (11) fir »=2,3,4,---

Yos1— Y= &V f () " lfe, 9) — 1@ 9,0 + a0, — 9.0},
8
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also mit Riicksicht auf (3)

p—
%yv+1 } <eaw(z)f ( ) '&“iyv v——lldx'
0

Die stetige Funktion |y, — y,_,| hat im Intervall 0 < 2 < o’ ein Maximum.
Bezeichnet man dieses mit M, so folgt:

9@}

Daher auch M, , < &M, und folglich

}yv—i-l - yv{ —g Mv-}—i g /&v-lM2'
Daraus ergibt sich die zu beweisende gleichmiBige Konvergenz. Die
Grenzfunktion

< xy(z)
Yyr1— Y, éﬁ"‘”’(’)f SaM,dz =M,
0

y=Ilimy,

y=x

ist wegen der GleichmiBigkeit auch stetig; ferner verschwindet sie fiir
z =0, weil alle y, fiir £ = 0 verschwinden; schlieflich ist auch |y| <3,
weil alle {y,| < b waren.

DaB die so gefundene Funktion y nun wirklich die Gleichung (9) 16st,
erkennt man jetzt leicht. Denn wegen der gleichmiBigen Konvergenz 148t
sich zu jeder positiven Zahl & eine Zahl % angeben derart, daB fiir v > n
im ganzen Intervall 0 <o < a stets |y, — y| <<e ist. Wegen ly,| <),
ly] < b folgt dann mit Riicksicht auf (3):

E —aw() !
ieﬂ“”f @ @ ) = [, 9) + ely,—p)ldw |
0

<eove [ gy — |dx
= o @) (%Y
0

x
< e”'»"(”)fe_awz) Faeedr = 9¢
() )

s

Daher ist

) Y o
lim %@ f o [y +ay)da
0

Y=o

= v [f (=, 9) + eyldz.
0

LiBt man also v in Gleichung (11) iiber alle Grenzen wachsen, so ergibt
sich gerade die zu beweisende Formel (9).
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§ 4.

Wir haben im vorigen Paragraphen eine Losung y der Gleichung (9)
und damit der Gleichung (1) gefunden, welche fir £ =0 verschwindet.
Wir wollen jetzt zeigen, daB die Gleichung (1) keine weitere derartige
Loésung hat. Wire nimlich noch eine vorhanden — sie mdge 2z heifen —,
so wire das auch eine Ldsung von (9) und man bitte:

* v
y—z=ev@ [ £ - [f(z, ¥) — f(z, 2) + a(y—2)} dz.
1]

Ist @'’ eine hinreichend kleine positive Zahl, so wird fiir 0 < x < a” nicht
nur |y| <b, sondern auch |2| < b sein. Wir konnen also die Ungleichung (3)
anwenden und erhalten:

g
‘y_gl<g"‘¢(z)f @ Boly —zldex.-
¢

Im Intervall 0 < z < a” mub die stetige Funktion [y — 2| irgendwo ihren
groBten Wert M annehmen; das sei etwa der Fall fir z = #,, Dann folgt
aus der vorigen Ungleichung, wenn speziell £ = z, gesetzt wird,

ML e“‘P("x)f @ »&ade =9M.
9

Daher ist M =0, also z=y. W.z b.w.

§ 5.
Wir wenden uns jetzt zu dem in Theorem I erwihnten Fall des posi-
tiven Vorzeichens. Es ist dann

o<plEmlnm o g (%)

fir 0<2<a, |y, <d, ly,] £b. Setzt man wieder

K4k K—k

: —% ErE-

so folgt diesmal
(12) (f@, ) — (@, 92) — et — %) | S Bely— s
was anch fiir y, = ¥, noch gilt; dabei ist & wieder positiv, & positiv und

kleiner als 1.
Aus den Voraussetzangen des Theorems I resultiert nun- weiter-die
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Existenz von zwei positiven Zahlen a'(< @) und (< b) derart, daB fiir
0<L 2L stets

(18) ob’ + |f(z, 0)| < ba(1—9)

ist. Alsdann setzen wir wieder

U 1
(14 f 4@, Ao W@=—.L (O0<e<a)
und es ist wie friiher
(15) P(@) >0 fir 0<z<d,
(16) Jlim y(a) =

Die Differentialgleichung (1) ist hiernach gleichbedeutend mit der
folgenden:

d el LY@
an e ) = ST f(a, ) — a]
Indem wir zwei beliebige Zahlen z), y, in dem Spielraum
(18) 0<#m<d, (5|

wihlen, wollen wir die Gleichung (17) in der Weise integrieren, daB fiir
x =z, der Wert y = y, herauskommt; so ergibt sich:

19 y = e—aw(x){g e ) _'j ¢ t:})) [flz, y) — ayldz
und offenbar sind diejenigen Losungen der Differentialgleichung (1), welche
fiir £ = z, den Wert y =y, annehmen, identisch mit den entsprechenden
Losungen von (19). Das Theorem I wird daher bewiesen sein, wenn wir
zeigen konnen, daf (19) gerade eine Losung hat, die fiir z = z, den Wert
y =y, und zngleich fiir # = 0 den Wert y = 0 annimmt.

Wir suchen nun (19) wieder durch sukzessive Niherungen zu lgsen,
indem wir

(20) gy, =L%

2, °

a1 ()
e e ye"‘”’(x")_f o@ V(@ 9) —ey,)de fiir 0<z Ly,

0 fiir z=0

setzen (v=1,2,3,...). Zunichst zeigen wir, daB diese Funktionen y, fiir
0 £ x < #, wirklich existieren, stetig sind und absolut < b bleiben. Nach
(18) und (20) ist das wegen b" < b in der Tat fiir » = 1 der Fall. Nimmt
man aber an, es gelte fiir einen gewissen Wert von v, so ist zunichst
nach (12) und (13)

(21) yv-i-l
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[f(z,y,) — ey, Zif(z, 0)] + daly,]

<ba(l—9) — ab' + Fab;
also

22) @, 9) — g, | < a(d—¥)  (fir 0<z<ay)
Mit Riicksicht hierauf folgt aus (21) fir 0 <2z L 7,

.yv+1!<e‘“¢‘“>{’y 16“"”"°)+f a(b b)dx }

< e er @ (e - () (v — )
<V -+ (b—b)=b.

Die Stetigkeit von y,,, ist fiir £ > 0 evident, braucht also nur fiir =0
bewiesen zu werden. Nun ist g, ,(0) = 0; andererseits folgt aus (21):

,(23) Yyp1 = g—-aw(z){%em/’(mu)_f—-f} (O<x<x1<xo},

Da y, bereits als stetig angenommen wird, so ist lim y, =0, und man
z=+0

kann nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Zahl & die Zahl x;

so klein wihlen, daB fiir 0 <z < 2,

: f(@, y,) —ay,| < ea
tst. Dann folgt
| 171
| o)
1 f f sadr = (e“V0) — Y @) < sV @),

AuBerdem wird unter Beriicksichtigung von (22)

{ f : ”<‘f S(J:i})“(b ¥)dz = (b—b) (e*¥ @) — ex )
o < (b—b)esva)
Setzt man dies in (23) ein, so kommt:
Wv+d L e V@ [ er¥E) 4 gtV (b-b')e“'s"(zz)}
< & + bert ) —av@),

LaBt man hier z gegen Null wandem, so wird wegen (16) schlieBlich

bered =y L ¢, also |y,,,| < 2¢, womit die Stetigkeit bewiesen ist.
SechlieBlich bemerken wir, daB die Funktionen y, fiir # = z, alle den

Wert y, annehmen; das ergibt sich aus (20) und (21) unmittelbar.
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Nunmehr zeigen wir, daB die Funktionen g, fir 0 <z < , gleich-
maBig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. In der Tat ist nach (21)
fir v=2 34, ---

Y, = —€ oy (z)

( ) {f(.’L' J; f(x7 yv-—l) - “(yv~yv—1)] dz.

y1'+1

Daher mit Riicksicht auf (12):

o

ly —y i<e"°‘¢(”)J pradcs ’
r+1 Y= (%) !

z

2 yv——lldx'

Die stetige Funktion |y, — y, _,! hat im Intervall 0 < z < #, ein Maximum
M ; es ist dann

4

2 (x)
;yv+l~yv[ ge—aw(x)j ( )

x

= o=@ Y Y, (V) — Y@ < 9 M,

Daher auch M, , <&M, und folglich
yv+1 y‘vl < 1</3-“ I‘M

Daraus ergibt sich die zu beweisende gleichmiBige Konvergenz. Die
Grenzfunktion
y=limy,

ist wegen der Gleichm#Bigkeit auch stetig; ferner nimmt sie fiir # =0
bzw. z = z, die Werte y = O bzw. y == y, an, weil alle y, dies tun. SchlieB-
lich ist auch |y| < b- weil alle |y, | <D waren.

DaB die so gefundene Funktion y nun wirklich die Gleichung (19)
16st, sieht man jetzt leicht ein. Denn wegen der gleichmifigen Konver-
genz 1iBt sich zu jeder positiven Zahl & eine Zahl n angeben derart, daB
fiir vy > im ganzen Intervall 0 <o < x, stets |y, —y < & ist. Wegen
l9,] <3, |y| £b folgt dann mit Riicksicht auf (12):

o) f o @, 9) = o, ) — oy, —y)}dz

Seeve —yldz

gw@)
()

__<_: e“'“‘P(")/ﬂrg(e“W(’)_e“'l’(%)) < &.
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Daher ist

lim e-ov®

v=m

a,) Y17, v) — ev)da

[€9)
— ey f /(&> v) — ay]da.

LiBt man also v in (21) iiber alle Grenzen wachsen, so ergibt sich gerade
die zu beweisende Formel (19).

§ 6.

Wir haben im vorigen Paragraphen eine Lésung der Gleichung (1)
gefunden, welche fiir z = 0 verschwindet und auBerdem fiir z =z, den
Wert y, annimmt. Wir wollen jetzt zeigen, daB es keine weitere derartige
Losung gibt. Nehmen wir nimlich an, es sei noch eine vorhanden — sie

mbge’ 2 heiflen —, so ist das auch eine Losung von (17); also ist

@) E—seve) = it y) — (@, ) — ely—5).

Nun sei z, die obere Grenze derjenigen 2 des Intervalles (0, z,), fiir
welche y =z ist. Offenbar ist z, > 0, und man bat dann

(25) 2(z) = y(@,),

wihrend ‘das Maximum M,, das die stetige Funktion |z — y| im Intervall
(z, — h, z,) erreicht, notwendig grifer als Null ist, wie klein auch die
positive Zahl A sei; dieses Maximum werde etwa fiir 2 = x, — &, erreicht.
Offenbar ist 0 <%, <%, und man hat:

{ @) —y@)| < M, (fir k<22,
|2(@y —hy) — y(z, — hy)| = M; > 0. .

Nun haben wir !y! < b gefunden; wir werden am Schluf dieses Para-
graphen zeigen, daB hierbei Gleichheit ausgeschlossen ist. Nehmen wir
dies einstweilen als bewiesen an, so ist auch |2(z,)| = |y(z,)| <b. Man
kann daher % so klein wihlen, daB |y| und |z im Intervall (z, —h, %)
kleiner als b bleiben. Indem man dann Gleichung (24) von z, — h; bis z;
integriert, kommt unter Beriicksichtigung von (25):

2(2, —hy) — ylz,—hy)

=e-“‘”‘“‘“”"f Z;){f(x, y) ~ @, ) —e(y—2)dz.

Ly~

(26)’
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Da |y' und |#]| Kkleiner als b sind, kann man auf die rechte Seite die

Formel (12) anwenden und erhilt:
2y
e

lea,— 1) — y(o, ~ )| S eovemn [ 7 pu )y — sz,

2 —ky

Also auch mit Riicksicht auf (26)
Covie e @)
the Wz hl)f—(;"(?;)—’ﬂ'“.Mhdx
a—h

= g—e¥(r—h) &_Zy[h(ga wlw—h) g U)(ﬂ’l)) < {}-Mk.
Die Ungleichung M, < 9 M, enthilt aber wegen M, >0 einen Wider-
spruch, es gibt also keine zweife Losung 2.

Nun ist noch der Beweis nachzutragen, da8 fir 0 <z <, stets |y| <b
ist mit AusschluBl der Gleichheit. Aber aus der bereits bewiesenen Un-
gleichung |y| < b folgt mit Riicksicht auf (12) und (13):

@ y)—ey <|f(z, 0)| + 8a 'y
<hbe(1—9) — b + Fad=a(db—0").

Daher nach (19) fiir 0 <<z < #,:

(@)
Iylée“‘“”(“”){lyo 6“1”("°’+f%5—w(b*b')dx}

L@ (Pevka + (b—V) (e — =¥ ) }
<V +(B—b)=b.
Da aber auch [y(0)! =0 < b, so ist allgemein |y]<b W.z b w

§ 7.
Wir zeigen jetzt, daB die Integralkurven in gewissen Fillen die Kurve
f(z, ) = 0 im Nullpunkt beriihren. Bemerken wir zunichst, daB unter
den Voraussetzungen von Theorem I die Gleichung f(z,y) =0 wirklich
eine Kurve definiert; oder analytisch ausgedriickt: Es gibt eine und nur
eine stelige Funktion y von 2, welche der G(leichung f(z, y) = O geniigt
und fiir £ =0 verschwindet. In der ,Tat war nach unseren Voraus-
setzungen
F@9) — @ 9) £ el —) | S oely —y]  (0<8<T),
wo o eine positive Zahl bedeutet und das obere oder untere Zeichen gilt,
je nachdem der Fall des § 3 oder § 5 vorliegt. Setzt man nun

¥+ —i— @ y) =1z 9),
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so nimmt die Gleichung f(z, y) = 0 die Form an:

. y=1=Y)
und dabel ist

i1 y) — 2(my) < By, — ).

Nach einem von Herrn Goursat bewiesenen Satz*) folgt hierans fiir ge-
niigend kleine z gerade die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion y.
W.z b w

Wir setzen nun weiter voraus, daB die Kurve f(z,%) =0 im Null-
punkt eine bestimmte Tangente hat, die nicht mit der Y-Achse zusam-
menfillt. Das ist beispielsweise immer der Fall, wenn die partiellen Ab-
leitungen £,, f,’ existieren und stetig sind (f, kann nach den Voraussetzungen
von Theorem I nicht Null sein). Wenn wir dann weiter annehmen, daB

@7 lim 22 — 0

ist, wollen wir zeigen, daB die Integralkurven im Nullpunkt die Kurve
f(z,y) =0 berihren. Zu dem” Zweck sei mit ¥, die fir z=0 ver-
schwindende Losung der Gleichung f{(z, y) = O bezeichnet; also

(28) (=, 1;)=0.
Unsere Voraussetzung iiber die Tangentenexistenz besagt dann, daB der

Grenzwert
(29) lim 2 =2

z=+4+0 x
existiert und endlich ist,
Indem wir jetzt zuerst den Fall des § 3 behandeln, sei Y, das fiir
z =0 verschwindende Integral der Differentialgleichung (1); wir haben

dann nur zu zeigen, daf auch —Z?» fir £ =4 0 dem Grenzwert 1 zustrebt.
Nun ist nach Formel (9)

—
Y, — v f e [f, ¥) + « Yalda.
[}

Also, wenn wir zur Abkiirzung

-
@) eve [T 4 ¥ 4 e X lde— Yy =20 @>0)
0

# E. Goursat: ,,Sur la théorie des fonetions implicites®. Bulletin de la Société
Mathématique de France, 31 (1903),
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setzen, auch

Y,— Y—xd)(x)-{—e“’/’(“’)f_ [f(e, V) —f(z, Y.) + (¥, — Y.)]da.

Daher fiir geniigend kleines # mit Riicksicht auf (3) und unter Anwendung
des Mittelwertsatzes:

p—
T - L@ Lel0@) | +eve [T 00 Y, V[da
0

=2z |0 ()] + ¥ X (z,) — ¥, (=)},
wo 0 < 2, <z ist. Wendet man diese Formel wiederholt an, so kommt,
wWenn &, &y, &z, - - - eine geeignet zu wihlende Serie von abnehmenden
positiven Zahlen bedeutet,
Yy(@) = Y\(2)| £ z[0(@)] + 82, [O()| + - - - + 82,|0(s,)]
+ 8+ Yy(2,,0) — Yi(2, 10|
L2{|0@)] + [P (@)] + - - - + 9°|O(=,)[}

+ﬁ’+lly( z,.0)— X2, .0 -
Da aber offenbar

lim 94| ¥y (2, 41) — Y1(#,,.1)| =0,
so folgt hieraus
@) [ BOTEO Cow) +810@)]| + 910 +-

vorausgesetzt daB diese Reihe konvergiert. Nun ist aber nach (30) und (28)

Y, 0
*@)+5 = )

Auf der rechten Seite haben Zihler und Nenner fiir lim = 4 0 den
Grenzwert 0. Man findet nach den Regeln der Differentialrechnung den
Grenzwert des Quotienten, indem man Zihler und Nenner differenziert.
Es kommt so mit Riicksicht auf (29) und (27):

e“”:”(’") Y
lim 0@) +i=lm —29 " _m & 3.
z= z2=+0 ey «z z=+09& W:)
+0 +0 ¢ (1 + (p(:n) + + 1
Daher
(32) lim &(z) =0.

z=40
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Infolgedessen konvergiert die fragliche Reihe fiir genfigend kleine 2, und
die Ungleichung (31) ist also richtig. Aus ihr folgt dann aber im Verein
mit (32) sogleich:

Y, () —¥, ()

x]i!fo & = 07
also auch:
lim 2 — lim LS W.z. b w
z2=4+0 T =30 %

Wir wenden uns jetzt dem Fall des § 5 zn. Dann sei Y; das fiir
2 = 0 verschwindende und fiir x =z, den Wert y, annehmende Integral
der Differentialgleichung (1). Dabei denken wir uns, was keine Beschrinkung
bedeutet, z, so klein, daB die Funktion Y, jedenfalls fir 0 <2 <,
existiert und absolut < b ist. Nach Formel (19) ist dann

— P (@)
X, ()

Y ()
Yoeo ¥ _f (@ ¥;) — e ¥y] dx} -

Setzen wir also zur Abkiirzung

(33) e—aw@){yoeww — f "(”)) [Fz, T,) — aY]d:c} — Y, =2¥(z),

so ist auch

Y, — Y, =a¥(z) — e ¥® )[f(x, Yo)—f(#, ¥1)—a(¥, — 1;)]de.

Daher mit Riicksicht auf (12) und unter Anwendung des Mittelwertsatzes:

2y
| ,(2) — Y, (0)| < 5|¥ (@) + e“"P(’)f e 0e|T,— Xi|da
L z¥@)| + 8| Yo (2) — Yi(2)),
wobei wieder 0 < z, < z ist. Hieraus folgt analog wie oben:
6y | BOZIO | <v@)| + o V)l + V()] +
voransgesetzt, daB diese Reihe konvergiert. Nun ist aber nach (33) und (28)
E'N
i {x)
4y, =¥ B f i oY, dr
Y, J @)
Y@+ = 29®@ :

Hier hat der Nenner der. rechten Seite fiir im # — -+ O den Grenzwert oo,
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wie man auf Grund der Voramssetzung (27) leicht erkennt. Man findet
den Grenzwert des Quotienten, indem man Zihler und Nenner differenziert.*}
Es kommt dann:

XD Y,
lim ¥(2) + = lim Te@ Tty ®
2=+0 4 ‘”P(x)( _of_x_) z=+40 l_lP_(-’u"_)
@) o
Daher ist
(35) hm ¥(z) =
=50

Infolgedessen konvergiert die fragliche Reihe fiir geniigend kleine 2 und
die Ungleichung (34) ist also richtig. Aus ihr folgt dann im Verein mit
(35) sogleich

zl;lllfo x 0,

also auch
hm—ll=h Z—:l. W.z b. w.
z=+0 ¥ r=+ z

Somit haben wir bewiesen:

Theorem I. Zu den Voraussetzungen des Theorems I migen noch die
folgenden beiden hinzukommen:

1. Die durch die Gleichung f(z, y) =0 definierte und sicher existierende
Kurve habe im Nullpunkt eine bestimmie Tangente, die nicht i die Y-Achse
fallen soll.

2. lim 2@ _o.

z=490 x
Alsdann beriihren die Integrallurven des Theorems]1 die Kurvef(z,y)=0
im Nullpunki,

*) Hierbei wird der folgende Satz benutzt: ,,Wenn die Funktionen f(x), F(x)
an jeder Stelle im Innern des Intervalles (a, b) eine bestimmte endliche Ableitung
haben, wenn dabei F’(x)==0 und lim F(x) —=o, so igh

e i L@
2= aF($) z=a F’(x)
vorausgesetzt, daB der rechts stehende Grenzwert existiert.* Der Satz findet sich in
den Lehrbiichern meist nur fir den Fall, daf anch lim f(z) =  ist. In der ange-
r=a
gebenen und fiir uns notwendigen Form steht er bel Q. Stolz: Grundziige der Dif-
ferential- und Integralrechnung, Leipzig 1893, S. 77, wo indessen noch die Voranssetzung
gemacht wird, daf F"(z) konstantes Vorzeichen hat. Diese Voraussetzung ist aber
wnndtig; denn erstens kann sie bei dem Stolzschen Beweis leicht entbehrt werden,
zweitens ist sie aber wegen F'(2)=F0 schon von selbst erfiillt, weil nach einem von
Herrn Darboux bewiesenen Satz (Aunales de 1'Ecole Normale, (2) 4 (1875), Seite 109£.)
eine derivierte Funkbion keinen Zwischenwert ansiagt.
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Wir bemerken, daB die Voraussetzung lim Qif) =0 durchaus not-
wendig ist. Ohne sie kinnen die Integralkurven sehr verschiedenes Ver-
halten zeigen. Zum Beispiel sind bei der Differentialgleichung

2y’ = 2y + |yl
alle anderen Voranssetzungen unseres Theorems erfiillt. Die
Kurve f(z, y) =0 ist hier die X-Achse; also ¥, =0. Integral-
kurven gibt es dreierlei:

1. y=02® ¢>0,

2. y=0,

3. y=—-0Cz, C>0.

Die der ersten und zweiten Art berithren die X-Achse, die der dritten
Art beriihren sie nicht.




