Ueber ein neues und allgemeines Condensationsprincip der
Singularititen von Functionen.

Von

Geore CANTOR in Halls a. d. Saale.

Bekanntlich hat H. Hankel, dessen seharfsinnige Publicationen
den Verlust, welchen die Wissenschaft durch sein friihzeitiges Hin-
scheiden zu beklagen hat, aufs deutlichste hervortreten lassen, kurze
Zeit vor seinem Ende eine Abhandlung verdffentlicht in Form eines
Tithinger Universititsprogramms (zom 6. Mérz 1870): ,, Untersuchungen
itber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen, ein
Beitrag zur Feststellung des Begriffs der Function fiberhaupt,

EBs finden sich in dieser Schrift geistvolle, dem damaligen Stand-
puukte dor betreffenden Fragen vollkommen entsprechende, auf genauer
Kenutniss der einschliigigen Literatur beruhende, wenn auch in mancher
Beziehung nicht ganz strenge Erorterungen iiber den Umfang des all-
gemeinen Kunctionsbegriffs und die ersten beachtenswerthen Versuche,
Unterschiede  ausfindig zu machen, auf welche eine naturgemiisse
Classification der betreffenden Begriffsgebiete gegriindet werden kénne.
Jedenfulls hat diese Arbeit anregend auf die beziigliche Richtung der
mathematischen Forschung gewirkt, wie man an vielen spiiter er-
schieuenen Untersuchungen anderer Mathematiker ersehen kann, z. B.
an dem  verdienstvollen Werke von Herrn Ulisses Dini: ,, Fonda-
menti per la teorica delle funzioni di variabili reali®.

Dasselbe eunthalt einzelne Kapitel, welche ausdriicklich der
genaueren Untersuchung und Umgrenzung von Fragen gewidmet sind,
dic 11. Hankel, wesentlich angeregt durch Riemann’s Forschungen
im Uebicte der trigonometrischen Reihen, zum ersten Mal in oben-
genannter Abhandlung einer ausfiibrlichen und selbstindigen Be-
sprechung unterzogen hat.

Der interessanteste Abschnitt in der Hankel’schen Arbeit, auf
dessen vollige Klarstellung die Bestxebungen des Herrn D1n1 mit
Erfolg gerichtet waren, bemeht sich auf eine Methode, welche von
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H flnkel » Condensationsprincip der Singularititen genannt wird und
mit welchem es ihm geling, aus Functionen ‘p(2), die an einer ge-
gebgnen Stelle, (# = 0), irgend eine Singularitit (wie etwa eine Un-
stetlgkeit oder den Mangel eines bestimmten Differentialquotienten)
d‘&'xrbleten, andere Functionen herzustellen, welche dieselbe Art von
Singularitit nicht allein an unendlich vielen Stellen zeigen, sondern
sogar an einer Mannichfaltigkeit von Stellen, welche, wie ich mich
ausdriicke , in jedem Intervalle iiberalldicht ist (s. Mathem. Ann. Bd. XV,
rag. 2). Bs ist dies die Menge aller Stellen, fiir welche @ eine ratio-
nale Zahl ist,

Das besagte Princip besteht einfach in der Bildung folgender
Yunection:

o
@) flx) = 2 cqu(SiIl (am::c)) ,
re=1
wobei durch angemessene Wahl der Reihencoefficienten ¢, fir die
Convergenz dieser Reihe sowohl, wie der aus ihr hervorgehenden
Reihen, soweit letstere gebraucht werden, gesorgt werden muss. ~—
Diese von Hankel erfundene Methode der Condensation von ge-
gebenen Singularitiiten auf alle rationalen Stellen der Veréinderlichen
birgt, so einfach sic scheint und so verdienstlich sie zweifellos auch
gewesen ist, doch mancherlei Mingel in sich, die schon in einer
kurzen Besprechung hervortreten, welche ich sehr bald nach Er-
scheinen der Haukel’sehen Schrift iher dieselbe gegeben habe.
(M. s. Literarisches Centralblatt v. 1871, pag. 150, v. 18, Februar).
Erstens ist die Untersuchung der Funetion f(x) dadurch erschwert,

dass die auf eine Stelle & = £ Gbertragene Singularitit an unendlich
q tw] (=]

vielen Gliedern der Reihe gleichzeitig auftritt, némlich an allen den-
jenigen Gliedern, in welchen, wenn p und g relativ prim sind, v ein
ein Vielfaches von ¢ ist; dadurch tritt die Moglichkeit einer gegen-
seitigen Compensation der [rregularititen ein und es wird bestenfalls
die Mithe gefordert, den Nachweis zu fithren, dass diese Eventualitiit
nicht vorliege.

Zaweitens fihrt man durch die Anwendung des Sinus unter dem
Functiouszeichen ¢ Schwankungen herbei, dic den Gang der Function
f(z) in tiberflissiger und mit dem gesetaten Ziele gar nicht zusammen-
hiingender Weise compliciren.

Drittens endlich entbehrt die 1lankel’sche Methode insofern der
Allgemeinheit, als die Mannichfaltigkeit der Stellen, auf welche die
Singularitit von ¢(z) ibertragen wird, die Menge der rationalen
Zahlen ist und es ist nicht abzusehen, in wie weit sich das Princip
auf andere Mengen von Singularitiitsstellen verallgemeinern liesse.
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Nun bildet aber die Menge aller rationalen Zahlen ebeuso wie andere
Mannichfaltigkeiten, welche viel umfassender und inhaltreicher sind,
wie beispielsweise die Menge aller algebraischen Zahlew, wie ich vor
acht Jahren gefunden, eine sogenannte nbzdhlbure Menge, (m. s.
Borchardt’s J, Bd. 77, pag. 242, Bd. 84, pag. 250, ferner Math,
Ann. Bd. XV, pag. 4); d. h. man kann eine solche Menge, unerachiet
und trotz ihres Ucberalldichtseins in jedem Intervalle, (auf viele Weisen)
nach cinem bestimmten leicht zu definirenden Gesetze in die IForm
einer einfach unendlichen Reihe mit dem allgemeinen Gliede ®,, wo
v ein positiver unbeschriinkter ganzzahliger Index ist, bringen, so dass
jedes Glied oder Klement der Menge an einer bestimmten Stelle v
dieser Reihe steht und auch umgekehrt jedes Glied @, der Reihe ein
Element der gedachten Manuichfaltighkeit ist. — Diese Bemerkung
fihrt, worauf mich Herr Weierstrass aufmerksam gemacht hat, zu
einer viel einfacheren Methode der Condensation wvon Singularititen
als die Hankel’sche ist, und, was die Hauptsache zu sein scheint,
es ist diese Methode zugleich frei von allen Umstiinden, welche die
Anwendung jener ilteren zugleich beschriinken und erschweren. Ist
wiederum ¢(x) cine gegebene Function mit der einzigen singuliren
Stelle # =0 und hat man eine beliebige abzihlbare Menge von

Werthen, die wir o, @,, ---, @,, - -+ nennen, beispielsweise die
Menge aller algebruischen Zahlen, so setze man:
: N
I) @) = D apl@ — o),
ye=1t

wo durch passende Wahl der Coefficienten fiir die absolute und gleich-
miissige Convergenz der Reihe fiir f(2) und nothigenfalls auch der
aus ihr abgeleiteten oder mit ihr zusammenhingenden Reihen gesorgt
werde, -

Man erhilt auf diese Weise Functionen, welche an allen Stellen
r = ©, dieselbe Art der Singularitéit haben, wie @ () an der Stelle
r =0, und an den ibrigen Stellen, welche von den Stellen @, ver-
schieden sind, wird sich f(z) im Allgemeinen regulir verhalten. Der
Vorzug unserer Methode vor der #lteren diirfte, neben der einfacheren
Bildungsweise, auf den Umstand zuriickzufithren zu sein, dass die auf
die Stelle x = @, iibertragene Singularitit awusschliesslich dem cinen
Gliede der Reihe (II) zu verdanken ist, in welchem » == g ist, wih-
rend alle iibrigen Glieder, in denen v von g verschieden ist, sich an
der Stelle ¥ = w, regulir verhalten und auch ihre Gesammtheit, bei
gehoriger Wahl der Coefficienten ¢,, keine fremdartige Complication
herbeiftihrt.

Auf diese Weise scheint, da sowohl die Function ¢ (z) nach Mass-
gabe des jeweiligen Bediirfnisses und desgleichen auch die abzihlbare
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Menge der Singularitiitsstellen @, frei gewiihlt werden konnen, ein
ziemlich weites Feld fiir singuliire F unctlonsbﬂduno’en und deren Unter-
suchung eroffnet, welches denjenigen Fachgenossen vielleicht nicht
unwillkommen sein wird, die sich fiir die Ausbildung der Functionen~
lehre in der auch von Hankel mit Erfolg betretenen Richtung inte-
ressiren.

Indem ich mir vorbehalte, auf diesen Gegenstand ausfithrlicher
zariickzukommen, mbchte ich hier nur auf zwei besondere Fille auf-
merksam machen, die ich der Giite meines hochverehrten fritheren
Lehrers, des Herrn Weierstrass verdanke.

Das erste betrifft die Annahme ¢ (%) = }/x, womit bei passender
Wahl der positiven Coefficienten ¢, eine Function 7() gewonnen wird,
die endlich und stetig fiir alle endlichen reellen Werthe von 2 ist,
nmit x gleichzeitig zu- und abnimmt, und dennoch die Eigenthiimlichkeit
hat, an allen Stellen z = w, einen unendlich grossen Differential-
quotienten zu besitzen. Das zweite Beispiel erlanbe ich mir wortlich,
abgesehen von unbedeutenden Vereinfachungen, in der Darlegung des
grossen Mathematikers zu geben.

Es sei x eine reelle Veriinderliche und:

(1) p(@) =& — + «sin( log (#0),

wo dem Logarithmus von a? sein reeller Werth gegeben werden sol};
so ist @(x) dlﬂ’elentmbar fiir jeden von Null verschledenm Werth der
Grosse @ und es liegt der Differentialquotient:

2) @ (x)=1— %Sin (“1@ log (332))—~ ; Cos(; log (a;?))
=1 — 771: sin (E— - «21~ log (aﬂ‘))

bestiindig in dem durch die beiden Grenzen 1 — I , 1+ V bezeich-

neten Intervalle. Sind daker =z, z, irgend zwei best;mmte Werthe
und setzt man:

(3) Q@) — @ (@) = (& — #;) ¢ (%, &),

50 ergiebt sich zuniichst fiiv den Fall, wo #,, , dasselbe Zcichen haben,
dass der Werth von ¢(z,, 2,) cbenfalls in dem angegebenen Inter-
valle liegt. Da aber @(2) eine durchweg stetige Function ish, so
gilt das Gesagte auch, wenn eine der Grissen x,, z, gleich Null ist.
lIaben endlich diese Grossen verschiedene Zeichen, so hwt man:

@ (L) = 2,90, 2,), o&)==a0¢,0),

&y

@(z) — 9 = (0 — o) {7 9O e+ % 9, 0
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— % % positive Grossen und die
Ly — Iy Ly — Xy . .
Summe derselben gleich 1 ist, (), z,) emn Mittelwerth zwischen
p(0, z,) und @(z,, 0), also nach dem eben Bemerkten auch jetzt in

dem genannten Intervalle enthalten. Man hat daher in allen Fillen :

und es ist demnach, da

1 o %) — 9@) .
Dies vorausgeschickt sei nun:
(5) @y; g, gy » v vy @y =

irgend eine abzihlbare Mannigfaltigkeit von recllen unter ecinander
verschiedenen Zahlwerthen, ferner:

(6) CiyCyyCgy vty Oy *

eine unendliche Reihe positiver Grossen, welche nur die Bedingungen
zu erfiillen hat, dass die beiden Reihen:

convergiren. (Ich bemerke, dass was auch die Reihe (9) sei, die Reihe
(6) immer so gewithlt werdeu kann, dass dicse beiden Bedingungen
zugleich realisirt sind. Besonders einfach liisst sich solches erreichen,
wenn (5) auvs allen algebraischen Zabhlen in derjenigen Anordnung Ve-
steht, welche ich in Borchardt’s Journal Bd. 77, pag. 259 auf-
gestellt habe. Man iiberzeugt sich némlich leicht, dass bei dieser An-
ordnung simmtlicher reellen algebraischen Zahlen immer [w,] < »;
es geniigt also in diesem Falle ¢, = k¥ zu setzen, um jenen beiden
Bedingungen zu geniigen, vorausgesetzt nur % > 0 und < 1.)

Nun definire man eine Function f(z) mittels der Gleichung:
) f@) =D a9t — ),

y=1

so ist f(x) eine continuirliche Function, welche ebenso wie @(z) mit
der Verinderlichen z gleichzeitig wiichst und abnimmt und {iber deren
Differentiirbarkeit sich folgendes feststellen lisst:

1. Giebt man der Veriinderlichen z einen Werth z,, der micht
in der Reihe (5) enthalten ist, so nihert sich der Quotient:

(@ + h) — flzy)
% 2

wenn die Veriinderliche % irgendwic unendlich klein wird , einer be-
stimmten endlichen Grenze und diese wird erbalten, wenn man in der

angegebenen Lleihe (7) von jedem einzelnen Gliede die Ableitung be-
stimmt und dann 2 = =z, setzt.
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Zuniichst folgt aus (2) und der iiber die Grossen ¢, gemachten
Annahme, dass die Reihe:

K

®) (@) = D) e ¢ (2 — )

y=1
einen bestimmten endlichen Werth hat. Unter g eine beliebige ganze
positive Zahl verstehend, sei nun:

I
Sy = 2 a9 (2 — ),

(9) ‘y:ml
Sy = 2 &P (B — @),
a1
ferner:
f,u(x) ‘=2 @ (2 — @,),
(10) {Fu@) = @) — fu@) =) ao@ — o),
L=
C. =2 ey,
\ v=p-1
s0 wird:

fl@y ) — flay) __ Ful@o+ 8 — £ () 4 T, (@) 4 h) — T, (%)
h I I ?

und es ist nach dem Obigen fiir ecinen beliebigen von Null verschie-
denen Werth der Grosse h:

¥ Ry — F, (@
(1]) C:“ (] - “71" ) <' ,u("rﬂ + LI)L *'_““(“m'))_ g (/‘4( (l "I"‘ ’;é) .

Man hat also:

(12) f(xo""h])l’”‘f(wo) =‘(](-’/U0)+
WO.

Fo (g -+ B) — [, (=) ,
! h £ L""S!f’“ Sﬂ+ C.ue.u’

1 1
1 =<0, <14 o
Nun sei & eine beliebig klein angenommene positive Grosse, so
kann man der Zahl g einen so grossen Werth geben, dass fiir jeden
Werth von % der absolute Betrag von
— 8u+ GOy
kleiner als & ist. Da nun ferner:

@+ 1) = flw)

e s
so folgt aus (12), dass der Werth von 7@, "H%”—-—f @) stots zwischen

g(xy) — 20 wud g(x)) 4 20 liegt, sobald der absolute Betrag vou 2
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unterhalb _einer bestimmten Grenze angenommen wird, d. h. dass

f@ AW —f@)  wenn J unendlich klein wird, sich der bestimmten

h
endlichen Grenze g(z,) nihert; w. z. b. w.
2. Giebt man dagegen der Verfinderlichen 2 einen in der Reihe

(5) enthaltenen Werth w;, so néhert sich der Quotient
Floy +7) — flay)

h
keiner bestimmten Grenze, sondern schwankt zwischen zwei verschie-
denen endlichen Grenzen in der Art, dass es unter den Werthen von 4,
welche kleiner als eine beliebig angenommene Grisse sind, stets solche
giebt, fiir welche der in Rede stehende Quotient einen zwischen den
genannten Grenzen beliebig anzunehmenden Werth hat.
Es giebt niimlich unter den Gliedern der Reihe (7) eines, das dem

Werthe » = 1 entspricht; trennt man dasselbe ab und setzt:
(13) f@) =ae@ — o) + F(z),
s0 hat man:

{lopy + ) — floy) 1)

F(a, 4 1) — F(a)

(14) - G20y Tkl = Teh)
r n—F
= (; (1 — —;— sin (—%— log (hZ))) _ff’i?_"‘ 2 (w7} ‘
¥ B — F
Der Quotient S I)L (©2 nihert sich nach dem unter 1.

Bewiesenen, wenn % unendlich klein wird, einer bestimmten endlichen
S, . . . 1. (1

Grenze, die mit G{@;) bezeichnet werde. Die Funetion 1—<-sin (;log(h?))

kann aber, eine wie kleine obere Grenze man auch fiir den absoluten

Betrag von % festsetzen mige, jeden in dem Intervalle
1 3

R
enthaltenen Werth annehmen.
f(mz + hl* f(w,z)

Der Werth des Quotienten 5
angegebenen Weise zwischen den Grenzen;
%q+Gm)wd%m+GmL

was man auch so ausdriicken kann:

Der in Rede stehende Quotient kann fitr unendlich kleine Werthe
von /4 jeden zwischen den angegebenen Grenzen liegenden Werth an-
nehmen. Die Funetion {(z) hat also fiir die der Reihe Gy, @y, vy @z, e
angehtrigen Werthe von z keinen bestimmten Differentialquotienten,
obwohl der Quotient _7:(&’_“_}2;[@_ bei gegebenem Werth von z fiir
jeden Werth von % zwischen zwei angebbaren Grenzen bleibt.

Halle a. d. 8., den 11. Februar 1882.

et A — e

- schwankt also in der




