
Ueber ein neues und allgemeines Condensai;ionsprincip der 
Singularit.~ten yon Functionen. 

Yon 

G~ORG CASTOR in Halle a. d. Saale. 

Bekanntlich hat H. t t a n k e l ,  dessen scbarfsinnige Publica4iouen 
den Verlust, we]chen dic-Wissenschaft darch scin frfihzeitiges Hin- 
scheiden zu beklagen hat, aufs deutlichste hervortreten lassen, kurze 
Zeit vor seinem Ende eine Abhandlung verSffentlicht in Form eines 
Ttibinger Universiti~tsprogramms (zum 6. M.Xrz 1870): ,,Untersuchungen 
fiber die unendlich oft oscillirenden und nnstetigen Functionen, ein 
Bcitrag zur l~eststellung des Begriffs der Function iiberhaupt". 

Es finden sich in dieser Sehrlft geistvolle, dem damaligen Stand- 
Imukte dcr betreffenden Fragea vollkommen entspreehende, auf genauer 
Ke,,,,miss der einschl~igigen Lit~eratur beruhende, wenn auch in maneber 
Beziehung nicht ganz strenge ErSrterungen tiber den Umfang des atl- 
gcmeinen Func~ionsbegriffs und die ersten beachtenswer~hen Versuehe, 
lh,tc.rschiedc ausfindig zu maehen, auf welche eine naturgem~sse 
(:htssilication der betreffenden Begriffsgebiete gegrtindet werden kSnne. 
Jedenl'alls hat diese Arbeit anregend auf die bezfigliehe Riehtung der 
mathematischen Forsehung gewirk~, wie man an vielen sp~er er- 
schienenen U.ntersuchungen anderer Mathematiker ersehen kann, z. B. 
an dem verdienstvollen Werke yon Herrn Ul i s ses  Din i :  ,,Fonda- 
menti per la teoriea delle funzioni di variabili reali". 

Dasselbe enthiilt einzelne Kapitel, welche ausdriicklich der 
ge,,aueren Untersuehung und Umgrenzm~g yon Fragen gewidmet sind, 
dic 11. l t a n k e l ,  wesentlich angeregt durch R i e m a n n ' s  Forsehungen 
im Gebiete der trigonometrischen I~eihen, zum orsten Mal in oben- 
genannter Abhandlung einer ausf'tihrlichen und selbst~ndigen Be- 
sprechung uuterzogen hat. 

Der interessanteste Abscbnit~ in tier t t anke l ' sehen  Arbeit, auf 
dessen vSllige Klarstellung die Bestrebungen des Herrn Din i  mit 
Erfolg gerichtet waren, bezieht sich auf eine Methode, welche yon 
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H a n k el ,, Conde~sationspri~wip der Singularitditc~V ~ genannt wird und 
mit welchem es ihm gelingt, aus Functionen "r die an ether ge- 
gebenen Stelle, (x---~ 0), irgend eine Singularitikt (wie etwa eine Un- 
sie?Sgkeit oder den Mangel eines besfimmten Differentialquotienten) 
durbieten,  andere Funetionen herzustellen, welche dleselbe ArL yon 
SingularitEt nicht a]lein an unendlich vielen Stelleu zeigen, sondern 
sogar an einer Mannichfaltigkeit yon Stellen, welche, wie ich mich 
ausdriicke, in jedem Intervalle gberalldicht ist (s. MaYhem. Ann. Bd. XV, 
pag. 2). Es ist dies die Menge aller Stellen, fiir welctte x eine ratio- 
nale Zahl ist. 

l)as besag~e Prineip besieh{ einfaeh in der Bildung folgender 
Function : 

wobei (lurch angemessene Wahl tier geihe~tcoefficien~ell c, fiir die 
Convergenz dieser geihe sowohl~ wie der aus ihr hervorgehenden 
Reihen, soweit lefzkere gebmueht werden, gesorgt werden muss. 

Diese yon Hal lkel  erf'undene Methode der Condensation yon ge- 
gebenen SingulariL'2ken auf alle rationalc, n Stellen der Ver:,inderlichen x 
birg~, so einfach sic schein~ und so vsrdienstlich sis zweifellos auch 
gewesen ist~ doch mancherlei M~ngel in sich, die schsn in ether 
kurzen Besprechung hervortreten, welche ich sehr bald linch Er- 
scheinen der It a.kel 'sehoH Schrlft tiber disselbe gegeben habe. 
(M. s. Literarisches Centralb[aLt v. 1871~ pag. 15()~ v. 18. Februar). 

]~rstens ist die Untersuchung der VuncLion ['(x) dadurch erschwert, 

duss die uuf eine Stelle x ~ ~ iibertragens SingulariLik~ ~n unendlich q 
vielen Gliedern der geihe gIeichzeitig auftritt, niimlich an allen den- 
jen igen Gliedern, in welchen, wenn p and q relakiv prim sfi~d~ v e i n  
ein u yon q ist; dadurch tritt die MSglichkeit ether gsgen- 
seitigen Compensation der Irregularitikten ein undes  wird bestenfalls 
die Mfihe geforderk~ den /Naehweis zu ffihren, dass diese Eventualitkkt 
nicht  vorliege. 

Zweitens fiihrk man durch die Anwendung des Sinus unter dem 
Func~ionszeichen q) Schwankungen herbei, die den Gang der Function 
/'(x) in iiberfliissiger und mit dem g'esekzten Ziele gar nicht zusammen- 
hkkngender Weise complieiren. 

~Orittens endlich sntbehr~ die Hanke l ' s che  MeLhode insofsrn der 
Allgemeinheit, als dis Mannictffalkigkeit der Stellen, auf welche die 
Singularitikk von 9@) iibertragen wird, die Menge der rationalen 
Zahlen ist and es ist niche abzusehen, in wie weir sieh das Prineip 
auf andere Mengen yon SingularitiK.sstellen verallgemeinern liesse. 
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Nun bildet aber die Menge aller rationalen Zahlen ebenso wie andere 
Mannichfaltigkeiien, welche viel umfassender und inhal~reicher sind~ 
wie beispielsweise die Menge atler alffebfaischen Zahlen, wie ich vor 
acht Jahren gefunden~ eine sogenannte abziihlbare ~lcnge, (m. s. 
B o r c h a r d t ' s  J., Bd. 77, pag. 242, Bd. 84~ pag. 250~ i~erner Math. 
Ann. Bd. Xu pag. 4); d. h. man kann eine solche Menge~ ~tnerachtet" 
und tro~z ihres Ueberatldichtseins in jedem Intervalle, (auf viele Weisen) 
nach einem bestimmten leicht zu definirenden Gesetze in die Form 
einer einfach unendlichen Reihe mit dem allgemeinen Gliede co~, wo 
v ein positiver unbeschriinkter ganzzahliger Index ist, bringen, so dass 
iedes Glied oder Element der Menge an einer bestimmten Stelle v 
dieser Reihe steh~ und auch umgekehrt jedes Glied co~ der Reihe ein 
Element der gedachten Manniehfaltigl~ei~ ist. - -  Diese Bemerkung 
fiihr~, worauf mich Herr W e i e r s t r a s s  aufmerksam gemaeh~ hat, zu 
einer viel einfacheren Meihode der Condensation yon Sing,~dariti~ten 
als die H a n k e l ' s c h e  ist~ und, was die Hau~sache zu sein scheint, 
es ist diese Methode zugleich fret yon allen Ums~Snden, welche die 
Anwendung jener "~lferen zugleich beschrhnken und erschweren. Ist 
wiederum (p(x) eine gegebene Function mit der einzigen singul~ren 
Stelle x ~ 0 und ha~ man eine beliebige abzg~Idbare Menge yon 
Werthen, die wir co~, c%, . . . ,  cot, . . .  nennen, beispielsweise die 
Menge aller a~gebraische~ Zahlen, so setze man: 

~II) f(x) -~ ~ c, ~ (x -- ~) ,  

wo durch passende Wahl tier Coefficienten fiir die absolute und gleieh- 
m'~ssige Convergenz der Reihe fiir f(x) und nSthigenfalls auch der 
~us ihr abgeleiteten oder mit ihr zusammenh~ngende n l~eihen gesorgt 
r 

Man erhiilt auf diese ~u Func~ionen, welche an cdle~ Stellen 
~---r dieselbe Ar~ der Singularit~ haben, wie (0(x) an der S~elle 

~ - - 0 ,  und an den iibrigen Stellen, welche yon den S~ellen e% ver- 
schieden sind, wird sich f (x)  im Allgemeinea r eguliir verhalten. Der 
Vorzug unserer Methode vor der i~l~ren d(irfte~ neben der einfacheren 
Bilclungsweise, auf den Umstand zuriiekzufiihren zu sein, dass die auf 
~tie SteUe x ~ e% iiber~ragene Singnlaritiit ausschliesslich dem eine~ 
Sliede der l~eihe (II) zu verdanken ist~ in welehem v ~ ~ ist, w~h- 
rend alle iibrigen Glieder, in denen u yon /~ versehieden ist, sich an 
~er Stelle x ~ co~ regul~ir verhallen und aueh ihre Gesammtheit, bei 
gehSriger Wahl der Coefficienten c~, keine fremdartige Complication 
herbeiffihrL 

Auf diese Weise seheint, du sowohl die Function ~ (x) naeh Mass- 
g abe des jeweiligen Bedtirfnisses und desgleiehen auch die abzi~hlbare 
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M e n g e  der SingularitF~sstelten w.,, frci gewShl~ werden kSnnen, ein 
z ieml ich  weites Fehl fiir singulSre Functionsbildungen und deren Unter- 
s u c h u n g  erSflhet, welches denjenigen Fachgenossen vielleich~ nicht 
unwi] lkommen sein wird, die sich f~ir die Ausbildung der Functionen- 
l ehre  in der aueh yon H a n k e l  mit Erfolg betretenen Richtung inte- 
ress i ren .  

Indem ich mir vorbehalte, auf diesen Gegenst~nd ausftihrlicher 
zuriickzukommen, mSchte ich hier nur auf zwei besondere FSlle auf- 
m e r k s a m  machen, die ich der Giifie meines hochverehrten frSheren 
L e h r e r s ,  des ]Jerrn W e i e r s t r a s s  verdanke. 

l )as  ers~e be~riff~ die Ann,~hme q~(x) ~ ]/x,  womit bei passender 
W u h l  tier positivell Coeffieienten c,, eine Function f(x) gewonnen wird, 
die endlich und stetig fiir nile endl/chen rec|len Weft.he you x ist, 
mi~ x gleichzeit, ig zu- und abnimmt,, und de,noch die Eigeathtimlichkeit 
ha~,  an  allen Stellen x ~ eo~ einen unendlich grossen Diffm, ential- 
quo t i en ten  zu besitzen. Das zweite Beispiel erlaube ich mir wSrtiich, 
a b g e s e h e n  yon unbedeutenden Vereinfachungen, in der Darlegung des 
g r o s s e n  Mathematikers zu geben. 

E s  sei x eine reelle VerSnderliche und: 

, ) (1) ~(x) = .  - -~ x ,<n(Z log (z~) , 

we dem Logarithmus yon x'-' sein reeller Werth gegcben werden soil; 
so isL q~(x) differentiirbar t'[ir jeden yon Null verschiedenen W,-rth der 
Gr~3sse x und es liegt der Difl'erentialquotient,: 

(2) r - -  1 - v s~  (~- log (x~) ) -  

1 / ~ _  1 l o g  (x2) )  

�9 , l + l  best~indig in dem dureh die beiden Grenzen 1. --  V2 ' I/~ loezeieh- 

n e t e n  Intervalle. Sind daher x,, *= irgend zwei besLimm~e Weft,he 
u n d  setz~ mini : 
(3) 9 , ( x , ) -  ~ ( z , ) -  ( x ~ -  x,) ~ (o~.,, :~=), 

so e rg ieb t  sich zungchs~ f'tir den Fall, we x , ,  x 2 dasselbe Zeichen haben, 
dass  der Wer{h yon ~(xl, .%) ebenfalls in dem angegebenen Inter- 
val le  l~egt. Da abet rp(x) ei~le durchweg s{etige b'unc~ion ist,, s~ 
gil~ das Gesagte aueh, wenn eine der GrSssen x~, x.e gleich Null ist. 
l[,-~ben endlieh diese GrSssen versehiettene Zeichen, so hat man: 

~(x,) = x ~ ( o ,  xO, ~o(x,) = x, ~(~,, o), 

{ ~, - ~ '  ~o(z,,(,)} q~(x,~) - -  ~ ( ~ , )  ~ (*,. - -  x , )  :~.;: *, ~ ( 0 ,  x~) § .o . <  
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x2 - x ,  positive Gr5ssen und die und es ist demnach, da x , - x , '  x , - x ,  

Summe derselben gleich 1 is~, cp(x~,x2) ein Mittelwerth zwischen 
tp(0, x2) und q~(xj, 0), also nach dem eben Bemerkten auch jetzt in 
dem genannten Intervalle enthMten. Man h~t dM~er ill allen Fiillen: 

1 ~Ix~)--~(x,)  < l . q _  1 
(4) 1 -- y~ < ,~ _ x, = -~;~- 

Dies vorausgeschiekt set nun:  

(5) " - ,  - "  

irgend eine abziihlbare Mannigfaltigkeit yon reel]en nnter einander 
verschiedenen Zahlwerthen, ferner: 

(6) cl~ c2, c~, �9 . . ,  c,, �9 �9 �9 

eine unendliehe Reihe positiver GrSssen, welehe nur die Bedingungen 
zu erf tillen hat ,  dass die beiden Reihen: 

2 e ,  und s 

convergiren. (Ieh bemerke, dass was auch die Reihe (5) sei, (lie Reihe 
(6) immer so gewi~hlt werden kann, dass (licsc beidcn l]edingnngen 
zugleich realisirt sind. Besonders einfach liisst sich solches erreichen, 
wenn (5) aus allen algebraischen Zahlen in de~:jcnigen Anordnung be- 
steht,  welche ieh in B o r c h a r d t ' s  Journal Bd. 77, pug. 259 aui: 
gestellt habe. Man tiberzeugt sieh niimlich leieht, dass bet dieser An- 
ordnung s'~mmtlicher reellen algebraischen Zahlen immer Icon] < u; 
es genfigt also in diesem Falle c, ~ k" zu setzen, nm jenen beiden 
Bedingungen zu geniigen, vorausgesetzt nut  k ~ 0 and < 1.) 

Nun definire man eine Function f(x) mi~tels der Gleiehung: 

2 (7) f (x)  = c; ~ ( x  - -  co,), 

so ist f(x) eine continuirliehe Function, welehe ebenso wie ep(x) mit 
der VerKnderliehen x glei.ehzeitig wilehs~ und abnimmt und fiber deren 
Differentiirbarkei~ sich folgendes feststellen l~sst: 

1. Giebt man der VerSnderlichen x einen Werth xo~ der nicht 
in der Reihe (5) enthalten ist, so ni~hert sich der Quotient: 

f(xo + h) -- f(xo) 
h 

wenn die Yerlinderliche h irgendwie unendlich klein wird, einer be- 
s~immten endlichen Grenze und diese wird erhalten, wenn man in der 
angegebenen Reihe (7) yon jedem einzelnen Gliede dig Ableitung be- 
stimmt und dann x ~ x o setzt. 
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Zun~chst folgt aus (2) und der fiber die GrSssen c, gemachten 
Annahme,  dass die Reihe: 

(8) g (%) = ~ c~ r (Xo - -  ~, )  

einen bestimmten endlichen Werth hat. Unter ~ eine beliebige ganze 
positive Zahl verstehend, sei nun:  

(9) ~ = '  

s . '  = ~_~' c,, , f  (x 0 - -  ~,),  
~-1-1 

ferner: 

( lo)  

f,,(x) ~ c~r - -  r 

tZ.(x) = f(x) - f .  (x) -----2 ~'~ (x - ~, ) ,  

Q, = ~  c,,, 
'v ~-- p .q- I 

so wird : 

f(xo -1- h) - -  f(xo) f~, (.% + h) - -  1;, (.%) F ,  (,~o + h) - -  F~, (Xo) 
h h, ' H- h 

und es ist naeh dem Obigen ffir einen beliebigen yon Null versehie- 
denen Werth der GrSsse h: 

Man hat also: 

f(xo + h ) - -  ~ g (x~ "~ 6<(x~ q~t '--Z/-Jc'C~'O"' (12) 

wo: 
1 1 

Nun sei 6 eine beliebig klein ,~ngenommene positive Gr~sse, so 
kann man der Zahl ~ einen so grossen Werth get)en, flass fiir jeden 
Werth yon h der absolute Betrag yon 

- s , : +  o . o .  ~ 
k]einer als ~ ist. Da nun ferner: 

Lira f~' (xo + h) -- f~, (xo) ~ S~,, 
l~O h 

so folgt aus (12), dass der Werth yon f-!xx'+!~)~f(x")- stets zwisehen 
h 

g(xo) - -  20' mM g(xo) -F 2~ l iegt ,  sobald der absolute Betrag ~'on h 
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unterhalb_einer bestimmten Grenze angenommen wird, d. h. dass 
f ( xo  + h) - -  f(xo) , wenn h unendlich klein wird, sich der bestimmten 

h 
endlichen Grenze g(xo) nllhert; w. z. b. w. 

2. Giebt man dagegen der Veriinderlichen x einen in der Reihe 
(5) enthaltenen Werth co~, so niihert sich der Quotient 

f (~  + h) -- f(m~) 
h 

keiner bestimmten Grenze, sondern schwankt zwischen zwei verschie- 
denen endlichen Grenzen in der Art, dass es unter den Werthen yon h, 
welche kteiner als eine beliebig angenommene GrSsse sind, stets solche 
giebt, fiir welche der in Rede stehende Quotient einen zwischen den 
genannten Grenzen beliebig anzunehmenden Werth hat. 

Es giebt niimlich unter den Giiedern der Reihe (7) eines, das dem 
Werthe v ~-~t entspricht; trennt man dasselbe ub und setzt: 

(13) f ( x )  ---- c~o (x - co~) + F ( x ) ,  

so ha~ man: 

(14) "f@~ + h)h --/'(c~ = c~ - - ~  + ~ ( h )  F(~o,~ + h)h - F (~)  

[ 
- -  c~ ~ , 1 -  2- h _ (-,, ( . ) ) )  + . . . . .  

Der Quotient /v(c~ + h) --/~(~) niihert sich nach dem unter 1. h 
Bewiesenen, wenn h unendlich klein wird, ether bestimmten endliehen 

1sin. llog(h2 Grenze, die mit G(co~) bezeichnet werde. Die Function 1---~ ( y ) )  

kann aber, eine wie kleine obere Grenze man auch fiir den absoluten 
Betrag yon h festsetzen mSge, jeden in dem Intervalle 

1 3 
- -  o , �9 - -  

2 2 
enthaltenen Werth annehmen. 

Der Werth des Quotienten f(~z + h) -- f(~oa) h schwankt also in der 
angegebenen Weise zwischen den Grenzen; 

1 3 
ca --]- G (eo~) und ~- cz -{- G (co~), 

was man auch so ausdriicken kann: 
Der in Rede stehende Quotient kann filr unendlich kleine Werthe 

yon h jeden zwischen den angegebenen Grenzen liegenden Werth an- 
nehmen. Die Function f(x) hat also fiir die der Reihe cot, co2, ..., coz, .:. 
angehSrigen Werthe von x keinen bestimmten Differentialquotienten, 

obwohl der Quotient f(x + h ) -  f(x) bet gegebenem Werth yon x fiir h 
jeden Werth yon h zwischen zwei" angebbaren Grenzen bleibt. 

l I a l l e  a. d. S., den 11. Februar 1882. 


