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7 e.
Uber ein einfaches Mittel zur Auffindung der hoheren
’  Reciprocitatsgesetze und der mit ihnen zu
verbindenden Erginzungssitze.

(Von Herrn Dr. G. Eisenstein, Docent an der Universitit zu Berlin.)’

§. 1

Obwohl bei den hoheren Reciprocititssitzen das wahre wissenschaft—
liche Interesse ohne Zweifel in den Beweisen liegt, so mochte es doch nicht
iiberfliissig sein, hier zu zeigen,\v;'ie die Sdtze selbst durch eine eigenthiim-
liche Art von Induction ohne alle ermiidende Rechnung leicht herausgebracht
werden konnen; auf dem eingeschlagenen Wege wird man aufserdem unwill-
kiirlich zur Ankniipfung mehrerer anderer interessanter Betrachlungen veranlafst.

Um nicht den allgemeinsten, jedoch einen Fall von grofser Allgemein-
heit zu behandeln, aus dem die unbeschrinkte Anwendbarkeit des Verfahrens
erhellen wird, sei A eine positive ungerade Primzahl, { eine primitive Ate
Wurzel der Einheit. Die lateinischen Buchstaben sollen im Allgemeinen ganze
complexe Zahlen aus solchen Wurzeln der Einheit bezeichnen, also ganze
ganzzahlige Functionen von §; und zwar wird noch vorausgesetzt, dafs die-
selben den Factor 1—C = 7 nicht enthalten; endlich sollen die Symbole

(%) u. s. w.*) sich auf die Theorie der Aten Potenzreste beziehen. Alles

kommt darauf an, das Ver‘héiltuifs (—é)(jl;—) zu ermittein, welches ich durch

(A, B) bezeichne. Da beide Symbole gewisse Polenzen von { vorstellen, so
~ist auch ihr Verhaltnifs eine Potenz von (, und man kann daher (4, B)

:(é—)(—g):'g‘ﬁ(" B) setzen, wo man den Exponenten ¢(A4, B) zwar nicht

gradezu als Funclion von A und B, aber doch als Function der in beiden
complexen Zahlen vorkommenden ganzzahligen Elemente ansehen kann; es ver-
steht sich, dafs A4 und B ohne gemeinschaftlichen Theiler angenommen werden.

Der eigentliche Nerv der hier anzustellenden Betrachtungen besteht in

der Zurickfihrung des Verhalinisses (B) (A)—— (A, B) auf das analoge

#) Uber die Definition dieser Symbole sehe man weiter unten.
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Verhaltnifs (%):(%):(A’, B') fir zwei moglichst einfache complexe Zah-

len 4, B', von der Art, dafs (4, B) = (4, B') wird. Diese Relation
wird Statt finden, wenn man A’, B’ so bestimmen kann, dafs ¢(A4,B) =
¢(A', B') (mod.1) wird. Wie complicirt die Function ¢(A4, B), der Exponent
des Umkehrungsfactors, auch sein mag, so ist es doch naturgemifs, sie als
eine ganze Function der in 4 und B vorkommenden Elemente (Factoren der
Potenzen von ) mit rationalen Zahlen-Coéfficienten anzunehmen *). Wenn
nun die numerischen Coéfficienten in ¢ (A4, B) entweder ganze Zahlen sind, oder
doch nicht den Nenner. 4 enthalten, so reicht es hin, A= 4A', B = B’ (mod. 1)
zu setzen, um daraus ¢ (4, B) = ¢(4', B') (mod. 1) schliefsen zu konnen;
wenn aber jene numerischen Coéfficienten, wie es doch sein konnte, den
Nenner A enthalten, und es bedeutet 4“ die hochste in ihrem Generalnenner
aufgehende Potenz von 4, so wird es nothwendig sein, die Congruenzen A= 4,
B = B’ in Bezug auf mod. A**', oder auf eine noch hohere Potenz von i
gelten zu lassen, um aus denselben ¢ (A4, B) = ¢(A4’, B') (mod. 2) zu folgern.
Da jede Potenz von A, wenn sie als Modul auftritt, auch durch eine A —1mal
so hohe Potenz von 7 = 1—{ ersetzt werden kann, so wird ¢(4, B)
=¢(A4', B') (mod. 1), also (4, B)= (A, B') sein, wenn in den Congruenzen
A= A" (mod. %), B= B’ (mod.7°) der Exponent o eine gewisse Grenze
iberschreitet. Eine obere Grenze fir diesen Exponenten von 7 existirt nicht,
weil die Folgerung « fortiori richtig sein wird, wenn man den Exponenten
vergrofsert. ‘

Um die untere Grenze fiir den Exponenten ¢ moglichst zu reduciren,
was jetzt geschehen soll, dient die leicht zu beweisende Bemerkung, dafs fir
jede complexe Zahl A in Bezug auf mod.#**' immer eine Congruenz von
folgender Form angenommen werden kann:

A=P = g*A—=knp)A—lk)=... (l—km‘)“l (mod. **1),

wo ¢ eine reelle primitive Congruenzwurzel mod. A, o eine Zahl aus der
Reihe 0, 1, 2,3, ... 4—2, und «,, &, ... «; Zahlen aus der Reihe
0,1, 2, ... A—1 sind, wahrend k,, &,, ... k&; beliebige, nicht durch 7

*) Fir das gewohnliche quadratische Reciprocititsgesetz, durch welches das Verhilt-

nifs (%)(—Z—) bestimmt wird, ist diese Function }( p—.i)(q-—i).
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theilbare ganze complexe Zahlen bedeuten; dafs ferner, wenn man
A = g (A—kay A—k) ... A=k (mod. 77)

setzt, wo o eine beliebige Zahl 1 -}-1 ist, die Exponenten ¢/, o), ... o'
sich resp. von e, @, ... ¢; nur um Vielfache von A unterscheiden, so dafs
dieselbe Zahl A, welche = P (mod.#**") ist, in Bezug auf eine beliehige
hohe Potenz von 7 als Modul = L*P gesetzt werden kann. Ist Q ein
dhnliches Product, wie P, von der Art, dafs B = Q (mod. 7**'), so wird in
derselben Weise B = M*Q (mod.7°). Sind ferner @ und b irgend zwei
complexe Zahlen, welche den Congruenzen 4= a (mod.7**'), B=1b (mod. 7**")
Geniige leisten, so wird auch ¢ =P (mod. 7**"), b= Q (mod.7***) und
hieraus wieder ¢ = {*P, h = m*Q (mod. 7°) sein. Nimmt man hier ¢ hinreichend
grofs an, damit die obige Folgerung, nach welcher (4, B) = (A, B') aus
A= A", B= B (mod. ") gezogen werden kann, zulifslich sei, so hat man
aus A= L*P und B=M"Q (mod.7) die Gleichung (4, B)—=(L*P, M*Q),
und eben so aus a = I*P, b =m*Q (mod.7°) die Gleichung (a, b)=({*P, m*Q);
da nun nach der Natur der Symbole fir die Aten Potenzreste die Aten Po-
tenzen, so oft sie als Factoren vorkommen, also hier L*, M*, {* und m/,
weggelassen werden konnen, so wird endlich (4, B) = (P, Q)= (a, b), wenn
A=a=P (mod. 7***) und B = b= Q (mod. n**"). Hieraus folgt, dafs
es vollkommen hinreicht, oben 4 selbst als untere Grenze fiir o anzunehmen,
und dafs man allgemein folgenden Satz hat:

I. ,,Das Verhdltnifs (—bﬁ)(g) dndert sich nicht, wenn man A und B

durch ikre Reste (nod. n***) oder (mod. L7*) ersetzt;” wobei man nur darauf
zu achten hat, dafs diese Reste ebenfalls relative Primzahlen zu einander werden.
‘ Da, wie dies bereits bemerkt und bei der Ableitung des eben aufge-
stellten Satzes benutzt worden ist, jede ganze complexe Zahl einem Producte
von der Form P (mod.n***) congruent gesetzt werden kann, so wird nach
eben jenem Satze die Vergleichung irgend zweier complexen Zahlen auf die
Vergleichung der Factoren des Productes P unter einander und mit &hnlichen,
etwa fir andere Werthe der Grofsen k, zurickgefihrt. Um das Product P
noch etwas zu vereinfachen, schreibe man g*, welches ebenfalls eine primitive
Waurzel ist, stalt ¢, dann kann man den ersten Factor von P als eine ite
Potenz in den Symbolen ganz weglassen. Die allgemeine Bestimmung von
(4, B) ist dann allein auf die Untersuchung aller Grofsen von der Form
A—k,n*, 1—k,/'7) fir die Werthe 1, 2, 3, ... 4 von u und » zuriickge-
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fihrt. Von diesen Grofsen ist zu bemerken, dafs sie sich nicht #ndern, wenn
k, um ein Vielfaches von 7**'=#, oder &," um ein Vielfaches von 7*+~” ge-
dndert werden, wie dies ebenfalls aus obigem Satze hervorgeht, indem hier-
durch die Zahlen 1—4,7* und 1—4&,’7” nur eine Anderung um Vielfache
von 7*+* erleiden. Die Willkirlichkeit von %k, und %, wird man dazu be-
nutzen, um, wie dies bei der Bedeutung des Zeichens (1—&,7*, 1—&,'7)
nothig ist, gemeinschaftliche Theiler der beiden in demselben vorkom-
menden Zahlen zu vermeiden. Zur Vereinfachung der Resultate nehme ich
k, =1 (mod. /"), k=1 (mod. #**'~*) an; dann wird 1—k,7* =
11— (mod. "), 1—&k,'ww =1—» (mod.7**") und (1—k,n", 1—k,'7)
wird eine blofs von w und » abhingige Grofse — ¢,,, welche geradezu
= (1—n", 1—9") =¢,, gesetzt werden kann, wenn 1—7* zu 1—7%" re-
lative Primzahl ist. Dies letztere findet dbrigens Stait, wie leicht zu zeigen,
wenn u zu » relative Primzahl ist. Setzt man nun, den eben gemachien
Annahmen entsprechend,

(1) 4 =dd—nd—pyd—n)* ... A—=7)" (mod.n**"),
@) B=FA—nhd—phd—rP ... A=) (mod. 7+,
wo beilaufig die reellen ganzen Zahlen a, b der Summe der Elemente in A

respective B congruent werden (mod. ) und die Exponenten von 1 —1,
1—#?% u.s.w. der Reihe 0, 1, 2, ... 2 —1 entnommen sind, so wird allgemein

. A B @ /37 (Z,ﬁl “1.82 “-zﬂl o ﬂ
) (D@ = py=m’ =l l ol

1 e E27
Durch ganz analoge Betrachtungen findet man den Erginzungssatz:
1. ,,Dafs (%) unverdndert bleibt, wenn A wm Vielfache von

" gedndert wird,” und dafs unter Voraussetzung der Congruenz (1.) die

Formel
. o a, “
@ (=G5 )

gilt. Diese letzteren Behauptungen konnen auch leicht als Folgerungen aus dem
ersten Satze vollkommen streng abgeleitet werden, indem man, wie ich wegen
Mangel an Raum nur kurz andeuten kann, aus einer Gleichung von der Form
A—a=n*".¢c, oder von der Form (A-}an**')—a=n*.(c+a), wenn
¢ durch 7 theilbar sein sollte, drei Congruenzen und aus diesen wiederum
Gleichungen zwischen Symbolen hervorgehen lifst, durch welche (—3) in (—;1) |
ausgedriickt werden kann.
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' §. 2.
Die Grofsen ¢ haben merkwiirdige und leicht abzuleitende Eigenschaften,

durch welche ihre Berechnung ungemein vereinfacht wird. Es ist zunachst
allgemein °

17 4
B) &, = eF’H,.sHy,y.({___W) .

Denn setzt man 1—9# =4k, , 1—y" =h,, 1—y*t"=h,,,, so ergiebt sich die
identische Gleichung %,,,—#&, = 9”4,. Die aus ihr hervorgehenden Con-
gruenzen h,,, =h, (mod. h,), h,,,=7"h, (mod. %) und (—1)\h,=1h,

(mod.%,,,) liefern die Gleichungen zwischen Symbolen resp. ( ""’) ( hﬂ)

H)=)E) =G Go)=GE) G

putv +v
Verbindung sich unmittelbar die Formel (5.) ergleb:, wenn man erwigt, dafs
&uy == (hys ) ::(—f;‘i)(—:-”—), u. s. w. ist. Gegen diesen Beweis ist nichts ein-
zuwenden, so lange ;Lzu 1/,# also auch zu 1—#* zu 1 —#” relative Primzahl ist *);
im entgegengesetzten Falle sind, um der vollkommenen Strenge zu genigen,
k., h, und h,,, durch andere Zahlen zu ersetzen, welche ihnen = (mod. *+")
sind. Setzt man A, = 1—n*—In**, b, =1—17, so wird wieder A,,,—4,
=n"h,, wem h,,, = 1—y**"— Iy’ .7** angenommen wird, und man erreicht
es hier sicher, dafs 4, mit 4, keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, wenn man
{n7*** als Potenz von 7 annimmt, deren Exponent =>4 und durch » theilbar
st; denn es wird dann 1—I7%*** durch 1—7” theilbar und also 1— i7n*+' —n*
=h, zu 1—7 relalive Primzahl. Die ferneren Schlisse erleiden nur leichte
Modificationen, bei denen auch Satz II. zu Hilfe zu nehmen ist. Uebrigens
ist stets ¢,, =1, wenn x mit v einen gemennschaﬂhchen Theiler hat; auch
wenn u=v ist \

Eine zweite Eigenschaft besteht darin, dafs immer

(6) &, =1Iist,

wenn einer der beiden Indices « oder » die Primzahl 2 an Grofse ubertrifft.
Denn setzt man h,=1—n* — I+, h,=1—n" — Uy}, so wird ¢, ,=(k,, k).
Ist nun x> A, so wird £, =1 (mod.7***), also nach Satz L, ¢,, =1, 4,)=1,
und ist ¥ >4, so wird 4, =1 (mod.7**"), also nach Satz L., ¢, ,=(h,,1)=1.

Die Formel (5.) vereinfacht sich, wenn man die Symbole von der

) durch deren geeignete

Form ) einer genauern Betrachtung unterwirft. Ein solches Symbol

*) Der gememschaﬂhche Factor 1—# zihlt nicht mit, weil er der Einheit  gleich
ist, da aus n =1—¢, {=1—n folgt.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIX. Heft 4. 47



356 26. Eisenstein, iber die hoheren Reciprocititsgesetze,

wird stets == 1; mit Ausnahme des einzigen spediellen Falles w==124. Denn
fir & = 4 hat man, wenn wieder 1— ¢ =k, gesetzt wird, h, =1 (mod. 7,
also nach Satz II. (T) = (———):—1 Ferner ist im Allgemeinen 7*=1 (mod.%,),

also (7{;) = (77) =1; woraus leicht folgt, dafs auch (/7_)21’ aufser
wenn =0 (mod.2). Setzt man das noch unbekannte Symbol (1 ) d,

so wird aus (5.) &,, ==&, 44, Eutrys WeNN 4 v<<h, und &,, =¢, .., . FM,.()‘”,
wenn p-v =1 ist. Setzt man ferner allgemein ¢,,=J0"*", so ergeben sich
folgende Formeln zur Bildung der Exponenten x:

1% %, = %uusst%uss,, (mod.2), wenn p-tv<Ai,
(7)) R. ,, =0, wenn u+4r>a,
3. x,, = v, wemn pu+v=—>_4a.

Nach diesen Formeln konnen die Werthe der Zahlen zx,, sehr leicht und zwar
auf doppelte Weise berechnet werden, indem man entweder jedes zu berech-
nende individuelle » nach 1°. durch neue » mit wachsenden Indices so lange
erseizt, bis man zu lauter solchen gelangt, welche durch 2°. resp. 3°. bestimmt
sind; oder auch indem man, was fir {abellarische Zusammenstellung vorzu-
ziehen ist, auf dem umgekehrten Wege, von denjenigen Combinationen w, »
anfangend, fir welche «--» am grofsten ist, zu solchen zuriickgeht, denen
nach und nach immer kleinere Werthe der Summe w-}-» entsprechen. In
Betreff ausfihrlicher Untersuchung dieser merkwiirdigen Zahlen mufs ich wegen
Mangel an Raum auf eine der Akademie neuerdings vorgelegte Mittheilung
verweisen; auch mufs ich mich jedes Beispiels enthalten.

Die noch nothige Bestimmung des Symbols & == (1 i ) ergiebt sich

durch Betrachtung einer speciellen Combination w, », fiir welche &4,y @ priori
und unabhingig von den hier angestellten Untersuchungen ermittelt und auch
das zugehorige #,, leicht angegeben werden kann, in ahnlicher Weise, wie
man in der Theorle der Functionen die willkiirlichen Constanten zu bestimmen
pflegt. Am Besten eignet sich hierzu die Combination u =1, v = 4 —1;
denn da fiir diese g =14 ist, so wird nach 3°. in (7.) #,; ,=1—1=—1
(mod. 2), also &;,==0"", d==1¢;_,; ferner wird &, ,—1—n, 1—7")

_ 1— -t
=(§, 1—7* l)=(i ,21_1) ( 1 ) (1_"1_1) Bezeichnet man allge-
mein das Product der i—1 Werthe der complexen Zahl 4 durch RN(4)
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=1-F14(4), so wird (7;) = {4, also speciell ¢, _, =540—*D, Um

den Exponenten dieser Potenz von { zu finden, hat man nur RN(1—7*") =
A=A~ A—-d="Y ... A—{A—=2""") in Bezug auf mod. 4* zu

=l—1

bestimmen. Da in diesem Productg I {1—(1—C+Y"} das zweite Glied (1— Z#)*!
p=1

jedes Factors durch 4 theilbar ist, so wird das Product = 1— 3 (1— gey-t

pu=1
(mod. 2*). Entwickelt man (1—Z“)** nach dem binomischen Satze und iber-

tragt die Summation nach u auf die einzelnen Glieder dieser Eniwicklung, so
erhilt man R(A—n*) =1—A—1)+ A —1) I — LA —1)(A—2)Z0* ...
— S¢0-Y% (mod. 2?). Die sdmmtlichen hier vorkommenden Summen nehmen den
Werth —1 an, daher wird R—7r*)=1—2}+{1—(A—1)+ 32 —1)(A—2)
— ... +1} (mod. ) =1—2a-+}+(1—1)*"=1—4, mithin endlich .4(1—#*"%)
=—1 (mod. %), &, =", und d=¢;,=2C Vereinigen wir dieses

Resultat mit der friihern Bemerkung iber die' Symbole (1—__1"7) in der Formel

(8) (—1—__%7-#-) = 1 oder = ¢,

je nachdem u <=1 oder u=4a.

s. 3.

Nach Einsetzung des sehr einfachen Werthes 0 = und mit Benutzung
der Zahlen » wird e,,=C"*”; daher lifst sich die Formel (3.) folgender~
mafsen darstellen:

) ¢(4, B) = E”p,ra,uﬂv = 31,10‘1/31'!‘31,2“1ﬂ2+”2,1azﬂ1+ )
und die Formel (4.) wird wegen (8.) ganz einfach

(10.) (%) = %,

Wegen der verschwindenden x nach (7.) 2°. fallen aus der Summe rechts
in (9.) alle diejenigen Glieder weg, far welche w--» =2 ist; namentlich fehlen
alle Glieder, welche «; oder 3, enthalien. Man kann deshalb die Congruen-
zen (1.) und (2.), welche zu Bestimmung der o und 3 dienen, durch folgende
ans ihnen hervorgehenden einfacheren

ai) 4 = dd—nd—nr)yd—r) ... A—7)%

7B = PA—nf A—n A=) .. A=

ersetzen, und die Kenninifs von o, ist nur zur Aufstelling des Werthes von
47 *

(mod.7%)
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%} nach (10.) erforderlich. Eine noch grofsere Vereinfachung dieser Con-
gruenzen ist gestattet, wenn man A und B einer Beschrankung unterwirft, die
sich immer durch Multiplication mit einer Potenz von { erreichen lafst, der-
jenigen namlich, dafs die Exponenten von 1 —n={_, d. h. ¢, und /3, verschwinden
(durch  theilbar sind). Unter dieser Voraussetzung fallen auch noch die Glieder
mit o;_, und 3,_, aus (9.) weg; und da diese beiden Exponenten sich als
iiberfliissig erweisen, so geniigt es, die Congruenzen blofs in Bezug auf mod. *~*,
oder, was auf Dasselbe hinauskommt, auf mod. A aufzufassen, und da noch
aufserdem o*=a, b*=0 (mod.1) ist, blofs

12, 4 = a(l—=7)(1—=7)= ... Q=77

B = b(d—7(1—m)P ... =7 1e
zu schreiben. In diesem Falle sind 4 und B reellen Zahlen congruent (mod.7)
und sollen als primdr bezeichnet werden.

Ich will jetzt zeigen, wie die Exponenten «, (3, welche in (9.) vor-
kommen, auch durch eine eigenthimliche Art logarithmischer Entwicklungen
gefunden, und dadurch jene Congruenzen ganz vermieden werden konnen; doch
beschrinke ich mich, um unnéthige Complicationen zu vermeiden, auf primire

- Werthe der Zahlen 4, B. Da in der irreductibeln Gleichung, welcher 7 ge-

&2 Y7 PEEPAY )
niigt, namlich ii_i 1 (1‘] M h— pA(A =)t ... —hf Lt =0,

mit Ausnahme des hochsten Gliedes 7*~* alle Coéfficienten mit A aufgehen, so
werden, wenn man beide Seiten der Congruenzen (12.) nach steigenden Po-
tenzen von 7 eniwickelt und diese Entwicklungen vor den Gliedern mit 7%~
abbricht, die entsprechenden Coéfficienten sich nur um Vielfache von A unter-
scheiden. Dasselbe wird gelten, wenn man vor der Entwicklung auf beiden
Seiten die Logarithmen nimmt. Schreibt man daher 4 und B zunichst als
Functionen von 7 in der Form

A= A¢C) = A(l—n) = A(1)—A)n434"(1)n’ — etc.

B = B() = B(1—n) = B(1)—B'(1)n+1B"(1)7’ — etc.,
wo das primére Verhalten durch die Bedingungen A'(1)= B'(1)=0 oder
wenigstens A'(1)= B'(1) =0 (mod. 1) ausgesprochen wird, und entwickelt
dann, indem man # fir einen Augenblick als unbestimmte Variable ansieht,
log A(1—n) und log B(1—7%) in folgender Weise:
(13) logA = log A(1)+ e, log(1—n)+ e, log(1 — %)+ aslog(1—7*) -+ ...,

"~ NllogB = log B(1)+ Bilog(1—n) +B.log(1 — ")+ Bslog(1—7) + ...,

(mod. 2)




27. Eisenstein, tber die hoheren Reciprocititsgesetze. 359

was immer nur auf eine Art moglich ist und wo o,, 3, mit 4'(1) resp. B'(1)
zugleich verschwinden: so werden die Coéfficienten, wenn man nur bis «;_,
resp. [3;_. fortgeht, genau die oben durch dieselben Buchstaben bezeichneten
Zahlen, oder sie werden ihnen wenigstens congruent, wenn man etwa vor-
kommende Nenner mit Hilfe des mod. A beseitigt, und es wird daher
(14) ¢(4,B) = ’fz,zazﬁz"l—zz,s 033+ #3205 3, -+ ete.,

wo die Reihe wegen der verschwindenden  von selbst abbricht und die
Grofsen o, 3 aus (13.) zu ziehen sind.

Die Coéfficienten der logarithmischen Entwicklungen in (13.), welche
nur bis zu dem Gliede mit log(1—7*") excl. fortgesetzt werden dirfen, sind
lineare Verbindungen der in den gewdhnlichen Entwicklungen von log A(1—7)
resp. log B(1—n) nach steigenden Potenzen von n vorkommenden Coéfficienten.
Denn setzt man, immer noch % als unbestimmte Variable betrachtend,

logA(1—7n) = logA(1)+ ayn+ a4 as’ 4 ..

logB(1—n) = logB(1)+ b+ by + b7+ ...,
so darf man nur noch aus den Formeln
log(1—n) = —n— 7' — 47 —ete., log(1—7)=—u'— 7' — 7 —elc.,
allgemein

log(1—7) = —nt'— 7 — gt — elc.,
umgekehrt die Potenzen von 7, durch die Grofsen log(1—7), log(1—7") u.s. w.
linear ausdriicken, um die Entwicklungen von der Form (13.) zu erhalten.
Eine derartige Reihen- Umkehrung ist ein bekanntes, wenn ich nicht irre zuerst
von Moebius im 9ten Bande dieses Journals S. 105 ff. behandeltes Problem.
Es findet sich allgemein
z = —log(1—2)+ 4log(1—2")+log(1—2*)+4log(1—2")

— 3log(1—2°) 4 etc.
wo rechts nur diejenigen Potenzen von 2 vorkommen, deren Exponent keinen
quadratischen Theiler enthélt, und das Vorzeichen | oder — gilt, je nachdem
die Anzahl der in diesem Exponenten aufgehenden verschiedenen Primfacto-
ren ungerade oder gerade ist. Hiernach wird o¢,= —a,, ;= —a,+}ay,
3= —a-}4a,, 0.s. W., 0= —a;-} }a; -+ } a,, u.s. w. Fir den allgemei-
nen Ausdruck von e, durch die Coéfficienten a ergeben sich die Vorzeichen und

Zahlenfactoren aus dem Anblick des entwickelten Products —(1— ——)(1—— —i—)

wenn p, ¢, ... die verschiedenen Primfactoren von u smd auf dleselbe Weise
werden die 3 durch die b ausgedriickt.
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Der Exponent ¢(A4, B) des Umkehrungsfactors (4, B)—.—.(%)(%)

wird also ein Ausdruck, der sowohl aus den Coéfficienten der Entwicklung
von logA=1log.A(1—7) nach steigenden Potenzen von 7, als auch aus
denen der dhnlichen Entwicklung von logB linear und aus beiden Arten
von Coéfficienien quadratisch zusammengesetzt ist; wobei man ibrigens die
Entwicklungen nur bis #*~' excl. forizusetzen hat. Die Zahlenfactoren jenes
Ausdrucks konnen entweder aus dem Vorhergehenden zusammengesetzt, oder
auch nach irgend einer Interpolations-Methode direct ermittelt werden. Setat
man ¢(4, B)= =k, ,a,b,, so darf man, um k,, zu finden, nur zwei solche
complexe Zahlen als specielle Werthe von 4 und B aufsuchen, fir welche
4, und b,, mit Ausnahme der stehenden Combination 4 =0, » =7, stels ver-
schwinden. Solche Zahlen sind

3o
Ty 37 gt e F I =, -
1+ i"‘27721+23+ AU = u

wo die Reihen abzubrechen sind, sobald die Exponenten die Zahl A — 2 iber-
steigen, und wo die beliechigen complexen Zahlen ! und ' nur dazu dienen,
um gemeinschaftliche Factoren zwischen u, und %, zu vermeiden. Mittels
. dieser Zahlen u wird k,, aus der Gleichung

( ) k"’”(—%’) oder k,, = ¢(u,, u,)

bestimmt.

Es wird nicht iberflissig sein, nochmals zu erinnern, dafs die letzten
Resultate in dieser Einfachheit nur unter der Voraussetzung primérer Werthe
von A, B gelten. Eine genauere Betrachtung zeigt, dafs ohne diese Vor-
aussetzung die logarithmischen Entwicklungen um ein Glied weiter fortgesetat
werden miissen und dafs dann zu dem Ausdrucke fir ¢(4, B) in (14.)
aufser den Gliedern
h . /1,1a1ﬁ1+/1,2a1ﬂ2+'c2,1a2ﬁl+/l,3a1ﬂ3+/8,1“3ﬂ1+ etc.,
noch die folgenden beiden

e AB()— B, 44(1) = 1 {t (B 1) —B,(A(1)~ —1)}

hinzutreten.
Fir den speciellen Fall, wenn B einer reellen ganzen Zahl = ¢=B(1)
gleich ist, reducirt sich die ganze Entwicklung von logB auf das erste Glied
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und es wird geradezu
=

wenn A primar, namlich 4'(1)=0 angenommen’ wird; ohne diese Voraus-

setzung wird
() = (),

wo o, == A'(1) und 4(g) die durch die Congruenz ¢*~*=1--4.4(¢q) (mod. 4?)
definirte Function ist. Diesen speciellen Fall habe ich schon vor langer Zeit
mittels einer gewissen Erweiterung der Principien der Kreistheilung streng
- erwiesen.

Die unmittelbare Reciprocitit (—g):(—g—) findet allgemein dann Statt,

Wenn oy, ¢, O3, ... 04g 5 und ebenso 3y, ., 35, ... By Verschwinden;
denn da die Factoren x ihrerseits verschwinden, wenn w und » beide >4 (1—1)
sind, so reducirt sich in diesem Falle der ganze Werth von ¢(A4, B) auf
Null. Es geschieht dies, wenn in den Entwicklungen von log 4 und log B
alle Potenzen von 7 bis incl. 7/*~" fehlen; wozu es wiederum hinreicht, dafs
A1), A'Q), ... A4D(1), so wie B' 1), B'(1), ... BUY) ver-
schwinden. Ob es aber immer moglich sein wird, diesen Bedingungen durch
Multiplication der Zahlen mit complexen Einheilen zu entsprechen, mufs fer-
neren Untersuchungen vorbehalten bleiben. Bezeichnet man durch e, e,, ¢, ...
ein System von Fundamental-Einheiten, deren Anzahl nach Dirichlet }(i—3)
betriigt, so wire zu zeigen, dafs die aus den Coéfficienten von 7, 77, ... 7iG—"
in den Entwicklungen von log{==1log(1—7), loge,, loge,, ... loge,_;, ge-
bildete Determinante niemals = 0 (mod.1) werden kann. Wie dem auch sein
mag, so wird zur Bestimmung der als Factor hinzutretenden Einheit immer
auf die hier gegebene Theorie zuriickzugehen sein; auch ist zu erwigen,
dafs bei einer solchen Specialisirung der zu vergleichenden Zahlen neue Er-
ginzungssiize, betreffend den Character der complexen Einheiten selbst, hin-
zutreten miissen.

Man bemerke noch den ebenfalls aus diesen Principien hervorgehenden
merkwiirdigen Satz, dafs man 4(A4) in N(4)=14-214(4) (mod. 1*) erhalt,
wenn man log A nach steigenden Potenzen von 7 entwickelt, in dieser Ent-
wicklung die Glieder, deren Exponent =4 ist, weglafst, sodann n==1 setat
und das erste Glied log A(1) durch 4A(1) ersetat.
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S 4.

Zum Schlusse fige ich noch einige Worte iber die Deﬁmhon der
Symbole (—B—> hinzu. Die Schwierigkeiten, welchen eine solche Definition auf
den ersten Blick zu unterliegen scheint, konnen sowohl auf anderen Wegen,
als auch durch Benutzung der von Kummer eingefihrten idealen Primfactoren
beseitigt werden. Ist p eine von 4 verschiedene gewohnliche ungerade Prim-
zahl, p der kleinste Exponent, der p*=1 (mod.1) macht, und setzt man
p*—1 =g, bezeichnet ferner durch v () irgend eine ganze ganzzahlige Func-~
tion einer primitiven Aten Wurzel der Einheit £, so ist w({)* = ()W
=y({) (mod. p); wovon man sich leicht durch die polynomische Entwicklung
der Potenz w(5)™ uberzeugt. Die durch p theilbare Differenz v (£)*+ —y (L)
lafst sich in das Product aus w({) und i andern Factoren von der Form
w(5)?—C” zerlegen, in denen v die Zahlen 0, 1, 2, ... A —1 bedeutet. Im
Allgemeinen wird sich p nicht auf diese 41 Facloren vertheilen lassen:

fihrt man aber ideale Primfactoren von p ein, deren Anzahl nach Kummer
A—1

betragt, so wird jeder dieser Primtheiler in einem und nur in einem der

obigen A1 Factoren aufgehen. Ist @ ein idealer Primfactor von p, welcher
nicht in (L) enthalten ist, so bezeichne ich diejenige ganze bestimmte Potenz
von G, fir welche die Congruenz y({)? = {” (mod. @) erfillt wird, durch

(.‘.”m‘_g’)zgn Sind @, @', ®", ... die sammtlichen ideal,en Primfactoren der
beliebigen complexen Zahl x (), welche mit y (L) keinen (auch keinen idealen)

Factor gemein hat, so bezeichne ich ferner durch —?Q) das Product

Z()
(tp(é‘))( ) V;,S)- ---——(w(g ) Das Symbol (——) hat dann eine ganz

bestimmte Bedeutung, B mag eine wirkliche oder eine ideale complexe Zahl
sein; der Zahler 4 mufs aber eine wirkliche complexe Zahl sein. Ubrigens
mufs noch B zu A relative Primzahl sein, darf also nicht durch 1—C{=1
theilbar sein. Bei der Aufstellung des Reciprocititsgeseizes zur Vergleichung

von (—g—) mit (:g—) werden A und B beide als wirkliche complexe Zahlen
angenommen und die Betrachtung der idealen Primfactoren von B resp. A
ist nur bei der Definition dieser Zeichen erforderlich; wenigstens vortheilhaft.
Bei einer andern Gelegenheit werde ich zeigen, wie diese Symbole auch ohne
Einfihrung idealer Primfactoren sehr einfach definirt werden konnen.
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Die Betrachtungen dieser Abhandlung, die sich leicht auf beliebige zu-
sammmengeseizte Werthe von 4 ausdehnen lassen, griinden sich auf eine un-
bewiesene Vorausseizung, deren Wahrscheinlichkeit aber der Gewifsheit deshalb
sehr nahe steht, weil man immer zu demselben Resultate kommt, man mag den
Werth des Exponenten o oben in 7 (§. 1.) bei dieser Voraussetzung so grofs
annehmen, als man will. Da jedoch mein Streben stets auf Erforschung
sirenger Beweise gerichtet war, so legte ich weniger Werth auf diese Un-
tersuchungen, bis ich neuerdings erfuhr, dafs auch andere Mathematiker sich
mit der Auffindung der hohern Reciprocititsgesetze auf dem Wege der In-
duction beschiftigen. Dies besonders veranlafste mich zur Publication vor-
liegender Arbeit, um auch meinerseits Gelegenheit zu einigen Bemerkungen
iber einen Gegenstand zu finden, dem ich seit langer Zeit fast ausschliefslich
alle meine Krifte widme. Ubrigens ist nicht zu verkennen, wie sehr der hier
eingeschlagene, fast ganz theoretische Weg sich von einer gewaohnlichen In-
duction unterscheidet, bei welcher man fiir specielle Werthe von 4 eiwa die
einfachsten complexen Zahlen bis zu einer gewissen Grenze mit einander ver-
gleicht, um durch numerische Prifung einer Anzahl von Fallen die Recipro-
cititssitze herauszubringen.

Schliefslich in einigen Worten zusammengefafst, was durch die Be-
trachtungen dieser Abhandlungen geleistet ist, enthalt dieselbe eine sichere
Methode, nach welcher, unter der Voraussetzung, dafs iiberhaupt irgend
eine, wenn auch noch so hohe Potenz von 7 existirt, um deren Vielfache 4

und B in dem Verhéltnisse (%)(%) geindert werden diirfen, der niedrigste

dieser Bedingung geniigende Exponent von 7 aufgefunden und mit Hiilfe einer
solchen Reduction sodann das Reciprocitatsgesetz fir alle Falle vollstandig
aufgestellt werden kann.

Da nach bereits vollendeter Abfassung dieser Arbeit wider Erwarten
noch einiger Raum bleibt, so benutze ich denselben, um ein Paar Bemerkungen
zu dem Vorhergehenden hinzuzufigen.

1) Es wurde oben im Vorbeigehen angedeutet, dafs 1—2* mit 1—»"
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben kann, wenn w zu » relative Primzahl
ist. Ich will hier beweisen, dafs jene beiden complexen Zahlen den grdfsten
gemeinschaftlichen Theiler 1—7° haben, wenn 0 den grofsten gemeinschaft-
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lichen Theiler von u und » bezeichnet. Setzt man allgemein 1— 7" = f(n),
so folgt aus der oben bereits zum Grunde gelegten. identischen Gleichung
fut+)=7f(uw)+f®), dafs jeder gemeinschaftliche Theiler von f(u-v)
und f(u) auch in f(») aufgeht. Setzt man pwd-» =0, so wird v=0—pu:
es geht also jeder gemeinschaftliche Theiler von f(o) und f(u) auch in f(o—w)
auf, wenn ¢ > ist. Aus demselben Grunde geht ein solcher gemeinschaft-
licher Theiler, da er in f(0—pu) und f(u) enthalten ist, auch in f(oc—2u)
auf, und allgemein in jedem Gliede der Reihe
f(o—uw), f(6—23u), fl6—3u), ...,

welche man so weit fortsetzen kann, als die Zahlen unter dem Functions—
zeichen f posiliv bleiben. Es geht also namentlich, wenn man erst beim
letzten Gliede einer solchen Zahlenreihe stehen bleibt, der grofste gemein-
schaftliche Theiler von f(a) und f(6), wo @b ist, in f(c) auf, wo ¢ den
kleinsten positiven Rest von @ (mod. &) bedeutet. Bildet man die bei der
Operation der Aufsuchung des grofsten gemeinschafilichen Theilers zwischen
@ und & sich ergebenden Reste ¢, d, e u. s. w. und nennt den vorletzten
Rest, welcher zugleich der letzte Divisor ist, &, so folgl aus dem eben Be-
wiesenen, dafs jeder gemeinschafiliche Theiler von f(a) und f(b) in f(ec),
also auch in f(d), also auch in f(e) u. s. w., endlich in f(%) aufgeht, wihrend
k der grofste gemeinschaftliche Theiler von @ und & ist. Andrerseits geht
f(%) wirklich in f(a) und f(b) auf, da % jn den Exponenten @ und & aufgeht:
also ist f(k) der grifste gemeinschaftliche Theiler von f(a) und f(b). Dieser
Beweis bleibt giiltig, welche Art von complexer Zahl auch % sein mag.

2) Das in einer Notiz im Monatsberichte der Berliner Akademie (Marz-
heft 1850) bewiesene independente Gesetz der Zahlen x,, (§.2.), die mit
den dortigen f(u,7) (mod. &) iibereinstimmen, ist folgendes. Bezeichnet man
durch u’, »* die kleinsten positiven Losungen der unbestimmten Gleichung

v’ —uy’ = 1
und durch » den Inbegriff aller zwischen den Grenzen %ol und %fl liegen-
den ganzen Zahlen, so wird zy,,zz—:— (mod. 1), wo die Nenner mittelst

mod. 4 wegzuschaffen sind, und die Summation sich auf die eben definirten
r=l-1
Werthe von = bezieht; z. B. #,, = = 1 (mod. 1).
=i+

e ————————



