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Ueber die dritte Gattung der Abelschen Integrale
erster Ordnung,
(Von Herrn G. Roch in Halle.)

Als Integrale dritter Gattung bezeichnen wir Integrale algebraischer
Functionen, welche fir gewisse Werthe der Variabeln, oder, in Riemannscher
Ausdrucksweise, in bestimmten Punkten der Fliche T logarithmisch unendlich
sind. Diese Fliache stellt die Verzweigungsart der betrachteten algebraischen
Functionen dar, und wir wollen jetzt speciell die Integrale untersuchen, fir
welehe diese Fliche T finffach zusammenhingend, oder p =2 ist. Die Be-
zeichnungsweise, welche Riemann in seiner Abhandlung iber Abelsche Fun-
ctionen (Bd. 54 dieses Journals) eingefihrt, soll hier auch festgehalten und
diese Abhandlung selbst soll, der Kirze wegen, einfach als ,Abhandlung”
citirt werden.

Fir die folgenden Entwicklungen sind einige Satze iber endlich blei-
bende Integrale und &-Functionen néthig, welche hier, da sie in der Ab-
handlung bewiesen sind, nur kurz aufgefiihrt zu werden brauchen.

Es existiren fir p =2 zwei linear von einander unabhingige endlich
bleibhende Integrale, welche in der Form enthalten sind:

(az—}—b)dz
“ _/1/(5 T—2.1—ks.1— 5. 1—m's)

oder durch rationale Transformationen immer in diese Form gebracht werden
konnen. Dieselbe ist schon durch die Arbeit Rosenheims als canonische Form

eingefihrt, und soll auch hier beibehalten werden. Das Radical bezeichnen
wir kiirzer:

V(3. 1—3.1—-Fs.1-Ps.1—-m's) = (s, k, I, m).
Den Zahler im Integrale bezeichnen wir durch
as+b = ¢(a).
Alle Functionen ¢ konnen linear durch zwei ausgedriickt werden
¢ (3) = a3+by,
¢:(8) = a,5+b,,
und daher sind alle Integrale » linear durch zwei ausdrickbar.
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Die Fliche T besteht, wegen der Zweideutigkeit der Quadratwurzel,

aus zwei Blittern, welche in sechs Verzweigungspunkten zusammenhingen

<z =0,1, %,—li._,—,%, oo)- Jeder Punkt ist daher in der Fliche T eindeu-

tig bestimmt durch Angabe des z und des Vorzeichens der algebraischen
Function s = y(z, &, {,m); daher kann ein solcher Punkt durch (s, z) bezeichnet
werden.

Ueber die Lage der Querschnitte braucht hier nichts angefiihrt zu wer-
den; eine der vielen moglichen Anordnungen lernt man aus der Abhandlung
von Prym: theoria nova funct. ultraellipticarum, Druck bei Schade, Berlin,
kennen. Wir bezeichnen die 4 Querschnitte mit (a,), (@), (b,), (b,). Jedes
endlich bleibende Integral » kann man bis auf eine additive Constante be-
stimmen, indem man die Periodicititsmoduln an zweien dieser Querschnitte,
z. B. (@), (a,) angiebt. Es werden nun zwei Integrale u,, u, bestimmt, so dass

d
~/V((Zi(’iz>l fn) 9 (pl(z) = alz+bl
an (a,) den Modul 7i, an (a,) den Modul Null hat; und dass

d
—/}/gz%}l fn)’ ¢2(3) = a,5+ b,

an (a,) den Modul O, an (a,) den Modul ni hat. Dann sind die Periodicitits-
moduln an den Querschnitten (b) bestimmt, némlich a,,, a,, fir «, und a,,,
a,, fir w,. Hierbei ist a,,=a,, (s. Abhandlung §.20). Diese Gleichung
a,, = a,, entspricht ganz der von Rosenhain (sur les fonctions ultraellipt. de
deux var. et a quaire pér., pg. 435)

0 — 0 pdo 3 /‘ 1 zdz
o }/(.’L‘,k j’::u’) V(x:k }' D) I/(w’k 2’)("’) A V(w:k,l,ﬂ')
1 L A
2 rde # z +/‘“ a: o zde .
{ v (x,k,4,u) 4 V(@ k4, 1) f vV (@,k, A, 1) { ‘/(“’:k:)':“)
s 2z o) 7

Diese Integrale u,, u, werden nun als Argumente der $-Function benutzt:

9 (tyy ) = _z‘:m %ﬂem2a1,1+2mnal,2+n’wz,z+2mu,—|—2nu2,
G115 @13, G, die vorhin erwiahnten Periodicititsmoduln.

Eine solche &-Function ist, da u,, u, eine gemeinsame obere Grenze
haben, Function dieser Grenze, und als solche in zwei Punkten der Fliche T

6 *
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gleich Null (Abhandlung §.22). Die Lage dieser Punkte hangt von den in
4., u, noch willkiirlichen additiven Constanten ab; es seien o), o, die Werthe
von w,, u, in einem Punkte (s,5,), o, ¢, die Werthe in (s,z,). In der Folge
wollen wir jeden solchen Punkt kurz als Punkt o', oder o” bezeichnen; der
Punkt (s,z) ist hiernach soviel wie der Punkt #. Die Function

9 (uy— oy — oty wp— 03— ty)
wird dann, bei geeigneter Wahl der Anfangswerthe der Integrale w,, w, in
den -beiden Punkten o', " verschwinden.
- Hieraus folgt, dass bei dieser Bestimmung:
H(—ayy —ay) =9 (—a)y,—a))=0.

Die 9-Function ist gerade, d. h. sie erlangt denselben Werth, wenn gleich-
zeitig beide Argumente ins Entgegengesetzte verwandelt werden; also ist auch
& (o, 02) = & (o, ) = 0,

oder, da die Punkte «', o” beliebige sind, so ist
G (uy, uy) = 0,
sobald die Argumente u,, u, eine gemeinsame obere Grenze haben. Die letzte
Gleichung ist also als Auflosung der Différentialgleichungen
du, », (=) du, ¢, (%)

ds V(& kLm) Tds  Y(z k1, m)
anzusehen.

Jede Function ¢ = az+b wird in zwei ibereinanderliegenden Punkten
der Fliche T gleich Null; bei der vorhin genannten Bestimmung der An-
fangswerthe haben die additiven Constanten in den Integralen w,, w, solche
Werthe, dass

(x4 0y a3+ ) = (0,0),
solche iiber einander liegende, d. h. zu demselben Werthe von
» gehorige Punkte sind (s. §.23). Ferner haben dann die Integrale in den

6 Verzweigungspunkten Werthe
(s uy) = (% (eymi+ 51“1,1+5201,2)9 %(8,27154'51“2,1‘*‘52“2,2))9
wo ¢ ¢ Null oder 1 und
| ae+ae =1 (mod. 2)
(s. Prym, theoria nova etc. p. 36, oder meinen Aufsatz iiber Doppeltangenten
an Curven vierter Ordnung). Der Kirze wegen soll die 9 -Function

wenn o', o

I - 1! ! 1
9(“1“0‘1‘0‘1 ’ uz-az_az),



BRoch, Abelsche Integrale dritter Gattung. 45

da hier nie von elliptischen 9 -Functionen (solchen mit einem Argumente) die
Rede ist, mit

I(u—o'—a")
bezeichnet werden. Die Function 9 (u+¢'+¢") ist dann Null in den heiden
Punkten —o/, —e", oder, nach dem Friiheren, in den Punkten, welche mit
o', o' respeclive dasselbe z gemeinschaftlich haben.

Dies sind neben den bekannten Eigenschaften der 9-Function (Ab-
handlung §.17) die Sitze, die wir in den folgenden Entwicklungen nothig
haben werden.

Untersuchen wir nun den Quotienten
0 = Sutu—a)
F(u+u'—f)
Derselbe ist, als Function des Punktes « betrachtet, nur Null in o und un-
endlich in [3; lg Q ist daher in beiden Punkten logarithmisch unendlich. Zu
beiden Seiten der Querschnitte (a,), (@,) haben die ¢-Functionen gleiche
Werthe; dagegen ist am Querschnitte (b,):

'2(“‘*’”'”‘“) = ?(u—i-u'——a).6"2(“1'*‘“/1“‘“1)-“01,1’
Y(utu'—p) = S(utu —p). e~ RUTE— B~ o,
- _

wenn wir durch die unter 9 angebrachten Zeichen +, — die Werthe der &
auf positiver oder negativer Seite des Querschnittes unterscheiden. Am- Quer-
schnitte (b,) finden die Beziehungen statt

3’(”"*"@#‘"0&) = 19‘(“—{-”'—_“).6_2(uz+u;—ag)—‘a‘2,'z’
+ -
Futd—pB) = Futu—p).e *tatta—F)—wms
+ -

Daher hat log O, wenn wir von ganzen Vielfachen von 2ni absehen, an den
Querschnitten (a,), (a), (b)), (b,) respective die Periodicititsmoduln:

0, 0, +2(es—f31), +2(a— ).
Dieselben sind von der Lage des Punkies «' unabhingig; ist Q, der Werth

von Q fiir eine andere Lage, etwa u”, dieses Punktes, so hat daher 1gQ —Ilg 0,
an allen vier Querschnitten die Periodicitatsmoduln Null; ferner ist diese Dif-

0

ferenz, oder lgb——., als Function von u betrachtet, iiberall endlich, da Q und

0, nur gleichzeitlig, und dann von derselben Ordnung, Null oder unendlich
werden, mithin ist 1gQ—IlgQ, von » ganz unabhingig; lgQ muss, da es von
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« gerade so abhingt wie von w, die Summe zweier symmetrisch gebauten
Ausdriicke sein, deren einer nur von w, der andere nur von #' abhingt; sei
5, der in «' stattfindende Werth von z, so ist lgQ die Summe zweier In-
tegrale dritter Gattung, mit den oberen Grenzen z und z,, welche wie
V(s k, I, m) verzweigt sind und es muss eine Gleichung geben von der.Form:
Futw —a) * f(@)ds f()dz
1) lesere=g = AR s +f L%+ Const.
Wir bestimmen nun zunicht die rahonale Functlon f(z). Der Ausdruck:
Sutw—a) _ f®)
G (u+tu'—8) V(& k, 1, m)
ist von z, unabhéngig. Wir wihlen, um ihn zu bestimmen, z, so, dass
(uy+uyy uy+-uy) = (0, 0).
Dann sind Zahler und Nenner von Q gleich Null und es muss:
—d-—l Gutu—a)
S TCRRTE:)
M__ 0(u+u'...a)

19'(u+u’—a)19(u—}—u’—ﬂ)
nach der Regel behandelt werden, wie der Werth von Briichen von der Form

48 (u+u' — 8)

St —B) -

% bestimmt wird. Wird Zihler und Nenner zweimal nach z differentiirt, da
nach einmaliger Differentiation noch beide Null sind, so entsteht:
PFutu—ea) A (ud-u'—f)

' 5 4 Fatu—a) _ a5’ &=
(2.) g#(u—{—u' 5 2 dd(u-+tu —a) 7d0(u+u' 8
dz dz

Hier ist rechts u,+u, = u,+u, =0 zu setzen,

3) M%_—_Q = (9, (—e)pi(5)+ %1 (— ) ¢y (5)) 7@;;—1,,,7,)—»

wenn

d{i(v',v,) d&('vn')z) — 9

v, 91 (v), “dv, 9 (v)
gesetzt wird. Ferner

d"&(u+u’—-a)
dz’ |
4) (= (31’,1(-a)<m(z)+29 2= a)%(ﬂ)fpz(s)+'9é'2(—a)<p3(5))W
9. () x ()

‘9; (*a) le VG, _k,-_l, m) + '92( a) ds V(s, k, I, m) *
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Dies liefert den Werth fir f(z), welcher in (1.) einzufithren ist. Hier be-

zeichnen &/ ,(v), etc. die Werthe : ‘gz'?’ %)

diese Formel, wenn der Punkt 3 mit dem Punkte o ein gemeinsames z hat, also
(e 4By a2+ 3) = (0,0)

ist. Hierfir soll auch allein die fertige Formel hingeschrieben werden, zumal

bei den analogen Entwicklungen fiir mehr als vierfach periodische Functionen

der dieser Annahme entsprechende Fall zugleich der allgemeinste ist.

, etc. Bemerkenswerth wird

Wir betrachten dann den Quotienten Q = gg—t;‘:—a}’ und schreiben:
(5.) 1 Futu—e)  [7f(50a)dz %1 f(z,a)ds + Const.

I+ +a) L AG&kbm)y S V(hkLm)
Beriicksichtigen wir, dass
(=) =—%(a), h(—e)=—5%),
Fin(—e) =9(a), (=)= (a), In(—a)="%,(e),
so entsteht aus (2.), (3.), (4.):
6) f(s,a) = — ﬂl’,maw:@; s OLAOINOR A SIOUAON
M(@)g,(z) + F2 () @, ()

In der That ist der Nenner von f(z,a) Null fir 5 =a; denn da 9(e) =0,
( )

oder
(@) u(a) + %) gu(a) = 0.
Wir kommen nun zur Bestimmung der additiven Constanten in (5.).

Hierzu machen wir von folgender Eigenschaft der ¢-Function Ge-
brauch, die sofort aus ihren bekannten Eigenschaften (Abhandlung §. 17) her-
vorgeht; sind namlich m,, m, ganze Zahlen, so ist:

3(”1+mlal,1+m2a1,29 0z+m|az,1+mzaz,2)
e 2(m,0,+m,0,) — (m} a1, 2mna, 2+ n’ag,g)g(

so ist auch i

)5 0y).

Sind £ und §, zwei Verzweigungswerthe von y(z, k, /, m), und werden z, 3,

gleich £ und &, gemacht, so ist:

Uy = %(m;ni—{—mlal,l-i—maal,z)a

Uptuy, = %(m'zﬂz.‘lean‘*‘mQaz,?)a

my, my, m,, m, ganzen Zahlen. Daher ist fiir diese Werthe von z und z,:
Yutu—a) Fe—u—1u)
Su+uta) F(etutu)

_ 82 (m, (&, — u,—¥\) +m, (a,— u,—u',)) +m?ar,1 -+ 2m, m,a, 2 +m’a»

(7.)
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oder mit Benutzung der Werthe fir u+o':

|
lg %%'_‘F%% = 2m, oy my oy — (mymy - my my) i
Die vollstindige Formel (5.) lautet daher:
: F(u+u—a)
8 5 CYom! (u+u +e)
’ , a)d ,a)d , .
= Tt Ve e i

hierbei miissen £ und £, zwei von einander verschiedene Verzweigungspunkte
sein. Sobald némlich £=¢,, ist fir 5 =0, 5, =(;

(w+u, v tu) = (0,0);
haben jetzt im Verzweigungspunkte { #, und w, die Werthe:

9)  Y(amiteaa, 4+ @)y % (e27i4-¢, Ao+ &005),
so sind 3 (u+o —a)=39wu+u +a)=0; der Quotient beider Grossen muss
nach der Regel behandelt werden fir Briche von der Form %, und hat
jetzt den Werth
__6451”‘1‘{‘4‘2“1.

Wird lg(—1) = ni gesetzt, so lautet jeizt die vollstindige Formel (5.):

d(udu —ea z f(z, a)ds 2 f(z, a)dz
1) egeiiin =/ Ventmt Tenim
Aus den Formeln (8.) und (10.) kann man die Werthe der ganzen Integrale
dritter Gattung entnehmen; als ganze Integrale sollen die von einem Verzwei-
gungspunkte { bis zu einem andern erstreckten Integrale bezeichnet werden.
Aus (10.) folgt, wemn z =3, = 7 gesetzt wird, und 7 einen von §
verschiedenen Verzweigungswerth bezeichnet, in welchem w,, u, die Werthe
haben:

+4&; 0, de, o0, + 18,

(1) (mnitna, 1+ 1ay), ’}(77;71@'+77102,1+772a2,2),
, a)d
JRR VY T

In der- Nahe von z = a ist

fEads [ ds
}/(Z,k,l,m) - z——a'
Unser Integral kann daher um ganze Vielfache von 2ni verschiedene Werthe
It — a)

erlangen; dasselbe gilt fir lg o—>—- Iu und es konnen daher auf der rech-

CERTEEOR
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ten Seite von (12.) auch solche Vielfache addirt werden. Durch Division mit
2 wiirde dann unser ganzes Integral in (12.) moglicher Weise um ni andere
Werthe erlangen, und dies darf, wenn das Vorzeichen von y(z, k, I, m) fixirt
ist, nicht stattfinden. Die genauere Bestimmung wire durch die.Formel (8.)
moglich, indess werden wir spiter auf anderem Wege kiirzer hierzu gelangen.
Ist z = a selbst der Verzweigungswerth £, so haben «;, e, die Werthe
(9.) und es ist:
1g0(u+u’-—a)
F(utu'4e)
= 2& (u+ u— )+ 26, (u+ oy — o)+ (& a1+ & “1,2)+ & (& a1+ & “2,2)
= ﬂi+251(“1+“;)+252(u2+u;)7
von ganzen Vielfachen von 27i abgesehen. Daher ist jetzt

(14.) [z, a) = 26,9,(3) 42 (3).
Wir haben bis jetzt den Ausdruck
F(u+v'—a) F(a—u—u")

St~ 8 F(aFutw)
als Function von z und z, betrachtet. Derselbe hat, als Function von e an-
gesehen, ganz dhnliche Eigenschaften. Er ist dann ein Integral dritler Gattung,
aber nach @ integrirt, welches in den vier Punkten logarithmisch unendlich
wird, die zu a =3, @ =135, in der Fliche T gehoren. Dies Integral hat an
den Querschnitten (a,), (a,) die Periodicitdtsmoduln Null (oder ganze Vielfache
von 2ni), an (b,), (b,) die Periodicilitsmoduln:

d(utw),  4(wtw).
Das Integral kann daher als eine Summe zweier Integrale angesehen werden,
von denen das erste nur in ¢ =z logarithmisch unendlich wird, und an den
vier Querschnitten (a,), (a,), (b;), (b,) respective die Periodicititsmoduln hat:
0, 0, 4w, 4u,.
Das zweite Integral muss dann in a =z, logarithmisch unendlich werden, und
die Periodicitdtsmoduln

(13.)

0, 0, 44, 4u
haben. Jedes dieser Integrale hat also genau die Eigenschaften, wie die vorhin
entwickelten Integrale, nur @ und z, oder respective @& und z, mit einander
vertauscht. Setzen wir (nach (6.)):
‘19“1 1 ()@ (@) + 219’1 2(w) @, (8) @, (@) + S, ROLH (“)
(15)  flaz) = I OTIOERACING

Journal fiir Mathematik Bd, LXV. Heft 1. 7
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S0 muss sein:
F(utu—a @ f(a,z)da @ f(a, ) da
lg &Euj——u’ 03 y{ﬁ k,>l, m) +/ f((a,k ?
Der Werth der Constanten bestimmt sich einfach, wenn wir als Anfang der
Integration den Verzweigungswerth { nehmen, in welchem ¢,, e, die Werthe
(9.) haben. Dann ist der Werth der linken Seite nach (13.) gleich
i+ ¢, (w,+ uy) + 26 (w0, +us) 5
die vollstaindige Formel ist folglich:
lg&(u —}—u’~—a)
I(u+u +a)
@ f(a,z)da

=J ViaklLm) Jf'/ a,/f((:’,fe%+2el(u,+ui)+282(u2+u;)+m.
¢ [ s 1oy by

+ Const.

(16.)

Die Vergleichung dieser Formel mit (8.) oder (10.) giebt die Vertauschung
von Parameter und Argument fiir Integrale dritter Gattung. Man kann aber,
und dies ist bemerkenswerth, die Gleichheit von nur zwei Integralen her-
stellen, statt der Gleichheit von Summen zweier Integrale. Legen wir in (10.)
den Punkt 3, nach §, so wird nach (14.):

f(a,5) = Re,¢,(a)+2e¢: (a)

,a)d
?[(‘%@l—f‘)“}“lél o, +4e0,

%) d AAC) 1 P 7 ! : :
[ s +2/ SPLOLEID gt 2e, () + 263 (104 ).

Rechts fallen die Werthe von #,, u, heraus, da 5, gleich { ist, und es entsteht:

* [(z a)ds @ f(a,z)da
(17) }/(%, k: l’ m) V(a, k, l, m)

Diese Formel liefert jetzt auch die genauen Werthe der ganzen Integrale.

Legen wir ndmlich s nach dem Verzweigungspunkte 7, in welchem »,, u,
die Werthe (11.) besitzen, so ist, analog (14.):

fla,3) = 2n.9,(a)+Rm ¢ (a)
und die Ausfiihrung der Formel (17.) ergiebt:
" f(lv, a)dz roy ot ' ' .
(18.) / Y hLm = 2(m—&)eut R (— &)t (e mA-€1m)+ (&7 £210)) 706
3

Wie schon erwihnt, ist:
satas=nn+tnp=1 (mod 2);

und wir erhalten:

—261u1‘_‘2£2u2 = —26‘a1“282a2.
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die Integrale konnen nun immer um beliebige ganze Vielfache von 2ni ge-
andert werden; addiren wir, was daher erlaubt ist, auf der rechten Seite von
(18.) den Werth \
i (& 6,4 & &+ M+ 17)
so geht (18.) dber in:
7 f(z, a)ds
(19.) ; V(3 k, I, m)
= 2(m— &)+ 2 (1 — &) ea+ (64 71) (&1 +71) + (82 +72) (& +72)) i
Der Factor von ni ist congruent 1 oder 0 nach dem Modul 2, je nachdem

=

eine gerade oder eine ungerade Charakteristik hat, mit Charakieristik nach

Riemann den Complex bezeichnet:

lmosty = (i)

2
Aus diesen jetzt entwickelten Formeln kann man die Darstellung der Integrale
zweiter Galtung entnehmen. Hiermit, sowie mit den Ausdricken der Inte-
grale dritter Gattung der allgemeinsten algebraischen Functionen will ich mich
ein anderes Mal beschaftigen.

Halle, 1865.
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