Ueber Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungs-
punkten.

Von

A. Hurwitz in Kénigsberg i. Pr.

Die grundlegende Bedeutung des vorliegenden Themas fiir die
Riemann’sche Theorie der algebraischen Functionen brauche ich wohl
kaum hervorzuheben. Geht doch diese Theorie von der graphisch
iber der complexen Zahlenebene construirten Riemann’schen Fliche
aus, um erst sodann die Functionen, welche durch diese Fliche be-
stimmt sind, zu untersuchen.

Auch ist die hier behandelte Aufgabe in den an Riemann an-
kniipfenden Arbeiten vielfach theils gestreift, theils — freilich in sehr
speciellen Fillen — eingehend untersucht worden. Vor allen habe
ich hier die Arbeiten von J. Thomae zu nennen, insbesondere die
im 75 Bande von Crelle’s Journal vertffentlichte Abhandlung:
,,Beitrag zur Theorie der Abel’schen Functionen®, in welcher aus-
fihrlich erortert wird, dass dieselbe Riemann’sche Fliche durch Ab-
anderung der Verzweigungsschnitte in die verschiedensten Gestalten
gebracht werden kann und dass bei einem Umlauf eines der Ver-
zweigungspunkte die Fliche mdglicher Weise in eine wesentlich ver-
schiedene Fliche iibergeht. Den speciellen Fall der dreiblittrigen
Flichen behandelt die Dissertation von H. Kasten (Gottingen 1876).
Hier wird die Anzahl der wesentlich verschiedenen dreibldttrigen
Flichen mit » gegebenen Verzweigungspunkten auf % (3"2% — 1) be-
stimmt, wobei der Verfasser diese Zahl indessen seltsamer Weise nur
fiir eine obere Grenze der zu bestimmenden Anzahl hilt.

Sodann habe ich die Arbeiten von F. Klein iiber die Transfor-
mation der elliptischen Functionen®), die sich hieran anschliessenden
Abhandlungen von W. Dyck iiber die Aufstellung und Untersuchung

*) Vgl. insbesondere: ,,Ueber die Transformation elfter Ordnung der ellip-
tischen Functionen“, Mathem. Annalen, Bd. 15, pag. 533 ff,
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von Gruppe und Irrationalitit regulirer Riemann’scher Flichen®) zu
erwihnen, sowie die Schrift von F. Klein: ,,Ueber Riemann’s Theorie
der algebraischen Functionen und ihrer Integrale* (Leipzig 1882), in
welcher anf pag. 64 die Aufgabe, alle Riemann’schen Flichen mit
gegebenen Verzweigungsstellen zu bestimmen, beriihrt wird.

Weiter mir bekannt gewordene Arbeiten, welche das vorliegende
Thema beriihren oder in mehr oder minder nahem Zusammenhange
mit demselben stehen, sind die folgenden:

J. Liiroth: ,Note iiber Verzweigungsschnitte und Querschnitte
in einer Riemann’schen Fliche*. Mathem. Annalen Bd. 4.

A. Clebsch: ,,Zur Theorie der Riemann’schen Flichen®. ib. Bd.6.

A. Kneser: ,,Zur Theorie der algebraischen Functionen*. ib.
Bd. 29.%%)

D. Hilbert: ,Ueber binire Formen mit vorgeschriebener Discri-
minante®, ib. Bd. 31.

L. Sehlesinger: ,,Zur Theorie der Fuchs’'schen Functionen®.
Crelle’s Journal, Bd. 105. *%%)

Wenn nun so auch die Aufgabe:

Die Gesammitheit der n blittrigen Riemann’schen Flichen
2w unmfersuchen, welche an w gegebenen Stellen in vorge-
schricbener Weise verzweigt sind,

vielfach gestreift wurde, so scheint dieselbe bislang doch noch nicht
in ihrer Allgemeinheit behandelt zu sein. Dem entsprechend diirften
die meisten Resultate, zu welchen ich gelangt bin, neu sein. Indem
ich mich zu der Darlegung dieser Resultate wende, muss ich indessen
zuvor die Nachsicht des Lesers erbitten. Denn obgleich ich mich seit
lingerer Zeit sehr eingehend mit dem Gegenstande beschiftigt habe,
ist es mir doch nicht gelungen, die Fragen, welche sich darboten, in
jedem Falle zu dem wiinschenswerthen Abschluss zu bringen. Die
Fragen, auf welche ich besonders mein Augenmerk gerichtet habe,
sind die folgenden:
I) Welches ist die Anzahl N der %-blittrigen Riemann’schen
Flichen, welche an w gegebenen Stellen verzweigt sind ?
II) Welches ist die Gruppe der algebraischen Gleichung N'te» Grades,
von welcher die Bestimmung jener Flichen abhingt?

¥) Inaugural- Dissertation, Miinchen 1879 und Mathem. Annalen, Bd. 17
pag. 473 ff.

**) Vgl. den Exeurs auf pag. 180.

***) Vgl. pag. 185 und pag. 194. Die hier aufgestellten Behaunptungen sind
indessen unrichtig, soweit ihnen die Annahme zu Grunde liegt, dass die vom Ver-
fasser betrachteten Riemann’schen Flichen durch die Verzweigungspunkte ein-
deutig bestimmt seien,
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III) Wie viele Wurzeln dieser Gleichung sind reell, wie viele paar-
weise conjugirt imaginir, wenn man annimmt, dass die w ge-
gebenen Verzweigungswerthe theils reell, theils paarweise con-
jugirt imaginir sind?

1V) Welches sind in den niedrigsten Fillen die algebraischen Func-
tionen, welche die N Riemann’schen Flichen definiren?

Die niheren Bestimmungen fiir diese zum Theil an sich nicht
vollig bestimmten Fragen werde ich im Folgenden an den geeigneten
Stellen hinzufiigen. Diesen Fragen entsprechen der Reihe nach die
ersten vier Abschnitte der Abhandlung. In dem fiinften Abschnitte
bespreche ich in aller Kiirze eine naheliegende Verallgemeinerung des
vorliegenden Problemes,

I. Abschnitt.

Anzahlbestimmungen.
§ 1.
Einfihrung der Riemann’schen Fliche.

Fir meine Untfersuchungen war es wesentlich, die Riemann’sche
Fliche als ein rein topologisch erklirtes Gebilde, also ganz unabhiingig
von den auf ihr verlaufenden Funclionen, aufzufassen, Dieser Auf-
fassung entsprechend sind also die Losungen des Problemes, die Rie-
mann’schen Flichen zu bestimmen, welche gegebene Verzweigungs-
werthe besitzen, topologische Gebilde und keine Zahlenwerthe., Sie
gehen erst in solche iiber, wenn an Stelle der Flichen solche Zahlen-
werthe als Unbekannte eingefiihrt werden, welche die einzelue Fliche
vollstindig charakterisiren. Die Erklirung der x-blittrigen Riemann’-
schen Fliche, welche an den Punkten @, a,, ..., @, der complexen
Zahlenebene FE verzweigt ist, stelle ich nun so:

Man ziehe in der Ebene F von irgend einem Punkte O aus nach
den Punkten «,, a@,, ..., @, die Linien

Zi’ l2’ e lw’

welche weder sich selber noch einander (ausser im Punkte Q) treffen.
Lings dieser Linien schlitze man die Ebene E auf, wodurch die
Ebene E in die Ebene E* iibergehen mdge, Die Ebene E* wird von
den 2w Ufern der ausgefiihrten Schnitte begrenzt. Die Aufeinander-
folge der Linien 1,, 1,, .. ., I, sei derart gewihlt, dass man bei einem
negativen Umlauf um den Punkt O die Ufer in der Reihenfolge

1¥
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AN PR AN P A b
iiberschreitet. *)

Man lege nun % Exemplare der Ebene E* auf einander und be-
zeichne dieselben in irgend einer Reihenfolge als 1stes, 2tes . | ptes
Blatt. Die Riemann’sche Fliche entsteht jetzt, indem man die » Blitter
lings der Schmitte I, I,, ... I, in folgender Weise mit einander
verbindet. Jeder der Linien

by by oo b
ordne man je eine mit # Elementen gebildete Substitution
Sl, S?’ LR ., Sw
S, — ( 1, 2,.., n)’

Oy, Oyy o ooy Og

zu. Ist nun z. B.

so verbinde man lings des Schnittes I; die positiven Ufer der Blitter
1,2,.. ., n beziiglich mit den negativen Ufern der Blitter «;,a,,. ., ¢,
so dass man bei einem positiven Umlauf um den Punkt a; allgemein
aus dem Blatte ¢ in das Blatt &, gelangt.

Die Substitutionen S, S,, ..., S,, welche man zur Herstellung
der Fliche wihlt, sollen nur folgenden beiden Bedingungen geniigen:

I) Verm6ge der Substitutionen soll ein Uebergang
von jedem Element zu jedem andern méglich sein.

II) Die Zusammensetzung aller Substitutionen soll die

Identitit ergeben, es soll also
. 88, ... 8 =1
sein.

Die erste Bedingung, welche auch dahin ausgesprochen werden
kann, dass die aus S, S,, ..., S» erzeugte Gruppe transitiv sein
soll, hat zur Folge, dass die construirte Fliche in sich zusammen-
hingt. Zufolge der zweiten Bedingung wird bei einem Umlauf um
den Punkt O keine Vertauschung der Blitter eintreten.

Wie man sieht, ist nach der hier gegebenen Erklirung eine Rie-
mann’sche Fliche vollstindig bestimmt, wenn wir angeben:

1) Die ,,Verzweigungspunkte® a,, a,, ..., Gy.

2) Den Punkt O und die von ihm ausgehenden Linien 1, 1,, ..., 4,.

3) Die Numerirung der n Blitter E*.

4) Die den Linien I, %, ... l, zugeordneten Substitutionen
Sl? Szr v S‘wx

*) Bei Ausfibrung eines Schnittes wird das zur Linken liegende Ufer des
Schrnittes als das positive bezeichnet, Ferner heisst ein im Sinne des Uhrzeigers
erfolgender Umlanf om einen Punkt ein ', negativer Umlauf.
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§ 2.
Vergleich Riemann’scher Flichen. Zuordnung der Flichen zu
Substitutionssystemen.

Wir betrachten jetzt zwei Riemann’sche Flichen F und F”, von
welchen wir nur voraussetzen wollen, dass sie in den Bestimmungs-
stiicken 1) tiibereinstimmen, dass sie also dieselben Verzweigungs-
punkte besitzen. Wir nehmen in der Ebene E einen von diesen
Verzweigungspunkten verschiedenen Punkt 4 an und betrachten die
in A beginnenden und endigenden Wege W, welche durch keinen
der Verzweigungspunkte hindurchlaufen.

Wenn sich nun die Blitter der beiden Flichen F und F' so
numeriren lassen, dass auf jedem Wege W die Bliitter der einen Fliche
genaw dieselbe Vertauschung erfahren, wie die Blitter der anderen
Fliche, so sollen die beiden Flichen als wicht wverschieden angesehen
werden. Im andern Falle gelten die beiden Flichen als verschieden.

Man zeigt leicht, dass zwei Flichen, welche sich nach dieser Fest-
setzung als nicht verschieden erweisen, sich auch dann als nicht ver-
schieden herausstellen, wenn man an Stelle des Punktes 4 irgend
einen andern Punkt B setzt. Ferner erhellt aus unserer Festsetzung,
dass man schon alle verschiedenen Flichen mit den Verzweigungs-
punkten a,, @, . .., @, erhalten wird, wenn man von den Bestimmungs-
stiicken 1), 2), 3), 4) nur die letaten, also die Substitutionen S, S,, ..., S,
auf alle moglichen Weisen wihlt, die iibrigen Bestimmungsstiicke aber
ein fiir alle Mal fest lisst.

Somit werden wir jede Riemann’sche Fliche mit den Verzweigungs-
punkten a,, ds,..., a, erhalten, wenn wir alle Systeme von % Sub-
stitutionen

S 8oy 000y S
aufstellen, welche den Bedingungen I) und II) geniigen.
Zwei verschiedenen derartigen Systemen

Sl’ Sz, LS ] S’lﬂ)
I
8y 85 - v S

wird nun offenbar dann und nur dann dieselbe Riemann’sche Fliche
entsprechen, wenn die Systeme in einander fransformirbar sind; d. h,,
wenn es eine Substitution 7' giebt, so dass

81=TS{T—1, SQ=T82IT~1, » o 2y Sw:TSJ’T“l
ist. Denn nur in diesem Falle kann man durch eine geeignete

Numerirung der Blitter erreichen, dass auf jedem durch O gelegten
geschlossenen Wege die Blitter der beiden Flichen die gleiche Ver-

und
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tauschung erfahren. Wir fassen diese Erorierungen in folgenden Satz
zusammen :

Hat man die Linien 1, 1,, ..., 1, festgelegt, welche von irgend
einem Punkie O aus nach den Punkten a,, a,, .. ., a, fihren, so sind
die Riemanw'schen Flichen mit den Verzweigungspunkten a,, a,, - . ., Gy
eindeutig zugeordnet den Systemen von w Substitutionen

S, Sy ooy Suy
welche den Bedingungen I) und IT) von § 1 geniigen, wobei indessen
zwer Systeme die i einander transformirbar sind, als nicht verschieden
gelten,

In der Folge werde ich die einzelne Fliche F' durch das zugehorige
System von Substitutionen bezeichnen, also
F=(8, 8, ..., S
setzen. Wenn es jedoch darauf ankommen sollte, die Linien 1, 1,, ..., I,
in die Bezeichnung aufzunehmen, so werde ich
b, &, .., l,,,)

12
F=
1’ Sz, AR RS ] Sw

schreiben. Nach dem Vorhergehenden ist die Fliche

(Si,) Szla LA ] Su,:)
dann und nur dann dieselbe, wie die Flache

(815 855 + 4 8u)s
wenn es eine den Gleichungen

S/ =T8T1, S =T8T, ..,8, =T8T
geniigende Substitution 7' giebt.
Wir betrachten irgend eine %-blittrige Fliche

(815 8y -+ oy Su)
mit den Verzweigungspunkten a,, a,, ..., a,. Offenbar ergiebt die
Substitution S; sofort die ,,Art* der Verzweigung in dem Punkte a;,
d. h. die Substitution lisst ohne Weiteres erkennen, zu wie viel Cyklen
sich die Blidtter in a; gruppiren und wie viele Blitter der einzelne
Cyklus verbindet. Z. B. wird der Punkt a; slets und nur dann ein
einfacher Verzweigungspunkt sein, wenn die Substitution S; eine Trans-
position ist. Stellen wir uns also die Aufgabe, alle Flichen herzu-
stellen, welche in den Punkten @, a@,, ... a, in vorgeschriebener

Weise verzweigt sind, so miissen wir alle den Bedingungen I) und II)
gentigenden Systeme von w Substitutionen

8, 8sy ooy Su
aufsuchen, wobei fiir jede einzelne Substitution noch die Zahl der
Cyklen und die Zahl der in den einzelnen Cyklen enthaltenen Elemente
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vorgeschrieben ist. Sollen wir z. B. alle Flichen bestimmen, welche
an w Punkten einfach verzweigt sind, so haben wir alle Systeme von
w Transpositionen
ty by v e bw
aufzustellen, welche den Bedingungen ) und II) von § 1 geniigen.
Auf diesen Fall, wo die gegebenen Verzweigungspunkte simmtlich
einfach sein sollen, ‘wollen wir zun#chst unsere Aufmerksamkeit richten,
und zwar soll es sich dabei um die Bestimmung der Anzahl dieser
Flichen handeln. Nach dem Vorausgeschickten konnen wir sagen:
»Die Anzahl der %-blittrigen Riemann’schen Flichen mit w ge-
gebenen einfachen Verzweigungspunkten stimmt iberein mit der Anzahl
der Losungen der Gleichung

durch w Transpositionen ¢, ¢,, ..., t,, welche mit # Elementen ge-

bildet sind und einen Uebergang von jedem Elemente zu jedem andern

gestatten.«
Dabei sind zwei Losungen der Gleichung (1), welche in einander
transformirbar sind, als nicht verschieden zu erachten.

§ 3.
Anzahl der Darstellungen einer Substitution durch ein Product von
w Transpositionen.

Die Zahl der Losungen der Gleichung (1) in ihrer Abhingigkeit
von # und % zu bestimmen, ist eine Aufgabe von grosser Compli-
cation und es ist mir erst nach vielen vergeblichen Versuchen ge-
lungen, ein einigermassen befriedigendes Resultat zu erhalten. Zu-
nichst beschiftige ich mich mit der folgenden Aufgabe, welche vielleicht
schon an sich ein Interesse darbietet:

Man soll angeben, auf wie viele Weisen ber n Elementen eine ge-
gebene Substitution S als ein Product von w Transpositionen dargestell
werden kann.

Die gesuchte Anzabl moge mit

[ST
bezeichnet werden. Allgemeiner wollen wir, falls X ein System von
irgend welchen Substitutionen S, S,, ..., S: bezeichnet, unter
[Z]w
nichts Anderes als die Summe

(8] + {Sz]w s [St}w
verstehen. Hiernach bedeutet [X], die ‘Anzabl der wverschiedenen
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Transpositionssysteme ¢,, #,, ..., ¢,, welche der Bedingung geniigen,

dass das Product
Lty ..ty

in dem Systeme X vorkommt. Wir bemerken sogleich, dass diese
Anzahl folgende Eigenschaften besitat:
Erstens ist:
1) (2] = [T 2T,
wenn 7' eine beliebig gewihlte Substifution und 7—1XT dasjenige

System von Substitutionen bezeichnet, welches aus X durch Transfor-
mation jeder einzelnen Substitution mit 7' entsteht.

Zweitens ist, wenn
Tyy Tay + - T

>

die in irgend einer Reihenfolge genommenen o =
positionen bedeuten,

@) (2l = [2 Tyt + [ZT)upa 4+ -+ [Z "e]w-h

unter Zv; dasjenige System von Substitutionen verstanden, welches
aus X durch Multiplication jeder einzelnen Substitution mit z; her-
vorgeht. Wir betrachten jetzt ein besonderes System X, welches auf
folgende Weise gebildet wird. Wir zerlegen die Zahl # in eine Summe
von 7 positiven Zahlen:

n=v + v, .-+,
die wir der Grosse nach ordnen, so dass also
V2V 2V 20 >0

ist. Dieser Zerlegung entsprechend theilen wir die » Elemente, mit
welchen wir die Substitutionen bilden, irgendwie in # Gruppen:

Oy Gy oony @5 Bis Boy ooy By oo 05 Ay Agy ooy Ay,
von denen die erste v,, die zweite »,, ... die letzte », Elemente
enthalt.
Wir bezeichnen ferner mit
M= r(“l; Cgy o ooy Oy,)
das System aller »,! Substitutionen, welche mit den Elementen

Trans-

nin — 1)
5——

0, Cyy ..y Oy
gebildet werden konnen. Dabei soll dieses System aus der einen
identischen Substitution bestehen, wenn », == 1 ist. Die entsprechende

Bedeutung besitze jedes der Zeichen

r2= r(ﬁl, 52, .oy ﬁ"’z g v ey r,-='—-‘ r(117 :12, « v ey Ao‘[r)'
Endlich bezeichne S irgend eine der n! Substitutionen, welche
mit allen » Elementen gebildet werden kionnen.
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Das System X, welches wir betrachten, sei nun das System der
v,! »,! ... 2! Substitntionen
(Sr.r, ... r);
zur Abkiirzung wollen wir sagen, das System (ST,I,...[l,) und die
Zahl [ST,T,... T[], ,;gehore“ zu der Zerlegung (v, v,, ..., v,) der
Zahl n. i
Es ist nun nach (2):

(3} IS0, . Do =80 .. T Joma -+ -+ [ST T, .. L Tl

Die rechte Seite dieser Gleichung lisst sich zweckmissiz um-
formen.

Nehmen wir néimlich zuniichst eine Transposition 7, welche mit
zwei Elementen «, oder mit zwei Elementen 8, ..., oder mit zwel
Elementen 4 gebildet ist, so wird offenbar das System

(Styr,...MLx)
genau dieselben Substitutionen enthalten, wie das System
(St,r,...T).

Diese Transpositionen z liefern also auf der rechten Seite von (3)

den Beitrag

() +G) + - (]t

e apae T . v N —
wo in iiblicher Weise (2‘), ... fir 1’&12_*@_, cen

Nehmen wir weiter diejenigen Glieder der rechten Seite von (3),
welche den Transpositionen

= (ayBy), T ={(mBy), ..., t® =(a,, )
entsprechen, so geben diese zusammen den Beitrag
[Srzr(ai, ooy Uy, {))1) ‘—3 .« rr]w_j_ — [Sr1r2 e o rr]w-—l,

da die Substitutionen

ri, =" ... fz®
zusammen das System T(ey, ..., @, , f,) vermindert um das System
Iy =T(&;,..., a,) ausmachen. Die Transpositionen vom Typus («f)
liefern hiernach auf der rechten Seite von (3) den Beitrag:

geschrieben ist.

DISTT (@ . 0y B Ty Jos — 1,[ST, T, . T
1

Ebenso formen wir den Beitrag um, welchen die Transpositionen
vom Typus

- (@p)y -+ (@d); - B2 «-. B4), .

bez. liefern und erhalten aunf diese Weise:
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(4) [S{il-.?.. . rr]w=f'{sr1r2-urr}w-—1

o ST (@B Tyl it VST @il st ord- DHSTF(0,20) i)
1 1 1

+ : ;i [Sr3 r(ﬁayi)rl"'rf]w—l"_""," 2 ;i[Srrr(ﬁ:li)ry--rr-l]w-l
1 1
+ .

+ DS (A T st
1
wobei der Factor f den Werth

®) f=(3)+ (%) + -+ (%) — i +2nt3ntotro)tn

besitzt. Die Bedeutung der iibrigen auf der rechten Seite von (4)
benutzten Zeichen bedarf wohl keiner niheren Erliunterung.

Von der Zahl f wollen wir sagen, sie ,,gehdre* zu der Zerlegung
(vy, ¥y, -« -, vy) der Zahl n.

Die einzelnen auf der rechten Seite von (4) unter den Summen-
zeichen auftretenden Systeme lassen sich nun, wie folgt, zerlegen.
Betrachten wir z. B. das System

ST, p)M...T.),

so kénnen wir dasselbe aus folgenden Systemen zusammensetzen:

(ST(Bay +s Bu) T (&, B) Ty - T),
(S(B182)-T (Bave BT (@B s To)s s (S(61Bo) T (B B T, BT 5--T,)

von denen jedes einzelne zu der Zerlegung (v,-+1,v,—1,v;, ..., v;)
von % gehort.

Indem wir in entsprechender Weise alle auf der rechten Seite
von' (4) unter den Summenzeichen auftretenden Systeme zerlegen, er-
kennen wir, dass wir auf der rechten Seite von (4) eine Summe von
Zahlen erhalten, welche bez. zu folgenden Zerlegungen von % gehoren:

7/1+11 7}2""‘"1, 1’3, u.,vf; 1}1+1, 1)2, 1)3—"}, seey yr; .--; 1/1+1, ”2, 7}3,"', ’Vr"‘"].;

1)1’ 1’2+1, T!a""_]»’ .,.,'Il,.; Q-n; 1}‘, W?"l':l, y3’¢ao, ,”f"—l;

»

- -

”l’ . !”2, ps, -v.,vr,_l"*"l) 2))‘_10
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Diese Zerlegungen mogen zu der Zerlegung (v,, v,, ..., 2,) be-
nachbart heissen. Man zeigt nun ohne Schwierigkeit, dass die Zahl f,
welche zu der Zerlegung (v, v,,..., v, gehort, kleiner ist als die
entsprechende Zahl gebildet fiir irgend eine benachbarte Zerlegung.
Wenn wir also mit

f 1" f 2’1 e

die Zahlen bezeichnen, welche zu den benachbarten Zerlegungen von
(vy, V3, - . ., ¥y) gehiren; ferner mit

174 7”

12722 -
digjenigen Zahlen, welche zu den benachbarten der benachbarten ge-
horen, u. s. f.,, so wird f kleiner sein als jede dieser Zahlen f/,f,, ...

(506 .-

Hieraus gelingt es nun zu schliessen, dass
[Srt r2 v rr]w == cfw + 01’(f1’)w + 62'(f:2’)w + Tt + Ga”(f{')w
+ &' (H) + -
ist, wo ¢, ¢/5,¢)..5¢", ¢ ... von w unabhiingige rationale Zahlen
bedeuten. Wir nehmen an, dies sei schon fiir alle zu (v, v,, ..., 7,)
benachbarte Zerlegungen bewiesen. Dann ist nach Gleichung (4):

(ST Blo=F STy Dloos + ) dia(£¥)e,
ik

wo die Coefficienten d;; von w unabhéngige rationale Zahlen bedeuten.
Setzen wir in dieser Gleichung nach und nach

w=1,2,3,..,w
und combiniren alle so erhaltenen Gleichungen, so finden wir
[Srlrz PR rr]w=fw- [Srjrzn .o rr]o

1+ 2 di.x (fw——l e f® (ﬁk))w~1) .
&k

Die Summe auf der rechten Seite lisst sich, da f von jeder der
Zahlen f® verschieden ist, in die Gestalt setzen:

3 Uy

i,k
und wir erhalten daher

Bnb.. . Glh=cf*+ ¢/ (A + e (Y +--
WO ¢, ¢, ¢, ... von w unabhingige rationale Zahlen bezeichnen,
Zur Vollendung des Beweises ist noch zu zeigen, dass wir bei fort-
gesetzter Bildung der benachbarten Zerlegungen schliesslich auf eine
Zerlegung kommen, fiir welche der zu beweisende Satz gilt.
Nun wird bei dem Uebergang von (v,,,,..., %) zu einer be-
nachbarten Zerlegung eine der » Zablen #,, »,, ..., v, um eine
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Einheit vergrossert. Folglich muss man schliesslich stets zu der Zer-
legung, bei welcher » = 1 und

1}1:—;.:%

ist, gelangen, welch’ letztere Zerlegung keine benachbarte mehr besitzt,
Fir diese Zerlegung ist

7 — 1
f"—"=9=<2)= In(nz )

und das entsprechende System (ST,) besteht aus allen %! Substitutionen.
Da nun jede der f» Combinationen

Lty ...ty
von w Transpositionen zum Systeme (ST,) gehdrt, so ist in diesem
Falle

[S Mo =1,

womit der Beweis vollendet ist.
Wir wenden jetzt das erhaltene Resultat auf die Zerlegung

n=14+14-.-+1 (=n v=pv=- - -=v,=1)

an. Hier besteht das System [SI,I, ... Tl,] aus der einen Sub-
stitution §; und die Anzahl [ST,T,...TI,]), bedeutet also die Zahl der
Darstellungen von S als Product von w Transpositionen.

Somit finden wir den folgenden Satz, welcher die oben gestellte
Aufgabe bis zu einem gewissen Punkte erledigt:

Die Anzahl der Darstellungen einer mit n Elementen gebildeten
Substitution S als Product von w Transpositionen ist gleich

afi*+ el -+ afe,
wo die Zahlen €,,¢, ..., C, fisfas -+ fx von w nicht abhingen.
Die Coefficienten ¢, ¢y, ..., ¢ sind rationale von der Substitution S
und der Zahl n obhingende Zahlen. Dagegen sind fy, fr, . - - fr ganze
Zahlen, welche ausschliesslich von n abhingen und folgendermassen ge-
bildet werden. Man zerlegt n auf alle moglichen Weisen in positive
ganzzahlige Summanden
n=v;+ v+ -+ v,
wobet vy > v, > vy -« - 2> v, > 0 wvorausgeseizt wird und setzt

v, (vr — D_

vy —1) v (v, — 1)
fom 22l g mleD Ly 2O

— @+ 20+ 3+ - - 1) 0
Die auf dicse Weise entstehenden Zahlen f sind gerade die oben mit
fis fas -« o [z beseichneten Zahlen.

Die Abhingigkeit der Coefficienten ¢,, ¢,, .. ¢z von % und der
Substitution S ndher zu charakterisiren, ist mir nicht gelungen, obgleich
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meine dahin zielenden Bemiihungen die Existenz eines einfachen
Bildungsgesetzes fiir jene Coefficienten haben vermuthen lassen.

Man zeigt leicht, dass von den Zahlen f,, f,, ..., fr je zwei ein-
ander entgegengesetzt gleich sind (nachdem man diejenigen, welche
Null sind, ausgesondert hat).

Dieser Umstand ldsst sich auch aus dem bekannten Satze er-
schliessen, dass eine gegebene Substitution S entweder nur durch eine
gerade oder nur durch eine ungerade Anzahl von Transpositionen dar-
stellbar ist.

§ 4.
Anzahl der x-bldttrigen Riemann’schen Flichen mit w gegebenen
einfachen Verzweigungspunkten.

Wir bezeichnen mit

f(w|n)
die Anzahl der Liosungen der Gleichung
(1) bty oo by =1

durch w mit n Elementen gebildete Transpositionen £, ¢,, . . ., #,.
Diese Anzahl stellt sich nach dem vorigen Paragraphen dar in
der Form:

@) Fwin)=c¢,(n). [fi(m)]°+ e;(n) . [fo(m)]* + - + a(n) . [f(n)]*,

oder kiirzer:

@) faoln) = D c(m) . [fm)le,
wobel wir die nur von % abhiingenden Zahlen

Ci3Carev Gy fisfare s fi
grosserer Deutlichkeit halber mit

¢ (1), &(0), .., a(m), fi(n), fL(#w),...filn)
bezeichnet haben. KEs moge nun ferner
¢ (w]n)
die Anzahl der Transpositionssysteme ¢, %,, ..., {, bedeuten, welche
der Gleichung (1) geniigen und zugleich einen Uebergang von jedem
der # Elemente zu jedem anderen gestatten. Nach dem Schluss von
§ 2 ist dann
N=— ..?i.f.:::_j_“l.
die Anzahl der x-blittrigen Riemann’schen Flichen mit % gegebenen
einfachen Verzweigungspunkten, wenn wir den trivialen Fall n =2,
in welchem
; N=2. g (w|n) =1
n!
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ist, ausschliessen, Denn sobald n > 2 ist, vertheilen sich die ¢(w|%)
Transpositionssysteme. ¢,, 7, , . . ., &, in Gruppen von je »! in einander
transformirbare Systeme und die n! Systeme einer Gruppe liefern alle
ein und dieselbe Riemann’sche Fliche.

Wir wollen nun die Zahl ¢ (w|n) durch die uns schon bekannte
Zahl f(w|n) ausdriicken.

Zu diesem Zwecke zerlegen wir die Zahl f(w|n) in Summanden,
indem wir die f(w|n) Systeme #,%,...%, in Classen eintheilen. Wir
sondern nimlich die % Elemente auf irgend eine Weise in Gruppen

G=a1)00.,&7¢0} Glsbl,""bﬂl,
G2=cx,.-.,ch, LA B ] Gr=ll’on.’an

von bez. w,, %y, #,, ... n, Elementen, wobei also

g+ 0+ N+ FH=n

ist, und ordnen den Gruppen G,, G, ..., G, bez. irgend r positive
ganze Zahlen w,, w,, ..., w, zu, welche der Bedingung

Wy W, A - A W= W

geniigen. Die Zahlen #,, #,, ..., %, sollen simmtlich grdsser als 1,
die Zah! n, >0 sein. In eine Classe rechnen wir jetzt alle diejenigen
der f(w|n) Systeme (4%, ... t,), welche die Elemente a,. .., a,,
iiberhaupt nicht enthalten, wihrend w, der Transpositionen %, . . ., &
die Elemente b,, . . ., b, in Verbindung setzen, w, der Transpositionen
die Elemente ¢,, ..., ¢, u.s. w. w, der Transpositionen die Elemente
by oo by 5

Die Anzahl der in einer Classe enthaltenen Systeme von Trans-
positionen (f,, ¢,, . . ., ¢,) betriigt, wie man leicht erkennt:

!
wigw:‘ L wl @ (wy|n) . @(wy|ny) . . . @(20r|0).

Indem man jetzt iiber alle Classen summirt, erhilt man:

! !
®) Folm) = D) st wr—a O (0ilm) 9(0[2) - ¢ (|

wobei die Summation fiher alle Losungen der Gleichungen

o+ 1 4wy Aot = m,
wy +w, + - -+ w, =w,
n >0, 2, >1, 9, >1, ..., % >1; ¢>0;)
( w, >0, w, >0, .’..,'wr>0.

#)

zu erstrecken 1st,
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Die Functionalgleichung (3) lisst sich nun umkehren. Und zwar
findet man:

B) @ (win) = D (—1yretymt. T 0| oy . Faortnn,

ngtloomd wplwy!,

wobei die Summation ebenfalls iiber die Losungen der Gleichungen (4)
zu erstrecken ist. Wir setzen nun fir f(w,|n,), ..., f(w.|n,) ihre
Ausdriicke nach Gleichurg (2°) und summiren sodann nach w,,w,,...,%,,
wobei 7, 7y, 1, . . ., %, fest bleiben. Bei der Ausfiihrung dieser Sum-
mation ist zu beachten, dass w,, w,, ... w, der Bedingung w, > 0,
wy>0,...,w, >0 und w, + w, -} --- 4 w, = w unterworfen sind,
und man hat die leicht zu erhértende Identitit

w! w0 »
2, wilwy! ... w,! 0%y BT =8V — E (s — 23)»
i
&k

zu beachten, wo s =z, 4+ 2, + - - + 4 2, gesetzt ist und die
Summationsbuchstaben ¢, k, ... die Werthe 1,2,..., 7 durchlaufen
miissen.

Die Gleichung (5) nimmt nun die Gestalt an:
) 9@|n) = D Copn, [f0) + @) + - - - + f@0)I,

wo die Coefficienten C,,....n, von w unabhingige rationale Zahlen be-
zeichnen, und die Summationsbuchstaben #, #,, ... n. den Be-
dingungen

n1+n2+"’+%r§n, %1>1, %2>1,...,%,~\>1
unterworfen sind. Die absolut grossten unter den verschiedenen Zahlen

f(n,) haben die Werthe — —”i@iz:—}l und !‘—‘g—@—’é:——{)«, wie dies

aus dem vorigen Paragraphen hervorgeht. Hieraus folgert man, dass
die absolut grossten Werthe von

fn)) +fmy) + - - - - f(n,),

welche unter dem Summenzeichen () auftreten fiir r =1, %, =n
entstehen und die Werthe — 2®* =Y unq -} _'”‘_3",?_,_9_ besitzen,

2
Daker stellt sich die Anzahl ¢ (w|n) dar in der Form:
+n(¢;—1)
6) pwln) = Dt C,.sm,
n(n—1)
—ae=)

wo die Coefficienten C; von #, nicht aber von w abhiingen,
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Die Zahl ¢@(w|n) muss verschwinden, sobald w eine ungerade
Zahl ist, da die Anzahl der Verzweigungspunkte nothwendig gerade
ist. Also ist C_, = C,. Indem wir dieses beriicksichtigen, k6nnen
wir folgenden Satz aussprechen:

Die Anzahl N der n-blittrigen Riemanw'schen Flichen, welche
w gegebene einfache Verzweigungspunkte besitzen, ldsst sich darstellen
wn der Form.:

nn — 1)\
Nec 104 ¢, 204 -3 4 ...+cm.”.(__(__2_._)_) ,
2n-l)
wo die Coefficienten ¢, ¢y, ¢y, - « .+, €, ausschliesslich von n ab-

héiingende rationale Zahlen bedeuten. 2
Von diesen Coefficienten ¢, ¢,, ¢, ..., ¢, (n—1y konnen nur diejenigen

2
von Null verschiedene Werthe haben, deren Indices in der Gestalt

darstellbar sind. f (”'1) +fy) + - - -+ f(n)

§ 5.
Die Fille » = 3, 4, 5, 6 als Beispiele.

Fiir die Félle n = 3, 4, 5, 6 habe ich die Bestimmung der Coeffi-
cienten ¢, ¢,, . . . ausgefithrt, und ich will hier die erhaltenen Resultate
zusammenstellen. Ich schicke die Werthe der Zahlen f(n) und f(w|n)
fir dieselben Fille in tabellarischer Uebersicht vorauf.

n: Die Zahlen f(n):

2901, —1,

3y 3, 0,—3,

4, 6, 2, 0,—2,—6,

5110, 5, 2, 0,—-2, —5, —10,

615, 9, 5, 3, 0,—-3,—5,—9, —15.

Wenn die Zahl f(w]|n) angiebt, wie hiufig bei n Elementen die
Identitit als ein Product von  Transpositionen dargestellt werden
kann, so ist

fir n= fw|n) =
2

. 3’w’
0 3
. 6 -+ vy . 20,

2 5
(100 - B - 2,

5 9 P
.ﬁ}5w+,7.2_.9;w+h.5w+%.3fv,

S O s W
8|8 i ol )
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Die Anzahl N der n-blittrigen Riemann’schen Flichen, welche
an w gegebenen Stellen einfach veraweigt sind, betriigt:

fﬁr%= N:._—.
211
1 op 1 1 g\
3| - 30 — 5 =y (3v1 —3),
i w 1 Qw 1 . w -1_—-__1_. W . Wk
4 288-6 ———1~8—-3 — 5 2 —]—-2-——4!(2 2—4) (3»1—-3),
1 120 1 w __1,_."?0_,..._1_,. ...!‘_.
5 I mo0 " 10" — 55 - 6"+ 55 - TR T
1 5
=,
1 ” 1 T S
6 2. (360)2 15 — o 10V + 2. (127 9 2_(22) 7
___.____7 0 1 « Hw _1_.. w0
+ 2.(36)2'6 — 50 T4
19 o, 19 o 727
T 324 3 T 144 2+ 1152

In diesen Tabellen bedeutet w irgend eine positive gerade Zahl.

§ 6.
Bestimmung der Anzahl f(%,%,,...,k,).

Das Geschlecht p einer -blittrigen Riemann’schen Fliche, deren
Verzweigungen mit W einfachen Verzweigungspunkten iquivalent sind,
ist bekanntlich aus der Gleichung

2p+2n—2=W

zu bestimmen. Sind die w Verzweigungspunkte simmtlich einfach,
s0 ist W =w. Da nun das Geschlecht nicht negativ werden kann,
so muss die Anzahl N fir w=2,4,6, ... 2n — 4 verschwinden;
fir w = 2n — 2 wird N die Anzahl der n-blittrigen Riemann’schen
Flichen vom Geschlecht Null mit gegebenen einfachen Verzweigungs-
punkten darstellen. Die letztere Anzahl soll nun auf anderem Wege
direct bestimmt werden. Zu dem Zwecke behandeln wir zunichst
folgende Aufgabe:

»Oegeben ist die auf » Elemente beziigliche Substitution S, welche,
in Cyklen zerlegt,

S———(a“ oy es oy 6’6};1) (b,,bz, o0 b;,-g) ‘o (l,,Z?,..., lz;e)= G;C ..-Ce
lanten mége. Gesncht wird die Anzahl

L CPE YRR 5

Mathematische Annalen. XXXIX, 2
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der Systeme von # -4 ¢ — 2 Transpositionen %, %, . . ., fsyo-2, welche
der Bedingung
1) Sty ... tages=1
geniigen und dabei in Verbindung mit der Substitution S einen Ueber-
gang von jedem der % Elemente zu jedem andern gestatten.*
Wir wollen mit
: Tyy Toyyooeoy Tiye
die 200 =1

> Transpositionen bezeichen und das System

tl t2 “ e tn+9_2
der Transposition z; zuordnen, wenn #, = 7; ist. Einer bestimmten
Transposition z; sind dann so viele Systeme zugeordnet als die Gleichung
(2) (S'E;) t2t3 . o t"+("‘2 =1
Liésungen besitzt, welche der Bedingung geniligen, dass vermége
S, Ti, 152, « s ey t”+9—2

ein Uebergang von jedem Elemente zu jedem andern moglich ist.

Bezeichnet 3 (z;) die Anzahl dieser Losungen, so ist offenbar

3) [y Fiyy oo ) =9(zy) + ¥(m) + - - -+ ¥ (m) + - -
Es sei nun zuerst 7; eine Transposition, welche Elemente aus ver-
schiedenen Cyklen von 8 verbindet, z. B. sei 7= (a,b;). Dann ist

(szi)-_—_(a,i...a%%...bk,)...(ll...zke),
und die Gleichung (2) hat daher f(k, -k, %, ..., k) Losungen.
Man iibersieht hiernach sofort, dass die Transpositionen, welche Elemente
verschiedener Cyklen von S verbinden, auf der rechten Seite der
Gleichung (3) den Beitrag

kisz(kl + kz, 7537 © ey ke) + k1k3f(k1 + k32 kz; LI Ige) + vt
= Dl f (b + by, by, - . ., )

liefern, wobei die Summation auf alle Combinationen der Zahlen
ky, k%, ..., k zu je zweien zu erstrecken ist.

Sei nun zweitens 7; eine Transposition, welche Elemente desselben
Cyelus von S verbindet, sei z. B. 7; = (@¢,0,4,). Dann ist

(87) = (a15.--,a) (@45 -+, 2) (By .« -bl'e)-'-(lu'--;lk(,) = C,/0"C,...Co,

wo grosserer Deutlichkeit halber a, ..., @/ fir a.q, ..., &, ge-
schrieben ist.

Wie gross ist jetzt die Anzahl ¢(z;) der Losungen von (2), unter
der Bedingung, dass die Substitutionen

S’ (aiar.l.4) == fé, tz, o vy ty_l..e,...2
einen Uebergang von jedem Elemente zu jedem andern gestatten?
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Zunichst bemerken wir, dass ein solcher Uebergang vermoge des
Systems

(4;) (S‘Ei), tz, e ey iﬂ,.g.e_g
jedenfalls picht mehr moglich sein darf. Denn sonst kionnten wir
diesem Systeme entsprechend eine zusammenhingende #-blittrige
Fliche mit
-+ 6—D+E&—-D+ -+ E—D+rte—3=20—4
einfachen Verzweigungen, also vom Geschlecht — 1 herstellen.

Da aber vermoge des Systems (4) sicher von jedem der Elemente

bi""}bkg"",lf,"’7lkg

entweder nach einem der Elemente ¢ oder nach einem der Elemente o
ein Uebergang moglich sein muss, so zerlegen sich die Elemente in
nur zwei Gruppen unter einander zusammenhingender. In der einen
Gruppe finden sich die Elemente g, . . . @, in der andern die Elemente

a, ... 8-
Es werden also vermdge des Systems (4) etwa einerseits die

Elemente der Cyklen
Cy Cuy Copy - . ., Oy

unter sich und andererseits die Elemente der Cyklen
Gy Cs Gy - - -5 g,

i7s
unter sich zusammenhiingen. Dem entsprechend zerlegt sich die Glei-
chung (2) in zwei Gleichungen

5 {(0; Cov - Ot )y ooyt =1,
( (01" Cﬂz cee Cﬁp) ti"tzﬂ: sy . = 1,

wo 4,8, . .., t bez. 4", 4", ..., diejenigen unter den Substitu-
tionen #,, %5, ..., fupg-1 bedeuten, welche Elemente aus den Cyklen
C/, Cays...5 Cyy bez. G, Cy,,\. .., Cg,, verbinden. Man zeigt leicht, dass

=1 kot ol Ai—1,
© {z=s+k,el+~--+kﬁ”+p—-1

sein muss, da jede andere Annahme auf zusammenhingende Flichen
mit negativem Geschlecht fiihrt. Die Gleichungen (5) haben einzeln
bez. f(r, ke,, oy o oo, kaz) und f(s, kg, , kg, - - o, kﬂﬂ) Losungen, und
es giebt also

F(rs Bays o ooy bag) < (5 Bgs o o5 Bp)

Systeme £,,...,%, ", ..., %", welche den Gleichungen (5) geniigen.
Aus jedem solchen Systeme konnen nun genaun
(n 4o —3)!
6l 7!
DL
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Losungen der Gleichung (2) gebildet werden. Wir kinnen nimlich
irgend 6 Transpositionen

byslyr ety (@ <o’ <---a®)
mit

A A
identificiren, worauf die iibrigen Transpositionen ¢ in der Reihenfolge,
wie sie in der Complexion ?,, #;,...,uto—2 Vorkommen, mit ,",4,”,...,4"
zu identificiren sind.

Hiernach ist die Anzahl ¢ (z;), fiir 7; = (@,@r41), dargestellt durch

die Summe

() & (FylFoyyen e, ko) = _(Zz.j‘_g‘:_?l{f(r, By 5o e Baz) -£(S> Bpuren s Ba,)

¢! 7!
wobei sich die Summation auf alle Zerlegungen von
by, by oy by

in zwei Gruppen k,,..., k%, und kg, ..., ks, bezieht. Die Zahl s
ist gleich %k, — », die Zablen ¢ und z haben die Werthe (6). Zu
beachten ist, dass man zu den Gruppenzerlegungen auch diejenigen zu
rechnen hat, bei welchen in der einen Gruppe keine der Zahlen
kyy ..., kg, in der anderen Gruppe alle diese Zahlen aufgenommen sind.

Ferner ist dem an sich sinnlosen Zeichen f(1) der Werth 1 bei-

zulegen. Denselben Werth (7) besitzt die Anzahl %(z;) offenbar auch
fiir jede der Annahmen

T = (a27 ar+2)a T = (a3, ar—-l-3)1 ce ey

so dass die Transpositionen, welche zwei Elemente @ verbinden, auf
der rechten Seite der Gleichung (3) den Beitrag

";‘kim’t(ki‘kzr"’ke) + ¢2(k11k2:---: kg) +---+ ¢kx—1(kl sz:--‘;ke)]

liefern. Der Factor -%— compensirt hier den Umstand, dass jede Trans-

position (a;a;) zwei Mal gerechnet ist, nimlich einerseits als Trans-
position (a@;a;) und andererseits als Transposition (a;a;).

Einen entsprechenden Beitrag liefern nun die Transpositionen,
welche zwei Elemente b, oder zwei Elemente ¢ ete. verbinden, so dass
die Gleichung (3) die folgende Gestalt erhilt:

(8)  Flhis Fos . or b) = DVl fll Ty, By - . )

Ry—1

_}_2—;— ki Z'q)r(kz “‘72; MRS k?)
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Von dieser Formel (8) ausgehend, bin ich durch eine sehr miih-
same Induction zu der Vermuthung gefiihrt, dass allgemein
et gt et
O floy by o) = (1t 0 —=2tme=> - e e e

by + by oo+ by =)
sei. Um diese Vermuthung als zutreffend zu erweisen, geniigt es, zu
zeigen, dass die Gleichung (8) durch den vorstehenden Werth von
fky, &y, .. ., k) identisch befriedigt wird. Denn diese Gleichung ge-
stattet die successive Berechnung der Werthe von f(k, k,, . .., k),
ausgehend von dem Werthe f(1) =1, welcher mit dem Ansatz (9)
in Einklang steht,

Den Nachweis, dass-die Gleichung (8) durch die Substitution (9)
in eine Identitit iibergeht, will ich hier nicht ausfihrlich erbringen.
Urspriinglich hatte ich mich dabei einiger Identititen bedient, welche
ich in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik¥*) mitgetheilt habe.
Spater erkannte ich jedoch, dass man durch einige andere Iden-
tititen rascher zum Ziele kommt. Dieselben mogen hier, da sie sehr
einfacher Natur sind, eine Stelle finden.

Bezeichnen w, v, #,, #,, ..., Z, unbeschrinkt verinderliche Grossen,
so 1st

2(u+x°‘l+x“‘z+ T '+xa3)2~1(9+$ﬁl+xﬂ2+. - +xﬂ”)ﬂ-1
= (u-+v+ 2 4+ - .%)@q(}d_t_’_:,_),

und
2(u+$al+xa2+ te +xa1)2w1(")+ xﬁ;+xﬂz+‘ "+xﬂy)“
==(u+v+x1+"'+xe)9‘%’

wobei sich die Summation auf alle Zerlegungen von z,, 2,, .. ., #, in
zwel Gruppen Zo,, Za,, . . ., %oy und zg,, 2, . . ., g, bezieht.

§7.
Anzahlen fiir Riemann’sche Flichen vom Geschlecht Null.

Es ist nunmehr leicht, die Anzahl der n-blattrigen Riemann’schen
Flichen vom Geschlecht Null zu bestimmen, welche folgenden Be-
dingungen gentigen:

1) Die Verzweigungspunkte sollen simmilich gegeben sein.

*) Bd. 35, pag. 56 ,,Ueber einige Verallgemeinerungen der Leibniz'schen
Differentiationsformel und des polynomischen Satzes.
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2) An allen diesen Punkten bis auf einen, soll die Verzweigung
eine einfache sein,
3) An dem letzten Punkte sollen sich die n Blitter zu
m, Cyklen von jen , m,Cyklenvon je n,,...,m, Cyklenvon jen,
Blittern gruppiren.
Die in Rede stehenden Flichen sind einzeln zugeordnet den ver-
schiedenen Losungen der Gleichung
(1) Stity. . tage-a =1,
wo S eine Substitution mit m, Cyklen von je n,,.. ,m, Cyklen von je #,

Elementen bedeutet und #,,¢,, ..., t,yo—2 Transpositionen bezeichnen.
Die Zahl o ist gleich der Gesammtzahl der Cyklen von S, also

2) @ =my + my + -~ - 4 my.
Es giebt nun bekanntlich '
'
(3) M = = 773
my I u o mylng® - my g,

Substitutionen S von dem angegebenen Charakter, und es wird also
die Anzah]l der Losungen von (1) gleich

M.k, k..., k),
wo von den Zahlen %, k,, ..., %, m, gleich n;, m, gleich n,, ..., m,
gleich 7, sind.

Da wir nun in einander transformirbare Losungen von (1) nicht
als verschieden anzusehen haben, so bekommen wir (falls » > 2) fur
die gesuchte Anzahl von Riemann’schen Flichen den Werth

M.f(ky, B, .. ., By
- n!

m n m
=(n-4m, 4+ -+ m,— 2)'nm’+”'ﬂ+"‘+mv"3’_}_ (ﬁ?) 1 1 n"v) ’
= 1 ¥ : m,,! )

mi! m! n,y!

Insbesondere erhalten wir, falls wir v =1, m, = %, %, = 1 wihlen,
das Resultat:¥)

Die Anzahl der n-blittrigen Riemanw'schen Flichen vom Geschlecht
Null, welche (2n—2) gegebene einfache Verzweigungspunkte besitzen, betrigt
(2n—2)! =t
(n—1)! :

Nur im Falle # = 2 ist diese Anzahl noch mit 2 zu multipliciren.

*) Die hier bestimmte Anzahl giebt offenbar auch die Zahl der Biischel von
bindren Formen #nter Ordnung an, welche eine gegebene Discriminante besitzen.
Es ist interessant, mit dieser Zah! die von den Herren F. Meyer, Schubert und
Stephanos berechnete Anzahl der Biischel von biniren Formen #%r Ordnung mit
- gegebener Functionaldeterminante zu vergleichen. Die letztere Anzahl ist gleich
2n—2)!

—Dlal Man vergleiche auch eine Arbeit von Hiibert, d. Ann., Bd. 33, p, 227,
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II. Abschnitt.

Monodromie-Gruppen.

g 1.
Die Monodromie-Gruppen 4 und B.

Wir wollen uns vorstellen, dass sich die Punkte a,, a,,.. ., a,
in der complexen Zahienebene FE simultan in Bewegung setzen und
schliesslich in die neuen Lagen a, a,, ..., a, iibergehen. Dabei soll
jedoch das Punktsystem (a,,.a,, .."., @,) in jedem Stadium der Be-
wegung aus w gefrennt liegengden Punkten bestehen. Betrachten wir
nun eine #n-blittrige Riemann’sche Fliche F, welche an den Punkten
Gy Gy, . .5 Gy Verzweigt ist, so wird dieselbe sich stetig mit dem
Punktsystem (a,, a,, . . ., @,) &ndern und in eine bestimmte Fliche F”
itbergegangen sein, wenn das Punktsystem die Endlage (a/, @,, . . ., a,)
erreicht hat.

Falls nun diese Endlage mit der Anfangslage iibereinstimmt, falls
also die Punkte a/, a,, ..., @, in irgend einer Reihenfolge mit den
‘Punkten a,, a,, ..., a, zusammenfallen, wollen wir die betrachtete
Bewegung als eine ,,geschlossene Bahn®“ bezeichnen. Bilden dann
F, F,, ... die Gesammtheit der n-blittrigen Riemann’schen Flichen
mit den Verzweigungspunkten a,, a,, ..., @,, so werden die Flichen
F/, F,),..., in welche dieselben iibergehen, in irgend einer Reihen-
folge mit F,, F,, ... identisch sein. Es folgt also:

ndeder geschlossenen Bahn des Pumktsystems (ay, @qy . - <, @) ent-
spricht eine bestimmte Substitution

& — F, F,, )
F,F, ...

der Riemanwschen Flichen.*
Die Substitutionen &, welche allen mdglichen geschlossenen Bahnen
entsprechen, bilden eine Gruppe, die wir als

Monodromiegruppe A.

bezeichnen. Diese Gruppe besitzt eine Reihe von Untergruppen, welche
sich ohne Weiteres darbieten. Jeder geschlossenen Bahn gehtrt nim-
lich eine Substitution

ai’ az,.-o,aw
U =

L4 ’ 14
Qi3 Ay« = o5 OGw

der w Punkte a, a,, ..., @, zu. Betrachten wir nun alle Bahnen,
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deren zugehdrige Substitutionen ¥ einer bestimmten Vertauschungsgruppe
G der Elemeute a4, a,, . . ., a, angehtren, so werden die diesen Bahnen
entsprechenden Substitutionen & offenbar eine Gruppe bilden, welche
ir der Gruppe A enthalten ist. Besteht die Vertauschungsgruppe &
aus der einen identischen Substitution, so heisst das, wir betrachten
nur diejenigen geschlossenen Bahnen, bei welchen die Endlage
(a), @5y . . ., ap) auch in Bezug auf die Reihenfolge mit der Anfangs-
lage iibereinstimmt, so dass jeder Punkt g, fiir sich einen geschlossenen
Weg beschreibt. Diese Bahnen wollen wir ,,vollstdndig geschlossen
nennen. Die den vollstindig geschlosseuen Bahnen entsprechende Ver-
tauschungsgruppe der Riemann’schen Flichen F,, F,, ... heisse die

Monodromiegruppe B.

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass diese Gruppe B eine aus-
gezeichnete (invariante) Untergruppe der Monodromiegruppe A ist.

§ 2.
Erliuterung.

Die nachstehenden Betrachtungen sind zwar fiir die weiteren Ent-
wicklungen nicht erforderlich, doch wird es gut sein, dieselben hier
“einzufiigen, da sie geeignet sind, die Auffassung zu erleichtern.

Alle méglichen Lagen des Punkfsystems (a,, @,, ..., ay,) bilden
ein 2w-fach ausgedehntes unbegrenztes Continuum R,,. Die complexen
Zahlen a;, a,, ..., @, mogen als die Coordinaten der ,,Stelle
(ay, @y - - ., Q) dieses Continuums bezeichnet werden.

Im Allgemeinen konnen wir nun aus jeder Stelle durch Permu-
tation der Coordinaten w! — 1 neue Stellen ableiten. Jedoch ist
dieses nicht mehr der Fall, insofern weniger als w! — 1 Stellen
erhalten werden, sobald sich unter den Coordinaten der urspriinglichen
Stelle gleiche finden, d. h. sobald fiir diese Stelle mindestens ein Punkt
a; mit einem Punkte g; zusammenfillt. Diese besonderen Stellen,
welche durch die Gleichung

Dw—a)=0 Gk=12...,w)

i>k

charakterisirt sind, bilden ein (2w —2)-fach ausgedehntes Continuum
V22, welches in Riicksicht auf die Bedeutung, welche es bei unseren
Betrachtungen besitzt, als ,, Versweigungsgebilde“ bezeichnet werden
soll. Das Verzweigungsgebilde theilt das Continuum R,,, nicht in Stiicke,
da es eine um zwei Einheifen geringere Dimension besitzt als dieses.
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w(w—1)

5 einzelnen

Uebrigens zerfallt das Verzweigungsgebilde in die

Gebilde:
- Gy—a,=0,a —a=0,...,0, — @,-1=0.

Eine ,,geschlossene Bahn¢ bedeutet nun offenbar nichts Anderes, als
einen in dem Continuum R,, verlaufenden Weg, welcher unter Ver-
meidung des Gebildes V,, 5 von einer Stelle (a,, a,, ..., a,) aus-
gehend entweder zu dieser zuriickkehrt, oder in einer der w! — 1 ab-
geleiteten Stellen endigt. Im ersteren Falle haben wir es mit einer
,,vollstindig* geschlossenen Bahn zu thun.

Es bezeichne jetzt N die Anzahl der x-blittrigen Riemann’schen
Flachen, welche an w gegebenen Stellen verzweigt sind, und man
denke sich N ineinanderliegende Exemplare des Continuums R,,.
Von den N Flichen werden nur dann zwei oder mehrere zusammen-
fallen, wenn man die Stelle (a,, a,, ..., a,) auf das Verzweigungs-
gebilde Vg, riicken ldsst. Diesem Umstande entsprechend werden
die N Exemplare R;, lings gewisser durch Vy,—s gelegten Uebergangs-
riume verbunden, und es entsteht auf diese Weise ein 2w-fach aus-
gedehnter tiber dem Continuum R,,, ausgebreiteter Riemann’scher Raum,
auf dessen Stellen die Gesammtheit der n-blittrigen Flichen mit w
Verzweigungspunkten eindeutig umkehrbar bezogen ist. Die Mono-
dromiegruppe dieses Riemann’schen Raumes ist offenbar nichts Anderes,
als die Monodromiegruppe B.

Auch die Monodromiegruppe A lisst sich in entsprechender Weise
deuten. Man hat dabei nur an Stelle des Continuums R, ein anderes

Continuum Ry, zu setzen, dessen einzelne Stelle die elementaren sym-
metrischen Functionen der Zahlen a,, a,, ..., @, zu Coordinaten
besitzt.

Aus den nachfolgenden Entwicklungen wird hervorgehen, dass,
allgemein zu reden, der oben erwihnte Riemann’sche Raum nicht aus
einem Stiicke besteht, sondern in mehrere verschiedene Riemann’sche
Raume zerfillt.

§ 3.
Aenderung der Riemann’schen Flichen auf einer von den Verzweigungs-
punkten beschriebenen Bahn.

Wir wollen nunmehr niher untersuchen, in welcher Weise eine
Riemann’sche Fliche

S

2 P=(5 55

s%ch dndert, wenn das Punktsystem (ay, a5, - .., a,) sich stetig in
eme neue Lage (a, a;, ..., a;) bewegt. Einen solchen Uebergang
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werden wir kurz als eine ,,Bahn‘ bezeichnen und von der ,,Anfangs-
stelle** (a,, a,, ..., a,) und der ,,Endstelle (a,, a,, ..., a,) der
Bahn sprechen,

Bei dieser Untersuchung wollen wir die Linien },,%,...,0, in
folgender Weise bestimmen.*) Wir ziehen eine knotenlose Linie L,
welche von @, iber a,, @, ..., @a,—; nach q,
hinfithrt und erginzen diese Linie, indem wir
a, mit a, verbinden, zu einer geschlossenen
Linie L, welche die Ebene E in zwei Gebiete
G und G’ zerlegt. Es sei G dasjenige Gebiet,
welches auf der negativen Seite von L liegt.
Die Linien [,, 4,, . . ., 1, mdgen nun von irgend
einem Punkte O des Gebietes G durch das
Innere von G nach den Punkten a,,a,,...,a,
gelegt werden.

Legen wir von einem Punkte 4 des Ge-
bietes G’ aus Schleifen nach den Punkten q, a,, ..., a,, welche
abgesehen von den die Punkte a; umgebenden kreisférmigen Contouren,
ganz innerhalb G’ verlaufen, so erfahren die Blitter bei positiver Durch-
laufung dieser Schleifen beziiglich die Substitutionen 8, S,, ..., Ss.
Es ist fir das Folgende bequem, zu bemerken, dass diese Substitu-
tionen gerade zu Stande kommen, wenn wir dem Ueberschreiten von
der negativen zur positiven Seite der Linien

a1a27 a'2a3, a3a4, c .0y aw_law, awal
beziiglich die Substitutionen
Sl’ 8155'2, 818283, e e ey 8182 P Sw._l, S].Sz I Sw == 1
zuordnen. Hiernach entspricht nimlich der Schleife (a:), da dieselbe
die Linien az—jo: und arazys und zwar die erstere von der positiven
zur negativen, die letztere von der negativen zur positiven Seite iiber-
schreitet, die Substitution
(Sl 82 PR Sk—])—l(ls'j 82 ... S]c——ISk) == Sk,
wie es sein muss,

Wie wir auch die Erginzungslinie @, a,, den Punkt O und die
Linien 4, %, ..., l, abindern mdgen, stets wird die Fliche (1) un-
geindert bleiben, wenn wir nur das System von Substitutionen
@ E= (8,8, ., 5
festhalten. Daher wird die Fliche auch schon vollstindig durch An-
gabe der Linie L und des Systemes X bestimmt sein, und dem ent-
sprechend mit

*) Vgl. Clebsch, 1. c. Man vergleiche fiir das Folgende die Figur 1.
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~ gl
(4) F= (z;)
bezeichnet werden konnen.
Die einzelnen Stiicke der Linie L bezeichnen wir mit

(5) 81"'—“@1“27 S2=a2a3,.-.1Sw_1=aw“1aw.

Ohne die Fliche F zu #ndern, diirfen wir offenbar das Stiick s; = a; 4,41
noch beliebig deformiren, wenn wir dabei nur keinen der Punkte
@4, - . -, @y Uberschreiten und die iibrigen Stiicke s, sowie das System
X fest lassen.

Dies vorausgeschickt, betrachten wir jetzt irgend eine Bahn. Diese
wird sich in der Ebene E als ein System von Linien
(6) Gy afy Aty - . s Gl
darstellen, welche die Punkte 4, a,, ..., @, simultan durchlaufen.
Wenn nun diese Linien weder sich selber noch einander sehneiden,
so soll die Bahn , einfach® heissen. Es geniigt, einfache Bahnen zu
betrachten, da sich offenbar jede Bahn als eine Reihe aneinander-
gesetzter einfacher Bahnen darstellen lisst. In welche Fliche ist nun
die Fliche (4) nach Durchlaufung der einfachen Bahn (6) stetig iiber-
gegangen? Um dieses zu entscheiden, unterwerfen wir die Stiicke
81y 83y - + +5 Sw—1 zunichst derartigen Deformationen, dass die Linie L
schliesslich keine anderen Punkte, als @, a,, ..., @, mit den Linien
(6) gemein hat.

Dies ist stets moglich; denn wenn z. B. die Linie g,a,” ausser a,
noch weitere Schnittpunkte mit L besitzt, so betrachten wir den letzten
vor o, liegenden Schnittpunkt, welcher sich auf dem a,
Stiicke §; = a;a;42 finden modge. Ein Blick auf die
Figur 2 zeigt dann, dass wir die Linie s; durch eine
andere ersetzen kionnen (sie ist in der Figur punktirt),
welche nun mit @,a,” mindestens einen Punki weniger,
mit den iibrigen Linien (6) aber nicht mehr Punkte als [
die frithere Linie s; gemein hat. Indem man dieses Ver- Fig. 2.
fahren mehrfach anwendet, kann man alle Schnittpunkte von L mit
den Linien (6) beseitigen.*) Man beachte, dass die Abinderung der
Linie L jedenfalls solche Stiicke s; nicht betrifft, welche von vorn-
herein keiner der Linien (6) begegnen.

Betrachten wir nunmehr die Linien

r £ F4
(D) A Oy Uy o'y By Uy By sy« « oy Vi —1 o1 Cro g

so setzen sich dieselben zu einer knotenlosen Linie zusammen, welche
jedoch lings der Stiicke a,a,’, ¢5ay’, - . -, w10, doppelt Gberdeckt ist.

*) Auch der Fall, in welchem ganze Stiicke von L mit Stiicken der Linien
{6) coincidiren, bietet offenbar keine Schwierigkeit.

L2
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Wir deformiren die Linien (7) unter Festhaltung ihrer Endpunkie
a,’, a5y . .., @, und ohne einen dieser Punkte zu iiberschreiten so, dass
dieselben nach der Deformation eine einfache knotenlose Linie L’
bilden. (In Figur 3 ist die Linie punktirt).
Offenbar geht nun die Fliche (4) stetig
in die Fliche ’
® F=(z)
¢, iber, wenn das Punktsystem (a,,a,,-..,a)
die einfache Bahn (6) durchliunft. Wenn
wir also die Aenderung der Riemann’schen
Flichen bei Durchlaufung irgend einer Bahn bestimmen wollen, so
haben wir unser Augenmerk nur auf die successive Ab#inderung der
Linie L zu richten. Ist die Bahn eine geschlossene, so wird die Linie L
in eine Linie I’ iibergehen, welche dieselben Punkte a,, a,, ..., @,
wie die Linie L verbindet, und zwar auch in derselben Reihenfolge,
falls die Bahn eine vollstindig geschlossene ist.

Fig, 3.

§ 4.
Vollstindig gegchlossene Bahnen.

Wir beschrinken jetzt die Betrachtung auf vollstindig geschlossene
Bahnen, und wollen zeigen, dass durch geeignete Wahl einer solchen
Bahn jede Linie

L= (8,8, 8-1)
in jede andere Linie

L= (81,7 32,) e 3;0-—1)
iibergefiihrt werden kann. Der Allgemeinheit wegen nehmen wir an,
dass die Linien L und L’ in den erstep ¢ —1 Stiicken
tibereinstimmen, dass also
o S;=8,8 =8y..., 81 =8
.} ist, wihrend die Stiicke s; und s;/*) von einander ver-
schieden sind. Die Zahl ¢ darf auch den Werth 1
besitzen, in welchem Falle schon s, und s,” verschieden
sind. Es bezeichne nun B;,, eine Bahn, welche
folgendermassen ‘erklart ist. Alle Punkte a,, a,,..., ¢
mit Ausnahme von ;. bleiben fest; dieser letztere
bewegt sich zuniichst lings s; bis nach o', sodann nach dem Punkte
a’ auf s/ und schliesslich lings s/ in seine Ausgangslage zuriick.
Dabei sind die Punkte o/, a” und ihre Verbindungslinie a'a” so zu
wihlen, dass in dem Dreieck ¢;a’a” keiner der Punkte a,, a,,...,a,

Fig. 4.

*) In der Figur 4 ist s; punktirt.



Riemann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten. 29

liegt und a'a” keine der Linien s, s,, ..., s;i— trifft. Nach Durch-
lanfung dieser Bahn B;y, ist die Linie L iibergegangen in eine neue
Linie, welche mit L’ die 7 ersten Stiicke s,, s,,..., s  gemein hat.
Diese Betrachtung zeigt, dass wir durch Aneinanderreihung von Bahnen

B2,Bg,.- -,-Bw

die Linie L in jede beliebige andere Linie L’ iiberfithren kdnnen.

Die Bahnen B; lassen sich nun weiter als Combinationen einer
endlichen Anzahl von nunmehr einzufithrenden Bahnen darstellen.
Um die letzteren in einfacher Weise erkliren zu kinnen, erginzen
wir die Linie L, wie in § 3, zu einer geschlossenen Linie L und
bezeichnen wieder mit G und G’ die von der Linie L begrenzten Ge-
biete der Ebene E.

Eine Bahn, welche den Punkt a; zunfchst durch das Innere von
G’ an das Stiick @z0;4; von L und sodann ausserhalb G’ in die Aus-
gangslage zurtickfiihrt, bezeichnen wir mit B; ;. Dann ldsst sich jede
Bahn B; als Combination der Bahnen

Bi i1, Biites « - +5 Biw
darstellen. Jede beliebige vollstindig geschlossene Bahn diirfen wir also

durch eine Combination der (w'"l);wi*z) Bahnen

B2,3; B2,4a LIRS S -B2,w,
B3.4, AR IEY B3,w’

Bw—l,w
ersetzen und zwar durch eine Combination der Gestalt

B!a B;f; B Gl _Bs,a B '(? . Bs’ 7 , " N

wo die Exponenten &,, &, ..., &,... einen der Werthe -- 1, —
besitzen.

Unter B-1ist dabei dieselbe Bahn, wie unter B, nur in entgegen-
gesetzter Richtung durchlaufen, zu verstehen.

Wir bemerken beildufig, dass zwischen den Bahnen B;; die Be-
ziehung

B2,w Bs,w L Bw——l,w =1
besteht.
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§ b..
Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe B.

Wir legen jetzt eine feste Linie L zu Grunde.®) Dann konnen
wir die einzelne Riemann’sche Fliche F durch das ihr zugehorende
System von Substitutionen

(St5 835 - + 5 Su)

bezeichnen. Die Linie L sei nach Durchlaufung der Bahn B, iiber-
gegangen in die Linie I. (In der Figur sind die Stiicke der Linie L,
soweit sie nicht mit Stiicken von
L’ zusammenfallen, gestrichelt; die
Stiicke der Linie L’ sind stark aus-
gezogen). Ferner sei F” die Fliche,

in welche
& a, F=(Sl: S27°")Sw)
N ’ nach Durchlaufung der Bahn B;;
\ o8 - -
i | tibergegangen ist. Bezeichnet dann
s i . .
yZ ‘ r einen der Indices
7’ ]
Gia e i+1)i+2"":k:
Fig. 5.

so entspricht dem Wege I, in Bezug
auf die Fliche F’, wie aus der Figur erhellt, die Substitution
Sy’- = Sz Sr Si*l;
dem Wege I; entspricht in Bezug auf F” die Substitution
S,;’ = (SQSZ..l_l N SL) Si(Si Sz—l—l .o Sk)'—",
wihrend allen {ibrigen Wegen ! dieselbe Substitution in Bezug auf F”
wie in Bezug auf F entspricht. Wir finden also:
»»Die der Bahn B, entsprechende Vertauschung S;z der Riemann’-
schen Flichen besteht darin, dass an Stelle der Fliiche
F=(8,..,8,8+w, ;8. .., 8)
die Fldche
F=(8,..,8,8# . -.-,8,...,5)
tritt, wobei zur Abkiirzung
{S,.' =888t (r=14+1,¢4+2,...,k),
S{ = (S, ce o Sh) Si(Si - Sk)—"ly

gesetzsl ist. -
Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Paragraphen folgt weiter :

*) Vgl fir das Folgende die Figur 5.
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wDie Monodromiegruppe B besteht aus allen Combinationen der
@W—VW—2 o bstitutionen

2
@25; Cz,4,-- @210; @34;'-:; @310;'- @w—-l,w “
Von diesen ,,erzeugenden‘’ Substitutionen der Grnppe ‘B konnen wir
Sw—1,0 zufolge der Relation
\‘;'32,7,0 @3,«0 .. @w——l,'w =1
bei Seite lassen, Ob ausser dieser moch andere der Substitutionen
&;,; durch die tibrigen ausdriickbar sind, ob wir also die Zahl der
erzeugenden Substitutionen noch weiter vermindern kdnnen, wollen
wir hier nicht untersuchen.

§ 6.
Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe A.

Bezeichnen wir mit W, irgend eine bestimmte Bahn, nach deren
Durchlaufung die Punkte a;, ;44 ihre Plitze gewechselt, die iibrigen
Punkte a,, .. ., 0, dagegen ihre Ausgangslage wieder erreicht haben,
so konnen wir aus den Bahnen
1) W, W,, ..., Wy
stets eine Bahn zusammensetzen, nach deren Durchlaufung die Punkte
@y, Gy, ..., Gy eine beliebig vorgeschriebene Vertauschung erfahren
haben. Daher kann jede geschlossene Bahn durch eine Combination
der Bahnen (1) und der oben eingefithrien Bahnen B;; ersetzt werden.

Wir wihlen nun die Bahnen (1) in folgen-
der Weise: Wir lassen den Punkt a; durch das
Innere von G’ nach a;;; und gleichzeitig a;qq
ausserhalb des Gebietes G’ nach g; laufen, wihrend
alle iibrigen Punkte a,, a,, .. ., a, fest bleiben.

Die hierdurch erklirte Bahn nehmen wir als
Bahn W,;. Die Aenderung, welche die Linie L
nach Durchlaufung dieser Bahn erfahren hat, ¥ig. 6.
zeigt die Figur 6, in welcher die Stiicke von Z, welche eine Aenderung
erfahren, gestrichelt, die Stiicke, welche an ihre Stelle treten, gleieh
den fibrigen Stiicken stark ausgezogen sind, Man liest aus der Figur
nun sofort ab, dass die Vertauschung &; der Riemann’schen Flichen,
welche der Ba.hn W, entspricht, szch dahin bestimmt, dass an Stelle

der Fliche
(81,82,-.-, S", Si-*—lg!“, W)

die Fliche
(SI’ Sz: S S=+IS S,, w)

tritt, Diese Vertausehnngen ©; in Verbindung mzt den Vertauschungen
G5 erzeugen also die Monodromiegruppe 4. Nun lassen sich aber
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die Substitutionen &;:, wie man sofort erkennt, durch die Substitu-
tionen &; ausdriicken. KEs ist namlich

GCit=8GiCit1... G2k .C—1Gp—2...Si11G.

Wir gelangen daher zu folgendem einfachen Resultat:
» Die Monodromiegruppe A besteht aus allen Combinationen der
w — 1 Substitutionen -
51) @27 s v @w—l:
wo &; diegjenige Vertauschung der Riemann'schen Flichen bedeutet,
welche an Stelle der Fliche

F=(8,8,. .8 8it1, - - Su)
F’ == (Sl) 82, .y S,'Si.HS{'I, Si, .oy Sw)

die Fléche

treten lisst.
Ordnen wir den erzeugenden Substitutionen

S Soy e v vy St
der Gruppe 4 die Transpositionen

(@122), (8,83); . - -, (Gu—100)

zu, welche ihrerseits als erzeugende Substitutionen fiir die Gruppe A
aller Vertauschungen der Elemente 4,, a,, ..., a, angesehen werden
konnen, so haben wir dadurch eine isomorphe Beziehung zwischen
beiden Gruppen festgelegt. In dieser Beziehung entsprechen den Unter-
gruppen von U die oben (§ 1) erwihnten Untergruppen von A. Ins-
besondere besteht die Monodromiegruppe B offenbar aus denjenigen
Substitutionen von 4, welche bei dem in Rede stehenden Isomorphis-
mus der identischen Substitution von Y entsprechen.

§ 7
Intransitivitit der Gruppen 4 und B.

Man iibersieht leicht, dass die Monodromiegruppen 4 und B in-
transitiv sind. In der That kann sich bei Durchlaufung irgend einer
Bahn die .Art des Zusammenhangs der Blitter in dem einzelnen Ver-
zweigungspunkte fiir keine der Biemann’schen Flichen #ndern, und
es vertauschen sich daber z. B. in der Gruppe B nur jeweils solche
Flichen
1) F e (8,8, .-, 5
unter einander, fiir welche die einzelnen Substitutionen S; eine feste
Zahl von Cyklen und in den Cyklen eine feste Zahl von Elementen
enthalten.

Dies geht aueh unmittelbar aus der Gestalt der erzeugenden Sub-
stitutionen & ; (pag. 30) hervor. Aus der Betrachtung der Substitutionen
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&;,; entnehmen wir sofort noch weitere Bedingungen dafiir, dass eine
Fliche (1) in eine andere Fliche

@) F = (8,8, ..., 8)

vermbge einer Substitution der Gruppe B ibergefiilhrt werden kann.
Offenbar muss nimlich die Monodromiegruppe der Fliche (1), d. h.
diejenige Gruppe, welche aus allen Combinationen der Substitutionen
Sy, Sy, -+ ., Sy, besteht, mit der Monodromiegruppe der Fliche F”
iibereinstimmen (oder doch in die letziere transformirbar sein). Ueber-
dies miissen innerhalb dieser gemeinsamen Monodromiegruppe der
Flichen F und F” die beiden Substitutionen S; und S; gleichberechtigt
sein, wo ¢ jeden der Indices 1, 2,...,w bedeutet. Die Frage ob
diese Bedingungen auch hinreichend sind, habe ich nicht allgemein
entscheiden konnen.

Indessen bietet es keine Schwierigkeit, diese Frage fiir den Fall
zu beantworten, wo wir aus der Gesammthelt der n-blittrigen Flichen
mit den Verzweigungspunkten @y, Ay, - - - Gy diejenigen heransgreifen,
fiir welche diese Punkte einfache Verzweigungspunkte sind.¥)

Nach einem Satze des Herrn Liiroth**) kann man durch zweck-
missige Wahl der Verzweigungsschnitte, d. h. durch zweckmissige
Wahl der Linie L, erreichen, dass fiir eine beliebige jener Flichen
das zugehorige System von Substitutionen das folgende wird:

Sl‘_:‘_(lz)) Sz*""(l?); =(13): *——"(13); S2n—3==(1:%); Sz»-2===(1,?2),
Sr=(1, ) (r=20—1,...,0).

Daher kann man auf einer zweckmassxg gewahlten geschlossenen Balm
jede der betrachteten Flichen in eine bestimmte unter ihnen, nimlich
in die Fliche
((12), 12, 18), (13), . .., (1n))

iiberfithren und zwar folgt aus den Betrachtungen von Clebsch**), dass
diese Ueberfithrung auch schon durch Benutzung von ,,vollstindig
geschlossenen Bahnen moglich ist. Hiernach konnen wir folgende Sitze
aussprechen:

Bildet man die Monodromiegruppe A, indem man dabei nur die-
Jenigen Flichen beriicksichtigt, welche die Punkle ay, a5, ..., G0 2u
einfacher Verzweigungspunkien besitzen, so ist die entstehende Gruppe
transitiv. Das Gleiche gilt fiir die Monodromiegruppe B.

Oder anders ausgedriickt; Das Problem, die #-blitirigen Riemann’-
schen Flichen mit % gegebenen -einfachen Verzweignngspunkten
Gy Gyy . -y G, 70 bestimmen, ist irreducibel, sowohl wenn die sym-
metrischen Verbindungen der Werthe 4y, a,, ..., @, als auch wenn

*) Die Monodromiegruppe ist in diesem Falle die symmetrische Gruppe.
* 1 e

Mathematische Annalen, XXXIX,



34 A, Horwrrz.

diese Werthe selber als gegeben betrachtet werden. Im ersteren Falle
ist ndmlich die Gruppe 4, im letzteren die Gruppe B die Galois’sche
Gruppe des Problems, wobei alle Constanten als adjungirt voraus-
gesetat werden. —

II. Abschnitt.
Realitiits-Fragen.

§ 1.
Conjugirte Riemann’sche Flichen.

Wir nehmen in der complexen Zahlenebene E irgend w Punkte
@y, Gyy « . -5 Gy a1, legen nach diesen von irgend einem Punkte O aus
(wie in I, § 1) die Linien {,, ,, ..., %, und betrachten irgend eine
der Riemann’schen Flichen ‘

by byyooos
@ F=1\s,5, ..., s)

welehe in @y, a,, ..., a, verzweigt sind. Wenn wir diese Fliche an
der Axe der reellen Zahlen der Ebene E spiegeln, so entsteht eine

neue Fliche F, welche wir als conjugzrte Fliche von F bezeichnen
wollen.

Gehen bei dieser Spiegelung die Punkte a,, a,, ..., a, und die
Linien 1, 1,, .. ., I, beztiglich tiber in @,, @y, ..., @y und Z,, &y, .. ., b,
so ist, wie man sich ohne Schwierigkeit tiberzeugt (vgl. die Fig. 7):

\ ) w—l:' *) Z;, Zj
2 -
¢ (s—l oty ey S5, “1>

Die Flichen F und F sind eindeutig umkehrbar und conform

auf einander bezogen; doch ist die

z conforme Bezichung eine solche, bei

Z A welcher eine Umlegung der Winkel statt

@ hat, Zur Erlduterung sei noch Folgendes

bemerkt: Stellen die Punkte der Ebene

E die Werthe der complexen Variabeln

_ @, % dar, und ist die Fliche F' durch die

a : L algebraische Gleichung f(y, #)==0 erklirt,

AN @ so wird die Gleichung f(y,z) =0 die

& Fliche F definiren, wenn £ (y, z) da-

¥ig. % durch aus f(y, #) abgeleitet wird, dass

jeder Coefficient der letzteren Function durch seinen conjugirt imagi-
niren Werth ersetzt wird,
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Wenn die Fliche F' mit ihrer conjugirten F' iibereinstimmt, so
ist die Fliche F' im Sinne des Herrn Klein ,, symmetrisch®.#) (Die
Gleichung (¥, 2) = 0 kann dann so gewihlt werden, dass sie reelle
Coefficienten besitzt).

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn die Werthe a,, a,, . . -, @
theils reell, theils paarweise eonjugirt imagindr sind.

Wir wollen annehmen, dass die Werthe ¢,, a,,.. ., a, dieser
Bedingung geniigen, und zwar sei die Reihenfolge dieser Werthe so
gewihlt, dass

a, und G, = @y, @, UNA Gy_1 == gy + . ., Gy WA Gppppy = Ty
conjugirt imagindr, sowie
Q1= by, @iz =10y, ..., Guio =D,
reell sind. Die Verzweigungspunkte sind dann also der Reihe nach
(3) Qis Byyeney Ouy Dyy byy ooy Dy Guy e v oy By, Gy

Wir setzen ferner b, > b, > - -- > b, voraus, wihlen den Punkt O
anf der Axe der reellen Zahlen, und zwar so, dass O > b, ist, und
ziechen endlich die Linien I, l,, ..., 1, dergestalt, dass 1,, /,, ..., %,
durch Spiegelung an der Axe der rellen Zahlen in

lfw:_—: ll’ lw-—l = lz, v 0y lw_ﬂ,.!.l = Zﬂ,

tibergehen (vgl. Fig. 8). _
Indem wir dieses System von Linien ein fiir alle Mal festlegen,
konnen wir die Fliche (1) kiirzer mit

F=(5,8,,...5)
oder, indem wir die Bezeichnung der Substitutionen etwas abindern, mit
@) F=(808 8 L1y Doy vy Toy Zpy- - vy Zpy 5)

kezeichnen, Beziechen wir nun die conjugirte Fliche F auf dasselbe
System von Linien, so finden wir

®) F=(8:8,.. 8 I, L. Toy By s 200 B),

wo zur Abkiirzung

S;=21~17“°)S’;¢=2;13 Ti=U'T' Uy (b=1,2,...,0),

O S
21—_—.. A ,..,,Z’u= v 3 Uk=Tk.TH_1...T9 (k=1,2,:..,@)

*) ,,Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Inte-
grale®, pag. 72,
3“-
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gesetzt ist. Man bestiitigt diese Angabe sofort mit Hiilfe der Figur 8.
Die Bedingung dafiir, dass die Flichen (4) und (5) dieselben sind,
besteht nun in der Transformirbarkeit der zugehdrigen Systeme von

Fig. 8.

Substitutionen in einander. In Riicksicht auf (6) ergiebt sich daher,
nach leichter Zwischenrechnung, der Satz:

Die Riemanwsche Fliche (4) ist danmn und nur dann sich selbst
conjugirt, wenn es eime Substitution U giebt, welche den Gleichungen
7 {S.UZ;=Z:;US,=U (i——=1,2,...,y),

M GUU=U (k=12,...,0).

geniigt, wober zur Abkiirzung .

(8) To=Up, Lo To=Uy1, Tp 2Ty 1 To=Upz,..., T\ T,... To=1T,
gesetzt ist.

Betrachten wir irgend einen Punkt P auf der Axe der reellen
Zahlen und nennen wir P, P,, ..., P, die n iiber P liegenden Punkte
der Riemann’schen Fliche (4), so werden diese Punkte bei der sym-
metrischen Umformung der Fliche eine bestimmte Vertauschung
erfahren, indem den Punkten

, P, P,..., P,

dieselben Punkte, aber eventuell in anderer Reihenfolge:

FPo; Py, Po,
entsprechen. Die Substitution

1,2, ...,n )

®) V= Oy Oyy ey lly
wird die Periode zwei besitzen, da eine Wiederholung der symmetrischen
Umformung zur Identitit fithrt.

Bezeichnen wir nun mit
(10) ©, D), @,..., ()

die Stiicke
beo, Obx’ bibz’ v oe ey be...lbe’
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in welche die Axe der reellen Zahlen durch die Punkte 0, by, b,,...,b,
zerlegt wird, so finden wir fiir die Substitution ¥V bez.

(1) V=0, V=0T, V="00,..., V=0T,

je nachdem der Punkt P auf dem Stiicke (0) oder (1) oder (2),...
oder (o) angenommen wird. Die Gleichungen

(12) U2m1’ (Uiu)2=1, (U2U)2=1,.-a,(UeU)2==1

stehen mit den Gleichungen (7), wie man leicht erkennt, in Einklang.
Die Substitutionen (11) dienen vor allem dazu, festzustellen, in
welcher Weise sich die einzelnen Stiicke der Axe der reellen Zahlen
zu den Uebergangslinien®) der Fliche F' zusammenschliessen.
Wir bemerken noch, dass die Gleichungen (7) ersetzt werden
konnen durch die Gleichungen (12) und die Gleichungen

(13) S¢U2i= U (’&.'-=1,2,..., y).
§ 2.
Flichen mit einfachen, paarweise conjugirt imaginidren Verzweigungs-
punkten.

Betrachten wir die x-blittrigen Riemann’schen Flichen, mit den

gegebenen Verzweigungswerthen

U1y Qgs o +y Awy

so werden diese Flichen theils sich selber conjugirt, theils paarweise
einander conjugirt sein, wenn wir annehmen, dass a,, a,, . . ., a, theils
reell, theils paarweise conjugirt imagindr sind, (Wiirden wir die Be-
stimmung jener Flichen von einer algebraischen Gleichung abhingig
machen, so wiirden bei geeigneter Wahl der Unbekannten, den sich
selbst conjugirten Flichen die reellen Wurzeln der Gleichung ent-
sprechen).

Die Erorterungen des vorigen Paragraphen setzen uns nun in
Stand, die sich selbst conjugirten Flichen von den iibrigen zu trennen
und den verschiedenen Arten von Uebergangslinien entsprechend in
Gruppen einzutheilen.

Die allgemeine Durchfilhrung der hierzu erforderlichen Unter-
suchungen vermag ich hier nicht zu geben; vielmebr muss ich mich
begniigen, die wesentlichen Punkte in einem einfachen Falle zu be-
sprechen. ’ )

Dieser Fall sei derjenige, in welchem die w = 2y Verzweigungs-
werthe paarweise conjugirt imaginir sind, etwa

aw= Ei’ aw.—.iz 62, s e vy aﬁ.‘-]_ 56[41&

*) Siehe F, Klein, L c.
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und in welchem iiberdies nur diejenigen Flichen betrachtet werden,
welche in den Punkten a, a,, ..., a, einfach verzweigt sind.
Diese Flichen sind, nach Festlegung der Linien

biylyyesiylyylyy o is byl
einzeln zugeordnet den Systemen von % == 2y Transpositionen
(1) By tas e v oy Buy Tua oo oy Tyy Ty
welche den mehrfach erwéihnten Bedingungen (vgl.1,§1) geniigen. Einem
Systeme entspricht eine sich selbst conjugirte Fliche, wenn die Glei-
chungen
@ 7w=U,U, 7,=UtU,...,7v, = Ut U, U*=1

durch eine Substitution U befriedigt werden konnen. Eine sich selbst
conjugirte Fliche F' kann daher schon durch das System der uy -1
Substitutionen

(3) tl) t2) MRS | t.“) U
charakterisirt und dem entsprechend mit
4) F=(t,%,..., % U)

bezeichnet werden. Die Bedingungen, welchen das System (1) gentigen
muss, iibertragen sich nun auf das System (3) in folgender Weise.

Erstens muss, der Bedingung ¢,¢,...%,7,... 7,7, = 1 entsprechend,
5) TU=U0T

sein, wenn wir zur Abkiirzung

(6) T=tt...4

setzen. Ferner miissen, da vermoge ,
byboy oo stus ULU, ..., ULT

ein Uebergang von jedem Elemente zu jedem anderen méglich sein
soll, die Substitutionen (3) alle Elemente mit einander in Verbindung
setzen, oder, was dasselbe ist, die Substitutionen (3) miissen eine
transitive Gruppe erzeugen. Sodann bemerke man, dass nicht zugleich

U= (a;b,)(ayb,) . .. (a,a bn)

2 7
und ein Theil der Transpositionen ¢, ..., ¢ nur die Elemente
@4y Gy - - -5 @, , €in anderer Theil nur die Elemente b;, b,, ..., b,
z 2

in Verbindung setzen darf. Denn sonst wiirden auch

ti,...’tﬂ’ UtlU,..l’ UtHU
nur die Elemente o unter sich und die Elemente b unter sich ver-
binden. Man erkemnt nun ohne Schwierigkeit, dass diese fiir das

System (3) nothwendigen Bedingungen auch hinreichen. Mit andern
Worten:
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»Die sich selbst conjugirten Fliachen F' sind einzeln
zugeordnet den Systemen (3), welche alle Elemenfe in Ver-
bindung setzen (oder eine transitive Gruppe erzeugen) und
den Gleichungen

gesetzt ist, gentigen.*

Auszuschliessen sind dabei (im Falle eines geraden #) diejenigen
Systeme, fiir welche

U= (albl) (a2b2) . 0» (an
2
nur die Elemente ¢ unter sich und die Elemente b unter sich ver-
binden.*) Uebrigens sind natiirlich wieder in einander transformirbare
Systeme (3) als nicht verschieden anzusehen.

Der allgemeine Ausdruck einer Substitution U, welche der Be-

dingung U? = 1 geniigt, ist offenbar dieser:
(8 U = (a,b)) (a35) - - - (ar]s) (&) (&3) - - - (ca)y

WO Qs+ -y sy Oyyuvny Bry €, ..., ¢ die n Elemente in irgend einer
Reihenfolge bezeichnen. Dabei sind # und s irgend zwei nicht negative
Zablen, welche die Gleichung
s+2r=mn

befriedigen. Fiir den Fall r == O reducirt sich U auf die Identitit.

Es mogen jetzt «; und f; die beiden Elemente a; und b; in einer
der beiden moglichen Reihenfolgen bedenten, so dass also entweder
@; = a; und B; = b; oder o; = b; und B; = ¢; ist. Dann wird.

(9) T‘—(ai b a2 2 . Qp br)(ci, 62, oo.i Cg)

7N ﬁh o;, ﬁ'z uﬁrﬁtr cku Clpy o+« ck,
die allgemeinste mit U vertauschbare Substitution vorstellen, wobei
By tay -yt und Ky, Ky, ..., ks die Indices 1,2....,7 bez. 1,2,...,s
in irgend einer Reihenfolge bezeichnen.
Diejenigen sich selbst.conjugirten Flichen, fiir welche U und 7
dieselben Substitutionen sind, wollen wir in eine Classe [U, T'] rechnen.
Jede der Classe [U, T'] angehdrende Fliche besitzt so viele Ueber-

gangslinien, als die Substitution
€y Coy ey Cs
(Ck;, Chyy oo oy cks)
Cyklen hat. Denn dle Punkte anf der Axe der reellen Zahlen, welche
in den Blittern ¢, ¢,, ..., ¢, liegen, bleiben bei der symmetrischen

b”) wd b, ..., b
2

*) Dies ist namlich der eimzige Fall, in welchem die durch ¢y, %, ..., tﬂ_lﬂ
erzeugte Gruppe transitiv, dagegen die durch ¥;,%,...,%,, U4U,..., Ut U
erzeugte Gruppe intransitiv ist.
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Umformung der Fliche fest und bei einer Ueberschreitung des Punktes

0, von welchem die Linien 7,, ..., %,. ..,/ ausgehen, erfahren die
Blitter der Fliche gerade die Substitution ¢, ¢,...74, = 7.

Die Anzahl der Flichen, welche der Classe [U, 7'] angehoren,
finden wir, indem wir die Zahl der Losungen von
(10) bty o by=1T
bestimmen, dabei jedoch nur diejenigen Losungen ¢, ¢,, . . ., #, zihlen,
welche den oben angegebenen Bedingungen entsprechen. Die Be-
stimmung dieser Zahl lisst sich durch #hnliche Betrachtungen aus-
fithren, wie wir sie in Abschnitt I angestellt haben. Ich habe indessen
nur den Fall

w=2u=2n—2,

in welchem es sich also um Flichen vom Geschlecht Null handelt,
niher untersucht und will hier die erhaltenen Resultate mittheilen.

§ 3.
Flichen vom Geschlecht Null.

Betrachten wir in den » Blittern einer Riemann’schen Fliche die
Axen der reellen Zahlen, so werden sich dieselben auf der Fliche zn
einer oder mehreren geschlossenen Linien zusammensetzen. Diese Linien
will ich ,,Realititslinien“ nennen. Dieselben kdnnen einander oder
sich selber nur in Verzweigungspunkten begegnen. Wenn keiner der
Verzweigungspunkte reell ist, so setzt sich die einzelne Realititslinie
aus den Axen gewisser Blitter zusammen, jede Axe in ihrer ganzen
Ausdehnung genommen. Die Anzahl dieser Axen modge dann die
Multiplicitit der Realitétslinie heissen. Die Multiplicitiit giebt offenbar
an, wie oft sich der einzelne reelle Werth auf der Realititslinie
vorfindet.

Auf einer sich selbst conjugirten Fliche gehoren die Uebergangs-
linien zu den Realitéitslinien. Diejenigen Realititslinien, welche nicht
zugleich Uebergangslinien sind, werden entweder sich selbst symmetrisch
oder paarweise zu einander symmetrisch sein.

Betrachten wir jetat eine sich selbst conjugirte Fliche vom Ge-
schlechte Null, deren w = 2yu Verzweigungswerthe paarweise conjugirt
imagindr sind, so sind nur folgende Moglichkeiten vorhanden:

1) Es ist eine Uebergangslinie vorhanden, welche als Realitiits-
linie die Multiplicitit s besitzt. Ferner giebt es je 2p,, 2u,, 2p;, . . .
paarweise symmetrische Realititslinien von den bez. Multiplicititen
1,23,...

Die Fliche mdge in diesem Falle vom ,Charakter*

(1) tgy Hgy -+ .)
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heissen. Die , Charaktere® u,, u,, y,, . . ., konnen irgend welche ganz-
zahlige Werthe besitzen, die nicht negativ sind und der Gleichung

. $42(m + 20, + 385+ - - ) =mn
geniigen.

2) Es ist keine Uebergangslinie vorhanden; dagegen giebt es eine
sich selbst symmetrische Realititslinie von der Multiplicitit 2 o, ferner
je 2py, 28y, 24, . . . paarweise symmetrische Realititslinien von den
bez. Multiplicititen 1,2, 3, . ...

Die Fliche moge in diesem Falle vom ,,Charakter*

(05 #15 Moy g5+ - )
heissen. Die ,,Charaktere® o, w,, #,, g3, - - . konnen irgend welche
ganzzahlige Werthe besitzen, die nicht negativ sind und der Gleichung

2o+ 2+ 2m+ 38+ )=n
genfigen. Fiir die Zahl ¢ ist der Werth Null ausgeschlossen. Die
oben erwihnten auf Anzahlen beziiglichen Resultate fasse ich nun

in folgendem Satze zusammen:
Unter den n-blittrigen Riemanw'schen Flichen vom Geschlecht Null
mit gegebenen paarweise conjugirten Verzweigungswerthen giebt es

$ k—1\pm
(%_1)! (’._*_,3)1—2._‘.:.?.111— 1 (%ﬁ) £ (k-—=1,2,3,...)

7%

sich selbst conjugirte Fliichen vom Charakter (uy, @y, 3y - « ).
Dabei ist zur Abkiirzung

it g+ wt+--=24,
py+ 28, +3p3 40 =1,
gesetzt, und es besteht ferner die Gleichung
s+ 2r=mn.
Ferner giebt es (falls n eine gerade Zahl ist) unter jenen Flichen
2 k—1
1 —1)! (r )2 - _%%'f ni}i E;Lﬁd_)”" (k=1,2,5,...)

k

sich selbst conjugirte Flichen vom Charakter (05 wy, Wy, Y3, . - .), wobei
zur Abkiirzung

gt gt ust--o=4,

9+6‘t+2!‘2+3é‘3+""="‘r=%
gesetat ist.
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IV. Abschnitt.

Analytische Bestimmung der drei- und vierblittrigen Flichen.

In den Fiéllen 2 =3 und % = 4 gelingt es, wie Herr Thomae
gezeigt hat*), mit Hiilfe von 8-Functionen solche #-werthige algebraische
Functionen herzustellen, deren w Verzweigungswerthe gegeben sind.
Die Anzahl der x-blittrigen Riemann’schen Flichen mit w Ver-
zweigungspunkten betrigt nun (vgl. I, § 5) in den Fillen # = 3 und
n =4 bez.

s¥—2_1 3v—2_1

N=2 3

und ebensoviele wesentlich verschiedene algebraische Functionen miissen
in diesen Fillen (nach den Riemann’schen Existenztheoremen) *¥)existiren.
Es erschien mir nun interessant, zu untersuchen, ob man, Herrn
Thomae’s Ideengang folgend, die richtige Anzahl N von Functionen erhilt.
Dass dies in der That der Fall ist, will ich im Folgenden zeigen.
Dabei werde ich das Verfahren des Herrn Thomae in einer fiir den
vorliegenden Zweck geeigneten Weise darstellen.

und N =(2v*—1).

§ 1.
Beziehung einer n-blittrigen Fliche auf eine zweiblittrige.

Gegeben sei eine n-blittrige Riemann’sche Fliche F' vom Ge-
schlecht » mit
w=2p-4+2n—2
Verzweigungspunkten. Indem wir, wie frither, von einem Punkte O
aus die Linien 1,, Z,, ..., !, nach den Verzweigungspunkten legen,
bezeichnen wir die Kliche durch die diesen Linien entsprechenden
Transpositionen ¢, 4,, . . ., {,, setzen also
E"——‘ (tn tz;- D) tw)‘
Machen wir die hypothetische Annahme, dass eine wie diese Fliche
verzweigte algebraische Function y existirt, so werden die Werthe
Y35 Yoy - » -5 Yn dieser Function, welche in iibereinander liegenden
Punkten der » Blétter Statt finden, gerade die Transposition #; erfahren,
wenn wir den ¢t» Verzweigungspunkt umkreisen.
Wir legen jetzt unter die Fliche F' eine zweiblittrige (also hyper-
elliptische) Fliche ' mit denselben w Verzweigungspunkten. Bedeutet
¢t die eine bei zwei Elementen mogliche Transposition, so wird die

Fliche F’ durch

¥) Mathematische Annalen Bd. 6, pag. 612 und Bd. 18, pag. 443.
#) Diese Theoreme, welche ich im Folgenden nicht voraussetzen werde, sind
bekanntlich von den Herren Neumann und Schwarz bewiesen worden,
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F=(,...,1%
zu bezeichnen sein. Es ist unmittelbar klar, dass Functionen existiren,
welche wie F’ verzweigt sind; eine solche Function ist ja z. B.

y=p(x—a,) (@—a,)...a&—a),
WO @y, Gy, . « .5 Gy die Verzweigungswerthe bedeuten.

Wir verpflanzen jetzt an irgend eine Stelle der Fliche F' die
iiber derselben anf der Fliche F' liegenden Werthe y,, 95, .. ., ¥» und
setzen diese, indem wir die Stelle auf der Fliche F” sich in Bewegung
setzen lassen, stetig iiber die Fliche F” fort.

Umkreisen wir auf der Fliche F’ einen beliebig gewahlten Punkt,
so gehen die Werthe y,, 9,, ..., ¥» einzeln in sich iiber. Dies ist
ohne Weiteres deutlich, wenn jener Punkt kein Verzweigungspunkt ist.
Wenn aber der Punkt ein Verzweigungspunkt sein sollte, so erfordert
seine Umkreisung auf der Fliche F” eine doppelte Umkreisung in der
2-Ebene, und daher werden auch in diesem Falle y,,y,, ..., ¥, sich
einzeln reproduciren. Diese Thatsache kann dahin ausgesprochen
werden :

Eine wie die Fliche F verzweigte algebraische Function y st auwf
der hyperelliptischen Fliche F' zwar mehrwerthig (ndmlich n-werthig),
aber unverzweigt.

Zerschneiden wir die Fliche F” in eine einfach zusammenhingende
und setzen auf dieser einen der » Werthe von y, von irgend einer
Stelle ausgehend, stetig fort, so erhalten wir einen eindeutigen Zweig
der Function y.

Die % Zweige der Function y
erfahren dann ;beim Ueberschreiten
einer Schnittlinie eine bestimmte
Vertauschung. Man erhdlt eine
Flache auf welcher y einwerthig
ist, wenn man #» Exemplare der
zerschnittenen Flache 7 iibereinan-
derdeckt und dieselben lings jeder
Begrenzungslinie der zugehérigen
Vertauschung entsprechend ver-
bindet.

Diese Vertauschungen sollen
jetzt unter Annahme einer be- Fig. 9.
stimmten Zerschneidung der Fliche
F' bestimmt werden.*) Die geschlossene Linie L werde wie friher
durch die Punkte @, a,, ..., a, so gelegt, dass die Linien 1, 1,,..,%,
ganz in dem einen Theile G der Ebene verlaufen, welcher von Z; begrenzt

¥) Vgl, fiir das Nachkfolgende die Figur 9..
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wird, Die beiden Blitter der Fliche F’ mogen lings der Stiicke
Uy By, G384y « « -y Bu_10yp der Linie L zusammenhingen. Wir nehmen
nun in dem Theile G’ der Ebene einen Punkt A an und lassen in
diesem Punkte die Schnitte beginnen und endigen. Jeder Uebergangslinie

a2i—y B2i (’i=l,2,...,y,=%’_.._1)

entsprechend fithren wir zwei Schnitte 4;, B;. Der Schnitt 4; ver-

lduft ganz im oberen Blatte und umkreist die Punkte a@g;_jas;. Der

Schnitt B; beginnt im oberen Blatte, fijhrt, um den Punkt a@s;:

laufend, in’s untere Blatt, lduft in diesem bis zur Uebergangslinie

(p—1 0y, tritt sodann wieder in’s obere Blatt, in welchem derselbe,

die Linien 1,, 1, L, .. ., lp; Uberschreitend, wieder in 4 miindet.
Nach Ausfiibrung dieser Schnitte

4,,B,, 4,,B,, ..., 4,, B, (l“"‘:‘zg“"l)

ist die Fliche F’ in eine einfach zusammenhingende iibergegangen.

Der Schnitt B; fihrt von der positiven auf die negative Seite
von A;, der Sehnitt 4; von der negativen auf die positive Seite von
B;. Umkreist man im oberen Blatte den Punkt 4 in positivem Sinne,
so iiberschreitet man die Schnitte in folgender Reihenfolge

AFBF AT By AT BF A7 By ... AT BF 4, By

dabei bedeuten die oberen Indices 4 und —, dass das Ueberschreiten
von der negativen auf die positive bez. von der positiven auf die
negative Seite erfolgt.

Wir betrachten jetzt auf der zerschnittenen Fliche F' die n Zweige
Yis Yas » - -, Ya der Function y, von welchen jeder einzelne eindeutig
iiber die zerschnittene Fliche ausgebreitet ist. Bedeuten y,, ¥,,..., ¥
die auf der negativen Seite einer der Linien A4;, B; in einem Punkte
P stattfindenden Werthe der »n Zweige von y, ferner y,/, 95, «-. ., ¥a
die auf der positiven Seite in demselben Punkte P der betreffenden
Linie stattfindenden Werthe, so unterscheiden sich 4., 45, . . ., y» DUr
in der Reihenfolge von %,, ¥, ..., ¥s.

Beim Ueberschreiten jener Linie von der negativen zur positiven
Seite erfahren also die Zweige die Substitution

Y'Yy - - yé)
Vi Y oo/’

d. b. man gelangt von dem Zweige %' in den Zweig y:(k=1,2,...,n).
Da die Linie 4; von der negativen auf die positive Seite der Linie
B; fithrt, so erhalten wir die B; entsprechende Substitution 8, indem

wir feststellen, welche Vertauschung ¥, 4,, . . ., ¥» nach Durehlaufung
der Linie 4; erfahren haben.

S =
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Ebenso bestimmen wir die 4; entsprechende Substitution, indem
wir feststellen, wie sich y,, ¢,, . . ., ¥» bei Durchlaufung der Linie B;
vertauschen.

Auf diese Weise finden wir die folgenden, den Linien 4,, B,, ...,
A,, B, entsprechenden Substitutionen:

Wir bilden aus den Transpositionen ¢,,1,,..., 4, die folgenden
Substitutionen:

S, =ty ...tpy="1,

82 = t2 P tw__l == t, tw7

S3 == tg . tw_l == t2t1tfw,

Sy = bt =t .. oty b

Beim Uebertritt von der negativen zur positiven Seite erfahren dann
die n Zweige Yy, Yy« o5 Yau

lings A; die Substitution Sii-i.Szijs . Ses = U,
lings B; die Substitution Ssiia . Saiy V..
Man erhirtet leicht die Relation
U,V, U7 Vit 0, Va0 Vs OV U Vit =1,
welche nichts anderes besagt, als dass bel einer positiven Umkreisung
des Punktes A jeder Zweig in sich iibergeht.
Die Substitutionen U; und V; lassen sich in die Gestalt

U; = Ssita (butity . . bityiy) Seic1, Vi== Szﬁ-x (briates) Seita
bringen, woraus erhellt, dass die erstere einem Producte von 2¢ - 2,
die letztere einem Producte von zwei Transpositionen dhulich ist.

Die Gruppe, welche die Substitutionen U;, V; erzeugen, also die
Monodromiegruppe von y auf der Fliche F”, ist daher in der alter-
nirenden Gruppe enthalten. Man kann aber leicht zeigen, dass sie
mit der alternirenden Gruppe identisch ist. In der That konnen die
Linien 1,, 1,, ..., L, nach dem Satze von Liiroth immer so gewahlt
werden, dass

to = W ¥)y &= "%), =1,
fy = (#1Ys)s -+ s bansb= (Y ¥Yn)y Ton-s= (Y1 Yn—1)

und alle folgenden Transpositionen ¢ gleich (y,y.) werden. Bei dieser
Wahl der Linien I finden wir aber

(1) {Ui = (41%:93)> U= (4995, - - » Up2 = (Y¥n-1%2),
Vi= (%Y%) Vo={%Y¥s)s -+ Vaso= (Y YnYu-1),

wihrend alle iibrigen Substitutionen U;, ¥; sich auf die Identitst
reduciren. Die Substitutionen (1) erzeugen aber, wie leicht zn schen,

I
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die alternirende Gruppe, woraus die Rich.tigkeit unserer Behauptung
folgt.

Man kapn diese Betrachtungen in etwas abindern, indem man
die Fliche ¥’ von vornherein als diejenige Fliche einfithrt, welche

die Verzweigung des Differenzenproductes l l (%: — y) darstellt.
%k

Auch bemerkt man, dass die hypothetische Annahme einer Funetion y,

welche wie F verzweigt ist, hitte vermieden werden kdnnen, indem

die Sitze dieses Paragraphen im Grunde nur rein- topologische Be-

ziehungen der Flichen F und F” aussprechen.

§ 2.
Der ¥Fall » = 3.

Wenn jetzt die Fliche F als eine dreiblittrige, also # = 3 voraus-
gesetzt wird, so sind die Substitutionen U;, V; simmilich Potenzen
der cyklischen Substitution

S = (¥:%:9)
Daher ist der Lagrange’sche Ausdruck
¢y 2=y, + ey, + oy,

wo « eine imaginire dritte Wurzel der Einheit bedeutet, eine anf der
Fliche F’ unverzweigte Function, welche beim Ueberschreiten einer
der Linien A4;, B; einen Factor o* (k =0, 1, 2) erhilt. Die Function #
ist also eine Wurzelfunction dritten Grades auf der Fliche F’. Diese
Functionen lassen sich aber bekanntlich durch-Integrale dritter Gattung
oder auch durch &- Functionen darstellen*). Wir versuchen die Dar-
stellung fiir den Fall, in welchem y auf der Fliche F in p 4 1 Ver-
zweigungspunkten @, @,, ..., @pp1 einfach unendlich wird. Die Summe
Y, + ¥, + v, ist dann eine rationale Fgnction von z, welche nur fiir

0 1
% =@y, G, .-. dpy1 und zwar hochstens von der Ordnung = un-

endlich werden kann und sich daher auf eine Constante reducirt.
Indem wir y um eine geeignete Constante vermehren, erreichen
wir, dass

) Y+ Y+ 9y;=0
wird, Das Geschlecht y der zweiblittrigen Fliche F’ ist

y=—22£_1=1?+1.

Es mbgen nun
ui, “2, * 3 uﬂ

*) Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, Art. 25 und 26.
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die nach Riemann’s Vorschrift bestimmten Normalintegrale erster
Gattung der Fliche F’ bezeichnen, wobei wir die oben angegebene
Zerschneidung der Fliche F’ zu Grunde legen. Ferner seien

u k=1,2,...,p+1)
die Werthe des Integrales w, in den Verzweigungspunkten

. . al, a2, o ooy a/p-}-l;
und endlich sei

k

Die Wurzelfunction (1) driickt sich dann als #-Quotient in der
Gestalt aus:

u 3
& (u,,—— e,— g, Tl — ; h’e“ve) “22";:('“1:"%)
4) 9+ ey, + Py =c- 5w, — &) - e ’

wo ¢ eine Constante und g,, ..., gu, by, - . ., b, Drittel ganzer Zahlen
bedeuten.

Auf einem geeigneten Wege, welcher von einer Stelle der Fliche
zu der entsprechenden Stelle des anderen Blattes fiihrt, 'werden sich
Y, und y, vertauschen. Gehen dabei gleichzeitis w,, ... %, in
%y, . . ., u, tber, so erhalten wir aus (4):

a(u;,-e,- gymi—3 hy 9) 23V (4, o)

(5) Y+ ety ey, =c- ,3.(,“;__8’)1 e ! :
Nun ist bekanntlich

6) uy + uy =2uP =24 - - - = 24PV = 24P, (v=1,2,...,0)

wo sich das Congruenzzeichen auf die Perioden der Integrale bezieht

und u?*? den Werth von u, in dem Verzweigungspunkt a,., be-

deutet. Ferner konnen wir

1
0 o= ST Zuiptd
k=1

annehmen®). Aus (6) und (7) folgt:
B  w —e=—(u—6)—2(e — u) = — (, — &),

Und somit geht die Gleichung (5), da & eine gerade Funection ist,
fiber in:

R Y

¥ Vgl. C. Neumann, Vorlesungen iiber Riemann's Theorie der Abel'schen
Integrale (Leipzig 1884) pag. 367,
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M
- lad
. , ﬁ(“v*ev+9~“+§%“ve) 2 Dt (ty— )
®) y+ Pt ays=c-o - S —a) re 1 ’

wo o eine dritte Einheitswurzel bezeichnet.

Aus den Gleichungen (2), (4) und (9) erhalten wir nun y,, ¥,, ¥;
und zwar kommt, indem wir eine geeignet gewihlte unter diesen
Grossen mit y bezeichnen:

) u
'3(%‘,-— e,— g,'n'i-—-Zl: hea,, ) “‘22}‘v( v o)
I3
- €

(10) y=c

P (u,—¢,)
© ©
'3‘(%,-— e,+ g,ni-{—Zhea’e) 2211,(u,,—e,)
+ 1 .e 1
A )

Der Ausdruck (10), welchen wir fiir y gefunden haben, erfiillt
nun aber auch, wie man sofort iibersieht, alle erforderlichen Be-
dingungen: er stellt eine dreiwerthige algebraische Function von z
dar, welche die Punkte a,, a,, ..., a, zu einfachen Verzweigungs-
punkten besitzt.

Die Zahlen g, 9y, - -+ Gu; Pys hyy « .. h, konnen alle Werthe
der Gestalt

&
glm—?, gz—_—_——?—,--',g#:—{—, kln-%i—, k2==—’—73- "°,h#===—-—~—
erhalten, wo &, ... &, %, ... % ganze nicht simmtlich ver-
schwindende Zahlen bedeuten. Da aber der Ausdruck (10) unveréindert
. bleibt, wenn wir das System (g, %) durch (— g, — h) ersetzen, und
sich nur um einen constanten Factor indert, wenn eine der Zahlen

g, b um eine Binheit wichst oder abnimmt, so erhalten wir genau

g1 g%
2 T 2

verschiedene Functionen y, also in der That gerade so viele, als es
nach I, § 5 verschiedene dreiblittrige Flichen mit w Verzweigungs-
punkten giebt.

§ 3.
Der Fall n = 4.

Wir betrachten jetzt den Fall » = 4. Es ist die Aufgabe, eine
algebraische Function y zu bestimmen, welche wie eine gegebene vier-
blittrige Fliche F mit den Verzweigungspunkten g, @,, - - ., Gy Ver-
aweigt ist. Wir werden wieder annehmen, dass die zu bestimmende
Function y in den Punkten
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A R T (p=12'i-—3)

von der ersten Ordnung unendlich wird. Bezeichnen wir mit y,, ¥,, ¥s, 9,
die Werthe, welche y in vier ibereinanderliegenden Punkten der Fliche
F annimmt, so erfahren die Quadrate der Grossen

G=2y =Y — Y — Y+ Y

(1) By =Yy — Y+ ¥ — Ys

G3="Y + Yo —Ys— Y,
bei einem Umlauf um einen der Punkte «,, a,, ... @, eine Permu-
tation, welche in einer Vertauschung zweier jener Quadrate besteht.
Daher ist 2% wie eine dreibliftrige Fliche F” mit den einfachen Ver-
zweigungspunkten a,, a,, ..., 4, verzweigt und 2z selber ist auf der
Fliche F” eine Wurzelfunction zweiten Grades, welche in den p -1
Verzweigangspunkten a,, a,, ..., a,43 von der ersten Ordnung un-
endlich wird. Das Geschlecht p der Fliche F'” ist gleich p - 1.
Bedeuten. u,, u,, . . ., 4, Normalintegrale erster Gattung der Fliche
F”, so kommt bei geeigneter Bestimmung der Constanten e, e,, ..., e,:

4 ¥
/9(u1,~ e,,—g,,ni——g hea,e) -22%(%*%)

2 e=2z=c- 5w, —c,) € )

wo ¢ eine Constante und g,, ..., 9y, A, ..., h, Hilften ganzer Zahlen
bezeichnen, Zur Abkiirzung werde die rechte Seite von (2) gleich
¥ (u,) gesetzt, ferner seien Uy, ..., Uy, Uy ..., Uy, Uy 5. .. uy die
Werthe der Integrale erster Gattung in iibereinanderliegenden Punkten
der Fliche 77, Dann ergiebt sich, unter Wiederholung der Gleichung (2):

4y = 1/’(“”):
(3) 8y == 1!’(“7,)’
53 == ¢(uy’r)-

Da nun gy, + 9, + 9; -+ y, eine Constante ist, welche wir gleich
Null annehmen diirfen, so folgt endlich in Riicksicht auf (1):

@ y =1 = + () + o) + ¥ (w")).

Man iiberzeugt sich leicht, dass dieser fiir y gefundene Ausdruck
allen Bedingungen geniigt; d. h. nehmen wir irgend eine an den Stellen
Gy Oy .« . + G, einfach verzweigte dreiblittrige Fliche ' an und con-
strairen auf ijhr die Funetion % [ (uy) + ¥ (u) + ¥ ()], so wird
dieselbe eine algebraische vierwerthige Funetion sein, welche an den
Stellen a,, a,, ..., 6, cinfach verzweigt ist. Die Anzahl dieser Fune-

Mathematische Annalen. XXXIX, 4
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tionen konnen wir nun leicht abzihlen. Die Zahl der dreiblittrigen
Flichen, welche wir fir F'” annehmen konnen, betrigt
3% —1
2
Ferner gestatten die in 9 (w,) auftretenden Hilften ganzer Zahlen

isevays By, oo by 227V —1==2v—%_1 wesentlich verschiedene
Bestimmungen. Wir erhalten also fiir die gesuchte Anzahl den Werth

9 ’
welcher mit der frither (I, § 5) bestimmten Zahl der vierblittrigen
Flichen mit w0 gegebenen Verzweigungspunkten iibereinstimmt.

§ 4
Anschliessende Bemerkungen.

Die vorstehenden Betrachtungen verdanken ihren Erfolg offenbar
denselben Thatsachen, welche die algebraische Auflssung der all-
gemeinen Gleichungen 3. und 4. Grades ermdiglichen. Aehnliche Be-
trachtungen lassen sich fiir diejenigen #-blattrigen Flichen anstellen,
deren Monodromiegruppen besondere Eigenschaften besitzen, worauf
wir indessen nicht niher eingehen wollen. Hs mag nur noch ein
anderer Umstand hervorgehoben werden, welcher aus den obigen Ent-
wicklungen hervorgeht. Es ist dieses der Zusammenhang des Problemes,
die 3- und 4-blattrigen Flichen mit gegebenen einfachen Verzweigungs-
punkten zu bestimmen, mit der Drei-Theilung der hyperelliptischen
Functionen. Dieser Zusammenhang ist in einem speciellen Falle auch
sehon in der Literatur hervorgetreten. Handelt es sich um die Auf-
gabe, die Biische]l binirer Formen 4. Grades zu bestimmen, deren
Diseriminante eine gegebene Function (vom 6'® Grade in dem Para-
meter des Biischels) ist, so kommt dies offenbar auf die Bestimmung
der 4-blittrigen Riemann’schen Flichen vom Geschlecht Null mit ge-
gebenen Verzweigungspunkten hinaus. Nun ldsst sich jene Aufgabe,
wie Hilbert (L c.) gezeigt hat, auf ein von Clebsch behandeltes
Problem#) zurtickfithren. Das letztere verlangt eine bindre Form
6. Grades in die Gestalt ©® — u? zu setzen, wo » und % Formen 3.
und 2. Grades bedeuten. C.Jordan bemerkte nun, dass die Gruppen-
eigenschaften dieses Problemes genau mit denjenigen iibereinstimmen,
welche das Problem der Drei-Theilung der hyperelliptischen Funetionen

*) Zur Theorie der bindren Formen sechster Ordnung und zur Dreitheilung
der hyperelliptischen Functionen. Mathem. Annalen Bd. 2, pag. 193. Vgl. auch
Burkhardt: ,,Grundziige einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen
Functionen I Ordnung. Nach Vorlesungen von F, Klein‘ Mathem. Anpalen

Bd. 35, pag. 255.
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(p = 2) besitzt. Clebseh zeigte sodann auch direet den inneren Zn-
sammenhang beider Probleme. Die erwihnten Gruppeneigenschaften
lassen sich iibrigens, wie wir noch bemerken wollen, auf Grund der
allgemeinen Sitze des zweiten Theiles vorliegender Arbeit herleiten.

V. Abschnitt.
Flichen, welche tiber einer gegebener Fliche ausgebreitet sind.

§ 1.
Einfihrong und Vergleich von Flichen 7', welche iiber einer festen
Fliche ¢ ausgebreitet sind.

Die complexe Zahlenebene lisst sich als die einfachste Riemann’sche
Fliche vom Geschlecht Null ansehen, Von diesem Gesichtspunkte aus
bietet sich sofort eine Verallgemeinerung des Problemes, welches allen
vorstehenden Entwicklungen zn Grunde liegt. Die Verallgemeinerung
besteht darin, dass wir nicht mehr nach den Flichen fragen, welche
iiber der complexen Zahlenebene, sondern nach denjenigen, welche
{iber einer gegebenen Riemann’schen Fliche ausgebreitet sind¥), Die
letztere werde ich in der Folge stets mit @ bezeichnen, ihr Ge-
schlecht mit p. Die fest gegebene Fliche ¢f kann man sieh entweder
mehrblittrig fiber einer complexen Zahlenehene ausgebreitet denken,
oder auch als eine frei im Raume liegende gesehlossene Ringfliche
mit p Lochern. Man kann noch weiter gehen und die Fliche ¢ in
Gestalt irgend einer zweidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit
von (2p -+ 1)-fachen Zusammenhange annehmen*¥). Die Vorstellung
der Ringfliche ist besonders bequem fiir solche Betrachtungen, welche
der Analysis situs angehoren.

Ich gebe nun dazn iiber die oben erwihnte Verallgemeinerung
unseres Problemes niher zu entwickeln. Wir zerschneiden die Fliche ¢
durch die Riemann’schen Schnitte

Al’ 'Bl) 'A'2) B?) MRS Apﬂ 'BP
in eine einfach zusammenhingende Fliche. Diese Schuitte lassen wir
simmtlich in ein und demselben Punkte O der Fliche beginnen und
endigen. Deuten wir durch die Indices 4+ und — ein Ueberschreiten
von der negativen auf die positive bez. von der positiven auf die
negative Seite einer Linie an, so sollen die Schuitte bei einem posi-
tiven Umlauf um den Punkt O in der Folge

A BF AT By AT BY A7 By ... AF Bf A By

¥) Vgl. W.Dyck’s in der Einleitung citirte Abhandiungen.
%) F Klein: ,,Nene Beitriige zur Riemann’schen Functionentheoriet, Diese
Apnalen Bd. 21, pag, 141.
4_#



52 A. Horwirz,

iiberschritten werden. Es ist dieses dieselbe Wahl der Schnitte, welche
oben (IV, § 1) bei der hyperelliptischen Fliche F’ in Anwendung kam.
Auf der Fliche ¢ seien nun w Punkte

(1) Qyy gy + o oy Qo

gegeben. Wir nehmen an, der Punkt G sei so gewihlt, dass er mit
keinem dieser w Punkte zusammenfillt und wir verbinden O mit den
Punkten a,, a,, ... @, durch Schnitte ,,1,,..., 1,, welche weder
einander noch einem der Schnitte A;, B; begegnen. Bei einer posi-
tiven Umkreisung des Punktes O mdgen die Schnitte in der Folge

) FW .. . WATBf AT Br ... AF BY A7 By

iberschritten werden. Die Fliche ® sei nach Ausfiihrung aller Schnitte
in die Fliche ®* iibergegangen. Die Fliche ®* ist einfach zusammen-
héingend, ihre Begrenzung wird von den Ufern der Schnitte I, A, B
gebildet.

Wir nehmen nun % in einander liegende Exemplare der Fliche
¢* an, welche wir in irgend einer Reihenfolge als erstes, zweites, . ..
ntes Blatt bezeichnen.

Ferner ordnen wir den Linien

(3) ll) l?? c lw: A’l’ Bl’ A?? B?) R AI” BP
je eine auf » Elemente bezligliche Substitution
4) Sy 8y ooy Suy Uy iy Uy, Vyy oo, Uy, ¥y

zu und verbinden endlich die » Exemplare ®* lings der Linien (3)
derart dass die n Blitter beim Uebertritt von der negativen auf die
positive Seite einer der Linien (3) gerade die dieser Linie entsprechende
Substitution (3) erfahren. Die auf diese Weise verbundenen Blitter ¢*
bilden eine #n-fach iiber der Fliche & ausgebreitete Fliche, welche
i it A,, B 4,, B

b w’ 12 {2 * v 34 »r
®) F= (s‘, Sy oo 8o, Ty Vyyenny Ua, ¥,

bezeichnen. Damit diese Fliche in sich geschlossen sei (aus einem
Stiicke bestehe) legen wir den Substitutionen (4) die Bedingung auf,
eine transitive Gruppe zu erzeugen, welch’ letztere die Monodromie-
gruppe von ¥ in Riicksicht auf @ heisst. Damit ferner nur die Punkte
@y, Gy, . .., @y nicht aber der Punkt O Verzweigungspunkte von F
werden, beschrinken wir die Wahl der Substitutionen (4) weiter durch
die Festsetzung, dass

6) 8,8,...8,0,V,u'vitu, v, U vt O,V 0, V=1
sein soll.

Ziehen wir auf der- Fliche @ von einem Punkte 4 aus, welcher
von @, &,, . . ., G, verschieden ist, irgend eine nach A4 zuriickkehrende
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und die Puukte a,, a,, .. ., @, vermeidende Linie L, so werden nach
Durchlaufung dieser Linie die Blitter von F eine gewisse Substitution
S erfahren haben. (Die Gesammtheit der Substitutionen S bildet die
oben erwiahnte Monodromiegruppe von F.) Aendern wir nun, unter
Festhaltung der Punkte a,, a,, .. ., @», den Punkt O, die durch ihn
laufenden Linien (3) und die Substitutionen (4), und sei F” die zu
den abgeidnderten Elementen gehorige Fliche. Wir erachten dann die
Flichen F und F’ als nicht von einander verschieden, wenn jeder in
A beginnenden und endigenden Linie L riicksichtlich /' dieselbe Sub-
stitution S entSpricht wie riicksichtlich F’, oder wenn doch dieser
Umstand durch eine zweckmissige Abanderung der N umerlrund der
Blidtter von # erreicht werden kann.

Diese Definition ist, wie man leicht sieht, von der Wahl des

Punktes 4 unabhingig.

. § 2.
Berechnung des Geschlechts der Flichen F.

Betrachten wir die im vorigen Paragraphen erklirte Fliche F, so
legen wir jedem ihrer Verzweignngspunkte, z. B. dem Punkte a;, wie
iiblich eine bestimmte Multiplicitit bei. Wenn némlich ¢; die Zahl
der Cyklen der Substitution S; bedeutet, so heisst der Verzweigungs-
punkt a; von der Multiplicitit # — ¢;. Auf der Fliche F' findet sich
der Punkt a@; dann ¢;-mal wieder, wihrend jeder andere Punkt von ¢
auf der Fliche F genau n-mal erscheint.

Die Anzahl

€)) W= S (n— )

i=1

heisst die Zahl der einfachen Verzweigungen der Fliche F.
Ibrer Entstehung gemiss trigt die Fliche I eine Eintheilung in

f=mn
einfach zusammenhingende Gebiete, von denen jedes einzelne ein
Exemplar der Fliche ¢* ist. Die Ecken dieser Gebietseintheilung
werden von den Punkten a; und den Punkten O gebildet, ihre Anzahl

betrigt also
€= Z ¢ -+ n.

Die Anzahl der Kanten der Gebietseintheilung findet man leicht
gleich
k=n-w- 2pn.

Nun ist nach dem verallgemeinerten Euler'schen Satze

e+f=Fk+42—2P,



54 A. Horwirz,

wo P das Geschlecht der Fliche ¥ bedeutet. Berechnen wir aus den
vorstehenden Gleichungen P, so erhalten wir das Resultat:

wDas Geschlecht P der Fliche F besitst den Werth:

@) Peoy WHn(p—1)+1,

wo W die Zahl der einfachen Verzweigungen, n die Blitterzahl von
F und p das Geschlecht der Fliche ® bedeutet.*

§ 3.
Das verallgemeinerte Problem und seine Monodromiegruppe.

Das verallgemeinerte Problem lantet nun so:

Gegeben sind eine Riemanw'sche Fliche ® und auf derselben
w Punkte a;, a,, .. ., a,. Man soll diejenigen Riemanw'schen Flichen
-bestimmen , welche n-blittrig iiber der Fliche ® ausgebreitet und an
den Stellen a,, a,, . . ., a, verzweigt sind.

Die zu bestimmenden Flichen sind nach dem Vorhergehenden
einzeln zugeordnet den Systémen von w - 2p Substitutionen

(1) Sis Bas ey 8wy Uy, Vi, Uy, Vi ooy Upy Vs
welche mit % Elementen gebildet sind und folgenden Bedingungen
geniigen:
1) Die von den Substitutionen (1) erzeugte Gruppe ist transitiv.
2) Die Substitutionen befriedigen die Gleichung

2) 8,8 ... 8 U0 V,U Vit . ..UV, UV, = 1.

Dabei sind zwei Systeme (1) als nicht verschieden zu erachten,
wenn das eine durch Transformation (Umnumerirung der n Elemente)
aus dem anderen abgeleitet werden kann.

Ist das Geschlecht p der Fliche & gleich Null, so kommen wir
auf unser fritheres Problem zuriick,

Um die Monodromiegruppe des verallgemeinerten Problemes zu
erhalten, denke man sich die 3p — 3%) Moduln der Fliche ¢ und
zugleich die Stellen a;, a,, ..., a, von irgend einer Anfangslage aus
stetig in Bewegung gesetzt und in die Anfangslage zurdickgefithrt, In
jedem Stadium der Bewegung miissen. jedoch die Stellen a,, ay, . .., a,
von einander getrennt und die Fliche ® irreducibel bleiben. Ver-
folgen wir wihrend der Bewegung die Aenderung der Flichen F, so
werden die letzteren nur eine Vertauschung erfahren haben, wenn die
Anfangslage wieder erreicht ist. Die Gesammtheit dieser Vertauschungen

*) Diese Zahl ist bekanntlich fiir p = 0 durch 0 und fir p=1 durch 1 zu
ersetzen,
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bildet die in Rede stehende Monodromiegruppe. Nun werden bei der
Bewegung fiir eine bestimmte Fliche F sich nur die Linien 1, 1, ..., 1,
Ay, ..., B, nach und nach &ndern, nicht aber die zugehdrigen Sub-
stitutionen S,, 8,,..., S8,, U,,... ¥, Also folgt:
Eine Substitution der Monodromiegruppe unseres Problemes ersetzt
die Fliche
P ( by -+ boy 44, By, .., Ap:Bp)
818 o 8wy U, Viy .. Up, ¥y

durch die Fliche ) ) )
7 V4, ..yl A\ B/, ..., 4,, By
198 o 08wy, UL Vi ooy Up, V!’

wo U’y A, B" irgend ein denselben DBedingungen, wie 1, A, B ge-
niigendes Liniensystem bedeutet.

Man wird alle Substitutionen der Monodromiegruppe erhalten,
wenn man fiir I, A, B’ nach und nach alle moglichen jenen Be-
dingungen geniigenden Liniensysteme wéhlt. '

Das verallgemeinerte Problem kann offenbar dadurch specialisirt
werden, dass man die Art der Verzweigung an den Punkten q,,a,, ..., a,
vorschreibt, oder allgemeiner dadurch, dass man den Substitutionen
8,85, 00 S,,, y Uiy Viy.oy Uy, V,, gewisse beschrinkende Bedingungen
auferlegt. Derartige Speclalisirungen sind schon durch den Umstand an-
gezeigt, dass das verallgemeinerte Problem im Allgemeinen reducibel ist.

§ 4.
Unverzweigte Flichen und Functionen.

In diesem und den folgenden Paragraphen will ich den besonderen
Fall betrachten, in welchem die Punkte @, a,, ..., a, in Fortfall
kommen, so dass es sich um #n-blittrige Flichen

F=
(U,, V.. Uy, V,,)

handelt, welche auf der gegebenen Fliche ® unverzweigt sind. Diese
Flichen erscheinen von besonderem Interesse, weil sie den Flichen ¢
von hoherem Geschlecht eigenthiimlich sind und berufen sein diirften,
in dem Aufbau der einfachsten automorphen Functionen®) eine wichtige
Rolle zu spielen.

*) Ich schliesse mich in der Bezeichnung den neusten Publicationen von
F. Klein an. Siehe: ,Zur Theorie der Lamé&schen Functionen“. Gottinger
Nachrichten vom 1. Marz 1890. Ferner: ,Ueber Normirung der linearen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung. Diese Annalen; Bd. 38, I, und die von
Herrn Fricke herausgegebenen ,,Vorlesungen iiber elliptische Modulfunctionen*
(Leipzig 1890) Bd, I, pag. 763,
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Wir bezeichnen wie frither mit ¢* die einfach zusammenhingende
Fliche, welche aus ¢ durch Ausfiibrung der Schnitte 4, B hervor-
geht. Die Fliche F besteht aus # iibereinanderliegenden Exemplaren
®%, welche lings der Linien A, B den Substitutionen U, ¥V ent-
sprechend verbunden sind. Bedeutet y eine algebraische eindeutige
Function des Ortes auf der Fliche F und sind v, #,,. .., ¥, die im
Allgemeinen von einander verschiedenen Werthe, welche y in » tiber-
einanderliegenden Punkten von F annimmt, so lisst sich jeder der
n Werthe y,, 9,, .. ., ¥, eindeutig iiber die Fliche ®* fortsetzen, und
der Werthevorrath der Function y erscheint dann in % eindeutige
Zweige zerlegt. Die letzteren erfahren beim Ueberschreiten der Linien
A, B die Vertauschungen U, V. Die Bestimmung der Flichen F ist
also gleichbedentend mit der Bestimmung der auf der Fliche ¢ #u-
werthigen algebraischen unverzweigten Functionen. Ist das Geschlecht
der Fliche ¢ gleich 1, so werden alle diese Functionen durch die
Theorie der Transformation der elliptischen Functionen geliefert, und
der Fall p=1 kann daher als vollstindig erledigt betrachtet und
weiterhin bei Seite gelassen werden. Fiir ein beliebiges p bat man in
der Theorie der Abel’schen Functionen eine besondere Art algebraischer
unverzweigter Functionen, nimlich die Wurzelfunctionen betrachtet.
Ich werde weiterhin die Stellung dieser besonderen Functionen unter
den allgemeinen unverzweigten Functionen niher charakterisiren. Zu-
vor moge der Fall n = 2, welcher sich leicht und vollstindig er-
ledigen lisst, kurz besprochen werden.

§ b,
Bestimmung aller zweiwerthigen unverzweigten algebraischen
Functionen.

Es handelt sich vm die Bestimmung aller Flichen F, welche
zweiblittrig und unverzweigt fiber einer gegebenen Fliche ¢ vom Ge-
schlecht p ausgebreitet sind.

Diese Flichen sind nach Festlegung der Schnitte A, B einzeln
zugeordnet den Systemen von 2p Substitutionen U,, V,, ..., Up, V),
welche mit zwei Elementen gebildet sind, die Gleichung

'e) OV, 00 v ... 0V, 0; 7, =1
befriedigen und eine transitive Gruppe erzeugen. Sind 1, 2 die
beiden Elemente, so giebt es nur die beiden Substitutiénen

8y =(1)(@), §,=(12)
und offenbar diirfen wir fiir U;, V; nach Willkiir die eine oder die
andere dieser Substifutionen wahlen. Nur der eine Fall, in welchem
U,,V,, .., Uy, V, simmtlich mit S, identificirt werden, ist aus-
zuschliessen. !
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Die Anzahl der Flichen F belrdgt daher 2°7 — 1.%)

Es gelingt auch leicht die zu diesen Flichen gehorenden alge-
braischen Functionen zu bestimmen. Sei F eine bestimmte jener
237 — 1 Flidchen, ferner y eine eindeutige algebraische Function des
Ortes auf F' und seien ¥,, y, die beiden auf ®* eindeutigen Zweige
der Function y. Die Function y, — y, nimmé dann beim Ueber-
schreiten eines der Schnitte A, B” den Factor 1 oder — 1 auf, ist
also eine Wurzelfunction zweiten Grades. Die Summe y, + y, ist
eine eindeutige algebraische Function des Ortes auf der Fliche o.
Bilden wir nun, unter Anwendung der bekannten Riemann’schen Be-
zeichnungen, fiir die Fliche ® den ¥ -Quotienten

@) Y=1(g1> 925+ - 903 Py bay oo oy p)
o(w, —e, — g, nt —Zkeaw) —2211»(%—%)
= 7, — ¢,) e ’

WO giy-.-9ps By,... b, Hilften ganzer Zahlen bedeuten, so ist
y, + 9, =2R,, y, — Y, =29 R, und folglich wird

3) y=2~R +v¢- R,

der allgemeine Ausdruck einer auf F eindeutigen algebraischen Function
sein. Dabei bezeichnen R,, B, eindeutige algebraische Functionen der
Fliche ®. Wir erhalten die 22 — 1 verschiedenen Flichen F, indem
wir fir (g9,, « - - 9ps P4y - - +, bp) nDach und nach alle moglichen
wesentlich verschiedenen Systeme von Hilften ganzer Zahlen wihlen.
Uebrigens leuchtet ein, dass die einzelne Fliche F schon durch die
Function

3) Y=0(91, 92+ > 905 M5 has oo p)
vollstéindig definirt werden kann*¥).

Die Fille » =3 und n = 4 lassen sich nach der Methode des
vorigen Abschnittes ebenfalls erledigen, worauf ich indessen hier nicht
naher eingehe.

#) Vgl. wegen des Falles p=2: W, Dyck: ,Ueber Aufstellung und Unter-
suchung von Gruppe und Irrationalitit regulirer Riemann’scher Flichen“. Diese
Annalen Bd. 17, pag. 493..

#%) Die zweiblittrigen Flichen lassen offenbar simmilich eine eindeutige
Transformation in sich von der Periode 2 zu und fallen also unter die Flichen,
welche ich in der Arbeit: ,Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche ein-
deutige Transformationen in sich zulassen (Gottinger Nachrichten vom 5. Februar
1887 oder diese Annalen, Bd. 32) untersucht habe. Ich benuize die Gelegenheit,
hier ein Citat auf eine mir spiter bekannt gewordene Notiz des Herrn 8. Kantor
nachzutragen, welche dieselben Gebilde betrifft. Dieselbe ist betitelt: ,,Sur une
théorie des courbes et des surfaces admettant des correspondances univoques®
und findet sick in den Comptes Rendus de I'Académie des sciemces, Bd. 100,
pag. 313 — 345.
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§ 6.

Die unverzweigten algebraischen Functionen, welche sich auf
geschlossenen Wegen linear substituiren.

Es mbge nun noch eine besondere Art von unverzweigten Func-
tionen hervorgehoben werden, zu welcher als die einfachsten die
Wourzelfunctionen gehoren. Wir wollen diejenigen auf der Fliche ¢
unverzweigten Functionen betrachten, deren » eindeutig iiber ®* aus-
gebreiteten Zweige lineare (ganze oder gebrochene) Funetionen von
einander sind, Die lineaxen Functionen, welche die n Zweige durch
einen derselben darstellen, bilden offenbar eine Gruppe. Nun kennt
man aber nach den Untersuchungen von F. Klein alle Gruppen
linearer Functionen®). Diese sind, wenn wir in einander transformir-
bare Gruppen als nicht verschieden erachten:

pika
1) Die cyklischen Gruppen: y =e¢ " y (k2=k 0,1,...,n—1)
2ikn pkal i

2) Die Diedergruppen: y'=e¢ " y, g/'==—~e——;——— k=0,1,..,n—1).

3) Die Tetraedergruppe.

4) Die Octaedergruppe.

5) Die Icosaedergruppe.

Den cyklischen Gruppen entsprechen die Wurzelfunctionen. Letztere
existiren auf allen Flichen ¢, deren Geschlecht grosser ist als Null,
und es ist bekanntlich leicht, den allgemeinen Ausdruck dieser Func-
tionen durch &-Functionen anzugeben. Unverzweigte Functionen,
welehe den fibrigen Gruppen entsprechen, existiren nur auf denjenigen
Flichen ®, deren Geschlecht p grosser als Eins ist. Auszunehmen ist
die Diedergruppe n = 2 (Vierergruppe in der Bezeichnung des Herrn
Klein), welcher auch fiir p=1 unverzweigte Functionen entsprechen.**)

Um diese Behanptung zu beweisen, betrachten wir eine auf der
PFliche & unverzweigte Fliche

VLT B, ..., 4, Bp)
U, Viy oy Up, ¥/’
und nehmen an, dass eine auf F eindeutige algebraische Function

einer der genannten Gruppen entspricht. Auf diese Gruppe G ist
dann die durch U, Vy, ..., U, V, erzeugte Vertauschungsgruppe

-BY

¥) F. Klein, Vorlesungen iiber das lkosaeder (Leipzig 1884) pag. 115 ff.
Die Substitutionen der Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaedergruppe, welche ich im
Texte der Kiirze halber nicht angebe, findet man auf pag. 42 und 43 des ge-
nannten Werkes.

*¥) Man vergleiche fiir den Fall p=1 eine Note von E.Picard in den
Comptes Rendus, Bd. 90, pag. 1479.
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isomorph bezogen. Wenn nun p = 1 ist, so besteht diese Ver-
tauschungsgruppe wegen der Relation

UV, U7 Vit=1 oder U, V,=7V,U,

aus lauter mit einander permutablen Substitutionen. Folglich miissen
auch alle Substitutionen der Gruppe G mit einander permutabel sein.
Daher kann G nur eine cyklische Gruppe oder die Diedergruppe n =2
sein. Auf den Flichen ® vom Geschlecht p = 1 konnen also in der
That nur diesen Gruppen unverzweigte Functionen entsprechen.

Was nun den Nachweis der Existenz von unverzweigten Functionen
betrifft, welche den oben aufgezihlten Gruppen entsprechen, so moge
es geniigen einen besonderen Fall zu betrachten. Man wird leicht er-

kennen, dass die in diesem Falle befolgte Methode, sich sofort auf
den allgemeinsten Fall iibertragen lisst.¥)

Gegeben sei eine Riemanw'sche Fliche ® vom Geschlecht 2. FEs
soll auf dieser Fliche eine sechzig-werthige unverzweigte algebraische
Function bestimmt werden, deren sechzig in einem Pumkie von ® stati-
findenden Werthe durch die sechzig Icosaedersubstitutionen mit emander
zusammenhdngen.

Wir bezeichnen mit
1) 8 1=1,2,...120)
die 120 homogenen lcosaedersubstitutionen, mit 2, und z, die homo-
genen Variabeln, auf welche sich die Substitutionen beziehen. Ferner
bilden wir eine Vertauschungsgruppe bei n Elementen
(2) T. ¢:=1,2,...120),
welche der Gruppe der Substitutionen S; isomorph ist. Eine solche
Vertauschungsgruppe und zwar bei n = 120 Elementen erhilt man
z. B, wenn man die Symbole S; als Elemente auffasst und nun jeder
Icosaedersubstitution S; die durch die Reihenfolge 8;8;(¢=1,2,...,120)
angegebene Vertauschung der Symbole S; zuordnet. Wir nehmen jetzt
aus der Gruppe (2) irgend vier Substitutionen U,, V,, U,, V, heraus,
welche der Bedingung geniigen, dass sie die ganze Gruppe erzeugen
und die Gleichung

UV, U V0, v, 07 V=1

befriedigen. Dies ist offenbar moglich. Denn die Gruppe (1) und
folglich auch die Gruppe (2) lisst sich schon durch zwei geeignet ge-
wihlte Substitutionen erzeugen. Sind T, T's zwei solche Substitutionen,
so geniigt es

U;=Ta) Vl_"':}-; U2=Tlg, V?”w?wl
zu setzen.

*) Dieselbe Methode ist auch auf den Fall verzweigter Flichen anwéndbar.
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Dies vorausgeschickt breiten wir iiber der Fliche ® die %- blittrige
Fliche
P (Au By, 4,, Ba)
U, ¥y, Uy, 7y
aus und bezeichnen mit y,, ¥,,-. . ., ¥, die n Werthe, welche eine auf
F eindeutige algebraische Function in einem Punkte der Fliche ®
besitzt. Beschreibt der letztere Punkt auf der Fliche @ alle moglichen
geschlossenen Wege, so erfahren dabei ¥, 4., ..., y, die Vertauschungen
der Gruppe (2). Da nun die Gruppen (2) und (1) isomorph sind, so
kann man nach einem Satze des Herrn Klein*) zwei homogene
Functionen
2y =@ (Y1sY2r- - Yn)s Lo =0,U1s Y25 -+ Yu)
bilden, welche bei einer Vertauschung 7; der Grossen y,, #,,.- - Yn
genau dieselbe lineare Substitution erfahren, wie z,, 2z, bei S
Demgemiss ist
Zy P (Y1 Y25 -+ Yy)
Zy  9:(Y1: Y2s - 2 Yn)
eine algebraische sechzig-werthige unverzweigte Function auf der
Fliche ¢, welche den gestellten Bedingungen geniigt.

Kbnigsberg i. Pr., den 27. Januar 1891.

*) ,,Ueber die Auflosung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten
Grade.“ Diese Annalen, Bd, 15, pag. 253 ff.



