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Ueber die Transformation des zweiten Grades fiir

die Abelschen Functionen erster Ordnung.
(Von Herrn Konigsberger zu Greifswald.)

N achdem ich den einfachsten Fall der Transformation zweiten Grades,
in dem die Moduln der transformirten & -Functionen die doppelten der ur-
spriinglichen sind, schon friher im 64*" Bande dieses Journals als Anwendung
der dort aufgestellten Ausdriicke fir die $-Functionen mit »-fachen Argumenten
und n~fachen Moduln behandelt, beabsichtige ich in der vorliegenden Arbeit
die Theorie der Transformation zweiten Grades fiir die Abelschen Transscen-
denten erster Ordnung in ihrer ganzen Allgemeinheit zu entwickeln, indem
ich die Ausdricke der transformirten & -Functionen, also auch die alge-
braischen Beziehungen' zwischen den Grinzen der Abelschen Integrale in der
einfachsten Gestalt herstelle und sodann die transformirten Integralmoduln als
Functionen der urspriinglichen ausgedriickt erhalte. Ich schliesse mit einer
Anwendung dieser Theorie auf die Untersuchung der Abelschen Integrale
erster Ordnung, die durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische
Integrale reducirbar sind.

Es sei das System von Differentialgleichungen vorgelegt:

da, + dw, ., — (e+By)dy, | (e+ By,)dy,
V@) = VE(z,) VE,() VRGD

() x, d, wde, _ (r+0y)dy, , (r+9y,)dy,
VR@)  VE(@,) VE () VRG)

worin:
@) | R(z) = z(1—z)(1—-cx)(1—1’z) 1—m'z),

[Ri(y) = y(A—y)(1—#y)(1- Fy)(1—py),

so gelten bekanntlich fir den Fall, dass die durch die linken Seiten dieses
Systems definirten Abelschen Transscendenten rationale Functionen zweiten
Grades der aus den rechten Seiten desselben hervorgehenden Abelschen
Functionen sein sollen, die nachstehenden fiir diese Transformation nothwen-
digen und hinreichenden Bedingungsgleichungen, in denen ich mich der in
meiner zweiten Abhandlung dber die Transformation der Abelschen Functionen
(Band 65 dieses Journals) gebrauchten Bezeichnungen bediene:
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Wenn:
Wy = QP+ 03Ty + 0 Thay Wy == Qa1 Oy Toy + Oy Taay
(3.) Wy = Q2+ 0Ty + OnTho,y Way = Qn+ 012 Tay + O s
wy =g+ O Ti+ 0 Tras Wy = ng + 0';1 Tor+ 021 s
Wi = O+ 0Ty + 0 Ty, Wy, = Qo+ 012 Tgy + O Ty ’
gesetzt wird, so ergeben sich die Moduln der transformirten J - Functionen aus
den Gleichungen:

! ! U !
T = Wy, Wy —W,, 0, T — W,y —W,, 0,
[ == ’ L1 = — )
(4) Wy Wyy — Wy Wy, Wy Wy — W, Wy,
* ! ! ! '
’T’ . Wy, W, —W,, W, ,[' —_— Wy, 0, —W,, W,
[12 == ’ 22 == )

Wy Wyy — W, Wy, Wy Wyp = W, Wy,
wihrend die Argumente derselben definirt sind durch:

(5) '0’1 — 2(0)“0,-—60‘21),) '2___ 2(‘”“”2"“’2101) .

7 .
Wy Wyy— W, Wy W Wyy— W, W0,

Die in den Ausdricken (3.), (4.), (5.) vorkommenden ganzen Zahlen ¢, o,
¢, ¢ missen endlich noch die Gleichungen befriedigen:

= (Qla 94«: — Q2 p;a) = 07 2 (920: G;a — O, p;m) == 07

a=1,2 a=1,2
, (6) a:“l‘ 2 (Gla O;a — 0y O‘La) = 07 a=2‘ 2 ((’m O;a — 0Oy Q;a) = 2‘)
a=21 2 (910 a;a - 02(! Q,m) = 09 a‘=21 2 (924: G;a - 0‘2a Q'Qa) = 23

oder:

2 (001002 —0:20.) =0, = (0020u—0020c) =0,
(7)) aé; . (0210.2—0c2 ":u) =0, mé; 2((%;1 01— 0010m) = 2,
= (001002 04102) = 0, 2 (0a Oor—0402Q02) = 2.

\ a=1,2 a=1,2

Aus den hier angegebenen Ausdriicken gehen, wenn

‘ !
‘ (e, 0,); = '9("; ’ ",29 Tits lea Ta2)1
(\8) in —(6’1 2 +0‘;lv,)(6“0‘+0'“0,)—(6'l z”x"'o': :Dz)("nv; 'H’zzvz) ]
)I

! !
> e +t,l 1 (o.l 1 vl +62£vl)2+2tl 1(61 lvi +dtlvi)(olivl +022”2)+12 1(al Iﬁl +al!v$

gesetzt wird, unmittelbar die folgenden von Hermite*) aufgestellten Glei-
chungen hervor:

%) Hermite, sur la théorie de la transformation des fonctions Abéliennes.
8 *
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11 (o, + 1,0.); = (—1)"II (o, 0:),

(9.) s H(”la'vz"]‘i)l = (_1)11”(,0” 02)15
? H-(v1 + Tp, 00+ 7)) = (1) M (0, 0,);. 70700
(0,47, 04 70)y = (—1) 11 (0,, 0,);. €71 F 700,

worin :
2 ’ !
‘m = nf on+ n 012 m2(712 My 03— 01y 03— 013 Oy
10 ) n= mn Lo+ n} 0y — mj 622‘m}021_0216:11“0'220£23
{ ’ _ Y 2.0 1 b ' '
p = —ni0y—n Qa0+ M3 Qg M) Q21 — Qo) 0o — 022022+
1.0 1, 2 1 ' /
9 — RO — M Q2 M3 Qo+ MIQ1 — 011011 — 0120125

wenn m}, m?, n}, a! die zur Definition von 9 (v,,o,); schon frither vielfach
angewandten Zahlen bedeuten.
Setzen wir nun nach Hermite:

s H('vlo'v!)l
(11.) B

—®. +°° sn [(2m+m)v, +(2a+n)v, 14+ % [(?m+m)21“+2(2m+m)(2n+n)ru+ (2n-+1)%122]

m,n
'":

und suchen die Coefficienten dieser Reihenentwicklung durch - die fir die
IT-Function charakteristischen Bedingungen (9.) zu bestimmen, so finden wir
die beiden ersten Relationen durch die fiir diese Function angenommene Form
von selbst befriedigt, wihrend die beiden letzien die Gleichungen liefern:

SA, .. [@m-+m) vy + @t mvy 1+ 5 [@metm) 7, +2CmAm)@nt )z, + b))

— (—1)34 e.'n[(2m+m)'yl+(2n+n):,r2]+‘—g-[(2m+m)’1“+2(2m+m)('zn+n)-ru+(2n+n)’r”‘|
— \™ m,n
und
A sn@m-+m)v, +ntn)v, ]+ '_';'- [@m-+m)*r, +20m+m)@s+n)7, +2in) 7]
m,n—2

it [ (2m—+m)y, + (2n-+n)v, ]+—"l [@m-+m)’r, +2@m+m)@atn)7, ,+ (2n4m) 27, , |
— (_1)»2Am,”e 1 2778 11 12 L

woraus die Relationen:

(12.) Am’" :: (—‘-1 )qu_z’f’ 4”':" = .(—1)“Am,n-—? 9
. . Am,n = (__1)’+ﬂAm~2,n_2
hervorgehen.

Es reducirt sich somit die unendliche Reihe der Coefficienten A4, " auf
die folgenden vier:

AOO, A()l7 AIU, All) .
wiibrend die anderen durch die leicht herzuleitenden Gleichungen be-
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stimmé sind:
S A'!lu,’lv = ("‘1>M+y"A0,(n

A?,u+1,2v = (._1)/44+7»A‘,u’

A2,4,2y+1 = (—1)"””1‘10,19
A?/x+l,?w+l = (""'1)#””111,1
Wir miissen nun auf eine ndhere Untersuchung der bei alleiniger Benutzung
der Gleichungen (9.) noch willkiirlich gebliebenen Coefficienten Angs Aoy Arp
A, , eingehen, von denen sich zeigen wird, dass in gewissen Fillen noch eine
Abhingigkeit unter ihnen staitfindet.

Da die I7-Function abgesehen von einer Exponentlalg_;ros:,e7 die in Be-
zug auf die Argumente o,, v, eine gerade Function ist, eine & - Function mit
dem Index A darstellt und ausserdem der Uebergang von ¢,, v, zu —v,, —0,
auch oy, o, in —o,, —o, verwandelt, so gilt bekanntlich mit Benutzung der
schon friher von mir gebrauchten Bezeichnungen die Relation:

(13.)

o ——

mrerk - mi nt

(14.) II(—-—'DI, “—02 ( 1) 2{[(0" '02)),,~
oder nach Einfihrung der oben fiir diese Function angenommenen Reihe:

ZA ein [(-——‘.’m—m)nl-{-(-?n-—n) 1)2]+ L:_ [(7m+m)21“+2(2m+m)(2n+n)1“+(‘2n+n)ﬂ‘rn |

myn

= SApnu m[;(2m+m)vl+(2n+n)v2:1+%’—[(2m+m)’*z,,+2(?m4~m)(?n+n)r,2+(2n»r-n)’r2,‘|
_ (_1)mlnl+ min iZAm,,, in [ (2m-tm)e, ("n—}—l\)va]-l-—ig-[(?m+m)21“+?(2m+m)(Qn,i_n).,“_‘,(qn,{_n)i-,ﬂ|7
woraus folgt:
(15)  Aopuay = (—1miriFminig
Stellen wir die eben erhaltene Relation mit den oben (12.) fiir die Coefficien-

ten A hergeleiteten Gleichungen zusammen, so ergeben sich die nachfolgenden
Beziehungen:

"Bﬁ

Az—m’” —_ ( 1)q—}—mlnl+mln,A

m-—m,—n-—n 9

(16.) Appy = (—1)PTminitmin 4

—me—myn 9

‘A?._m'z_..” — (__1)¥)+q+ml nl_*—mlﬂzAm-_m s

aus welchen wir den unter gewissen Umstinden zwischen den vier Coeffi-

cienten A,y, Ag1s A, A, stattfindenden Zusammenhang folgern werden.
Ich ordne die verschiedenen Fille der Transformation zweiter Ordnung,

wenigstens fir die nachfolgende Untersuchung, in drei Klassen, wihrend die
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schliesslichen Resultate nur zwei wesentlich von einander verschiedene Haupi-
klassen liefern werden. Diese drei Fille mogen aus den Bedingungen ent-
springen, dass entweder m, n, b, q gerade Zahlen, oder m und n gerade, von
den Grossen p und q jedoch mindestens eine ungerade, oder endlich von den
Grossen m und n eine oder beide ungerade, wihrend p und q beliebige Zahlen
sein dirfen.

Fir die Annahme, dass die vier Grossen m, n, b, q gerade Zahlen
sind, ergiebt sich, wenn o und /3 die Zahlen O oder 1 bedeuten, aus den oben
stehenden Relationen die Gleichung:

A, 5 = (_1)’”%”%4—"’5”:@1

a0

mit anderen Worlen, es liefert, 'da die Coefficienten der Reihenentwickelung
von [I(v,,0,); nicht simmtlich Null sein dirfen, die zu den Gleichungen (9.)
hinzugenommene Bedingungsgleichung (15.) keine Relationen zwischen den

Grossen
Ao,ﬂs Au,n Al,(n Al,n

die also, so lange wir nicht andere specielle Eigenschaften der Function
II(v,, v,); in Betracht ziehen, von einander unabhingig bleiben. In diesem
Falle wird sich also das transformirte ¢ als eine Summe von vier Reihen in
der Form:
(v, 0,); = Au,(JR1+A|1,1R2 +A1,ORa+A1,1 R,

darstellen lassen, wenn R,, R,, R;, R, unendliche Reihen bedeuten, welche
aus den Gliedern der fir die /7-Function angenommenen Reihe bestehen.

Sind nun m, n gerade und von den Zahlen p und q entweder beide
oder nur eine ungerade, so erhilt man:

i i
AU,() — (_1)yq+vp+m,n§+m,n,Ao’

09

Al,o = (-1 )q+f‘Q+"’P +mind +m£n§A

1,09

Ay = (_1)P+HQ+‘"P+"¢§”%+'"£"§A(

0,1 9

A, = (—1)ptatestrptminitmin 4

1,19
woraus durch eine leichte Ueberlegung folgt, dass stets zwei der vier Grossen
Au,o, Ao,n Al,o, Al,l
verschwinden miissen, so dass sich also die Function I7 in diesem Falle in
der Form:
(o, 0,); = A,Q,+ 4,0,
darstellen lasst, wenn Q,, @, den obigen ‘Reihen R analog sind.
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Gehen wir endlich zur Betrachtung des dritten Falles iiber, in dem
angenommen wurde, dass eine der Grossen m, n oder beide ungerade Zahlen
sein sollen, so wiirde z. B. die Annahme

m=2u+1, n=2,
die Relationen liefern:
Ay = (_1)q+#q+vv+m‘n‘+m 4

1,09

A, = (_1)P+Q+W+VP+"® f—i‘ml"zA

1,19
d. h. es wiren von den vier Coefficienten A,,, A,,,,4,9, A,, nur zwei von
einander unabhéngig, eine Folgerung, die, wie man aus der Gleichung

Arnpn = (__1)P+q+m1|nf+m§n;;4

“dm—mm—n
siecht, ganz allgemein fiir den Fall, dass von den Grossen m, n mindestens
eine ungerade ist, statt hat, so dass also auch I7(v,,,); sich auf die Form
bringen léasst:
H(”n ”2)1 = C,S,+ CQS29
worin C,, C, noch zu bestimmende Constanten und S;, S, unendliche Reihen
von der oben angegebenen Gestalt bedeuten.
Wir gelangen somit zu folgendem fiir die Theorie der Transformation
zweiten Grades wichtigen Resultat:
Wenn die vier Grossen m, n, p, q siammilich gerade sind, so liefern
die oben fir die I7-Function aufgestellten Relationen (9.) und (15.)
keine Beziehungen zwischen den Coefficienten A,,, A, Aigs A1y, 50
dass sich die mit der oben (8.) angegebenen Exponentialgrosse multipli-
cirte 9-Function des transformirten Systems als Summe von vier mit
Constanten multiplicirten Reihen darstellt. " Ist dagegen eine der Grossen
m, u, p, q ungerade, so lassen die oben zwischen den Coefficienten auf-
gestellten Beziehungen nur zwei von ihnen unbestimmi, und man erhilt
die Function I7(v,,v,); als Summe von nur zwei mit noch zu bestim-
menden Constanten multiplicirten Reihen.
Ich mache hier darauf aufmerksam, dass diese beiden verschiedenen
Fille eine Eigenthimlichkeit der Transformation zweiter Ordnung sind, welche,
wie sich sehr bald zeigen wird, in dem Bestehen einer linearen Relation
zwischen je drei Producten von zwei & -Functionen, wie sie hier gebraucht
werden sollen, ihren Grund hat. —
Ich will ferner nicht unterlassen zu bemerken, dass zu dem ersten der
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beiden Hauptfille stets das transformirte Fundamentaltheta aller von Hermite
als Reprisentanten der nicht durch eine lineare Substitution aufeinander zuriick-
fahrbaren Systeme definirten Transformationen zweiter Ordnung gehort. Denn
stellt man die Transformationszahlen in folgender Form zusammen:
01y O —0p —O0y
02y Opp —O0p —0y
“9;1 —();2 02 021
—0u  —0n 012 On
so sind die 15 Reprisentanten der nicht dquivalenten Klassen der Transfor-
mation zweiter Ordnung durch die Schemata bestimmt:
1000y,1000)(2¢ 0+ 204 ¢
0100{)02:¢: 0()0100 0244
0020{)]0010{/002 —i()O0O010
0002/10002''0001 0001
!

wenn i, i', i’ die Werthe 0 und 1 annehmen; woraus in Verbindung mit der
Annahme

(17.)

mi=mj =ni=n}=0,
welche das Fundamentaltheta definirt, die obige Behauptung unmitielbar als
richtig erhellt. —

Da die Darstellungen der I7-Function einzig und allein aus der Be-
riicksichtigung der vier fir die Verinderung der Argumente um ganze Pe-
rioden des urspriinglichen Systems aufgestellten Bedingungsgleichungen (9.), so-
wie aus der Annahme hergeleitet sind, dass diese Function durch Verédnderung
der Argumente in die entgegengesetzten bis auf das Zeichen unverindert
bleibt, so werden offenbar alle die Functionen, welche denselben Bedingungen
geniigen, vorausgesetzt natirlich, dass sie wie die Function /7 den Charakter
einer ganzen Function haben, sich in eine dhnliche Form setzen lassen, iu
der die darin vorkommenden unendlichen Reihen dieselben sind, wihrend
die Coefficienten sich @ndern, da sie von den anderweitigen speciellen Eigen-
schaften dieser Functionen abhéngen. ‘

Fassen wir nun den ersten Hauptfall in’s Auge, fir den die Bedin-
gungsgleichungen, denen die /7-Fuunction geniigen muss, in
[ I (v,4+1, v,); = II(0,, ),

(o, 0,+1); = II(0,,0,),

(0,471, 02+ T0); = et [I(0,, 0,);,
(0,47, 0+ Tn); = e """ 11 (0, 0o);

(18.)



Kinigsberger, Transformation zweiten Grades der Abelschen Functionen. 65

iibergehen, wihrend sie selbst nach den obigen Auseinandersetzungen die
Gestalt annimmt

(19') [I(’Dn "72)1 = An,u~RJ+AU,|-R2+A1,()-R3+A1,1-R43
so sieht man leicht, dass sich die Reihen R,, R,, R,, R, durch die Bemer-
kung werden bestimmen lassen, dass den fir /7(v,,0,); aufgestellten Bedin-
gungen (18.) auch das Quadrat einer jeden 9 -Function des urspriinglichen
Abelschen Systems geniigt, dass sich dieses also in eine der Gleichung (19.)
analoge Form bringen lassen muss, in der R,, R,, R;, R, dieselben Reihen
bedeuten und nur die Coefficienten
Ao,n Ao,l Al,() A1,1
andere Werthe annehmen. Wiihlt man nun vier 3 -Quadrate so, dass zwischen
ihnen keine lineare Relation stattfindet, so erhilt man vier lineare Gleichungen
zur Bestimmung von R,, R,, R,, R, und kann dann (19.) in die Form setzen:
‘ H(’Dn ”2)2 = (“)3(’017 Vs Ty1e Tras T??)i"}“ (ﬂ)'?(”la V29 T119 T2 722)79
+(7)!9(’Un D24 Ty Tiay 122)2}"*‘ (d‘) '9('01 9 V2q T114 T12, 72?)357
worin wir nur noch die Constanten (a), (3), (), (J) zu bestimmen haben.
Wenn man fir o,, v, vier Substitutionen in halben Perioden finden
kann, welche nur die Indices der rechten Seite der Gleichung (20.) éndern,
wihrend sie den der linken Seite unverindert lassen, so hitte man, indem
man die Variablen verschwinden liesse, vier Gleichungen zur Bestimmung der
Coefficienten (), (3), (¥), (J) hergestellt, deren linke Seiten identisch sind,
so dass also, was ich besonders hervorhebe, in das Endresultat nicht die Null-
werthe anderer transformirter 9 - Functionen als des 9 (v,, v;), eintreten. Nun
ergiebt sich aber leicht aus den fiir die Argumente der transformirten 9-Function
gefundenen Ausdricken (5.), dass folgende fir o,, o, gemachte Substitutionen:

(20.)

’Dl O'Z
toy=4(0utouty+0,7n) jwy=1% (02 + Ou T+ 031 T22)
(21.) 30 = % (0 F 01T+ 00Ty) 3wy = (@224 012 Toy + 0 T2)

3

1wy = L(eu+ouTn+0aty) oy =14 (on+ 011 Ta1 + 021 T22)

103 = $(01+ 01Ty + 02 7)) Yoy, = %(91224‘ OTo+ 0nTa)
oder die durch Addition aus diesen zusammengesetzten den Index der auf der
linken Seite der Gleichung (20.) befindlichen 9-Function unverandert lassen,
indem sie die transformirten Argumente respective um: 1, 05 0, 15 7}, Tp;
Ty, Thy oder um die aus Addition derselben hervorgehenden Grossen vermehren.

Journal fiir Mathematik Bd. LXVII. Heft 1. 9
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Die auf der linken Seite hinzutretende Exponentialgrosse ist dieselbe, welche
die - Quadrate bei der Substitulion der halben Perioden auf der rechten Seite
als Factor erhalten.

Es bleibt nun noch vor allen Dingen zu untersuchen iibrig, ob diese
hier angegebenen Substitutionen auch in der That vier von einander verschie-
dene Gleichungen zur Berechnung der Constanten («), (f3), (y), () liefern
werden, was nicht geschihe, wenn z. B.

—_ —_— o ’
wll = L()m = wll = w12

(mod. 2)

wire, da dann nur ganze Perioden zu den Argumenten der rechten Seite
hinzutreten wiirden. Fassen wir zuerst die Reprasentanten der - nicht dqui-
valenten Klassen der Transformation zweiten Grades in’s Auge und bemerken,
dass in den vier oben (17.) aufgestellten Schematen zwei Diagonalglieder den
Werth 1 haben, so ergiebt sich aus (21.), dass zwei Substitutionen existiren,
die aus halben Perioden bestehen und verschieden sind, so dass die vorge-
legte Gleichung, die aus diesen beiden Substitutionen und die aus der Zu-
sammensetzung dieser beiden Substitutionen hervorgehende Gleichung vier
im Allgemeinen von einander unabhingige Bestimmungsgleichungen liefern,
welche zur Berechnung der Constanten dienen werden. Was nun die den
oben aufgestellten 15 Fillen dquivalenten Transformationen zweiten Grades
betrifft, die aus jenen durch lineare Substitutionen abgeleitet sind, so ist be-
kanntlich *) die &-Function des durch eine Transformation ersten Grades
abgeleiteten Systems gleich einer mit einer Constanten multiplicirten & -Fun-
ction des urspriinglichen Systems (abgesehen von einer Exponentialgrosse); es
folgt daher nach dem eben Bewiesenen unmittelbar, dass es jedenfalls drei
von einander verschiedene Substitutionen in halben Perioden giebt, welche die
Indices der rechten Seite édndern, wiahrend sie den Index der linken Seite

*) Zur Erliuterung des Obigen fiige ich einige Worte iiber die lineare Trans-
formation hinzu:

Die Bedingungsgleichungen fiir das linear transformirte & lauten, wenn im
Uebrigen die fiir die Transformation zweiten Grades aufgestellten Zahlengleichungen,
in denen nur statt der charakteristischen Zahl 2 die Einheit zu setzen ist, zu Hiilfe
.genommen werden, folgendermassen:

H(Dl +17 %)Z = (—1)‘,“11(”‘7 'Uz)l )

. S H('Du 01+1)l = (_1):\ [I_('IJ”O,);,,
@) o+ 0+ 7 = (—1 (o, e,
(0,47, 0+ %00 = (—1 -H(”x y 01 gy,
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unveréndert lassen und aus einer einfachen Ueberlegung geht ferner hervor,
dass dasselbe dann auch unsere Substitutionen:

"}twu +Wy 3 %w'n %wm

3Wgy %wzﬁ %w,u 7‘;“’122
leisten, da sie die transformirten Argumente um 1, 0; 0, 1, 7, 7y; T2y Tn
vermehren. Hat man nun durch Anwendung der eben besprochenen Sub-
stitutionen sich vier von einander unabhingige, in den Coefficienten lineare
Gleichungen hergestellt, so setze man die Argumente o, = v, =0 und erhalt,
indem man leicht sieht, dass die Exponentialgrossen auf beiden Seiten fort-
fallen, Gleichungen von folgender Form:

30,0, 7y, Ty )y = ()9, +(B)F  + )9, +(9)I,
22) 30,0, 7y, T, T)s = (@), 9%, +(B)ea 9% + ()&, +(9)ads,

(0,0, 7y, 712y Tny); = (@) & P +(B) e 7354 +(7) & ‘9;54 +((’) &35,

‘9(07 0, "'Juo '51129 7;2)1 = (@) & Pt (ﬁ) & Qpe“‘}‘ (?’) & ;e"+(d) & ?Ys",

WOTID &y &y &5y &4y &1y &1y &3y &4y &1y &4 &4 & +1 oder +i bedeuten, so dass,

(

wenn man

R3.) 4 =] % I 9, ¥y
& '92418 & '9}5 & ‘9;4 & ‘9% €
6% G EF 8|
6% I &y 63

4, = |1 9% F, 935

1 g 9;.9 & '9§e & 95,
1 &% &9, &9 ’

1 &% &% &K

wihrend die transformirten Argumente durch die Gleichungen bestimmt sind:

0 = W,y 0, — @y, 0, o = ®,, 0, — 0,0, |
1 — 9 2
W) Wyy— Wy Wy W Wy — 0, W,

Da nun die Gleichungen (a.) die fiir diejenige &-Function charakteristischen Bedin-
gungen sind, fir welche:

mi =1 mh = p, "‘zx'zm) "§=n)
80 erhilt man, wenn man den im der Gleichung (8.) befindlichen Exponentialfactor
der & -Function mit e'r"? bezeichnet, die Relation:

i = C-”("n"u Tnl"n’tn)ﬂm!y

f vy, v,) ! ! ! / ]
G (0,0,,7,,,7,,, T, A

wonia (C eine Constante bedemtet. '

m&n‘in

9*
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4,, A5, 4, den dhnlich gestalteten Determinanten gleichsetzt, die Transfor-
mationsgleichung die Gestalt annimmt:

{ H(Dl,02)1 . AI . iﬁ_ \
'9(0707 Tllx}tlxwt’zz)l 4 3(/0”0&)“—!— Vi '9.(0”02):5

(24.) y y
+_j"9("’n ”?))2/ + _[;“9(”719 02)5

\

worin  4(0, 0, 7},, Tjp, T5);, da nach dem Obigen I7(v,,?,); eine gerade
Function ist, im Allgemeinen nicht verschwindet.

Da wir nun die Ausdricke fir die transformirten Argumente ausser
in der Form der Gleichungen (5.) noch folgendermassen schreiben konnen:
v, = 030+ 05 0,— 71 (0,10, + 03 0;) — T2 (0120, 4 02 0,),

’U; = 6;2”1+G;2172—“T;1(011”1+621”2)“'”‘22(“12”14‘“22”2)7

so ist leicht einzusehen, dass eine Substitution der um halbe Perioden ver-
mehrten Argumente »,, o, nur die Indices der rechten und linken Seite der
Gleichung (24.) andert. Wenden wir daher drei solcher Substitutionen auf
diese Gleichung an, so ergiebt die Division je zweier von diesen so entste-
henden Gleichungen die transformirten Abelschen Transscendenten als Functio-
nen der urspriinglichen, also auch die algebraischen Ausdricke, welche zwi-
schen den Grenzen der Integrale der ineinander transformirten Abelschen
Systeme stattfinden, wahrend das Verschwinden der Argumente -unmittelbar
die transformirten Integralmoduln als Function der Moduln der vorgelegtien
Integrale liefert. —

Ich will noch bemerken, dass man sich die wirkliche Ausfihrung der
Transformation durch eine schickliche Wahl der & -Quadrate erleichtern kann,
indem z. B. die Wahl von

‘9(”19”2)27 '9(@u'v2)}a 3(’”19‘”2)%3 ‘9(’01”02)fas

19(0’ 0, t’ll 9 t’| 2) t’zi)}' liefert und die Zu_
,.9,2

sammensetzung der anderen Coefficienten (/3), (;i), (d) vereinfacht. —

Ich wende mich nun zu dem zweiten Hauptfall der Transformation
zweiten Grades, der dadurch charakterisirt war, dass von den Zahlen m, n,
p, q mindestens eine ungerade ist. Es war gezeigt worden, dass unter dieser
Voraussetzung die transformirte Function die Form annimmt

H(”l, ”2)1 = CIS1+ Casu .
worin C,, C, unbestinmt gebliebene Constanten und S,, S, unendliche Reihen

wie unmittelbar zu sehen, stets (o) =
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bedeuten, die aus den Gliedern der oben fir die J7-Function angenommenen
Entwickelung (11.) bestehen.

Wenn es nun moglich sein wird, andere Functionen, die sich in
eine unbedingt convergirende Reihe entwickeln lassen, anzugeben, welche
ebenfalls den fir die /7-Funclion aufgestellien vier charakteristischen Bedin-
gungen (9.) geniigen und mit dieser zu gleicher Zeit gerade und ungerade
sind, so werden sich diese Functionen gleichfalls auf die Form:

€8+ C,8,
bringen lassen, in der die unendlichen Reihen dieselben geblieben sind, wiah-
rend nur die Coefficienten, die von den anderweitigen speciellen Eigenschaften
dieser Functionen abhiéngen, sich gedndert haben.

Bezeichnet man nun

9 (v,,0 mit 9 (v,
( 19 2)1 ( 19 2)m%m§n%ni’

so erkennt man zuerst unmittelbar, dass das Product:

v () (015 02)om - F (01, v?)qpmn
den Bedingungen (9.) Geniige leistet, und dass ausserdem, wenn auf dieses
Product irgend eine der 15 Substitutionen der halben Perioden *) angewandt
wird, das neu entstehende Product wiederum eine Function von derselben
Eigenschaft ist. Wendet man namlich auf (e) die Substitution
STUTINE TZTRNE L FPRE 12
an, so erhilt man:
(01, 02)1“1/‘2”1”2' 9 (o1, "32)q+,u1 P+pgmty, 14, 9
woraus sich sofort die Richtigkeit der obigen Behauptung ergiebt, wenn man
die fir die 9-Functionen bei Substituirung ganzer Perioden charakteristischen
Gleichungen beachtet. Um jedoch eine Function zu erhalten, die allen fir
die I7-Function zur Bestimmung ihrer Form aufgestellten Bedingungsglei~
chungen geniigt, bleibt noch zu zeigen, dass man diese Producte, welche die
Gleichungen (9.) befriedigen, nach Beliehen so wihlen kann, dass dieselben
entweder gerade oder ungerade Functionen werden. Wendet man némlich
auf den Ausdruck («) die noch unbestimmt gelassene Substitution tu,, }u,,
v,, 1v, an, so wird offenbar das neue Product fir negative Argumente in
seinen Werth fiir positive iibergehen multiplicirt mit:
(___1)ylvl+,u2v2+(,u‘+q)(r,+m)+(p,+v)(r,+n) —_ (_1)mq+nv+m,u1+qv,+»r,+n/:,_ Y

*) s. Band 64, p. 17 dieses Journals,
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Da man nun offenbar die ganzen Zahlen u,, u,, v, v,, deren Werthe 0 oder
1 sind, auf verschiedene Arten so bestimmen kann, dass nach Belieben:

S mu,+qv v Fap, = 0

(éb.) ' (mod. 2)

oder = 1
ist (mit Ausnahme des einen Falles, in welchem m, n, p, q saimmtlich gerade
sind, der jedoch hier nicht in Betracht kommt), so schliessen wir, dass sich
stets unter den durch die Substitution von halben Perioden erhaltenen Pro-
ducten mehrere finden werden, welche sammtlichen fir die ZZ7-Function gel-
tenden Bedingungen geniigen.

Es lassen sich somit immer zwei Producte von je zwei 9-Functionen
bilden, welche bis auf die Coefficienten C,, C, die Form der IZ7-Function er-
halten, so dass die Reihen S,, S, aus den beiden Gleichungen:

3(”1, vz)u 3(@1, 'vg)ﬁ - C‘I-SI+C_£.SQ,
9’(@[, ’02)‘2719'(01, 172)ﬁy = C;I-SI"*‘CVZI.SQ

gefunden werden konnen und somit die Function 77 die Form annehmen wird:
(6.) II(0),0:); = (1) (01, 02)a (015 02)p+ ()P (015 02).y P (014 ”2>ﬂy:

worin noch die Coefficienten (1) und (2) zu bestimmen sein werden.

Ich bemerke noch zu der eben gefundenen Darstellung von 71 (o,, v,);,
dass nunmehr der eigentliche Grund ersichtlich ist, wesshalb sich in unserer
Untersuchung zwei Hauptgattungen von Transformationen zweiten Grades er-
gaben. Waihrend namlich vier 9-Quadrate stets so gewihlt werden konnen,
dass keine lineare Abhingigkeit zwischen ihnen besteht, findet zwischen drei
% - Producten, die durch Substitution halber Perioden aus einander hergeleitet
und sugleich gerade oder ungerade sind, stels eine lineare homogene Glei-
chung statt, die men sich mit Hilfe der obigen Darstellung leicht herstellen
kann. — ‘

, Zur Bestimmung der in der Gleichung (26.) vorkommenden Constanten
(1) uwad (R) lasst sich wenigstens ohne Weiteres die in dem ersten Hauptfalle
der Transformation zweiten Grades angewandte Methode nicht benutzen. Wah-
rend ndmlich dort durch das Verschwinden der Argumente unmittelbar Bestim-
mungsgleichungen fiir die Coefficienten hergestellt werden konaten, da I7(o,,0:);
eine gerade Function sein musste, kann es hier geschehen, dass das transformirie
& ein ungerades ist und in Folge dessen die Gleichungen identisch verschwin-
den. Ich nehme zuerst an, dass 4 der Index eines geraden & ist, dass also
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11(0,0); im Allgemeinen nicht Null ist; dann wird man offenbar durch An-
wendung einer Substitution in halben Perioden, welche die Indices der rechten
Seite der Gleichung (26.) dndert, wahrend sie den der linken Seite unverin-
dert ldsst, in Verbindung mit der vorgelegten Gleichung selbst die beiden
zur Bestimmung der Constanten (1) und (2) dienenden Gleichungen erhalten:
\‘9(Oa 0,701y Tiay Tna); = (1)3a'9/3 +(2)'9ay‘9ﬂya
(90,0, iy Thas Ters = (1) 61000 Fp0 +(2) &6y S0y
worin ¢ und & +1 oder +¢ bedeuten.
Setzt man also:
(28.) 4 = |99 Gy Psy
elgaatﬁﬁa‘ 823aya13ﬁyal ’

9.) A= adee Ipu =99, 4=995—89w s

(27.)

so erhalt man firr die transformirte & -Funktion den Ausdruck:

II(v,, v, 4, d,
30) Fao 5,’.,#.);, o = 29 (000901, 0) 5k Z 9 (01,0:) 9 01,00)g,-

Ich will bemerken, dass in diesem Falle durch eine passende Wahl der -
Producte sich die Bestimmung der in den transformirten 9- Ausdricken vor-
kommenden Constanten vereinfachen lasst. Fir die Herstellung der 9 -Pro-
ducte war ndmlich nur erforderlich, dass sie aus dem Ausdrucke

G (015 02)um - F (4 5 ©2) gpuun
durch Substitution halber Perioden hervorgingen, so jedoch, dass wenn diese
Substitution durch die Transformationszahlen w,, w,, »,, v, bezeichnet warde,

(25.)  mu,+ g +pretuu, = 0 (mod. 2)
war. Die Erfillung eben dieser Congruenz war die Bedingung dafir, dass
das 9 -Product’ eine gerade Function vorstelle, wobei jedoch die beiden ein-

zelnen Facloren des Productes sich zu gleicher Zeit als gerade oder als unge-
rade Functionen ergeben konnten. Fiigen wir jedoch noch die Congruenz
(31)  wv,+u,=0 oder = (mod. 2)

hinzu, so sieht man leicht, dass fiir beliehige Combinationen der Zahlen O
oder 1 in den beiden Congruenzen (25.) und (31.) stets gleichzeitige Lo-
sungen existiren, so dass wir fir die die /7-Function darstellenden Producte
von &-Functionen zwei solche werden auswihlen konnen, dass das eine ein
Product gerader, das andere ein Prodmct ungerader &-Functionen ist, dass
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sich also beim Verschwinden der Argumente der Werth der einen Constanten
unmittelbar ergeben wird. —

Ist nun zweitens A der Index einer ungeraden J - Function, so mache
man in der Gleichung (26.) eine Substitution von halben Perioden, welche z. B.

(v, 02),F(0;, 772),6‘

in eine gerade Function verwandelt (dass es eine solche giebt, ist friher be-
wiesen worden); dann wird, wie man durch eine einfache Ueberlegung findet,
die linke Seite der Gleichung sowie das zweite Product der rechien Seite
derselben ebenfalls in eine gerade Function ibergehen, so dass eine neue Sub-
stitation, welche nunmehr den Index der linken Seite nicht dndert, fiir die
Bestimmung der Constanten die Gleichungen liefert:

(32) 3'9((): 0, 711y Tiay T)s, = (D& FarPpr +(2) & Gy gy
‘9(09 0, T;n, T'm T;z)l‘ = (1)5111 '9@»,9,9@‘*'(2)8; 9ayg,;'9py§r;:
worin &, & und &, & die Grossen +1 oder +¢ bedeuten sollen, so dass,
wenn man:
(33.) D - 6;19'0.;\9}94- 5;19‘11},5!9}979 Py
& ey Pstn & Gy P ppty
’ ! ’ ! 12
(34) D' = Gq 8“7C73ﬂ7$7 €2i9’aycl9'ﬁyg, D "= 8119‘"519‘/3;——81 0‘)‘;,]!9/.;(;‘7
setzt, die Transformationsgleichung die Form annimmt:

”('Du"z)l
(35) 50,0,%,,,7,. 7o,

D , D"
_D“ 3(@1 L) 02),,19('01, ’DQ)f,“'II"‘I")“ ‘9<017 02)ay‘9(01 . ‘D-})ﬂy-

Somit ist auch der zweite Hauptfall der Transformation zweiten Grades er-
ledigt, indem durch Substitutionen von halben Perioden aus der Gleichung (35.)
genau wie oben neue Gleichungen zur Aufstellung der algebraischen Trans-
formation sowie der Ausdricke fur die transformirten Integralmoduln herge-
leitet werden konnen. —

Ich kniipfe eine Anwendung der eben durchgefiilirten Theorie der
Transformation zweiten Grades an eine von Herrn Weiersirass mir gemachte
Mittheilung, in welcher gezeigt wird,

»dass, wenn ein Abelsches System erster Ordnung:

dx, dzx
+ - = du
YR@)  VE@,) B
z dx, z, dr, du,

YR(z,) VE(=)
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»8ich in ein anderes transformiren lasst, fir weleches der Modul der & -

yFunction 7,,=07%) ist, sich die Constanten 4 und B (auf zweierlei Art)
»50 bestimmen lassen, dass

[ (AL Baydo
VE(@)

©dE
S VRG
,Wo R,(&) vom dritten Grade und &, yR,(§) ratienal durch &, YR(z)
wausdriickbar sind. Umgekehrt muss zwischen den Grossen 7., 7, 7
weine Gleichung von der angegebenen Form staiifinden, wenn sich das
»Integral
‘(4 + Bz) da
- R®
»in der in Rede stehenden Weise in ein elliptisches soll trapsformiren
wlassen. (Nach Abel, Précis. Chap. II. §. 1 théor. II. geniigt es aber
» Transformationen dieser Art zu bétrachten)“. —
Bekanntlich hat Legendre in dem traité des fonctions elliptiques das
Integral :

/' dx
Ve(l—2)(1 — 2%
auf elliptische Integrale reducirt und Jacobi spater in seiner Kritik des Le-

gendreschen Werkes (Band 8 dieses Journals) das allgemeinere Integral von
der Form:

) dz
/]/x(i—m)(i-—x’a:)(i-—lgx)(1~—x’}.’w)
durch eine Transformation zweiten Grades auf Integrale niedrigerer Gaitung zu-
riickgefithrt. Ich will nun untersuchen, ob es noch andere Abelsche Integrale erster
Ordnung giebt, die durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische
reducirbar sind, und auf die obige Mittheilung mich stitzend eine Methode zur
Behandlung dieser Frage anwenden, die allgemein braughbar ist und zu einer
Erweiterung dieser Betrachtungen in Bezug auf Abelsche Integrale, die durch
Transformationen hoherer Grade auf Integrale von niedrigerer Gattung zurick-

*) oder in den von mir in dieser Abhandlung gebrauchten Bezeichnungen:

1 ’
W), 0,,—W,,0,

= (0,40 ,7,,+03,7,.)(0p0 10,375, 023530 ) — (0507075, 10,3 )(0, 20,371, 105, T15) = 0,
oder:
w'“wu——w’”w“ '
= (0,,+9, 1721‘\*’-0;11'22)-(914+x‘71171;+°'2:t|a)"¢((") VH0,, T 40,,T,,0(0, 10, Ty 40, Ty,) = 0.

Journal fiir Mathematik Bd. LXVII. Heft 1. 10
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fihrbar sind, nur eine genaue Behandlung der Transformationstheorie hdoherer
Grade erfordert.
Da die Bedingung
(@) 1, =0,
welche fir 7,,, 7,, die Ausdriicke liefert:

. ' /
U Qll+alltll+0’2|tll ! 9;z+a:zt:1+0;2122
(b.) Ty = y T = 7
Q“—{—a“f“—{—-dﬂ‘t” ?22+012721+022t22

die Gleichung
(e.) 9(00,0,7),,0, 1),y = O

zur Folge hat, weil in diesem Falle die Function
(015 035 Ti1s 0, T)is = el Co =147 40,7 )4, R0, =1 7, 7, )] i

in das Product der beiden ungeraden elliptischen & -Functionen

9 (015 Th)1FH (02, T,
zerfillt, so kommt es darauf an, alle die hyperelliptischen Systeme aufzustellen,
die durch eine Transformation zweiten Grades in andere iibergefiihrt werden
konnen, fiir welche die Gleichung (c.) erfillt ist.

Wenn wir die oben entwickelte Theorie benutzen wollen, um

(015025 Ti1s 0,T0)1a
als homogene Function des zweiten Grades der 9 -Functionen des vorgeleg-
ten Systems auszudriicken, so miissen wir

ml=mi=nl =n}=1

setzen, so dass die Transformationszahlen m, n, p, q durch die Gleichungen
bestimmt sind:

m = 0+ 0p+ Op+ 0y —0,,0,,— 01,0,
d N = Oyt 0+ Op+ 0y — 0y Oy — 0y 0pss
(d.) P = “9;1—9;2”‘922“()21—0219;1—9229’22,
9 = “‘9’11—‘9;2“912"(’11_(’119;1—9129;2-

Ich behaupte nun, dass fiir alle diejenigen Transformationen zweiten Grades,
in denen nicht m, n, p, q simmtlich gerade sind, das transformirte 77(0, 0).
nicht Null sein kann. Da némlich die Function II(v,, »,),, eine gerade ist,
so wird sie sich unter der angenommenen Bedingung, dass m, n, p, q nicht
simmtlich gerade Zahlen sind, durch die Summe von zwei 9-Producten
ausdricken lassen von der Form:

(015 02)u = (1)3 (015 02)a? (01, 02)p+(2)F (01, 02)ay I (01, 1),
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worin nach der obigen Theorie die 9-Producte stets so gewihlt werden
konnen, dass ¢ und 3 Indices gerader, «y und By Indices ungerader 9-
Functionen sind. Lasst man nun die Argumente o,, v, verschwinden, so zeigt
die Annahme
I (07 0)14 = 09

dass (1) =0 ist und wir erhalten somit die Transformationsgleichung:

(e.) IH(v,,0,)14s = ()3 (01, 02)0, 3 (015 0,), -
Da es nun, wie friher gezeigt wurde, stets Substitutionen in halben Perioden
fir die Argumente o,, v, giebt, welche die Indices der rechten Seite von
(e.) dndern, wihrend sie den der linken Seite unverindert lassen, so kann
man aus (e.) unmittelbar die Gleichung:

(f) (v, 0,) = ()29 (o1, 'Dﬂ)aytf&(@u 02)py5
herleiten, woraus folgt, dass:

(o1, ”2)417‘9("719 'DZ)ﬂy = &9(oy, vi)ayrfg(vlﬂ ”2)ﬂy6)
eine Relation, die offenbar nur fir z,, = 0 oder fir die hieraus durch lineare
Transformation hervorgehenden Abelschen Systeme stattfinden kann.

Da die eben gemachten Schliisse von dem Index 14 der transformirien
9 -Function ganz unabhangig waren, so folgt, dass keine gerade durch eine
Transformation zweiten Grades erhaltene 9 -Function, fir welche die Trans-
formationszahlen m, n, p, q nicht simmtlich gerade smd fir die Nullwerthe
der Argumente verschwinden kann.

Es bleiben jetzt noch alle die Transformationen zweiten Grades zu
untersuchen, in demen m, n, p, q sdmmilich gerade Zahlen sind, sich also
9 (0, 02) als die Summe von vier mit Constanten multiplicirten & -Qua~
draten darstellen léasst.

Diese Transformationen konnen entweder die oben aufgestellten Re-
prisentanten der 15 nicht &quivalenten Klassen selbst sein oder durch lineare
Transformation aus diesen abgeleitete. Ist das Letstere der Fall, so fassen
wir den Reprasentanten heraus, welcher zur Klasse der fraglichen Transfor-
mation gehort, und es wird sodann

'9('0’1’ ’0;5 T'na 0, 7/22)14
gleich einer mit einer Constanten multiplicirten zu jener Fundamentaltrans—
formation gehorigen geraden & -Function sein, welche aus der ersten durch
eine lineare Substitution hervorgeht. Es wird also nach der eben gemachten
Annahme auch diese gerade ¢ -Function, die durch eine von den Reprisen-
10 %
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tanten der nicht é#quivalenten Klassen dargestellte Transformation zweiten
Grades aus dem wurspringlichen Systeme abgeleitet ist, durch eine Summe von
vier & =Quadraten darstellbar sein und fir die Nullwerthe der Argumente ver-
schwinden miissen. Es bleibt mithin nur zu untersuchen iibrig, welche von
den 15 unter einander nicht dquivalenten Transformationen (17.) ein gerades
transformirtes &, welches durch die Summe von 9-Quadraten darstellbar ist,
fir die Nullwerthe der Argumente verschwinden lassen.

Setzt man also allgemein:

(9.) H(vy,0:),= ()9 (01, 0,)0+(B)9 (0, v2)p+ ()9 (01 1’2);‘{' (0) 9 (01, ©2)5,
worin
11(0,0); = 0

angenommen wird, so wissen wir, dass es drei Substitutionen in halben Pe-
rioden fir o,, v, giebt, welche die Indices der rechten Seite &ndern, wihrend
sie die linke Seite unveréindert lassen; es wird also die nothwendige Bedin-
gung fir die Reduction der Integrale offenbar die sein, dass die auf der
réchten Seite der aus (g.) hervorgehenden Gleichungen entstehende Determi-
nante, welche aus Quadraten von ¢-Functionen fir die Nullwerthe der Ar-
gumente besteht, verschwinden muss. Hierbei ist nun wesentlich zu bemerken,
dass wir bei der Herstellung dieser vier Gleichungen von dem Index i der
transformirten geraden - Function unabhingig sind, da die oben angegebenen
Substitutionen,

(h.) W,y d0R; 3Wy,  FWy; éw,ua ’%wiﬁ %wén ’%wé-z
nur durch die Transformationszahlen ¢, o, ¢', ¢' bestimmt werden.

Da wir ferner die Indices «, (3, ¥, 0 nach Belieben annehmen dirfen *),
wobei es am zweckmissigsten sein wird, fir o den Index einer geraden, fir
3, v, 0 die Indices von ungeraden &-Functionen zu wihlen, so kommt die
Untersuchung endlich darauf hinaus, auf den Ausdruck:

(@) F (0,4 v )5+ ()9 (04, @2)3‘{'(7)‘9(’011 0,);+(0)F (015 05)13
far die fiinfzehn in den Schematen (17.) angegebenen Transformationsfalle
die durch (h.) bestimmien Substitutionen anzuwenden und die aus dem Ver-
schwinden der aus 9 -Quadraten bestehenden Determinante hervorgehenden
Relationen zwischen den Integralmoduln herzuleiten.

*) in sowelt Wenigstens, als zwischen den vier ¥-Quadraten:
‘19(7)1,”2);', *0’(@1,‘172);, &CDH”‘J;) 0(”!’7 02)3
‘keitte linbate Relation besteht.
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Fiihrt man diese Untersuchung durch, auf deren Einzelnheiten ich hier

nicht néher eingehe, da sie keine weiteren Schwierigkeiten bietet, so findet
man, dass die durch die Zahlen

2 0 0O
01 00
0 0 2 0
0 0 0 1

definirte Transformation die Bedingung liefert:
%% 8 9

13

9 K 95 9%

9 =% =% 9%

w —9% =9 I

oder

_‘93-‘931~3§4+9}4-‘93-'9§3 = 07
oder

‘LLQ — ZQ.IF,

wihrend die anderen Fille dieselbe oder die durch lineare Transformationen
aus dieser abgeleiteten Relationen

22— =w(1-27), F—=1(r—-u’)

liefern. _
Wir gelangen somit zu dem.Resultat, dass das Jacobische Integral
/ ' _ dz
Ve(l—2)(1—x"2) (1 —A’0) (1— #*A’x)

sowie die aus diesem durch lineare Transformation hervorgehenden die einzigen
Abelschen Integrale erster Ordnung sind, die sich durch eine Transformation
zweiten Grades auf elliptische reduciren lassen. —

Greifswald, Januar 1866.




