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der Sehu]] aus einer Kansne?  l~uB man nicht  
demnaeh die ~ e e h a n i k  ebenso wie die Elektro-  
dynamik yon Grund aus ab~ndern and  s is  auf  
quantenthesre t i scher  Basis neu auYbauen ~. 

Al le  diese Probleme ba r ren  noch der LSsung. 
Abet win diese endgfil t ige LSsung auch ausfal len 
mag, so wird sie s ieh jedenfal ls  atuf das unge- 
heure vsr l iegende empir ische unfl theoret isehe 
:Xaterial  zu stfitzen babes .  Noch fehl t  der lei- 
tends Gedanke, *der das Zerstreu~e sammelt ,  das 
Dispara te  zusammenfaSt.  Absr  wir  wel les  
herren,  dab .der Tag n ieh t  mehr  al lzufern ist, an 
dem die gewalt ige Vo.rarbeit, die die heut ige  
@eneration geleistet  hat., durch die Vollendung 
der Theorie  gekrSnt wird. 

A n w e n d u n g e n  der Quanten lehre  in  der 
Theorie  der Ser ienspektren .  
Von Dr. Paul S. Epstein, Mi'~nchen. 

I. Abschni t t .  
Grundlages. 

1. t n  den-Jahr .sn 1896 bis 1902 hat te  Max 
Planctc seine ganze Arbe i t sk ra f t  in den Diens t  der 
Theorie der W~rmes t rah lung  gestellt.  ]~At einer 
beispiel]osen Fo lger ich t igke i t  und Ene rg i e  schuf 
er ~nngchst in  einsr  Reihe yon Abhandlu~gen  die 
begr i f f l ichen Gru~dlagen  fi ir  s ine so]she Theorie, 
und gelangte um die Wende  des J a h r h u n d e r t s  zur 
Uberzengung, ,dat~ die gewShnliehe ]k[echanik und 
Maxwell-Lorentzsche Elek t rodynamik  zur Begriin- 
dung der S t rahlungs]ehre  n ich t  ausreichen. Die 
konsequente Anwendung dieser klassischen Grund-  
]ages f i ihr te  n~mlich unter  allen Ums¢iinden auf 
sin Gesetz der S t rah]ungsver te i lung  (das soge- 
nannte  Rayieigh-Jeanssche), welches sieh im kurz- 
welli~en Gebiete in ekla~an~em W, iderspruch mi t  
der E r f a h r n n g  befindet .  ~'ietat~s te i te te  Planets 
die Notwendigkei t  ab, in die St rahlungstheor ie  
sines neuen, der Meehasik und Elelstrodynamik 
fremden Gedanken einzufi~hren. Ira J ahre 1901 
gelang es ihm 'auch, mi t  ki ihnem G r i l l  das fehlende 
Glied in die Xer ic  seiner  Dedukt ionen einzufiigen. 
Es war dies d ie  Quantenhypothese, welche nicht  
nur  alle Rgtsel  in ~der Theorie  der W/trmest rahlung 
attflSste, sondern, wie sich sparer .zeigen ssllte, 
aach alls  fibrigen atomist ischen Vorggnge be- 
herrscht.  

Die  Anwendungen  der Qnantentheor ie  auf  die 
Atomis t ik  haben in den lstzten ;fahren zu ether 
Reihs  grol~sr Erfolge  geff ihr t ;  und aueh an dieser 
neuesten En twiek lung  ist  Plastic in  hervorragen-  
dem :MM]e betei]igt .  Es 'i,st der Zweck dieses Auf-  
satzes, eine ~bers ich t  fiber die neuer.en Ergel)nisse 
zu entwerfen,  soweit sie sich auf  die Theorie spek- 
t ra ler  Ser len  beziehen. Dementsprechend werden 
znngchst die begr i f f l ichen Grnndlagen ,der Planek,- 
se~en Quantenlehrs  in Xfirzs er t i r ter t  (§§ 2 4 )  
und das nStige Ta t sachenmater ia l  aus der Ato- 
mist ik mad Spektroskopi, s zusammengestel l t  (§§ 5, 
6). Der zweite Absehni t t  enthl i l t  die ersten er- 

fol.greichen Anwendnngen  der Qnantentheor ie  auf 
das Atom, welehe sieh an den N.amen iViets Bohr 
kaf ipfen und ~in der Erk l~rung  der einfaehsten 
Spektralser ien gipfeln  (§§ 7- -10) .  ' I r a  dr i t ten  
Absehni t t  ~indet man die Anwendungen  auf 
Systeme yon mshreren Fre ihe i t sg raden ,  win sie 
durck yon Planck u~d Sommerfeld n ett geschaffene 
begriff l iche HilfsmitVeI ermSg]icht wurde:  im 
wesentt ichen die T heorie tier Fe in s t ruk tu ren  
wassersto~f~hnlisher L in ien  und des Starkef{ekts  
(§§ 11--15) .  Den SchtuB bi ldet  s ine  ErSr t e rung  
der Ansehauungen yon Planets fiber die S t ruk tu r  
d:es Phasenraumes.  

§ 2. H~lpothese der Energiequanten. - -  Um 
den Inha l t  der Quantenhypothese kIarzumaehen, 
wol]en wir  das in der E in]e i tung  GesagVe n~her 
ausffihren nnd an den Begr i f f  des , , l inearen Re- 
senators" anknfipfen. Wi r  k5nnen uns darunter  
sin Elektron ~) vor stellen, welches quasie]astiseh 
(d. h. dureh s ine  der E n t f e r n u n g  x proport ionals  
Kraf t )  an s ine  Ruhelage gebunden ist, unc~ d'em- 
zufolge s inusar t ige  Schwingungen  yon ether kon- 
stanten, ffir  den Resonator  charak~erist ischen 
SchwingungszaM ~ pro S.ekun, de nm dieselbe aus- 
ffih r t  : 

x : - x o s i n  2 n v t  . . . . . . .  (1 
t{ier  ,bedeutet t die Zei t  and  Xo die Ampli tude.  
~:ach den Gesetzen der E lek t rodynamik  mu]3 

sin solcher ] inearer  Resonator  el ektromagne~ische 
WeIlen yon derselben ,Schwingungszahl v aus- 
senden, und umgekehr t  'unter  der W i r k u n g  ein- 
fa]lender Wel len  erzwungene Schwingungen aus- 
fiihren. H a t  man also in e inem vollkommen spie- 
~elnden Hoh l r aum eine grSl~ere Menge yon Re- 
ssna toren  mit  a l len mSgliehen v, so mfil]ten sis 
sieh mi~ der S t r ah lung  und gegense4tig in ei~ 
bswegliches Gleichgewicht setzen, hei  welchem jede 
Orupps  yon Resonatoren (yon e ther  best immten 
Schwingungszahl  v) genau so vie! E~erg ie  aus- 
strahlt ,  als sie vsn der zugestrahl ten Energ ie  ab- 
sorbiert.  Diese Gte ichgewichtss t rahlung bezeich- 
net  man als ,,schwarze Strahlung" und das Pro- 
blem, welches sich Planets gestel l t  hatte,  bestand 
darin,  die spektra le  En,ergievertei lung ,der sshwar- 
zen S t r ah lung  abzuleiten. Es zeigte sich nun,  
dal] man unfehlbar  anf e ta  falsehes Oesetz ge- 
ffihrt wird, we nn man  voraussetzt,  d~aB ein Reso- 
nator  bet der Weehselwirkung alle mSg~iehen 
Energieinhalbe (bzw. Ampl i tuden)  annehmen 
kann. Die neue, auflerordestlish kdihne Ansahme 
yon Planc~ bestand clarin, daft die Energie A eines 
Resonators sin atomistisches Vsrhalten besitzt 

1) Nach den neueren Forsckmngsergebnisse~ hat 
der Trliger der elektrischen Erscheinungen, die so- 
gen~nnbe ,,Elektrizititame~ge", sine atomlstische 
Struktur. Die Atoms der Elektrlzit~t~menge bezeieh- 
net man als Elektronen. D~s Elektron k~t sine 1844- 
real kleinere Ma,s~e ~ x~s das W~sserstvff~tom, seine 
elektrische Ludu~g (,Elementareinheit d.er Elektrizi- 
t~tsmenge") betritgt e = 4,77.10 -J° el. st. Einh. Das 

e 
~'.erh~tltnis yon I~d~n.g zu M~sse i~t ~ = 5,291.10 t~ 

el. st. Einh. 
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and ein ganzes Vielfache8 einer elementaren 
Menge ~ sein muff: 

wenn n eine ~anze Zahl bedeute~. Aus thermod,y- 
namisehen Gr i inden  (Wiensehes Versehiebun~s- 
gesetz) d arf  jedoeh die e lementare  Energie  e nieh~ 
yon der ,Schwingungszah] unabhiingig, sondeI'~f ~ 
mull derse}ben proport ional  se in : -e  _=_ h~. A]s Aus- 
druck der ersten Fassu~ng tier Plancksehen t typo-  
these, die man als ,,Hypothese der Energiequan- 
ten" bezeichnet, ge~dnnt  nlan daher die Forme] 

A = n h ~  . . . . . . . . .  (2 

Hie r  ist  h eine universe]]e Kons tan te  yon der 
Dimension einer  W i r k u n g  (Energie  X Zeit) ,  
~elehe daher  als alas ,,PlaneI~sehe Wirkungsquan- 
turn" bezeiehnet wird.  Aus  den Strahlnngs~nes- 
sungen yon Kurlbaum, Lummer und Pringshefm 
erhie]t  PIancl~ den nume rischen ~Vert 

h = 6 ,55 .10  -2~ erg. see. 

Den Ausdruck  f i i r  die Energ ie  A des l inearen 
Resonators erhii l t  man, wenn mart bedenkt,  daf~ 
im 3£omente des Du'rehgangs dureh d~en Nul lpunk t  
(t =: 0) nur  kin.etlsehe Energie  vorhanden ist. I s t  
a die Masse des Elekt rons :  

= = 2 ~ (~ v Xo) ~ • A ~- ,=o  

Beziehung (2) l iefer t  daher 

Es s ind  al,so nur  ,bes.timmte ausgewiihlte 
Ampt i tuden  xo, niimlieh diejenigen,  welehe der 
Fe rme l  ($) geniigen, m i t  der Quantenhypothese 
vertri iglieh. 

§ 3. Hypot~ese der Wirkungsquanten. - -  

Spr ie r  gab Planclc ~einer t lypothese  e ine  an- 
c~ere Fassung,  welche k larer  hervor t re ten  liiflt, dab 
die W i r k u n g  und n icht  die Energ ie  das  Unver- 
~nderliche ist. Dabei  maeht  er Gebraueh yore 
meehanisehen B e g r i f ~ d e s  Impulses oder der Be- 
wegungsgrS[le. Bekann%lich is t  bei kartesisehen 
Koord ina ten  und konservaViven Kr~f ten  (d. h. 
Krfiften, welche e in  Po ten t ia l  besitzen), tier einer  
kartesisehen Lagenkoord lna te  x eines ]~[assen- 
panktes  yon der 3£a,sse ~ ,entsprechen,de Impuls  

io~ = .~ .  
Abet such unter  kompliz ier teren Verhgltnls-  

sen kann man im a l lgemeinen ,die den Lagen- 
koordinaten q eines Systems zugeh5rlgen Impu}se 
p definferen.  Da.bei is t  durch die  KennCnds der 
Wer te  s l ier  p und q in  ' i rgend e inem Augenbl iek  
die Bewegung des Systems vo]lstiindig und fi ir  
a]le Zei ten best immt.  

Im beson~deren Fa]]e eines einzigen Fre ihe i t s -  
grades kann  man p le icht  als F u n k t i o n  yon q an- 
geben. Z . B .  ha t  man fi ir  d:en I inearen Resonator  
naeh (1) 

P ,  
2 ~ v ~ : x o c o s ~  t . . . . . .  (4 

~) Dutch einen Punkt wir4 die Abteit.tmg na.eh der 
Zeit an.~deutet: ~ = d x/dt. 
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oder wenn man die Gleiehtmgen (1) und (4) qua- 
dr ie r t  nnd addier t  

Das is t  bekanntl ieh die G]eichnng einer  Ell ipse 
yon den Halbaehsen a = xo und b = 2 ~ x o .  Wenn 
man also p~ al.s Ordinate,  x a]s Absziss~ auftr~igt 
(Fig .  1), erhglt  man i i i r  jeden speziellen Wer t  yon 
xo eine Ellipse, fi ir  alle mSgliehen xo eine Schar 
ghnlicher konzentr ischer Ellipsen. I m  al lgemeinen 
Fa l l  eines du tch  eine Koord ina te  q und den zu- 
gehSrigen Impuls  p bes t immten Systems wird 
man du tch  die analoge Kons t ruk t ion  eine and[ere 
(nieht elliptische) Schar  yon Kurven  erhal ten,  
yon de~en jede die Bewegung ,des Systems f~ir 
einen speziel]en Wef t  der  Energ ie  darstel]¢. 

P 
~ d e  

xdr) 

]pig. 1. 

Der Ptanekschen Annahme zafolge s ind naeh 
Gleichung (3) n ich t  alle Kurv.en der Sehar, son- 
dern ~ur  gewiss,e ausgewShlte m5glich. Und  
zwar b esteht die sp~tere Fo rmu] i e rung  yon P[anck" 
darin,  dab der Inhalt der Fliiche zwische~n zwei 
auf einanderf olgenden quantentheoretisch zul~ssi- 
gen Kurven gleich dem WirI~ungsquantum h seth 
soll. l~ath,ematisch formul ie r t  gibt das 

f f  d l ) d q = h  . . . . . . .  (5 

o d e r  
. / ( p n -  pn-1) d q ::: h. 

Die In t eg ra t ion  ist  tiber das zw'ischen den bei- 
den Kurven  eingesehlossene, in der F i g u r  f i i r  
n = 2 schraf f ie r te  GeMet zn erstreeken, p~ und 
Pn-1 beziehen sich auf  die Wer te  des "Impulses 
an den  Grenzkurven.  

Dutch  Summieren  der Ausdrticke 

.~(P,~--P~-O dq = h 

erg~bt sic'h fiir  die n-re qaantenmiit]ig zn]~ssige 
oder, wie wi t  sagen wollen ,statisehe Bewegungs- 

Pn--Po) d~ = n h  . . . . .  (5a 

wenn po den Impuls  an der inners ten  st~tischen 
Kurve  yon k]ei~stea~ zul~ssigen F h c h e n i n h a l t  be- 
dearer. E inen  yon Na i l  verschiedenen Wer t  yon 
po dar f  man dann erwarten, wenn das ,betrachtete 
System aus meehanlschen Gr i inden einen Grenz- 
zustand besitzt,  dem eben der Impu]s po ent-  
spricht.  Beim l inearen  "Resonator is t  dies n icht  
der Fal l ,  b ie r  sind such die kleinsten Ampl i tuden  
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mid Impulse bis zur-vol ls t~ndigen guh.e (po : 0) 
mechanisch m5glich. F t i r  so]che Systeme, welche 
die ~ e h r z a h ]  bidden, reduziert  sieh die Quanten- 
bedingung (5 a) e infaeh auf 

j ~ p  d q = n . . . . . . .  h (Sb 

d. h.. der yon eider statischen Kurve  umschlossene 
FlS, cheninhalt ist ein Mult iplum des Wi@ungs-  
q~tantums h. 

Es isi. le ieht  zu sehen, dat3 diese Fassung  der 
P]anekschen Annahme,  welche als , ,Hypothese der 
W~rkungsquanten" bezeichnet wird,  ffir d e a  Fa l l  
des ]in,ear,en Resonators  mi t  der Hypothese  der 
Energiequanten (2) i ibereinst immt.  I n  der Ta t  
~st der Inha l t  der umsehlossenen ell iptischen 
Fl~che hier gleich 

n h = ~ a b  = 2n  ~ • m x02 
in genauer  ~be re ins t immung  m'it Fo rme t  (3). 

E ine r  der VorteiIe,  welchen diese Formu]ie-  
rung der Quantenhypothese bet, bestand darin,  
dal~ es dabei  mSglich war, d.ie er forder l ichen Ab- 
5nd.erungen der E lek t rodynamik  auf  ein ]kfinimum 
zu reduzieren,  wenigste~s die Absorpt ion 4er 
Energie  kont inuierHch zu gestal ten und das we- 
sentl ieh Neue der Aud~assung in d ie  Berechnung 
der stst~stischen Wahrsel~einliehkeifen zu verlegen. 
Da es jedoc:h flir  alas Folgende  n icht  ,darauf an- 
kommt, ob wir  di.e s~atischen Bewegangsformen 
als die e inzigen m5gliehen, oder als nur  in sta- 
~Mtischem Sinne  ausge~eichnet auffassen,  wollen 
wir  a ~  diese F ragen  erst  spiiter (in § 16) zuriiek- 
kommen. 

Als wei teren Vorzug der zw.eiten Fassung  er- 
kennt  man den Umstand,  dab sie veto Begr i f f  der 
Schwingungszaht  keinen Gebr~uch macht  ~md 
sich daher nieht  yon vornhere in  auf  periodisehe 
Bewegungen beschr~nkt. I n  der Ta t  is t  es in 
der Folge  ~elu.n~en, sie sowohl auf  Systeme yon 
mehreren Fre~hei tsgraden als .auch ,auf ,gewisse 
Klas,sen niehtper iodischer  Bewegungen anzu- 
wenden. 

§ 4. Entwic~lung des Gedankens der Ener- 
giequanten. - -  X{erkwiirdig .,ist, dal] d~e vom Im-  
pu]sbegriff  ausgehende Auffassung  4er Wirkungs-  
quanten den C~edanken der Energ ieq~anten  nieht  
fiberfliissig gemacht, sondern dessen Anwe~dung 
nur  an e~ne andere  Stel]e versehoben hat.  In  
der Ta t  wurde di.eser ]3egriff m i t  Er fo lg  zur 
Erk l~rung mehrerer  Ersche inungen  her~ngezo- 
~en. ]3esonders Einstein,  dem wir den Ausbau 
der Quantentheor ie  nach den werschiedensten 
Riehtungen v erdanken, vertrat nachhaltlg den 
Standpunkt ,  .da~ sieh Jn den W irkungen einer  
Strah]ung vonder Sehwingungsza]xl v d as Ener- 
giequantum hv ~u~ern miis se. Auf d iesem Wege 
gab er u. a. eine D a r s t e l h n g  der quant i ta t iven  
Verh~ltnisse im l ichtelektrische~ E f f e k t :  das aus 
einem N:etall unter  der W i r k u n g  yon ,einfallendem 
ul t ravie le t ten  Lieht  (Sehwingungszahl  ~) ausge- 
sandte Elek t ron  erwirbt ,  nach seiner  tIypothes.e, 
veto L ich t  die kinet isehe Energ ie  h% yon tier' es 
einen Teit P fiir  die Arbe i t  aufbraucht ,  die es zu 

leisten hat, um durch die Oberfliiche hindurchzu-  
tr.eten und den Verband tier :~etal ta tome zu ver- 
lassen. Es ergibt  sich demuach fi ir  die Geschwin- 
digkei t  v ein~s l ichtelektr ischen El.eMron,s die 
EJnsteinsche Gl,eictiung (J905) 

~ + P =  h ~, 

welehe sieh durehau~s b est~tigt,  und neuerdings 
von.R.  Millikan (1916) aI,s eine ]Kethode zur ge- 
nauen Bes t immung des \¥er tes  yon h, augewandt  
wurde. 

Die Umkehrung  dieses Gedankens,  die An- 
nahme, 4al] die bei ei~em L~ehte~issionsvorgang 
yon unbekanntem ~[echanismus ausgesandte 
Sehwingungszahl  dureh die zur ¥e r f f igung  ste- 
hende Energie  bes t immt  werden kSnne, l i nden  wir  
zum ersten Mal bet W. Wien a n d  J. Stc~rk. 
W. Wien  ~) faint .den Vorgang  der En t s t ehung  yon 
RSntgenst rahlen ,durch plStzliche Bremsung yon 
Kathodens t rah len  ~) .in tier Ant ika thode  ein.er 
RSntgenrShre ins Auge, und stel l t  die l typothese  
auf, d~al3 die Seh~wingu~gszahl v ~er ausge~andten 
RSntgenstrah]en durch die k[netische Energie T 
des gebremsten Elek t rons  naeh der ]3eziehu~g 

T = c h ~  s) . . . . . . . .  (6 
bes t immt  wird. Beachtenswert  is~ bei dieser Atlf- 
fassung, da~ die GrSl?e hv c keines~cegs mi t  der i n  
Form von RSnf~enstralflung emittierten Energie 
[ibereinstimmt, denn letztere betrigt, wie man be- 
rechnen kann ~) und ~ieh aus ~N[essungen ergeben 
hat~), nut einen geringen Bruehteil (yon der CxrS- 
l~enordnun,g 0,~%) der Katho&enstrah]enenergie. 
Bedingung (6) best immt also lediglich die Schwin- 
gungszahl der ausgesandten Strahlung, ohne etwas 
5,bet deren Energiemenge auszusagen, w-eshalb wi t  
diese G]eiehung Ms , ,Frequenzbedingung" be- 
zeichnen. 

Diese Beziehung ist  neuerdings  (bis zu einer 
Spannung yon 40 000 ¥olt) gepriift worden~). E~s 
,bestiit igt sieh mi t  yel ler  Sehiir~e., dal] die grSflte 
SehwingungszahI  der RSntgenstrahlen,  welche 
dure~ Etektronen yon ether bestim~mten kinet i -  
sct/en Energ.ie angeregt  werden, dureh Gteichung 
(6) gegeben ist. 

Die erste Anw.endung einer  ~hntiehen Uber- 
]egung auf  das optische Spekt rum geht  auf  
J. S tark  ~) zurOek. E r  bet rachte t  die Emiss ion der 
Lin ien  &es Queeksilbe~spektrums und geht  yon 
der Annahme aus, dab d~e ~qorbedingung f l i t  die 

l) W. W/en, GStt. Nuchr. S. 598, 1907. 
~) Welche bekanntlich au~ schnell beweg%en Elek- 

tronen bestehen. 
8) o bedeutet di,e Lichtgeschwin&i.gkeit. Unter der 

Schwi.ngungszahl ~ verstehen wit hier und im Fol~,en- 
den, wie dies in -der Spektroskopie iiblieh ist, die re~i- 
proke Well.enl~nge v = 1/L Gen~u genommen i.st di.es 

Z~ht der Schwin-~mlngen in 1/c Sekundem 
diea) Sommerfeld (Mfinch. B er. S. 1, 1911) hat in einer 
Arbeit, die auf die sp'~ter.e Ent,wicklu~ng der Quanten- 
theorie yon .grogem Einflu8 war, die Wiensche Theorie 
modif~ziert an,d~ q~antitati~v uusgeb~ut. 

~) W. Wien, Ann. d. Phys. 18, S. 991, 1905. 
8) Duane und Hunt, Phys. Rev. 6, ,S. 166, 31915, 
~) W. Steubing, Phys. Zt. I0, S. 789. 1909. 
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Aussendung derselben das Vorhandensein yon ioni- 
sierten Atomen (d. h. Atomen, yon denen ein 
Elektron abgetrennt ist) und freier Elektronen 
im ttg-Gas ,sel. Das Leuehten kommt, seiner 
geinung naeh, dutch .die Wiederanlagerung eines 
Elektrons an dan ionisierte Atom zustande. Da 
bet diesem ~rorgang nur eine endliehe Energie- 
menge verftigbar ist, n~mliGh die Energie T, 
welche man umgekehrt zur Entfernung des Elek- 
trons aus dem Atom ins Unendtiche aufwenden 
muB (die s.ogenannte Ionisierungsspannung), and 
welehe au.s direkten Messungen bekannt ist, 
sGhlol~ Static, .dab die Grenze des Qneeksilber- 
spektrums, d. h. die grSgte Sehwingungszah) % 
d eren Emission mbgIieh ist, dutch die 13eziehun,g 
(6) bestimmt wird. Neuere N[essungen der Ioni- 
~ierungsspannung des Quecksi~bers ~) bestgtigen 
die qu.antentheoretleehe Gleiehung (6), die 
Schwingungszah] v, die sigh ergibt, bezieht sieh 
.iedoeh nicht auf die Bandengrenze, sondern auf 
die Resonanzstrahlung des Queeksitbers (253,6 ~g). 

§ 5. StruIct~r des Ser&~,fors~eln. Das Ritz-  
ache KomSinationsprinzip.  - -  Unser Zweek ist, 
eine 1J%ersieht tiber .die Erfo]ge za geben, die ~n 
~;en letzten Jahren in der ErklE.rung der spek- 
tralen Gesetze dutch Anwendung der Quanten~ 
theorie auf die Atomistik erreieh~ wurden. Da- 
her ist es nStig, z.uniiehs.t einiges iiber die Strnk- 
tur der spektralen Formeln und die modernen 
Ansehau"dngen yore ~Bau der Atome za sagen. 

Beim Studium der Lini.en, aus denen ein 
Spektrum besteht, hat man bei gewis,sen ~olgen 
dieser Linien, welche man als , ,Serien" bezeiehnet, 
oin ghnllehes Anssehen und gleichmiil?iges physi- 
kalisehes Verhalten festgestellt un.d ,daraus~ auf 
ihre genetisehe ZusammengehSrigkeit gesehlossen. 
Die for.melmggige Darstellung spektraler Se- 
rien wurde bereits im Jahre 1885 dnreh eine Un- 
tersuchnn.g 'yon Balmer  eingeleitet, der fill" die 
sp~ter naeh ihm benannte Serie des Wasser- 
stoffs die folgende Formel anfstellte: 

N l - m -  ~ ~ =  2"~ , r e = g ,  4,  5 . . . . . . . .  (7 

N bedeutet dabei eine Konstante, sis deren 
hester Wei't gegenw~rtig 109 677,69 gilt. Von 
der Ba}naerserie, der einzigen Serie, welehe der 
Wasserstoff im slchtbaren Spektrum besitzt, sind 
29 Linien bekannt, welche in der l~eihenfolge 
a'bnehmender Wel]enl~ngen mitHa,  H), [[~, HO . . . .  
bezeichnet werden. In den Spektren yon' Wasser- 
stoffrShren wurden allerdings nur die ersten 13 
dieser Linien gefunden, die iibrigen entziehen 
sieh der terrestrg~ehen Beobachtnng dm'ch ihre 
Lichtsehwfiehe, sind a.ber aus Sternspektren b e- 
kaunt  Formal (7) gibe, mit niehts za wfinschen 
iibrig ]assender Sehgrfe die Sehwingungszahlen 
s~mtlieher 29 Linien, wenn man ~/ir m die s.nI/- 
zes,siven ganzen Zahlen yon 3 his 31 einsetzt. 
Neuere Untersuchungefl ha,ben iibrigens gezeigt, 

~) J. Frank~ und G. Hertz, Verb. d. D. Phys. g-es. 
16, 51.2, 1914. 
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dab die Linien der tlalmerserie nieht einfach 
sind, sondern in mindestens zwei sehr dieht 
nebeneinanderliegende Komponenten atffgelSst 
werden kSnnen. 

G]eichfalls dem Wa,sserstoff wurde die as~.ro- 
nomisehe Serie zugeschrieben, wetche E. C. Picke- 
t ing  1896 im Spektrum des Sterns ~ Puppis ge- 
funden hatte. 

{i 
,, -- iV ~2 -- m~] m = 1,5; %5 ; 3,5 ; . . . . . .  (8 

Wit werden sehen (§ 10), da~ sis in Wirktiehkeit 
dem ionis~erten tIelium angehSrt. 

Charakteristisch ~iir ,die Struktur dieser For- 
meln ist, ,dal3 die Sehwingungszah] v bier ale )~gif- 
{erenz zweier Terme N/2 ~ und 5r/m 2 erscheint. 
Dureh eine eingehende Analyse des dama]s v o f  
handenen 'exper~mentel]en ~Iaterials zelgte 1ran 
der schwedisebe Physlker Rydbe, rg im Jahre 
1890, da~ sigh viele Seriengesetze bei verschie- 
denen Stoffen dutch die versllgemeinerte Formei 

N N 
± ~ - ( m i + ~ , y  (m2+~2)2 . . . .  (9 

gu~ dars~ellen lassen, h rist dabei dieselbe Un- 
vergnderliche, welehe in .der i~,almersehen For- 
met (7) anftritt, sie gewinnt also die Bedeutung 
einer Universalkonstanten und wird ale ,,R~d- 
5ergsche Ko~s tan fs"  bezeiehnet. !~l und ~2 Mnd 
zwei weitere fiir das betreffende Element cha- 
rakteristisehe Konstan~en, m~ und rn2 ganze 
Zahlen (,,Ordnnngszahlen"); des ¥orzeiehen i~  
so Zll wiihlen, daft ~ positiv wird. Bei fest@e'llat- 
tenem ml erh~lt man bereits eine Serie, wenn m~ 
die Reihe der ganzen Zahlen durehliiuft. Nimmt 
man noeh die ~rariabi].itiit yon ml hinzu, so 
kSnnen mehrere Serien dureh den einzigen Aus- 
druGk (9) dargestellt werden. 

~fit zunehmender Genauigkeit der spektralela 
M:essungen erwies sieh indessen die t~yd,bergsehe 
FormeI sis ungeniigend. Die hesse der sp~ttel ~ 
vorgesch]agenen riihrt yon W. R i t z  'her (1903), 
der unter Be~behattung der Auffassnng yon v 
als Differenz zweier Terme nur jedem der bei- 
den Terme eine veriinderte Gestalt gab. Noch 
grSBere ~rerdienste um die Spektroskopie erwarl> 
sieh dieser 1.eider jung verstorbene sehweize- 
risehe Gelehrte dutch die Aufsteltung seines so- 
genannten , ,Kombinationsprinzips" (1908), dutch 
welches er den Beweis erbraehte, dab ,die beide~ 
Terme, ale deren Differenz. die Schwingungszahl 
erseheint, l~eine zufgllige Eigenschaft der mathe- 
matisehe~ ~ormnlierung,  sind, sondern ~mab- 
hiin,gig-von dieser einen wirkIiehen physi~:alisGhen 
Sinn, Mne objektive Existenz besitzen. 

Dieses Kombi~ationsprinzip beste'~t darin, 
daft man Mnen der belden Terme, welehe irgen, d 
eine Linie einer Serie ergeben, mit einem der 
Terme, die zu einer anderen Dinie (derselben 
Serie oder gewisser anderer Serien desselben :Ele- 
mentes) ge'hSren, kombinieren kann, derart, da.[~ 
die Differenz wieder eine Spektralllnie ergibt. 
Auf diese Weise ist es Ri t z  gelungen, sowohl 
neue Serien aufzufinden, als such einige Y_Anien, 

Nw. 1918. ~ ,  
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welehe auBerhalb des Seriensystems zu stehen 
sehienen, in dasselbe einzuordnen. Z. B. in A n -  
wendung auf  die Balmersehe Forme l  (7) ha t  Ritz  
die Exis~enz ether Wassers toffser ie  yon der Form 

- -  ~3 ~ m"-] m = 4 ,  5, 6 . . . . .  (7a 

vorhergesagt,  welehe im Ut t raro ten  Iiegen m uB. 
Dies konnte noeh im selben J a h r e  (1908) dutch  
NTessungen yon Paschen bestittigt werden, der f a r  
WelIenlgngen in LuSt (k) nnd Sehwingungszat> 
len (~,) der  beiden ersten Linien die folgenden 
W e r ~  angibt  : 

m | )v in /~.-E. ~e 

beob. her. beob. ber. 

4 / 18751,3 1 8 7 5 1 , 6  5331 ,58  5331,49 
5 | l"2817,6 19~818,7 7799 ,70  7799,10 

Schon etwas f rghe r  wnr,den yon Lyman ira 
Ultravio]et ten die ersten Glieder  der Serie  

v \1 ~ mS / , m = ~ ,  3, 4 . . . . . . .  (Tb 

gemessen, aus der naeh dem Xombina t ionspr inz ip  
sowoM die Balmersche als die Ri tz-Paschensche 
Serie  hervorgehen. 

t n  der Fo]ge hat, besonders Pezehen viel n i t  
d e n  Kombina t ionspr inz ip  gearbe'itet, ihm haben 
wi t  die exper imentel le  Begr i indung desselben 
durch  A n ~ i n d u n g  und  genaue :gessnng yon 
Kombina t ions l in ien  in  d l e n  Ser ienspektren zu 
verdanken,  sowie auch die endgi i l t ige Zusammen- 
fassang der verschiedenen Ser ien  sines chemi- 
schen Elementes  in e in  Seriensystem. Veto 
S tandpunk t  dieser Sys temat ik  nnd naeh Ana]ogie 
n i t  anderen Elementen  miiBte man zu der Picke-  
r i~gsehen Ser~e (8), die man d e n  Wassers toff  
zuschrieb, n0ch eine andese rai t  der FormeI  

v = 2 g  1 ~)~,  m = ~ , 3 , 4  . . . . . . .  (8a 

erwarten,  worau f  berei ts  Rydberg hing~ewiesen harts .  
Die Grnn,dl,lnie dieser 'Serie wurde  n i t  der L iMe  
v = 4687,88 (bar. v = 4687,90) im Spektrum ge- 
wiaser F i ~ e r n e  ident i f iz ie r t ,  aber erst  im J a h r e  
1912 gelaD~g es Fowler, .diese Se r i e  in tier ter- 
r e s t r i s ehen  Emission zu beobaehten. I ra  Liehte  
der elektrJ, sehen E n t h d u n g  in e i n e r  m~t e inem 
~emiseh  yon Wassers toff  and  He l ium gefi i l l ten 
Geiglerr5hre  erhiel t  er drei  Lin ien  der  Ser ie  (8), 
vier  der Serie  (8a )  und drei Linie~ der nl t ravio-  
te t ten Serie  

= v \1,5 ~ m~ ], m = ~ , 5 ;  3,5; 4,5; . . . . .  (8b 

Die  beobachteten SchwingunmgszaMen waren 
um ein Gerlnges  grSBer als die naeh den Forme]n 
(8 a, b) berechneten,  t~emerkenswert  ist, dab es 
unmSglieh war, dlese Lin ien  in re inem Waster -  
s tof f  zu erze~gen, nn,d sieh e in  Zusatz you t t e l i n m 
a]s unbedlngt  nbt ig erwies. 

§ 6. Das Rutherfordsche Atommodell.  - -  Seit  
d ie  Phys ik  zn der E rkenn tn i s  ge]angt  ist, dab 
elektrisehe La&angen innerhalb  des Atoms eine 

wesentliche Rol ls  spie!en, ha t  es n ich t  an Ver- 
suehen gefehlt ,  Atommodelle  zu konstruieren.  Das 
beliebteste ~ o d e l l  war lange Zei t  die yon Lord  
Kelvi~ (1902) s t smmende sogenannte  ,,Aepinus- 
/cugel": Die posit.ire Elekt r iz i t i i t  i s t  kont inuier -  
l ieh n i t  konstanter  Diehte fiber das ganze (kuge]~ 
fSrmige) Atom ausgebrei te t ;  im I n n e r n  dieser 
Kuge l  befinden sich Etekt ronen in soIeher An- 
zahl, dab ihre Gesamtladung gerade die posit ive 
Ladung  des Kuge]  neu t ra l i s ie r t .  Dies aXode]l bot 
den Vorteil ,  dab die Elekt ronen in demselben eine 
statisehe Gleiehgewichtslage haben, so dab man 
nieht  yon vornhere in  ihren Bewegungszustand in 
Bet.raeht zu ziehen brauehte.  Es blieb allerdings 
unklar ,  wetche Xr~ifte die posit ive E lek t r i z i tg t  der 
Kugel  zusammenhalten.  ]3esonders yon J.  J .  
Thomson wurge dies,es 3£ode]l weitgehenden ate- 
mist ischen Be t rach tungen  zu G r a n d s  gelegt. Von 
seinen Resul ta ten  ist  ~tir uns hauptsgchl ieh due 
fo]gende yon Wieh t igke i t :  Die Anzahl × der •ls/e- 
tronen ~n einem Atom isf ungefghr gleich der 
HiiIfte des Atomgewichts M. Von den versehiede- 
nen physikal isehen Erseheinungen,  welche Thom- 
son i ibere ins t immend zu diesem Resul ta t  geftihrt  
haben, ist  die Zerstreuung yon RSntgenstralden 
an vsrsehiedenen Stoffen hervorzuheben:  die sieh 
h ie ran  kni ipfenden ~J~berlegungen haben n~mlich 
einzig die Annahme,  da~ im Atom Elektronen 
vorhanden sind, za r  Voraussetzung find sind you 
der A r t  des B indnng  derselben unabhgngig.  Da- 
her bleibt das Thomsonsche Rrgebnis iibsr die 
Eletctronenza7~ auch #iir beliebige andere Atom- 
rnodelle giiltig. 

Andererse i t s  wurde verschiedent l ieh n i t  der 
Vors te l lung gearbei tet ,  das Atom set avis ,diskreten 
posi t iven Bes tandte i len  und E lek t ronen  anfge= 
baut,  welehe sieh gegensei t ig  n i t  Coulombsehen 
Kr~f ten  beeini]ussen ~nd naeh Art. eines P]a-  
ue~nsys tems umeinander  bewegen~); denn ein 
statfsehes Gleiehgewieht  is~ bel Kr~ften,  die n i t  
dem umgekehr~en Quadra t  der E n t f e r n n n g  wirken. 
unmSglieh. E r s t  sos  wenigen J ah ren  (1911) ha t  
sin seheinbar unbedeutendes experimentel les  Er -  
gebnis es RutTverford ermSglieht,  die F r a g e  zu 
@unsten dieser te tz teren t{]asse yon Atommodel len  
zu entseheiden, k:uf se ine  ~e ran l a s sung  bat ten 
n~,m]ieh Geiger a n d  Marsden, (1909) die Ablen- 
kmlg  yon e-Strah]en s) yon ihrer  gerad l ln igen  
Bahn helm Durehgang  dureh dfinne Bliittehen 
versehiedener Stoffe  un tersueht  und  ~estgestellt.  
dab in einem _Brnchteil der F,glle aneh sehr groBe 
(grSger .ale 90 °) Ablenkungswinkel  als Resul ta t  
des ZnsammenstoB,es der a-PartFkel  ' n i t  e inem 
einzigen Atom vorkommen. Dami t  Mne .so er- 

*) 8ehoa vor d.er Eatdeektmg des Elektrons faBte 
F. Richarz (1894) des h[olek(il als System yon zvcei 
einander ~mkreisenden :PlCneten (positivas und nega- 
tives Ion) auf. 

2) Die e-Str~hlen werden yon r~dioKktivea Sub- 
stanzen attsges~ndt and bestel~en aus n i t  groBer Ge- 
schwindigkeit abgesebleuderten, ttMiumat~men, welehe 
eine positive Ladung (yon zwei Elementareinheiten~ 
tra.gen. 
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hebliche Abweichung zusgande kommt, muB das 
~-Teilehen beim Durehgang dutch das Atom eine 
entspreehend starke (elektrische) Abstoflumg 'er- 
fahren, un, d die Diskussion dei" Verh~ltnisse im 
t(e!vinsehen ~octe]l zeig%, dab die h~ier vorJ~an- 
denen slektrisehen Fel,der fiir die Erkliirang dieses 
Effektes vie] zu gering sind. G eniigend starke 
Feldstiirken sind nut dann inSglieh, wean die ge- 
samte positive La.dung des Atsms, die ja hash den 
erw~hnten Arbeiten yon Thomson sehon ungef~hr 
bek~nnt war, auf einen sehr kleinen Raum, den 
sogenannten positiven ,,Kern" konzentriert ist. 

Unber dieser Annahme konnte Rutherford be- 
reshnen, dab die Anzahl der nm einen Winkel ¢p 
yon der Geraden abgele~ten ~-Teilehen den fol- 
genden GrSl~en proportional ist: t..sin--~(sp/2) (oder 
~0-~ fiir kleine q~); 2. der Zah] der Atome pro 
Volumeinheit d er zerstr.euenden Substanz; 3. der 
Sehiehtdieke d der letzteren (aolange d klein ist); 
4. dem Quadrat der Kernladung E;  5. dem um- 
gekehrt-en Quadrat d,er kinetisehe~ E~ergie der 
~-Partikel. N.it I{ilfe des 4. Resultats war es 
mSglieh, aus dem vorlieger~den experimentellm~ 
Mater.ial ,die Kernladungen E z x e zu bereehnm~, 
und es ergab sieh in Ubereins*dmmung mit Thom- 
son, dag ~, imgefiihr der Hglfte des Atomgewieh~ 
tes M ~o'leieh ist: 

M 
× = -  (10 

Dureh erneute Versuehe yon Geiger und 
Marsden (1913) wurden die Rutherfordsehen 
Folgerungen in allen Einze]heiten gepriift 
und als mit der Erfahrung fibereinstimmend 
befunden. Die plStzliehen Ablenkungen nach dem 
Ztts.ammenstot? werden besonders augenfgllig in 
Gasen. Es gelingt bier n~imlieh naeh einer yon 
C. T. R. Wilson angegebenen 3gethode, den Weg 
der e-Teilehen siehtbar zu maehen nnd zu photo- 
graphieren (Fig. 2). ]~'[an bemerkt gegen das 
~Ende der sie htbaren Bahn (Reiehweite) einzeln,er 
Teilehen, wo ihre Gesehwindig~keit bereits ge- 
sehw~eht ist, einen mehr oder minder seharfen 
Knick, weleher eben ds~s kgesuItat eines besonders 
zentralen Zusammentreffens mit einem Gas- 
atom ist. 

Auf diese Weiss gelangt man zur ,,Kernth.eorie 
der Atom, e", die man aueh als Sonnentheorie be- 
zeiehnen kSnnte: Das Atom besteht aus einem 
Kern, in dem .die gesamte posi%ive Ladung (E 
= × e) u~d nahezu die ga.nze 3£asse des Atoms 
k o n z e n t r i e r t  ist, und einer Wo)ke yon u E~ek- 
t~onen, Welche sieh in engeren nnd weiteren Bah- 
nen naeh Art yon Planeten nm den Kern bewegen. 
Ftir das Verhalten eines solchen Sonnensystems 
gegeniiber einem andern, d. h. fiir die ehemischen 
Eigenschaften des Atoms ist in srster Linie die 
Verteihng der peripheren Elektronen maggebend, 
ebenso wird das optisehe Spektrnm im wesent- 
lichen durch die Peripherie bestimmt. Aber  aueh 
yon den inneren Elektronen, .die sieh eng um den 
t(ern be,wegen, erhaIten wir Xenntnis dutch die 
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RSqtgenspektren der Elemente, worauf wir noeh 
in § 14 zu spreehen kommen. 

Die Differenz der Atomgewiehte benaehbarter 
Elemente im periodischen System betr~gt im 
Dureh.sehnitt zwei Einheitea, dem entsprieht nach 
der nngef~hren Beziehung (10) eine Zunahms der 
I~ernladung z um eine E!emefftareinheit beim 
I:bergang vow einem Element zum n~ehsten. Es 
]i.egt die Auffassung nahe (van de~ Broelc 1913), 
dat~ die Stellung im periodischen System ~icht 
durch das Atomg~ewicht, sondern dutch die Kern- 
ladung, oder wle man sieh vielfaeh ausdrtiek% die 
Ordnungszahl z des Elementes bes¢immt wird. 
~{an braueht dazu nut anzunehmen, daft dureh 
dis Xernladung bereits die ganze ~er te ihng  der 
Elektronen um den Kern und der Gharakter ihrer 
Bahnen bestimmt ist, wa-s, wie wit gesehen haben, 

Fig. 2. 

a]le ehemischen und physikalisehen Eig~'ensehaften 
des Atoms festlegt. D,as-Atomgewi~tit ]Enft nur 
ungef~h~ der Ordnungszahl parallel, nnd daraus 
erklSrt es s ieh, .dat~ .an versehiedenen Stellen des 
periodisehen Systems (Ar--K,-Co--hri., Te--J) 
die Reihenf.o]ge der Atomgewiehte <]em chemi- 
sehen Verhalten nicht entsprieht. Der einwand- 
freie Beweis, dal? die Kernladung der Atome yon 
Ste]le zu Stelle im periodischen System um elne 
Einheit zunimmt, wurde ind.ess.en erst  sp~ter mit 
Hilfe der RSntgenspektren (vgl. § 14) erbrael4t. 
Nach unseren heutigen Kenntnissen besteht 
Wasserstoff aus einem 'einwertigen Kern. (~== 1) 
und einem E]ektron, tie]lure aus einem zwei- 
wertigen Kern. (×= 2) und zwei . Elektronen 
usw. bis zum Uran, welehem die Ordnungs- 
zahl z_-- 92 enfspricht. Im ganzen slnd uns 
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noch seehs Elements  (Ordnungszahlen : 43, 61, 72, 
75, 85, 87) un,bekanat. 

Aus  den i~¢[essungen tiber die Ab]enkbarkei t  
der a-St~ahlen konnte  Ruther[ord aueh eine obere 
Grenze fi ir  die Dimensi~men des Kernrad ius  an- 
~eben, der sieh (ffir Gold) ztt 3 . 10 -x-~ em.ergaD).  
Das ist, im V.erhRItnis zur GrSBenordnnng .des 
Atoms (10 - s  em) eine so kle ine  GrSge, dal] man 
den Ke rn  ffir die Bereehaung 4er yon ihm aus- 
gehenden Kra i t f e ]de r  als punkt fSrmig  ansehen 
k, ann. Trotzdem zwingen uns die rad ioakt iven  
Erseheinnngen,  dem Kern  der seh~el>en Xlemente 
eine mehr  oder weniger komplexe S t ruk tu r  zu- 
zasChreiben: Bekann~Iieh ents teht  e ia  neues Ele-  
ment  aus e iner  radioakt.iven ~[uttersab.stanz, ent-  
weder dureh Anssendung eines a-St.rah}~ (He- 
l iumkern)  oder eines ~-Strahls (Elekt ron) .  Der 
~hemismus der entstekenden Produkte  wird yon 
der Fa jans-Soddysehen .Re,gel (1913) beherrseht, 
naeh welsher b~i al~en ~-Um.wa~dlungen (,ins Ver- 
schieSung zu der zweit~.iedr@e~'e~ Gruppe des 
periodischen SystsmG bei allen ~-Umwandbxn,ge~ 
zur niichsthgheren Gruppe sfottfindeL Vom eben 
dargelegten S tandpunk t  kann man das aueh so 
ausspreehen: Bei  Mner ~.-Umwandhng n immt  die 
Kbrn l adang  um zwei E inbe i t en  ab, bei einer ~- 
Umwandlung um eine Ei~hei t  zu. Diese Ver- 
hSltniss'e erld~ire.~ sieh zwang]os dureh die An- 
nahme, daft sowohl die a -S t rah len  (die zwei posi- 
tive E lementar ladnngen  t ragen)  wie .die ~-Strahten 
(mit  einer negativen) aus .dem Kern  stammen. 
Der  K e r n  ist  demnaeh wenigstens in radioakt iven 
Atomen ein komplexes Gebilde, zu dessen  Bau- 
steinen Elektronen und Hel inmkerne  gehSren. 

I I .  Absehnit t .  
Systems m;t einem Freiheitsgrad. 

§ 7. Anwendung der Wirkungsquanten aul: 
das Ruther~ordsehe AtommodelI. - -  Die Anwen- 
dung der Quantenlehre  auf  die Atomis t ik  ver- 
danken wi t  dem jungen  dSnischen Phys ike r  NieLs 
Bohr (1913). Seine TheorJe verwer te t  in einer 
~uiterst g:eschiekten A r t  die ~n den §§ 2 - -6  be- 
sprochenen Elements  a n d  t r i f f t  ,in so weitgehen- 
der Weiss  das l~ichtige, dab man sis  als 3Z[ark- 
.stein und Wendepunk t  der ganzen Atomtehre be- 
zeichnen ](ann. Der  Planckschen Quantentheorie  
wurde dureh sie ein neues, weites An wendungs- 
gebiet  erS~fnet, au~ welehem wi t  t rotz der Kiirze  
der sei ther  verflossenen Zei£ sehon fiber eine Reihe 
gesieherter  theoret iseh& ~ Kenntn i sse  verfiigen. 

Naeh § 6 be steht das Wassers toffa tom aus 
einean einwertigen K e r n  nnd einem ElektFon. 
W i r  wollen ein etwas all~emeineres Gebild.e ins 
Auge fassen, n~mlieh e inen I{ern yon tier Ladung 
-~x  e, nm welehen ein einziges El  ektron kreis t  
(F ig .  3a). 2V[an nennt  ein sotehes System ,,was- 
se~'stoffiihnl~eh"; wenn z yon I versehi.eden ist, 
entspr icht  es n ieht  dem Norma]znstand i rgend 

~) Aus weniger sicheren Voraus~e~zungen bereehnet 
C, ~, D~r~c4~ ffir W.~s,serstoff and Hel.ium Ms obere 
Grenze .des ,R~gius 1,7. t0 - ~  era. 

sines Atoms, denn um elektrisch neut ra l  zu seb.b 
fehlea ihm z - -  1 Elektronen.  Es ist  also s in  Ate)m, 
yon dem ~ - - 1  Elek t ronen  abget rennt  sind, oder.  
wie man sagt, ei~ (×--7)-fach, ion4ziertes Atorm 
Wir wollen versuchen, in ~'tmlieher Weiss,  wie 
wir  dies in §§ 2, 3 ffir den l inearen Resonator  
getan haben, aus allen meeha~iseh m5glichen Be- 
wegun.gen des Elektrons n u t  gewisse qusnten-  
theoret isch zul~ssige her,auszufinden. Dabei  er- 
gibt  sieh jedoeh gegeniiber dem dort  bet, raehteten 
F a i l  ein wes:entlieher UnterseMed:  I n  beiden F~I- 
lea  g~ben die yon einer  .e]ektrisehen Ladung  ans- 
gefi ihrten Sehwingungen z~t einer Auss t rahlun~ 
yon Energ ie  Veranla;ssung. W~hrend aber bei 
quasi-elast iseher B indnng  die Bewegung des E]ek- 
trons mi t  ~onstanfer, vom Energiei~haJ~ un~b- 
hS, ngiger Sehwingungszah] erfolg%, is t  dies bei 
Newtonsehen Kr~ften nieht  der Fall ,  der Energie- 
verlnst iin.dert vie]mehr m~it den Dimensionen der 
Bahn aueh a l b  [~ r igen  Kons taa ten  der Bewe- 
tung .  Um ,4iese Sehwier igkei t  hinwegzur[iu'mm;. 
setzt sich Boh.r in  bewu~ten Gegensatz znr E]ek- 
t rodynamik:  er n immt  einfaeh an, da.13 in de, 
qv~a~enmi~fiig ,ausgezeich~.eten (,,statischeW" ) 
[~a£nen, .auf die es uns sehliet~tieh ankommt. 
,qbrah/v~?,O' n./(q~t ,~tattfi~det. dal,~ abet  ~rotzdc.n; 

o + e  

O + e  

a b 
Fig. 3. 

]Pig. 4. 

die wechselseidge Anziehung yon K e r n  un3 Elek-  
tron naeh den Oesetzen der Elekt ros ta t lk  vor sieh 
geht. Die grol~e Ki ihnhe i t  .dieser AanMlme wird 
dutch  den gt~nzenden Erfo lg  gereeht fer t ig t .  

Yon diesem S tandpunk t  is t  die Bewegung 
eines einzelnen Elekt rons  um einen K e r n  perio- 
d is&,  and  es is t  n ieht  sehwer, die Planeksehe Be- 
4 ingung (56) auf  d i e s e n  F a l l  anzuwenden, wenn 
man ihn d adurch zu e inem System mi t  einem 
Freihei ts .~ 'ad maeht, .dal~ man nur  kreisfSrmige 
Bahnen in Bet rach t  zieht*). Die  Lags  M des Pla-  
neten auf dem Kreise  is t  dana  niimlieh durch s ine  
einzige Koordina te  best immt,  als welche wir  z, B. 
den Winke l  ¢) w~hten kSnnen, den der Fah r -  
s trahl  zum El, ektron mi t  einer festen ]~iehtung 
o p einsehlief,~t (Fig.  4). Dabei i iberwiegt die 

1) Bohr harts bet.sits einen Vorl~i~ufer in Nicholso.~ 
(1912). 
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~[asse d,e~s Kerns diej.enige des Elektrons (~) in 
solehem Matte, da~ man mit guter Ann~herung 
den Kern sis nnendtieh ~ehwer ansehen nnd 
ihn dutch ein festes Anziehungszentrum ersetzen 
kann. N i t  dieser Aun~herung wolten wit nns in 
diesem und dem niiehsten §§ begnfigen, und auf  
die 2/fitbewegung des Xerns  ersg in § 10 eingehen. 

E s  s.ei a tier Radius ,der Kreisbahn, welehe 
das Elektron um das ~este Zentrum besehre:ibt und 
v-die Gesehwindigkeit in dersetben, es set ferner 
wie friiher - - e  die (negative) La&mg d~  Elek- 
~rons, &ie positive des Kerns × e. Bet 'Xreisbe- 
wegung mug die Zentr i fugalkraf t  der Newton- 
sehen Anziehung gerade die Wage hal~n,  was. zu 
folgender Beziehung zwisehen Radius und Ge- 
.sehwindigkeit fCd~r t 

g v 2 x ~2 U ~2 
a -= a~ ' oder ~v~=--(~-  . . . . (11 

~ i t  Hi l fe  dieser Gleichung erh~lt man ffir die 
Gesamtenergie A des Elektrons, die sich aus kine- 
*ischer und potentie]ler Energie-znsammensetzt  

z e 2 7~ ~2 
A = ~-a a 2a  . . . . .  v ~ . . . .  ~-- . . . . . . .  (12 

wShrend sick for  die Winkelges.ehwindigkeit 

__ V l / - ~  

ergibL 
N.aeh der gewShnliehen Meehanik sind alte 

Werte des Radius a n a ,  d daher naeh (12) aneh 
(alle negativen) der Energie  mSglich. Wir  wollen 
nun die Ptancksehe Quantenbedingung 

p ~ q ~ t h  

anwenden, um unter diesen Bahnen eine Auswahl 
zu ~reffen, Die Lagenkoor&inate (q) isg hier der 
Winkel % und tier ibm zugeordnete Impuls p~f 
ist naeh den Regeln der Dynamik das sogenannte 
Wir{lcelmoment der BewegungsgrS/~e 19~ = .u a v, 
also eine konstante GrSl~e. Die In tegra t ion ist 
iiber den ganzen VariabilitiLtsbereieh tier Verfin- 
derlichen ~pza er,streeken, also yon 0 'bis ~ ~. 
I~[iernaeh erh~lt man 

2 ~  

= / ~ o , p d q ~ = 2 s p ~ f = 2 n a a c . . .  (11 ~ t h  

0 

Aus dieser Gleiehung und .der Beziehung (11) 
~-ewinnt man dnreh Eliminieren,  yon v 

h?" 
a..  = -~ ~ ) 7 ~  e - ~  'n~ . . . . . . .  (14 

und das liefert i'n (12) nnd (13) eingesetzt 

A n =  "2~sz~e~  1 • 8~az~,e~ ] (15 
- h .~  • r t ~ ,  q~n  = h a n..~ 

Wir haben also aus al.len meehaniseh mSg-, 
tiel~en a und A eine Reihe d~s~re~er qaan~enm:at~ig 
zu]Sssiger Werte ausgewghlt. D . h .  das Elektron 
]<ann nieht in . j eder  beliebigen Ent fernung yore 
Kern kreisen, sondern nu t  in einer der dureh den 
Ausdruek (t4) definierten statisehen Bahnen. 
Wit  sehen, daft mit .wac'meender Quantenza'h] n 
die &bst~'nde benac.hbarter ~tatiseher Bahnen ira- 
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mer grS~er werden (die ersten Bahnen sind in 
Fig. 4 ei~gezeiehnet). Umgekehrt  ist es mit  den. 
statisehen E'nergiestalfen (15); diese liegen mit 
wachsendem u .immer diehter und h~ufen sich 
gegen &en Wer t  A - - 0  (d. h. a - - ~ ) .  

§ 8. Die Bohrsche Frequenzbedingung. - -  Die 
Bewegung des Elektron,s in ether stgtisehen Bahn, 
welctm nach OMgem ohne Energieabgabe vor sieh 
geht, bildet naeh dem Gedanken yon Bohr einen 
Normal- oder Gleichgewichtszustand des Atoms. 
Wird es dutch irgend eine St5rung aus ether 
solchen Bahn geworfen, so trachtet  es, sofort  auf  
einer andern  ins Gleiehgewicht zu kommen. Diese 
Endbahn mul~ natiir]ich eine Meinere Energie 
haben als der Anfangszustand, ,da ein System 
ohne iiul3ere Einfliisse nur  E~ergie (durch Strah- 
lung) abgeben, nicht  abet gewinnen kann. Bohr 
macht die Annahme, d¢~]3 ein Atom 'nut wiihrend 
ei'nes solcher~ ~rberganges des Ele~:trons yon einer 
sta.tischen Bahn auf eine andere zu strnhlen ver- 
mug. u n d e s  entsteht die Frage,  wodureh da,bei die 
Wellen]Rnge der ausgesandt,en St rahlung bestimmf 
wird. Stellt man sieh auf  den in § 4 skizzierten 
Wien-Starkschen Standpunkt,  so 'ist ftir d~e emit- 
tierte Schwingungszahl  die verfiigbare Energie 
maggebend. Wenn man also die Energien der 
Anfangs- und Endbahn mit Am und An bezeich- 
net, erhglf man in Analogie mit  der Oleiehu.ng (6) 

c h ,l = Am - -  A . . . . . . .  (16 
Das ist in der Tat die zweite Hypothese, 

welche Bbhr neben der Planckschen Quanfen- 
bedingung in seiner Theo~ie benntzt*). Wi r  wol- 
I'en sie im Fotgenden als ,,Bohrsche Frequenz- 
bedingung" bezeiehnen. 

Man sieht, dab di.ese Hypothese aueh dem Ritz- 
schen Xombinat.ionspr~nzip § 5 gereeht wird und 
eine zwanglose physikalisehe Deutung des~elben 
enth~lt. I n  der Tat  stellt sich eine ,Schwingungs- 
zahl naeh Forme] (t6) ale Differenz zweier Terme 
dar, welche physi,kalisch die Energien zweier sta- 
tdseher Bahnen bedeuten. Da der i~bergang eines 
Elektrons zwischen zwei beliebigen statischen 
Bahnen (in Richtung abnehmender Energie) mSg- 
iich s'ein so]l, so kann man such jeden Term mit 
jedem anderen  kom,binieren. 

§ 9. Erldiirung der einfachste~ Seriengesetze. 
- -  Wenden wir nns wieder dem Fatle des waasm- 
stoff~hn]ichen Atoms zu, so braucahen wir nur 
den bereits gefnn, denen Ausdruek (15) fiir die 
Energie in (16) einzusetzen, am die Darstellung 
einer Anzahl der in § 5 erw~hni;en Serien zu 
erhalten : 

2 = ' z ~ e ~  (1  1 )  (1  1 )  

Wenn m a n  ~z = 2 setzt, s t immt dies der Form 
naeh mit der Balmerschen Formel (7) iibereln. 

a) ]~s liegt uns fern, zu belmupten, dM~ Bohr die 
A.rbeiten yon Wien und Start~ wirklich gekannt had 
benutzt h~t. Wit ,hielten es jedbeh f.tir zweckmN~ig, 
i.n unserer Darstellu~g ~n ber,eit,s vorhandene Ansehau- 
un~en ~nzukntipfen. 
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Abeg aach numerisch erweist  sieh der F a k t o r  N 
mit  der :Rydbergsehen ~ o n s t a n t e n  i ibereinst im- 
mend, w enn man fi ir  ctie Kons tan ten  ~, e, h die 
genauesten zurzelt  aus anderen Erscheinungen be- 
kannten  Werte  einsetzt. Am besten verf~hr t  man 
ctabei in der Weise, dab man N so schreib~: 

9~.e ~ 9~2 ~ )~ . , . . (18 

e 
Die Verh~ltnisse - - - ( - -  5,2908.10 ~-~, For~ra~ 

h 
1912) and  ~ - ( ~ _  t . 3 7 0 . 1 0  - ~ ,  Warburg und 

M£1ler 1915) lassen sieh n~mtich viel genauer  
bestimmen, a l s  die Kons tan ten  selbst. Das er- 
gibt  ffir  N den numerischen Bet rag  

N = 110 100, 
d er auf  etwa 1,5 % ,genau sein miiflte; wit" sehen, 
daft er wirk l ieh  mi t  dem experimentel len (§ 5) 
109 677,69 innerhal'b der  angegebenen Genauig:  
kei tsgrenze f ibereinst immt.  Gegenw~rt ig  ver- 
fi ihrt  man umgekehr~ und benntz~ die optisehen 
Da~en zur sch~rfsten Bes t immung der Universal-  
konstanten (vgI. § 13). 

Der  K e r n  des Wassers toffa toms ist  e inwert ig ,  
da'her ha t  man f i i r  dieses Gas in (17) × =  i zu 
s etzen, u~ct diese FormeI  ergibt  f a r  n :  1, 
n : 2 ,  n : 3  d i e  drei  Serien (Tb), (7), (7a) des 
Wa,ss,erstoffs. D . h .  die L in ien  der n l t ra ro ten  
Ritz-Paschensehen S e r i e  werd.en beim ~berspr in-  
t e n  des Elekt rons  aus i rgendeiner  gugeren Bahn 
(m = 2, 3, 4 . . .) in die erste, dem Kern  n~chste 
( ~ = 1 )  emit t le r t .  Die L i n i e n  der Balmerser ie  
entstehen wghrend des ~be~gangs in die zweite 
sta~sche Bahn,  die der u l t rav io le t ten  Lymanschen 
Ser ie  w~hrend des ?3ber~anges in  die drltte. 

Ein  so]cher ~[echanismus der Ents tehung  der 
Linien mach~ es verst~ad}ieh, w.arum in GeiB- 
lerrShren nur  die 12 ers ten  L in ien  der Ba]- 
merser ie  zu beobachten Mnd: F i i r  das Auf t r e t en  
d e r ' z u r  Or'dnungssahl m gehSrenden LiMe is t  es 
Vorbedingung, dab in einem t / ruehte i l  der Atom e 
das Elektron in der m-ten Ba'hn kreist .  Es 
kSnnen sieh abet  offenbar  um so le iehter  Bahnen 
yon groBem t{adlus ausbilden, je weniger  d icht  
das Gas ist,  je sel tener also die Sphere eines 
Atoms yon benaehbarten Atomen und Molekfilen 
gestgrt  wird.  Es ist  daher anzunehmen, dug der 
~asdr.uck in den Tei len der FixsternatmosptJ i re ,  
welche 29 L in ien  aussenden, wesentl ieh kleiner ist  
a]s der  in @dglerrShren g~brfiueh]iehe Druek.  

§ 10. Mitbewegung des Kerns. - -  W i t  hubert 
bereits  in § 7 erw~hnt, dug andere Atome als die 
des Wassers toffs  nu t  in ionis ier tem Zustande  die 
Voraussetzungen der Formeln  (15) und (:[7) er- 
ffilten.: Z. B .  wiirde sie f a r  einfach ionisier~e.~ 
He l ium,d .  h. f t i r  ein Atom, das aus dem zwe~- 
wertige~n He l i umke rn  ( × : 2 )  und n u t  einem 
Elektron besteht, wghrend das zweite abg'etrennt 
iS% gel~en. ~ a n  erh~lt in diesem Fa l l e  aus UT) 

Die Natur- 
w~ssensehafte~ 

was man auch so sehreiben kann:  

<;1 ~ y ~ .  • 
2 - -  -2-- 

Wit  sehen, dag diese Formel  die Serier~ 
(Sa, b) des § 5 in  sieh enthglt ,  welehe dem 
Wassers toff  zugesehrieben wurden.  I n  der Ta t ,  
fi ir  n = 3  io lg t  der die t{ydbergsehe (8a) und 
Fowlersehe (Sb) Ser ie  umfassende Ausdruek :  

f~r  n ~ 4  eine Forme]:  

v = _  2z m 2 ' m ~ 5 ,  6, 7 . . . . . .  2 0  

\ 

wetehe auger den Lin ien  der P ieker ingser ie  (51 
f i b  ganzzahlige m e i n e  ]~eihe anderer  ergibt ,  
welehe mi t  den Wassers tof f l in ien  der Balmer-  
serie (7) zusam~enfa t l en  und deshalb- yon Pic]ce- 
ring uieht  e rwihn t  wurden. 

Dag ,die beobaehteten Serien (8, 8a, b) ihre  
Ents tehung  nieht  Wasserstof  g wie man frf iher  
glaubte, sondern He l ium verdanken,  wie es die  
eben dargelegte  Theorie  forder% ha t  sieh vol lauf  
bestiitigt. Wi r  haben sehon erw~hnt, dug Fowler 
einen Zusatz yon He l ium zum Was serstoff  f i ir  
die Erzeugung  desselben un, bedingt  n5tig fund;  
im Sommer 1911 konnten dann Paschen a n d  
Barrels diese Lin ien  in re inem H e l i u m  beob- 
aehten. Abet  sehon Bohr se]bst ha t  auf  einer~ 
Umstand hingewiesen,  der einen noeh sehlagen- 
deren Beweis ~fir die Rieh t igke i t  seiner  Auffas-  
sung be ibr ing t :  W i r  wissen bereits ,  .dab die Lin ien  
der Fowler.sehen Serie  der Formel  (8b) n icht  ganz 
streng geniigen, diese Abweichung erl~liirt sich 
vollstiindig, wenn man dig Rechnung etwas stren- 
ger durc, hf£hrt und die Mitbewegung des Kern,~ 
5eriicks%htigt. 

I n  Wirk l i chke i t  ist der Kern  kein festes Zen- 
t rum,  sondern hat  eine endliehe ]~[asse M, weshalb 
Elektron und Kern  Kre ise  a m  ih ren  gemein~amen 
Schwerpunkt  beschreiben. Die Rad ien  der beiden 
B.ahnen verhal ten  sieh bekannd ich  umgekehr~ 
proport ional  der[ :Massen u und M. I n  die Quan- 
tenbedingung (1U) is t  nunmehr  an StelIe  yon 
P~o die Summe der Winkelmomen~e der Bewe- 
gungsgrSl~en yon Kern  und E]ektron einzufiihren, 
und man erh~le nach einer  anaIogen Zwischen~ 
reehnung {iir die Energ ie  die gleiehe Formel  (17), 
in tier jedoch die Gr51~e N nicht  me hr dutch den 
Ausdruek (18) gegebeh ist, sondern reich yon M 

bhiingt: 
9~ 2 ~te 4 1 

N---  h 3c 1 ' t~ {gt 
• - r : l  ~ 

Bezeichnen wir  den fr i iheren Ausdruek,  de~ 
wir erhiel ten,  indem wi t  die Masse  M als ,anend- 



Hef~ '!7, ] 
2c~ 4, 19t8J 

lieh grog gegen ,a ansahen, mit N ~ ,  so sehreibt 
sich : 

N~ 
N . . . . . . . .  (21 ~ 

~+N 
Demnaeh ist die Rydbergsehe Zahl strung ge- 

nommen keine universe]le Bonstante, sondern 
weehselt, wenn such sehr sehwach, yon Element 
zu Element. Die grhl]ten Abweichungen yon N~ 
finden gerade fiir Wasserstoff und Helium start, 
da fiir diese beiden E]emente /Ins Verh~,iltnis ~]M 
den grhf~ten numerisehen Weft annimmt. 

Die neuesten Nessungen yon Paschen (1916) 
ergaben die l~ydbergsehe Zahl 

NH~- 109 677,69, NHe : :  109 722,14 . . (22 
Setzt man e, h, M H nnd M~ie als bekannt vor- 

aLts, so kann man re'it Hilfe dieser Zahlen e/~ c, 
~/M g und N~ berechnen. 3/Jan erh~lt 
e/~ e = 1,76 • 10 ~, .MH/~ = 1844, N~ ----- 109 737,t6. 

Der beste,, direkt experimentell (aus Messun- 
gun am Zemnaneffekt) gefun,dene Weft far  e/~ c 
ist, wie bereits erw~hnt, 1,76.10 ~, die ~5erein- 
stimmung also eine vollst~n, dige. 

Dieser neue Triumph der Bohrsehen Theorie 
war auf des Urteil der ~aehgenossen yon ent- 
scheidendem EinfluB. Frfiher verhielt sieh die 
3£ehrzahl derselben reserviert; man gab allge- 
mein zu,. daft es Bohr gehngen war, die Ryd- 
bergsehe Bon~stgnte flus den Universalgrhl]en e, 
a, h aufzubauen, glau~bte abet, daft sein Atom,modell 
dabei eine me~" zuf~llige .Rolle gesplelt habe, und 
Melt dessen Leistungsf~higkeit n i t  diesen Ergeb- 
nissen ~iir erschhpft. DaB man dutch Steigerung 
der Genauigkeit der Rec'hnungen neue Wichtige 
Resultate erzie]en kann, zeigte, dal~ es sieh nicht 
nut um eine oberfl~chliehe Analogie handelt, 
und regte versehiedene Physiker an, es in der 
Atomtheorie mlt noeh tiefer gehenden Anwen- 
dungen der t[['immelsmechanik zu versuclxen. 

~urz erwiihnen wollen wit noch, wie nach der 
:Keinung yon Bohr das Wassersfoffmolet~iil gebant 
sein mull "Das.selbe (H~) besteht a~as zwei Atomen, 
enth~lt also zwei positive Berne und zwei Elek- 
tronen. Die Anordnung dieser Bestandteile ist 

in ]Pig. 3b wiedergegeben: Die beideu Elektrenen 
bewegen sieh in einem (in der Figur ausgezoge- 
hen) Kreis um die Verbindungslinle der beiden 
Berne als Aehse. Die quantentheoretiseh zn- 
l~sslgen Dimensionen des N[olekiils las s.en sieh in 
derselben Weise bereehnen, wie die des Atoms (§ 7), 
und man erhiilt fiir den Radius .des innersten 
Kreises, den die Elektronen besehreiben khnnen, 
~md weleher den Normalzustand des nieht leueh- 
tenden Gases entsprieht: 

a' : 0,504" 10 sem . . . . . .  (23 ~ 
w~hrend Formel (14) fiir das Atom einen nnr 
wenig versehieclenen nnmerisehen Wert liefert: 

a = 0,528 • 10 -8"era . . . . . .  (23 
Der hMbe Alastand zwisehen den beiden Ker- 

~en verhiilt sieh zum Radius a" wle 1: I/3-. 
Der Weft (23~) steht in guter ~bereinstim- 
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mung n i t  den Ergebnissen der kinetisehen Gas- 
theoMe. Eine weitere Best~tigung des Bohrsehen 
~oleke]mode]ls verdanken wit Debye (1915), tier 
die Dispersion eines a~s solehen Gebilden be- 
stehenden Gases ~ntersuchte und beim Yergleich 
n i t  den an Wasserstoff gemessenen Dispers.ions- 
werten eine volle Ubereinstimmung fend. 

I I I .  Abschn'itt. 

Systeme n i t  mehreren Freiheitsgraden. 

§ 11. Erweiterung de~" Quantenbedingunge~ 
auf mehrere Freiheitsgrade. - -  Die F~age, wie die 
Plancksche ]~edingang (5) auf Systeme mit meh- 
reren ¢ Freiheits~raden zu erweitern ist, wurde yon 
Poincar~ auf dem ]~riisseler Quantenkongre~ im 
Jahre 1911 aufgeworfen, abet e r s t  vier Jahre 
sparer gleiehzeitig yon M. Planc~ und A. Sommer- 
feld bis zu einem gewissen Grade beantwortet. 
Wiihrend Planc]c da~bei yon atlgemeinen statisti- 
se.hen Betraehtungen ausging, hatte Sommerfeld 
yon vornherein .die Anw.endung auf ,4as Bohrsche 
Atommodell im Auge, .Da wit in den niichsten 
P.aragraphen einige Spezialfragen bespreehen wol- 
len; fiir deren Behandlung sieh die Sommerfeld- 
schen Ans~tze gliinzend bewhhrt haben, schliel3en 
wir uns zun~chst dieser Betraehtungsweise an. 
Auf Plancl~s nur formal yon derselben verschie- 
dune Theorie werden wir sparer (§ 16, 17) zuriiel~- 
kommen. 

Sommerfeld ging yon der Tatsache aus, da~ 
die Linien der Balmerserie nicht einfaeh sind, 
sondern bei Untersuchung mit SpektraIapparaten 
yon 'sehr starker Auflhsung sich a]s mindestens 
doppelt erweisen. Da sich nach der Bohrsehen 
Theorie (§ 8) eine Spektrallinie al~ der Kom- 
bination zweier statischer Bahnen ergibt, sch]ol~ 
Sommerfeld, dag mehr statische B,ahnen vorhan- 
den se~n miissen, als die ]~ohrsche Formel (17) 
angibt; und des veran]al?te ihn, such die 3~[hg]ich- 
keit elliptiseher ]~ahnen in Betracht zn ~iehen. 

Unter der Wirkung eines N ewtonschen An- 
ziehungszentrums beschreibt ein Khrper im ali- 
gemeinen eine Ellipse (Keplerellipse), in deren 
Brennpankt sich ~das Zentrum befindet. Es han- 
delt sieh also darum, nnter allen .mhg]ichen ellip: 
tisehen Bahnen, we]ehe ein Elektron nach der 
3~echanik beschreiben kann, die quantenmgl]ig zu- 
liissigen oder sfat~sche~ herauszufinden. Eine 
Ellipse wird nun naeh Grhl~e und Ges¢,alt dutch 
zwel Konstanten (etwa gro~e und kleine ]~[alb- 
aehse) bestimmt, und daher braueht man, um sie 
festzulegen, aueh zwei Quantenbedingungen. E~ 
sei die Lage des Elektrons in der B ahnebene dutch 
die Polarkoordinaten r, rp n i t  dem Bern (den wit 
wieder als fe'stes Zentram arLsehen) als Ursprung 
bestimmt. Sommerfeld iibernlmmt nun die 
Quantenbedin,gtmg 

f p,1) d ~ -= n h . . . . . . .  (24 

die sieh bei Bohr bewiihr t hatte,, und erg~nzt sie 
dureh die analoge ]3eziehung 
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j •  r = n '  . . . . . . .  (~2¢~ d, h 

unter  Pr den dem l~adiusvektor r zugeordneten 
]mpuls  vers tanden (, ,Was dem q) reeht ist, ist  
gem r bil ' l ig!").  Beide In tegra le  e in,d fiber s~mt- 
liehe P u n k t e  der Bahn, also fiber eine Per iode  
der Bewegung zu erstreeken. 

Allgemeiner ,  wenn ein System dutch f Lagen-  
koordina ten  q,, q,. . . . .  qf  nn,d f ihnen zugeord- 
nete Impulse  p~., p_~ . . . .  p/  bestimmt wird,  mug 
man naeh Sommerfeld f Bedingungen  von der 
Forr/± 

j p ~  q ~ = n i h ,  = 1 ,  ~, 3 . . . .  /" . (.95 d 

ansetzen. ])a Pi und dqi .stets das gleiehe Vor- 
zeiehen haben, so .fo]gt aus dieser Def in i t ion ,  dab 
die ~ stets positive ganze Zahlen, sin& 

])as Results% welches die Bedi~gungen (~4), 
(24}) f / i r  d ie  Hal 'bachse~ der s~ati,schen Kepl,er- 
ellipsen ergeben, besteht  in Fo lgendem:  

h ~ n 
a = 4 ~ m e  ~ ( n + n ' )  e, b = a n + ~ n , .  . @6 

Bei gegel~ener Summe der Quantenzahlen 
n + n '  i,s¢ also a konstant ,  b ver~nderlieh, Und 
zwar ist das Verh~ltnis  bin ein eehter Brueh mi t  

n + n'----2 ,'z *tz':3 r~, * n  ' =~  

Fig. 5a, b. c. 

@ @ @  
Fig. 6a, b, e. 

dem Nenner  n d - u ' .  F / i t  die Wer te  der Qnan- 
gensnmme n . + ~ ' _ ~ 2 ,  3, 4 .Mnd die mSgliehe~ 
El i ipsen in der F ig .  5 dar~est~]t~. Da~bei ist  die- 
jenige  Bahn,  welehe in eine dopI~elt dureh laufene  
g~rade IAnie ausar te t  (b = o, n = o), punkfier~ 
sngedeutet ,  denfi in einer solehen B a h a  mt'd~e 
das Elekt ron  mi t  dem K e r n  zusammenstoBen, und 
:man kann  sle daher a]s unm5glieh ansehem Des- 
halb is~ die Z.ahJ der MrMieh  zustandekommen- 
den Bahnen in jedem Fa l l e  gq,eieh ~ + n ' .  Es 
is~ zu. bemerken, dab die Ell ipsen zmn Kern ,  in 
WirM~ehkeit konfokal  ang'eordnet sind (Fig.  6) 
nnd nich~ konzeatr iseh,  wie sie der t3bersieht]ieh- 
kei~ wegen in der F ig .  5 eingezeiehne¢ s,ind. 

Der Zweek yon Sommerfeld  war ~ s o ' i n s o f e r n  
erreie}~t, als er eine wesentl ieh grSgere Zahl  von 
sgatisehen Bahnen erhiel t .  T r o t z d e m  War das 
Resfi l tat  zun~ehst eine Ent t~usehung,  denn di.e 
Vermehrung  der Bahnen war yon keiner  Vermeh- 
rung  der Energ ies tu fen  begleitet .  Die Energle  
der I(eptisrbllipse faT, n~imlieh e i n e  Ff inkt ion  der 
zroBen Achse allein,  ~lso f i ir  s~imt.liehe Bahn@n 

einer  jeden unserer F igu re n  (5a, b, e) d i e  gteiehe. 
Sie dr i iekt  sieh dureh die FormeI  aus:  

2 j r ~ × ~ e  t 
A --  h ~ (n d- n') ~ . . . . . . .  (,27 

welehe bei ganzzahli,gen n und ~' genau diese]ben 
diskreten Wer te  ergibt,  v i e  der  Bohrsehe Aus- 
druek A = - -  2 ~ x~ ~ e~/h 2 n ~-. 

Somm.er/'eld m-hielt • also dieseIbe einfaehe 
Linienser ie ,  die ' in  Form el (17) enthal ten ist, 
aber jede Lin ie  ents teht  bei ihm auf  mehrfaehe 
Weise, aus mehreren  versehiedenen Paaren  sOa- 
t iseher Bahnen.  Sie  enth~lt ,  sozusagen, mehrere  
zusammenfal lende Fre}heit.sga'ade. E r s t  ddreh. Be- 
r i ieksieht igung der  Ver~nder l iehkei t  der  ~[asse 
des Elelc~rons als F u n k t i o n  d.er Gesehwindigkei t ,  
wie sie die Rela t iv i tg ts theor ie  fordert ,  ist  es 
Sommerfetd  gehngen ,  diese la tenten Fre ihe i t s -  
grade ausei~nander zu ziehen (§ 13) und eine glgn- 
zende Ubere ins t immnng mit  4er E r f ah rung  zu er- 
zielen. 

§ 12. Bedingt  periodische Bewegw~gen. - -  In  
der Fas~ung der Quan~tenans~tze, wie sie im letz- 
ten Pa~agraphen naeh Sommerfeld  gegeben wurde.  
blieben indessen noch einige F r a g e n  often. Schon 
bei periodischen Bewegungen, bei denen die In-  
tegrat ion offenbar  fiber eine Per iode  auszudehnen 
ist, war es n ieht  klar,  welches ~ yon den .:¢ielen ver- 
sehiedenen Xoordinatensystemen,  dureh die man 
die Bewegung besehreiben kann,,  za  wghlen is~. 
Bei n ieht  per iodisehen waren sel,bst die Grenzen 
der In teg ra t ion  unbekannt .  Es bedeutete  daher 
einen For t schr i t t ,  als unabh~ngig Schwarzsehild 
und der Verfasser  (t916), den Begr i f f  der ,be-  
d ingt  period}sehen ]3ewegungen" aus der t I i m -  
melsmeehanik in die Atomis t ik  i ibernahmen unc] 
fiir diese erwei ter te  Xlasse yon meehaMsehen 
Systemen die Son~merfeldsehen Quantenans~tze 
naeh WaM der Koord ina ten  und In tegra t iens-  
a'renzea pritzisierten. 

A!s ,,beding~ periodisch" bezeichnet man 
meehanisehe Systeme; zu deren Bes t immung man 
die Koo~dinaten so an sw~ihlen kann,  daft. dieselben 
zwisehen zwei ~esten Grenzen monoton hln-  and 
herschwant~en, oder, w i e . m a n  sagt, Librationen 
ausfiihren. Das e in faehs t e  BeisFiel  e iner  solehen 
Bewegung ist  d ie  L~berlagerung yon zueinander  
senkreehten Sinussehwingungen : 

x = xo sin (m~ t + 5~), y : y o s i n ( m v t + S v ) ,  
wo xo, yo, m u n d  8 Kon~stanteu bedeulen.  ~fan 
sieht sofort, dag x im Laufe der Zei~ t framer 
die Wer te  yon - - x o  bis + xo (Librationsgrenzen) 
vorwgrts nnd riickwSrts durchlgufL ebenso y 
diejenigen zwisehen - - y 0  and + y o .  Sind die 
Freqnenzen m~ nnd %~ inkomn~ensurabeI, so 
kommt die Bahnkurve  (Fig .  7) jedem Punk te  des 
zwisehen den Libra t iensgrenzen  eingesehlossenen 
Reehteeks belie,big nahe, oder, um einen mathe- 
matisehen Ausdruek zu gebrauehen, sie erfi~.~l~ 
das Rechtecle iiberal~ dicht. 

E i n  anderes Beispiel  bietet  der f a r  die .Som- 
merfeldsehe~ Theorie wiehtige FMI der rd]at lviSti-  
sd~efi  KeplereItipse. Wh" hahen bereits  e r w ~ n t ,  
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daft d ie  Masse des Elektron.s s t reng genommen 
nieli t  'konstant  ist, sondern yon der Gesehwindig-  
kefi  abhiingt. Die F o r m  dieser Abh~ngigkei t  wird  
dureh die t l .da t iv i t~ ts theor ie  lestgelegt .  Berfiek- 
siehtig{ man diesen Umseand, so ergibt  sieh ffir 
die Bewegung ua t e r  dem Einflufl  eines Newton- 
sehen Kr s f t z en t rums  eine Xnderung:  Die Bahn 
ist zwar wieder  ellipgiseh, jedoeh s teht  die El l ipse 
nieht  fest, sondern ihre grebe Aehse ro t i e r t  mi t  
e iner  k le inen Winkelgesehwindigkei t  in der Bahn- 
ebene a m  den Brennpunk t  mi t  demselben 
Umlaufs,sin~, den das Elekti 'on beim Be- 
sehre~ben der El l ipse  hat. Die Kurve,  
welehe das Elektron dabei beschreibt,  i st in 
Fig .  8 dargeste l l t .  H i e r  varHer t  wiederum d4e 
Koordi~a te  r zvci:schen den festen Librat'ion~sgren - 
zen r~ und r.~, die '  , ,zyklische" Var iable  ~o yon 0 
his 2 ~. ])as R inggeb ie t  r, / r / r~ wird im all- 
~emeinen you der Bahn iiberall  dicht  erffillt.  

Epstein: Anwendungen d~'r Quantenlehre in der Theorie der  Serienspektren.  
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Fig. 7. 

Fig .  8. 

Vom mathemat isehen S tandpunk t  besteht das 
C, ha rak te r i s t ikum der bedingt  periodisehe,~ Bewe- 
gungen darin,  daB, wenn. man die Koord ina ten  in 
der eben angegebenen Weise wRhl~*), der e iner  
jeden Koord ina te  qi zugeordnete Impuls Pi nur  
yon der Var iablen  q¢ allein,  n ieht  aber yon den 
f~brigen q abh~.ngt: 

Pl = Pl (gi) . . . . . . . .  19~8 
wobel Pi an den Libra t ionsgrenzen (q~- - -G: ,  q~ = 
hi) versehwindet.  

Der :Quantenansatz f/ir  bedingt  periodisehe 
Systeme in 4er yore Verfasser  ausgesprochenen 
F o r m  besteht nm~ darin,  da~ man die Ouante~- 

*) D]ese wahl tier 1,2oord4nat.en ist im Mlgemeinen 
M]adeutig. 
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infegrale (25) i~ber einen Abschni t t  der Bahn 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Beri~h.rungen 
derselben Librationsgrenze ersfreckt,  oder, was das- 
selbe ist, zweima] yon e iner  Librat ionsgrenze zur 
andern : 

5i  

d h (29 

a i  

[st die Koordina te  zyklisch, wie der Winket  q~ 
im Fa l l e  4er re la t iv is t i sehen KeplereIl ipse,  so muf~ 
man yon 0 bis 2 ~ in tegr ie ren :  

2 n  

./p'z'd~ qz = n, h . . . . . .  (~91 

o 

Es l ~ t  sieh al lgemein beweisen, dag diese 
Bedingungen,  sofern ihn~n siimtliche Freiheit.s- 
grade unterworfen werden, .die Energ ie  als Funk-  
t ion der QuantenzaMen n vollst~n.dig" fes.tlegen. 

§ 13. Feinstrutctur der W a ~ s e r s t o f f l i n i e n . -  
Als erstc Anwendung der f t ir  bedingt  perio- 
disehe Systeme aufgestel l ten Regeln  wollen wir  
das berei ts  im letzten § erwiihnte Beispie] der re- 
]ativist}sehen Keplm'ell ipse be'spreehen*). Die 
Q ua n t e nbe d ingunge n  1.auten hier gem~il~ den in 
Fig. 8 vers innl iehten Yerhii l tnissen 

r 2 2 7t 

2]~pr d r = n' h , f p,p d q) = n h . (ao 

rl 0 

Dureh Ber t icks iehdgung der Rela t iv i t i i t  s ind 
die Verh~ltnisse gegen diejenigen der  in § II er- 
5rter ten gewShnliehen Keple~e]lipse nun wenig 
verschoben. Die Quantenbedingungen wiihlen 
also wleder aus al]en meehaniseh mSgliehen Bah- 
, e n  eine Reihe ,,stati~cher" aus, welche mit  guter  
: \nnf iherung dureh die El]ipsen der F ig .  5 darge- 
~tellt w e r d e n .  Zum Untersehied yon jenem Fa l l  
sind jedoeh die Energies tufen ,  welehe zu .den sta- 
t ischen El]ips'en derselben F i g u r  gehSren, nicht  
s t reng gleieh, sondern um kle ine  Betr~ge vonein- 
ander verscl~ieden. Der N~herungsausdruek fib' 
die Energie  l au te t  n[[mtieh~): 

N h c z 2  N h c × 4 a " [ 1 - q - ~ ]  (.3] 
A - -  (n  + qz') ~" ( n  + n')  4 

)~[it a i,s,t bier  ei~e Kon'stante bezeiehnet,  welehe 
~ieh aus den Unlversa lkons tanten  e, h, unct c du,: 
folgende Weise zu,sammensetzt 

2~re ~ 
e~ = -/Z e . . . . . . . .  (32 

Der physikal isehe Sinn d'ieser Zahl  is t  die (ira 
Verhgltnis  zur Liehtges,e.hwindigkeit gemessm~e) 
Oesehwindigkeit ,  welehe eln Elek t ron  in der ers ten 
(~ - -  1) s tal isehen Kre isbahn  des Wasserstoff-  

*) In 'Wirkliehkeit wur&e d, ieser Fall van ~ommer- 
/el.d schon vor der A~ffstellu,ng der allgemeinen Qtmn- 
tenregeln (29), (29*) f~r bed, ing't periodisehe Systeme 
behandelt 

~) Es l~iBt ,sich ~aach der ex~kte Ausdruek f~ir d,ie 
Energie angebea, jed~ch i,st-dle Form.el (31)" f{ir unsere 
Zwecke [ibersiehtl.icher. 

Nw. 19tS. 39 
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atoms (z = 1) besitzt.  Der  numerisehe Wer t  des 
uns interessierenden Quadrats  ist  

a ~ = 5,316 • 10 -'~ 
und daher is t  gas re la t ivis t isehe Korrekt ionsgl ied  
ste~s klein gegen den ers ten Term des Ausdrueks  
(31). 

v "  0 Die Vvn'kung dieses ~orrekt ionsg] iedes  ist  
offenbar  eine doppelte, denn erstens e rg ib t  sieh 
eine al lgemeine Erhhhung  des absoluten Betrages 
de~ Energie  f i ir  alle ElHpsen mi t  derselben gro- 
gen Aehse um den Wef t  

N h  c ~ a ~ 
4 (n + 'n') 4 ' 

zweitens erhhht sich d,ie Energie  der versehiede- 
hen El l ipsen um versehiedene dem Aehsenver,h[lt- 

his ~- proport ionale  B e t r [ g e  

n '  ~Vh c ~¢ a 2 
n (n + n9 ~ 

Unter  Heranz iehnng  der Bohrsehen Freq~enz- 
bedingung 

h c ~ , =  A~--  A~ 
erhMten wir  ~emn,aeh f a r  die beim Dbergang 
eines Elekt rons  ans einer statisehe~t Bahn (m, m') 
in eine andere (n, n ')  ansgesandte Sehwingnngs- 
zahl 

[ 1 + _  
1 _~_ m,)~] J N a  ~" z 4 

(nd2n,)~ 1 +  U; / (m-4-m') t 1 +  m /J  (33 

Bei kleinen Wer ten  der Xe rn l adung  z unter-  
scheidet sieh dieser Ausdruek  nur  wenig vom 
ersCen Glied, welct~s naeh § 9 die Forme l  der 
Balmersehen oder einer ~hnliehen Serie  l ieferI .  
Die Scl~wingungsz~hlen (88) gruppieren sich des- 
hath bei vorgegebenen Werfen der Oua~tenzaMen 
eng um eine in der Formel .(17) enthaltene 
Zahl und bilde~ die Feinstrul~tur einer wasser- 
sfoffiihnlichen Linie. 

Da es naeh F i g  5 f i ir  eln vorgegebenes System 
yon Zahlenwerten (n, W, m, m') r o d - m '  mhg- 
l i the  Anfangs,bahnen und n d - n '  End,bahnen gibt, 
so khnnie eine wa.sserstoff~hnliehe LiMe aus 
(m + m') . (n + n') Komponenten  bestetmn. Die 
Zahl der beo'bachteten Xomponenten semen je- 
doeh kleiner  zn seth. Um e i n e  Einschr i inkung 
herbeizufi ihren,  lieg s ieh Somm,.erfetd dureh den 
Gesichtspunkt  leiten, dab die Quantenzahlen we- 
sen~lich positive Grhl?en s ind;  es l ieg t  daher nahe 
anzanehmen, dal~ bet Bohrschen/2%erggngen nicht  
nur ihre Summe abnehmen rout3, sond'ern dag sie 
aueh einzeln n ieht  waehsen d/irfen. D. h., es sell  
nlcht  nnr  die Ungleiehnng m-~. m'  > n q- n '  be- 
stehen, sondern aue,h 

m ~ n.. m' \// W. . . . . .  (34 

F,assen wit  zum Beispiel  die Grundl in ie  der 
Balmerser ie  (H~) 

ins Ange, so i st m + m ' - - 3 ,  n + n ' = : 2 .  Es 

wgren daher a pr ior i  2 . 3  _~ g ~be rg [nge  mhglieh, 
die jedoch durch  die Ungle ichungen (34) auf  die 
4 im folgenden Schema enthal~enen reduzier t  
werden 

3, m' 0 % 

/ 
~}t ~ ~9, ~ /  ~ 1 

I n  der Folge  ha t  s,ieh indessen gezeigt, da£~ 
die Sommerfetdsehen .Ungleiehunge~ keine strenge,  
sondern nur  eine angen~iherte Gi i l t igkei t  haben:  
Auch die ihnen widersprechenden L in ien  treten 
unter  Ums~gnden (je naeh der E r r egnngsa r t  der  
GeiBlerrhtare) auf, jedoch immer mi t  nur  schwa- 
then  Intensi t~ten.  

Aueh f~r die In tens i t~ t  der }~omponenten gibt  
die Theorie  gewi.sse Anha]tspun'kte. St.atistisehe 
Betr~ehtungen maehen es plan.sibel, dal~ did Wahr-  
~eheinliehkeit einer ellipt~schen Bahn ihrem Aeh- (n,) 
senverh~ltnis ~t2~- n, propor t ional  ist. Die  Wahr-  

seheinl iehkeit  eines Bohrsehen ~berganges  w~re 
dann proport ional  dem Produk t  der entspreehen- 
den Zahlen ft~r die Anfangs-  und Endbahn,  also 

i 5 . .  . 

H~ H~ 

F i g .  9 .  

In der Ta t  fol~t die Intensi t~t  der Kompo- 
nenten angef~hr dieser Eegel,  wenn das betref-  
fende G~s durch Funkenentlsbdung zum Leuehten 
gebracht  wird,  wiihrend die Verhii l tnisse bet 
Gleichstrom etwas anders .zu l i e g e n  scheinen. 

In  Fig .  9 s ind die Komponenten der beiden 
ersten L in ien  (H~ und H6) der Balmerser ie  
(n -4- n '  - -  2) n,ach'Lage (in der Skala  der Schwin- 
gungszah]en ~) und In tens i t~ t  eingezeichne~. Die 
irrealen Linlen,  d. h. diejenigen,  welche dei~ 
Quantenungleichungen (34) widersprechen, sind 
d,a'bei punktiert oder dutch einen kurzen Pfeil an ,~ 
gedeutet,  die theoret iseh zu erwar~ende In tens i t~ t  
ist  dnrch die L~nge des betreffenden Str iches  ~-er- 
an~chau]ieht. ()harakteristi .seh f a r  dfe Anordnung  
der Linlen ist das Auftreten konstanter A~,st~nde 
zwlsehen versehiedenen Linienpaaren. Dies rfihrt 
daher, dab f i i r  die eine mhgliehe Endbahn  ()Fig. 5!1, 
etwa n == 2, n" = 0, d ie  Formel  (83) ~ q- m" 'mhg- 
fiche Werte  yon ~, je nach Wahl  der Anfangsbah~ 
(Fig.  5) ergibt.  Ffir  die zweite E ndbahn (n = 1. 
n '  = ])  erhhlt  man m -~ rn' weitere v. welche sieh 
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yon denen der ersten Gruppe bezw. nu t  um die 
Dif ferenz  des von n, n '  ~bh~ingigen Korrekt ions-  
terms in beiden ]~ l l en ,  also um die konstante 
Differenz 

~Va 2 
d ~  = ....... (35 

16 
unterseheiden.  Die GrSge d v  H bezeiehnet Som- 
merfeld a]s die Schwingungsdiffere~z des Wasser- 
stoffdubletts, i,hr numerischer  Wef t  i st theoret iseh 
nach den in §§ 5 und 13 angegebenen Wer ten  yon 
N und ~3 

J v ~ r =  0,364 em-~ . . . . . .  (35t 
Beim Vergle ieh  mit  der Beobaehtung ist  in- 

dessen zu berficksiehti.gen, dab die in F ig .  9 dar- 
gesteIlten S t ruk tu fen  aueh bei Benutzung der 
stRrksten optischen Mit te l  nicht  voll s t~ndig auf- 
gelSst werden k5nnen,  sondern s i s  einfache Du- 
bletts erseheinen. Beim Wassers toff  s ind n~m- 
l ich die Komponenten etwas ,breit und verwasehen 
und die Abst~nde so eng, daft benaehbarte.  Lin ien  
]eieh~ inelnan~erf]ie~en.  Was man also ale Du- 
blet~breite unmi t t e lba r  rail?t, ist  der  Abstand z/~'H 
zwischen den Schwerpunlcten der  beiden engen 
Ljniengruppen.  aM:it Benutzung der theoret isehen 
Int.ensit~ten erh~lt  man f a r  H~ (~ =6562 ,8 )  

dv'Zz = 0,842 Hv/t = 0,307 em--t , 
oder in Wellenl~ngen nmgereehnet :  

d ~'H = 0,13~ A.-E. 
Exper imente l l  wurden die folgenden Werte  get 
funden : 

d )CH d V'H 

Miehelson . . . . . . . . .  0,14 A.-E 0,33 cm--1 
Fabry und Buisson . . . .  0,132 . 0,307 , 
5'[eit]ner . . . . . . . . . .  0,1"24 ,, 0,289 , 

Die ~be re ins t immung  mi t  dem theoret isehen 
Wert i,st e ine  gl~nzende. 

Giinstiger fflr eine Priifung der Theorie lie- 
gen die Verh~ltnis,se bei den wa,s,serstoffiihnlichen 
Ser ien  (vergl. §§ 5, 10) des ionlmierten Iteliun~s 
@ - - 2 ) .  Denn erstens s ind die He l iuml in ien  
sehir fer ,  zweitens i.st infolge des Auf t r e t ens  des 
Fak tors  M im Kor rek t i onsg l i ed  der FormeI  (33) 
die F e i n s t r u k t u r  der Yielium]inien im Vergleieh 
zu den analogen L in ien  des Wassers toffs  um das 
Sechzehnfache vergrg])ert. Diese 3£essungen sind 
yon Paschen (1916) mi t  ,a]ler in der Gegenwar t  e r -  

reiehbaren Genau igke i t  ausgef i ihr t  worden. 
Fig.  , i0 gibt  dam theoret isehe Bi ld  und den expe- 
r imentel len  Befund bei zwei versehiedehen Er-  
regungsar ten  {fir die Grund l in ie  der Fowler-  
sehe~ Ser ie  (k = 4686) 

Betraehten wlr die in der F i g u r  vers~innlieh- 
ten Grgebnisse, so sehen wir,  daft dieselben den 
theoretisehen E rwar tungen  in alien Einzelhei ten 
entspreehen. Unvorhergesehene Komponen ten  sind 
nieht  Vorh'anden; es fehlen nur  d ie  den Quanten- 
ungl.eieht~ngen widerspreehenden Lin len  I I I a ,  b 
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bet Gleiehstrom, und I~d bei Funkenen t l adung ;  die 
Lin ie  I I e  is t  n ieh t  gemessen worden, weil sieh 
eine sehwaehe Ljn ie  zwisehen zwei s tarken a u f  
der photographiehen P l a t t e  n ieh t  feststel len 
liilit; einzelne eng benaehbarte  L in ienpaare  flieBen 
in der Beobaehtung zusammen. Die "~bereinstim- 
mung zwi.sehen Theor~e und E r f a h r u n g  in dieser 
F i g u r  is t  geradezu das GlanzkalSitet, der gr51~te 
Tr iumph der Quantentheorie.  

Nieh t  weniger gut  isg die i )bere ins t immung 
fiir  die zweite L in ie  tier Piekeringseri.e,  wi t  woilen 
jedoeh dieselbe fibergehen und in Fig .  11 die Fe in-  
s t ruk tur  der dr i t ten  geben. EntslJreehen4 den 
drei m5g]iehen Endbaknen zerfal len hier,  wie i1~ 
Fig .  10, die Komponenten in drei  Gruppen  I ,  I I ,  
I ] I ,  w~hrend jedqeh def t  die Oruppen I a n d  I !  
i ibereinandergreifen,  sind sie hier vo]lst~ndig ge- 
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Fig. 11. 

t r enn t  und so eng', dal~ jede Gruppe ,in der Beob- 
aehtung a~s eine einzige brei te  Li~ie  erseheint.  
Die f -Komponenten  (welehe i ibrigens tei lweise 
den Ungte iehnngen (34) wi.dersprechen), se~einen 
zu sehwaeh fi ir  d ie  Beobaehtung zn sein. 

Die Ausmessung aller dieser Fe ins t ruk turen  
l iefer t  ate besten experimentel len Wer t  der  
Sehwingungsdif ferenz  d ,J~ 

J v H =  0,8645 ~_ 0,0045. 
Die Spektroskopie I iefer t  uns somit  drei Grg- 

llen, welehe naeh tier Theorie aus den Universal-  
k o n s t a n t e n  e, g, h aufgebaut  s ind:  ngmlieh die 
Rygbergsehe Zahl  N (§ 8), die Nnderung  der 
Rydbergsehen g a h l  yon Element: zu E lement  in- 
folge der 3ffi~bewegung des Ker'ns (§ 10) und dio 
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Sct twingungsdifferenz des Wassers toffdublet ts  
z/v~ Aus den drei Gleiehungen lassen  sieh die 
drei  Unbekannten e, ,% h zahlenmiil3ig bestimmen, 
und zwar dtirfte diese Ar t  der Bes t immung bei 
d er .groBen Genauigkei t  der spektroskopisehen 
Xessungen sehon gegenwiirtig' allen anderen 
_\[ethoden ebenbtir t ig sein. 

§ 14. Spelctra der RSntgenstrahlen. - -  Uber 
die Emission und Absorption der RSntgenst rahlen 
~st in den Nafurwissenschaften (Bd. 5, S. 5].3, 
532) Bin ausfii,hrlicher Bericht  aus der Feder  des 
~,m die experimente]le Erforsehung dieses' Ge- 
bieis  hoehverdienten M. Siegbahn ersehienen, so 
dal~ ieh. diesen Oegenstand nur  kurz zu streifen 
Lrauehe. 

Fig. 12. 

Naehdem dureh die Entdeekung yon v. Laue, 
I"riedrich u n d  Kaipping die ]~Sgliehkeit  einer 
Spektralanalyse im Gebiete der RSntgenst rahlen 
~'egeben w.ar, verdanken wir  Moseley die ersten 
~as:ftihrtichen Untersuehungen. tiber di'e RSntgen~ 
wel!enliingen einei" Reihe von Elementar i tof feu .  
Die gemessenen Sehwingungszahlen lassen sieh in 
mM~rere Ser ien einordnen,  d i e  man in der Reihen-~ 
folge abnehmender Sehwingungszahlen ( t I i i r ten)  
tds K-Ser i e  (Lin ien:  K,.., Ks  . . . .  ), Z-Ser ie  usw. 
bezeiehnet hat.  In  Fig .  12' is~ eine yon Mosdey 
~emaehte Aufnahme der Linien X~ und Ks auf-  
~,?nanderfolg'ender Elemente  wiedergegeben. ~ ])as 
~mterste Bi ld  der Reihe .bezieht sleh auf Messing 
(Brass),  eine Leg ie rung  yon Zink und Kupfer .  
DaB siel~ bier  die zwei Z~-Lin ien  e infaeh den 
beiden 6 'u:Linien der n i iehs~hSheren-Anfnahme 
Oberlagern,  bew.eist, daft die. RSntgenspektren eine 
r g ~  additiv*e E i g e n s e h a f t  des Atoms sind. 

I){e Lage der analogen L in ien  in dieser F i g u r  
zeigt einen parabolisehen Verlauf .  In  tier Tat  
konnte Mo~eley die Schwingungszahlen der / ~ -  
LiMe durch die Formel  

diejeuigen der L~-Linie  dureh 

,,L = .V(×  - -  7,4)~[-1y - -  ~ 1  

darstel lea ,  wobei × die Wert.igkeit  des Kerns  des 
cntspreehenden El  ementes bedeutet.  

Dieses Ergebnis  lehr t  zweier]ei:  Ers tens  be- 
st i i t igt  sieh .die in § 6 dargelegte Auffassung,  da~ 
die Kern ladung  (ira per iodis@en System) auf-  
e inanderfolgender  Elemente  um eine Einhei~ zu- 
~dmmt. Zweitens sind die RSn.tgent~nien K ,  und 
L .  wasserstoffShnlich m i i  t ier  k le inen }~[odifib- 
tion, daft nicht ,  wie in  tier Balme~serie (7) bezw. 
(17), die ganze K e r n l a d u n g  × wirksam, sondern 
ein TM1 derselben, wie man s.ag#% ,,abge- 
sehirmt" ist. 

Bei genauerer  Betraehtung ergibt  sich, dag 
diese Lin ien  nicht  einfaeh sind,  son, dern ein~. 
Fe in s t ruk tu r  bes,itzen. Theoret iseh miit~te man 
hei vollst~.ndiger Wassers toff~hnt ichkei t  bei der 
Linie L~, genau diese!'be S t r u k t u r  wie in dem 
dutch Fig .  9 ver s innl iehten F a l l  cter H~-Linie  
des Wa,sserstoffs erwarten,  mJt dem Untersehied.  
daft- die Dimensionen derselben im Verhgl tnis  
(z--7,4)  ~ vergr51~ert sind. In  Wi rk l i ehke i t  er- 
5~ilt re.an nur  ein einf, aehes Du~blett, dessen 
Sehwingung'sdifferenz al lerdings zu demjenigen 
des Wa,sserstoffs im theoret.iseh r ieh t igen  Ver- 
b g,lt n i s 

z /v  = (x - -  7,4;; a¢ VH 
sLebt. Die Wasserstof~iihn]iehkeit ist  aIso, wohI 
i1~ Fol~'e der komplizier teren Eraissionsverhiit t-  
nisse, eine besehrKnkte. Dagegen entspr ieht  K~ 
den Erwar tungen  der Theorie vol]kommen .und 
~'[bt, da bier  die Endbahn  einfaeh ( n q - n ' =  1 
oder ~ =: 1, ~v' = 0), die Anfangsbahn doppe]t ist, 
ein ein:faehes gegea A VH im Verhiilt.nis ( ~ - - 1 )  ~ 
verbrei ter tes  Dublet t .  

Die N[e~slmgen wurden yon Siegbahn nnd 
seinen 3/fitarbeitern fiir alle EIementars toffe ,  so- 
weir d i e s  teehnlseh mbglich war, durehgefi ihrt ,  
uad haben die Fo rde rnngen  der Theorie  be- 
st~itigt. Znr  I l lus t ra t ion  geben wir  die n ach- 
steh~ende Fig.  i3  w~eder, welche das gesamtc 
Beobael~tungsmaterial  der K-Se r i e  zwisehen 
Nat r ium'  (×--- ].1) und Neodym (x : 60) enthiilt .  
Als Ordina te  i s t / v .  10 -~, als Abzlsse z aufget ra-  
<en. Der Ver lauf  der Quadratwurzel  aus d e ,  
,~ehwingung,szahlen ist in ~bere ins t ' immung mi t  
der Theorie ein l inearer.  % and ~ bedeaten die 
beiden Komponenten des K,-L. in ie ,  ~l und ~ 
sind die Si.egbahnsehen Bezeiehnungen f a r  K~ 
und K z. Aueh die SehwJngungsdifferenzen haben 
uaeh : genauen N.essungen den yon Sommerfeld 
vorausgesehenen ~Verlau~, und des bedeutet  ein(,  
sehar fe  Pro~be der Theorie:  wenn man t~ede~]kt 
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dab h~ z. B. f a r  x =  9~ (Uran,  in der L-Ser ie  
gemessen) (84,4) ~, M.so r and  !50 N:il l ionen n~aI 
grSger is t  al,s fi ir  Wasserstoff .  Es di i rf te  nieht 
rime° Theor ien  geben, die eine derar t ige  Extra-  
polat ion aus'zuhal~en vermSgen. 

DaB die RSntgenspektren teilweise wasserstoff-  
-Xhnlieh sind, erkli ir t  man sieh auf  d~e folgende 
Weise. Kre i s t  ein Elekt ron  in der Nghe des Kerns ,  
ao iiben die tibrigen, welehe sieh in gr5t3erer Ent -  
[ernu~g bewegen, eine s e h r  geringe,  zu vernaeh- 
liissigende Ri iekwirkung auf  dasselbe aus, und 
die Verh~ltnisse l iegen im we~nt l iehen  so, als 
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Naeh einer  Arbe i t  yon Debye und noeh un- 
ve~eSffentli'chten Untm~uchnngen'  von Kroo und 
Sommerfeld seheinen die Verhiil tnisse s o  zu 
t iegen:  Das Atom 'besteht, ,vie es schon Bohr an- 
genommen hatte,  aus dem Kern  und einer Reihe  
konzentr iseher m i t E l e k t r o n e n  ,besetzter" Rin.~'e 
(Fig .  14). Den inners*en bezeiehnet man als K-  
Ring,  den zweiten .als L-Ring  ~as,w. I m  Normal-  
zustand 'haben diese Ringe  eine ganz best immte 
Besetzung, z. ]3. haben wir  in der F i g u r  drei  
Elektronen im K - R i n g  un6 aeht  im L-Ring  ein- 
g'ezeiehnet. Die Vorbed' ingungen ' fiir RUntgen- 
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Fig. 13. 

ob nur ein ×-wertiger ~ern und ein einziges 
Elektron vorhanden w~ren, wie in der Theorie 
der §§ 7, 8 un~ 13 voransgesetzt  is~. %Vie [st es 
aber zu deuten, dab ein Tell  der  Ke rn t adung  ab- 
geschirmt  erscheint?  E ine  mSg]iche An twor t  auf 
diese F r a g e  is t  bereits bei Bohr gegeben: Stel]en 
wir  uns vor, da£~ n icht  ein ,ei,nzelnes. Elektron,  
sondern mehrere  auf  einem ~4[reisring angeord- 
nete Elekt ronen um den K e r n  rot ieren.  Alsdann 
wlrkt  der Anziehung des Kerns  eine Abstol3ung 
zwisehen den Elekt ronen entgegen, we]the sich 
gerade dar in  EuL{ert, dab an Stelle v o n z  -~ ein 
kle inerer  , F a k t o r  ( ~ a )  -° auf t r i t t l ) .  Danebefl 
kSnnte man die ~iSgl iehkei t  in Bet rach t  zi,ehen, 
daft e inige etwa p Elekt ronen sieh niiher am 
I fe rn  befi-nden als dasjenige,  dessen B'ewegung 

• . N . 

wlr  stu.&eren wolIen; der Komplex ans emem 
×-wertig~en posit iven K e r n  nnd p E]ektronen 
wirke dann auf  grSl3ere En t f e rnungen  nngefi ihr  
wie e'in I~ern mi t  x - - p  posi t iven Ladungen.  

1) Dabei kann jedes einzelne Elektron ev. aueh eine 
elldptische Bahn besehreiben, abet die Elektronen ein,es 
I~inges mfissen in jedem Augenbliek die Eekpu~kte 
eina~ regulgren Vieleeks bilden. 
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F i g .  14. 

emission sind gegeben, wenn dureh die W i r k u n g  
eines ~uBeren Einflu,s,ses (Kath,odenstrahls) ein 
Elekt ron  aus einem inneren R ing  in einen 
5uSeren versetzt  wlrd, z. B. ans dem K-  
Ring  in  den L-Ring.  ] )ann hR,tte der el'stere ein 
Elekh 'on zu wenig, der i e t z t e r e  ein iiberziihliges 
E lek t rom Bei der Rt iekkehr  des E]ektrons in 
die Normal lage  auf  dem innern  Ring,  welehe 
unter  Abgabe yon Energie  erfolg% wird  eine 
t~Sntgenwelle n.aek der Bohrsehen Frequenzbe-  
d inguhg  (16~ ausgesandt.  
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Die Du~ehfiihrung dieser Vorstellungen ist 
linch nicht abgesehlossen und deshal'b ]Rgt sich 
~meh nieht sagen, welches die definit.iven Zahlen 
der t%ingbesetzungen im Normalzustand sein wer- 
den. Vorlgufig seheinen die Resultate fiir die 
Zahlen der Fig. 14, drei und aeht Elektronen in 
den beiden innersten Ringen, zu sprechen; jedoeh 
ist es keineswegs a~sgesehlossen, dab sial1 die 
dutch die Chemic (periodisches System) nahege- 
]egten Werte 2, 8, 8, 18, 18 usw. l) bestRtigen 
werden. 

§ 15. Theorie des Starkeffe]cts. - -  B'ringt man 
.oia strahIendes Atom in sin elektrisches. Feld, so 
wird d'er Ch~rak~er ddr Emi.ssion dutch das. letz- 
tern veriindert: SpektrMlinien, die ohne Feld ein- 
fach erscheinen, werden .in vie]en F~il]en dutch 
die elektrische Kraft in mehrere Komponenten 
aufgespalten. Diese tiberraschende Entdeekung 
verd, anken wir Johannes S tark  (1913), weshalb 
der neue Effekt seinen Namen erhie]t. Obwoh] 
die Wirkung mittlerer Fel4st~irken keineswegs 
schwaeh i.st, und. za ihre~ Beobachtung kMne 
extrem feinen optisehen Hilfsmittel benutzt zu 
~verden brauehen, lagen die Verhilt, nisse fiir eine 
zuf~llige Entdeekung der Erseheinang insofern 
sehr nngiinstig, als e's iiufierst schwer ist, ~n .einem 
leuehtenden 3Indium aueh eta mittelstarkes e]ek- 
triches Spannungsgefii]le aufr:echt zu erhalten. 
Erst Stark,  der n,aeh diesem Effekt systematiseh 
suchte, gelang es, die erwiihnVe SchwierigkMt 
dutch sine sinnreiche Anordnung zt~/iberwinden: 
Er braehbe die verdiinnte Gasschicht zwischen den 
Belegu~agen sines in ether Vakuumrhhre befind- 
lichen Xondensators dureh hineintretende Kanat- 
strahlen zum Lenchte~. 

Auf diese Weise konnte er ,eine ganze Reihe 
yon Substanzen untersnchen, fiir nnsere Zweeke 
sind aber die sehr sorgf~lti~en lIessungen, die 
er iiber die ,,elektrisehe Feinzerlegung" der vier 
ersten Linien der .Ba]merserie des Wasserstoffs 
( H , ,  H~, H~ ,' _Taro) ansfft,hrte, yon besonderer 
Wiehtigkeit. Es zeigte Meh, daft die Xomponen- 
~-~en, in welehe diese Linien anfge~palten werden, 
symmetr isch  um die Normallage angeordnet sind, 
~md daft die Aufspaltung proportional zur elek- 
[risehen Feldstiirke mit derseIben anwiiehst. Es 
wurde senkrecht zur Fe]drichtung beobachte% 
und bet dies,er Anordnung erwiesen sieh die Kom- 
ponenten al.s linear polarisiert. 

In den Ta, bellen I b i s  IV sind weiter nnten 
die S~carkschen Resultate unter .der ~ber.sehrift 
.,gemessen" zus.armaaengestellt. Nit  p .sind die 
Komponenten bezelehnet, deren etektriseher Vek- 
tot parallel zur Feldrichtung schwingt, mit s die- 
jenigen, bet welehen er senkreeht znr Feldrieh- 
tung orientiert ist. Unter A ?~ i,st der Abs.tand 
der betreffenden Xomponente (und de.r zn ihr 
symmetrischen) in Angstrhmsehen Einheiten ein- 

~) ~¢gl. J. J. Thomson, K orpuskulartheorie &er Ma- 
%erie, 6. K~p. :graunscl~weig 1908; N. Bohr, Phil. Mag. 
26, S. 857, 1913; W. Kossel, Ann. d. Phys. 49, S. 229, 
!916. 
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getragen, unt'er ,,Int." ]hre relative Intensitiit, 
( fr .  bedeutet ,,fragHeh"), und zwar sind die In- 
tensili~ten nur innerlfalb einer Spalte vergle.ieh- 
bar, und nieht yon Spatte zu Spa]re oder yon Ta- 
belle zu Tabel}e, Die elek¢ri,sche FeMst~rke E, zu 
~eleher die tabe]]ierten Wefts yon A k gehSren, 
ist mit einiger Unsieherheit behaftet nnd wird 
yon Stark ant 104 000 ¥o]t/em geseh~tzt. Eine 
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Fig. 15. 

graphische Veransehauliehung des Auf@altungs- 
bildes bietet Fig. 15, in der die IntensitRt der 
Xomponenten durch die L~nge der entsprechenden 
S±riehe angeaeutet ist, und dies.e, yon der ~qor- 
mallage (0) ausgehend, der ]%eihenfolge nach num- 
merlert sin& 

Die Theorie des Starkeffekts der Balmerserie 
reduziert sieh auf die Betraehtung tier Bewegung 
sines wass.erstoffghnliehen Atoms (,§ 7) in einem 
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homogenen elektr isehen Felde.  Diese Bewegung 
ist  bei Yernaeh.liissigung der RMativi t i i tskorrek-  
t ion e ine  bedingt  periodisehe, nnd zwar sind es 
parabolische Koordi~aten, welche die Dars te l lung 
der Impulse  in der dureh Gle ichung (28) gegebe- 
hen F o r m  bewirken~). Die  Xoordina tenf l~ehen 
engstehen dureh Rota t ion  der F ig .  i6  um die 
Gerade  ~ : 0 ,  n : 0  afs Aehse. *Es sind a~so 
zwei Seharen yon konfokalen Rotat io~sparabo-  
leiden (~ : eonst, und ~ : eons~) und 'dde ~{eri- 
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d ianebenen (~- : .  eonst, wenn man dureh rp den 
Azimut  oder Winke],  welehen ~die ro t ie rende  Ebene 
n i t  e iner  festen Lage einsehlielR, bezeiehnet).  
E in  P u n k t  des Raumes ist  demnaeh "dureh die 
Xoordina ten  ~, ~, ~. ~estgelegt. 

W i t  wolfen von der 3 i i tbeweguhg des Kerns  
absehen und ihn ats festes Zen t rum auffassen.  
Dann  }st das Xoordina tensys tem .so zu or ient ie-  
ren, dag der Kern  n i t  d e n  Nul Ipunkt  zusammen- 
f~llt  und die Gerade  [ = 0 die R ieh tung  des elek- 
t r isehen Feldes  hat. Die  AuflSsung des Problems 
zeigt, dal3 die Bewegung des Elekt rons  in e inem 
r ingfSrmigen  Raum eingesehlos>en ist, weleher 
dureh D r e h u n g  des krummlinJgen Viereeks 
A B C D  (Fig .  17) um die Aehse ~ = 0 ,  ~ = 0  
entsteht .  Und  zwar mul~ man  sieh das so vor- 
stelI.en, d at3 das Elektron" die ins Viereek einge- 
zeiehnete Xum.~e dareh]~uft ,  wghrend g]eiehzeit ig 
die F i g u r  (mi t  var iabler  Winkelgesehwindigkei t )  
um die.erw~,tmte Aehse rot ier t .  

Die Lage der Libra t ionsgrenzen (vgI. § 12) 
-= ~ ,  ~ = ~2, n : ~h, ~1 = ~.,, h~ngt natf i r l ieh yon 

der Aniangs lage  ~nd Anfangsgesehwindigk,ei t  des 
Elektrons ab ~md ist fiir jeden individuel len  F a l l  
der Bewegung eine andere, ,so dal] du tch  geeigne~e 
Wahl  der Anfangsbedin,gungen den GrS~en ~ ,  ~s, 
n~, ~ls jeder betiebige \Vert  ertei l£ werden kann.  
[m Interesse  des § 17 wollen wit  d re i  Grenzf~ille 
ins A~ge,  fassen. Zuniiehst lass@~ wi t  ~h mi t  ~2 
ml, d ~t n i t  ~2 zusamme~fal len;  dann z ieht  sieh 
das Viereek auf  einen einzigen P u n k t  zusmnmen, 
ugd das E lek t ron  bewegt sieh in e iner  zur Fe ld-  
st~rke senkreeht s tehenden Kreisbahn. Anderer -  
~ i t s  kSnnen x~dr ~ =  0 und n , =  0 setzen, die 
Bahnkurve  erff i l l t  dann d~s dureh Rota t ion  4es 
Dreiecl~s B ' C  D' en t s~hende  GebieL Lassen wir  
nun auch noeh ~2~ immer kle iner  ~nd sehlieglieh 
¢leieh Nu l l  web, den, so wird  das E lek t ron  auf  die 
Bewegung in einer  geradl in igen S~reeke be- 
sehr~nkt:  Es pendel t  im Katbstr~ahl ~ ==-0 zwi- 
,~ehen den Punk ten  0 und B '  b in  und her,  was- 
halb ieh diese Bahn al,s Pendelbahn bezeiehnet 
habe. Den dr i t t en  ausgearte ten Fall erhal ten 
wir, wenn wir  n ieht  ~ ,  sondern ~l~ zu Nul l  ab- 
uehmen lassen; es ~ i s t  die ganz analoge Pende]- 
bahn im Katbs t rah l  n = 0 zwisehen der* :Punkten 
0 und D' .  I m  Falle der K eplerellipse (ohne 
elektrisehes Feld,  § t l )  haben wir  den Fa l l  der 
a-eradlinigen Bahn  als ~nwal~rseheinlieh verwor- 
fen und dies ¥orgehen  dutch  den experimentel len 
Befund der F e i n s t r u k t u r e n  gereeht fer t ig t  ge~un- 
den. Die Pendelbahnen seheinen a pr ior i  eben- 
so nnwahrseh,dnlleh ; merkwfirdigerweise t re ten  
aber d~e zu ihnen gehSrigen Komponenten  im 
S ta rke f fek t  auf, wenn aueh durehweg m:R ~nfle~st 
ger inger  Intensit~t. 

I m  allgemeinen, n ieht  ausgear te ten  F a l l  der  
Bewegun,g haben vdr  naeh (29), (29 ~) ;die Qua~- 
tenbedingungen in ~olgender F o r m  zu sehreiben 

i) p. ~. Epstein, Ann. d. Phys. 50, S. 489, 1916. 

cs ¢ls 
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und arts diesen dre i  Bez iehungen  ergib t  sieh die 
E n e r g i e  n i t  ~ r t e r  Ni ihe rung  zu 

N x  ~ h c 
A - -  

3 h ~ E  (n~ 4- ,n~ + .n:3) (~h - -  .he. 
8 ~x2× ~ e 

Eps te in :  Anwendungen  der  Quantenlehre  in der Theor ie  der Ser ienspekt ren .  f Die Natur- 
• [wisse~sehafte~ 

TabeUe I (Hr~ - Linie). 
m~ + m ~ +  m s = 3 k = 6562,8 X 

Bereehnet G eraessea 

. im.---;t .q~-21m~--n3==?21@l jo-Komp. S-Komp. 

' i 5 14,7 * i 

Wie  .die I~eIa t iv i t i i t skorrekt ion,  h a t  also aueh 
ein e lek t r i sehes  F e l d  die W i r k u n g ,  Gag es die 
Zahl  der E n e r g i e s t u f e n  ~zermehrt u n d  daher~ so- 
zusagen,  die in e i n e r  S p e k t r a l l i n i e  vorhandenm~, 
abet  zas .ammenfa l lenden  Freihei tsgr .ade ( E a t -  
s t ehnngsmSgl iehke i t en )  au.selnan derz%ht  und 
s iehtbar  maeht .  

N a e h  der  Botnrsehen Yrequenzbed ingung  (16) 
erhgJt  nian l i i r  dig Sehwing~mgszah]  gegeni iber  
der Norma l l age  (17) eine ~i~ersehiebung' veto Be- 
t r ag  

3 h E - Z, i 
/ I v = - -  8 .~x~c c " ~ (37 

! 

Wie friilie~ bezieheu sieit (lie Qua,nteazahlen 
~n .and n auf  Anfangs -  und Endbahn ,  f a r  welehe 
bei K o m p o n e n t e n  e iner  u.nd derselben L i n i e  resp. 
m.~ @ m~ -t- ma = eonst, und n,  "+- ~:~ -}- ns = cons/. 
g'ilt. 

Au.s der  S t r u k t u r  dieses Au-sdrueks e rsehen  
w i t  sofor t  zwei w i e h t i g e  E i g e n s c S a f t e n  des S t a r k -  
e f fek ts  wa.sserstoff i ihnl ieher  L i n i e n :  E r s t e n s  
g e m  die A u f s p a l t u n g  p r o p o r t i o n a l  n i t  der  Fe ld -  
s t i irke E ,  z w e i t e n s  is t  sie syrnmetriseI~.  I n  d'er Tat ,  
ver~ausehen wir  die n~mer i s ehen  W e r t e  yon m,  
und  m~ und  g le i ehze i t ig  die yon 'n~ ~md n~, so 
weehsel t  Z gas  Vorze i ehen ;  d. It. zu j.edem posi- 
ti.ven A v g ib t  es e in  g l e i eh  grofles negat ives .  W i t  
haben  berei ts  drwiihnt, dag S ta t i c  wirk l i eh  ein 
so]ch~s V e r h a l t e n  der Wassers to~f l in ien  fes~- 
ges te l l t  h atte.  

De r  numer i s ehe  W e r t  des X o e f f i z i e n t e n  i.st 
f i i r  Wasse r s to f f  (× : 1) 6 ,43.  I0 -~, wenn  E in 
vo]t]cm angegeben  wird,  und  desha]'b kann man  
f t i r  d ie  7V-erschiebung e iner  X o m p o n e n t e  in der  
Skala  der Wel]enl i ingen k sehrei~ben 

A k = k ~ ,4 ~ = 6,43" 10-5  k ~ E "  Z em. . (38 

Die  A~swahl  der mSgl i ehen  W e r t e  yon Z wb:d 
dutch die Sommerfe ldseh.en Ungle , iehungen  (34) 
e ingesehr i inkt ,  welehe  in  d iesem F a l l e  ]au ten  

m ~ \ n ~ ,  m ~ \ n o ,  m o \ n  s. (39 / /  # - .,// , • . . . 

Die  V~erte von A k, welche die R e e h n u n g  er- 
gab, ,sind in  den naehs~ehenden T'abelten zusam- 
mengeste l l t .  D.a,bei wurde  als Fe lds t i i rke  ffir  die 
L i n i e n  H~  nnd  H~ 106000,  f~ir H 7 109 000 urid 
f i i r  H¢~ 110 000 volt /era angenommen.  

: 8,8 
2 : 5,9 
I I 2,9 
0 " - -  

115 
s18 

5,9 * 6,2 
2,9 (1) - -  
o (1) I 

Tab~,lle 11 (Hs - Liuie). 

1,2 

L 1  

1 
[ 

2,6~ 
0 12,a 

tn~ + m~ + m3 = 4 k~4861,3~.  

Berechnet l Gemessen 

~. i m 3 - - n : ~ 2 l  im,~--n3~-2/@l p-Komp. ' x-Kom~ 

12i 19,4 1 
16,1 [ 

~ 12,.q i 
6~ 9,7 1 
4 ~ 6,5 
21 3,2 
(.I ~ 0 

2 
2 
2 

(s) 
(2) 

[19,4j : :3 19,4 
[16,;]  I ~ . 1 6 3  

12,9 + 13,P 
9.7 1 10,0 
6,5 i ~ 6.7 

U ~ 1 

I 
i 

1~,5 I 16A! 
9,~ 13,2 1 
48 ,  9.7 ~ 
i 6.6 ~, 

1 

1,1 

9 , 7  

1 2 : 6  

3 , 3  

T a b d t c  t t i  (H~. - LiMe). 
m t 4- nt 2 @ m3 = 5 k =-: 4?40,5 

Z 

211 
2O 
IS! 
1.7 
16 
15 
13  
12 
111 
lo i 

s 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
t 
0 

Berechnet 

m3--n3:--c2l !m~--~z3~_2/@l 
J k Q~ 

28,0 * 

23,9 3 

20,0 : 3 

16,0 3 
14,4 * 

12,0 * 
10,6 2 

6,7 2 

2,7 :~ 
1,3 * 

~ k  

[-26,6] 

21.3 

17,3 

13,3 

9,3 
8,0 

5,3 
4,0 

0 

G ~ l n e s s e l l  

p-Komp, s-Komp. 

29,4El(f,.) 
* i 23,9 i ~0,8 
4 I 2 2 , 8  1 , I  
* I 

1 9 , 9  %2 
2 17,3 6,1 

15,9 2,o 

2 13,8 4,a 

11al 
'~ 9,7 1,2 

6~6 1,5 

(3) 3,9 3,6 

2,6 1,6 

(a) 0 7,2 

26,3 1 

~ a n  sieht ,  dab die ~ b e r e i n s 4 i m m u n g  zwlschen 
• e c h n u n g  vmd E r f a h r u n g  eine vorzf igl iche ist .  
D i e  s t i i rkeren K o m p o n e n t e n  t iegen genau  an den 
be rechne ten  Ste] len,  n u t  bei sehr  sehwachen  Li-  
nlen,  deren  Lage  sehwer zu messen  ist, s ind  die 
A b w e i e h u n g e n  m i t u n t e r  e twss grSBer. ~ i t  e i nem 
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Tabelle IV  (tt~ - Linie). 
~n~ ~ m~ -~ m s := 6, k -~ 4101,7 

Epstein: Anwendungen der Quantenlehse in der Theorie der Serienspektren. 

Berechnet Gemessert 
m~--n3=2/ m3~d~3=~/~-I p-Komp, l s-Komp. 

[sa8] 

1 30,9 

4 I ~6,2 

21,3 
8 

16,7 

23 i 11,9 

7,3 
(4) 

5 33,4 7,2 
[ 

3 28,6 2,8 

24,2 1,1 

3 s 19,6 1,2 

14,4 1,5 
(8) 

9,6 1,2 

(~) 5,21 

34,8 1 (ft.) 

30,4 1,3 

25,8 2,4 

21,2 2,0 

17,2 

11,9 2,i 

7,4 3~2 

2,4 i,8 

32 38,1 
30 
28 53,4 
~6 
24 2%6 
22 
20 23,8 
18 
16 19,1 
14~ 
[2 14:3 
lO 
8 9,5 
6 
4 4,8 
2 
0 0 

Sternehen (*) sind die Komponenten bezeiehnet, 
die ihre Entstehung Pendelbahnen (ats Anfangs- 
oder Endbahn) verdanken. Wit haben sehon er- 
w~hnt, da~ das Auftreten so]chef Bahnen sehr 
unwahrscheinlich ist; man sieht, dM] si~ durch- 
weg die schwitchsteu Komponenten ergeben, und 
,bei den Linien H~ nnd H~. zum grSl~ten Tell iiber- 
haupt nicht 'aufgeno~nmen werden konnten. Vo~ 
diesen Komponenten .abgesehen, g ib t e s  nut  eine 
einzige, theoreZ~seh vorausgesehene, welche sich in 
den Starkschen Au~n,ahmen nicht f inder  (He, Z 
: 0). Dagegen treten drei Linien auf, welche den 
Qaantengleichun~eu (39) widersprechen, das sind 
die eingeklammer~en A ~ der Tabellen I I I  nnd IV. 

. Iateressant ist, daI] die zwei ersten Ungleichun- 
gen streng gelten u n d  in keinem Falle durch- 
brochen werden, wghrend die dritte, welche sich 
naeh (36) au~ den Azimut ~ bezieh% wi~ es 
scheint, nut  im groben riehtig ist. Eine ghnliehe 
Sonderstellung der azimutalen Quan~enzahl 
konnte Sommerfeld am ]~ilde der Feinstrukturen 
bei Funkenerregung des Leuchtens feststel]en. 

Fiir ,die Polarisationen ergibt slch eine sehr 
merkwiirdige empirlsche l~egeI: Eine geradza/i- 
lige Differenz der azimutaten Quantenzahle~ 
m~---n~ fiihrt auf*parallele (p-) Polar@ation, eine 
ungeradzahlige auf sen]~rec]ite (s-) Polarisation. 
Diese Regel .gilt a~,snahmslos, wenn uns aueh 
jeder Anhaltspnnkt zu ihrem Verstiindnis fehlt. 
Es scheint sogar, dab es nicht mSglieh sein wird, 
den Polarisationsznstand aus den Orientierungen 
der Anfangs~ nnd Endbahn znm elektrichen Feld 
zu erkl~tren; denn beim ~bergang des EIektrons 
zwischen zwei der vorhin erwahnten Xreisbah- 
hen, die ja immer senkrecht zum Felde stehen, 
ergeben nach dieser Regel .die Linien ./£~ und H7 
s-Xomponenten, H s nnd Hg p-Ko~nponenten. 
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Fiir das Zustandekommen einer grol~en In- 
tensit~t einzelner I~omponenten glaube ich eine 
notwendige (aber nieht hinr eieh.ende) Bedingung 
darin zu erblieken, dab eine der Qnantendiffe- 
renzen ml--n~, m2--n2, m~--n3 mSglichst gro~ 
sMn mu£L Aus diesem Grunde ~st die gr58te dleser 
drei Differenzen unter Qm in den Tabel]en an- 
gegeben. 

Jedenfalls bilden die besprochenen Ergebnisse 
der Theorie des Starkeffekts, neben der Sommer- 
feldschen The0rie der Feinstrukturen, einen der 
sehlagendsten Beweise ffir die Riehtigkeit tier 
Plancksehen Qu,antenlehre und der yon Bohr ge- 
machten Anwendung derselben auf die Atomistik. 

IV. Abschnitt. 

Stru/~tur des Phasenraumes. 
§ 16. Bedeutung der PlancTcschen Hypothese 

fi~r die Statisti]c. - -  In  tier Darstellung 
der Anwendu~gen ha~en wir an die yon 
Sommerfeld aufges~ellte (§ 11), yon Schwarz- 
schild u~d dem Verfasser pr~zisierte (§ 12) 
Fassung tier Quantenbedingmugen angekniipft. 
Wir wo]len jetzt ant die Form eingehen, 
in we]chef Plasc~ selbst diese Bedingungen ffir 
den Fall mehrerer Freiheitsgrade ausgesprochen 
hat, und zu diesem Zwecke zun~chst die in § 3 
gemachten Angaben fiber die ,,Hypothese der 
Wirkun~squanten" durch einige Betrachtungen 
fiber ihre statistische Bedentung erg~inzen. 

Der Grnnd, welcher Plancls bewog, yon der 
Au~fassung der Energiequanten (§ 2) abzugehen, 
war ein ]~iSverh~iltnis zwischen dem elektrodyna- 
mischen nnd statistlschen Tell der ersten Fassung 
seiner Theorie der schwarzen Strah]ung. W~h- 
read die W.echselwirkung zwisehen t~esonatoren 
nnd S~rahlungs~e]d nach den Gesetzen der Elek- 
frodynamik vor sich gehen sellte, nnd daher ein 
Resonater ~eden bellebigen Energlewert anneh- 
men konnte, wurde bei den Betrachtungen fiber 
die Yerteilung der zur Yerffigun~ stehenden 
Energie auf die einzelnen Resonatoren die An- 
nahme gemaeht, dat~ nur diskrete Energiesfufen, 
ngmlich ~[ultipla yon by, mSglicJ1 sMen. 

Aa Hand der Fig. 1 kSnnen wit uns diesen 
Saehverhalt graphiseh veranschaulichen: Wir 
wissen (§ 3), dab dutch Angabe der Lage des 
Elektrons x (bzw. q) und des Impulses p der 
Znstand d~s ]inear,en Resonators vol]kemmen b e- 
stimmt i s t  Daher entspr%ht einem jedeu sot- 
chen Augenbliekszustand, den man nach Gibbs 
eine ,,Phase "~ des Systems nennt, ein Punkt des 
(p, q)-Diagramms oder, wi,e man sagt, der ,Pha- 
senebene", l~fit der Zeit durchl~fft der den Zu- 
stand eines Resonators repr~sentiere~de Punkt  
eine Kurd<e, die ,,Phasenbahn'% ~elehe, falls keine 
Energieznfuhr stattfindet, eine Ellipse ist (§ 3). 
Haben wit eine groSe Anzah] yon Reson.atoren, so 
entsprieht einem jed.en in jedem An~enblictc ein 
Pnnkt des Diagramms. und die Verteilung dieser 
Phas.enpunkte gibt uns die Energievertei]ung~ 
wean Wir bedenken, da~ die Energie in e~nem 

40 
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Punk t  dutch die Best}mmungsstiieke (naeh §§ 2, 3 
A = b ~ / 2 ~ )  der  durek  ihn h indurehgehenden 
Ell~)se der konzentr isehen Sehar  gegeben ist. 

Das Ziel  der statistiseh.en Bet raehtungen  .ist es, 
die Dichte,  mit  weleher die Punkte  im Diagramm 
vertei l t  sind,  oder die , ,Phasendiehte",  zu ermit-  
teln,  and  zwar f i ir  den u,ahrschei~lichsfe~ Zu- 
s tand des aus alien Resonatoren bestehenden Ge- 
~amtsystems, bei welehem sieh die Resonatoren 
an tere inander  und mit  der S t rah]ung im Gleieh- 
~'ewieht befinden. 

Naeh ,dem ersten elektrodynamisehen Tell  der 
Untersuehung kann nun jeder Energiewer t  vor- 
kommen und deshMb miiffte die Phasendich te  
k, onthzuierlich sein, d. h., es miifften in  jeder  Ent -  
fe rnung vom NullpunlG Phasenpunkte  ]iegen khn- 
hen. Auf  tier ~ e e h a n i k  und Elek t rodynamik  
aufgebaute Wahrsehein l iehkei t she t raehtungen ~a- 
g'en una indessen noeh meha- aus:  es i.st aus 
ihnen a p r io r i  gewiB, daft die Phase~diehte  e ine  
stetige F u n k t i o n  des Ortes sein mut?, wetche a uf  
den ell iptisehen Kurven ko~stante  Wer t e  anneh- 
mend, s ieh s te t ig  vom Nul lpnnk t  naeh auBen hin 
iindert. D~r genauere Verlaug dieser F u n k t i o n  soil 
gerade im zwei ten  statis,tisehen Tell  aufgefim, den 
werden. Abet  in diesem w.ar Planck gezwungen, 
anzunehmen, daft die P u n k t e  in der  Pha.senebene 
dis~ontinuierlich ver te i l t  s incl und nur  auf  den 
diskreten, der Beziehung A = h ~ geniigenden (in 
F ig .  1 eingezeiehneten) Kurven  ]iegen khnnen. 
Dean nnr  so war es mhglieh, zu,m r ich t igen  St rah-  
Iungsgesetz zu gelangen. 

Um diese Hiir ten zu" beseit igen und gleieh- 
zei t ig  die nStig gewordene ~Jo~nderung der Elek- 
trod3mamik auf  ein ~£inimum zu beschr~nken, 
finderte Planclc .seine Hypothese  insofern a,b, als 
er annahm, duff zwar die Absorption des l inearen 
Resonators  nach den uns bekannten Gesetzen er- 
folgt, derselbe jedoeh im Mlgemeinen nieht  
s t rahlen k a n t ,  d. h. dug er keine ,,Dgmpfung" 
besitzt. 

Auf  dem ~ebie te  der Emission l~l~t sieh nnser 
Vorste l lungsvermSgen einen quanteMmften Pro-  
zel~ viel  eher gefa]len;  es wird  daher angenom- 
men, daft A u s s t r a h h n g  nur  in den 3£omenten 
s ta t t f inden  kann (abet  nieht  s ta t t f inden muff), 
wenn die Energie  des R.esonators ein gauzes 
Vielfaches yon h~ betrggt.  Und zwar soil er 
dana  auf  einma] seinen gesamtea Enel~ ie inha l t  
abgeben. Da jetzt  .die E lek t rodynamik  yon vorn- 
here in  aufgegeben wird, so is t  aueh die Sehhff-  
~olgerung auf s tet lge Xnderung  der Phasendiehte  
f~ieht mehr zwingend, abet mi t  Raeks ieh t  auf  die 
Absorptionsverhgttni .sse muff 'sic naeh wie vor 
kont inuier l ieh  sein. S ta r t  der Annahme der dis- 
kont inuier l iehen  Ver te i lung der Wahrscheinl ieh-  
kei t  f i ihr t  Planc]c deshalb die neue ein, dab sic 
zwar kont inuier l ieh ,  aber uns te t ig  ver te i l t  i s t :  
[nnerhalb  der ring~fhrmigen Gebiete vom Fl~chen- 
i~hal t  A g =_ h, welehe du tch  ,die ausgezeiehaeten 
Ku~wen der F ig .  1 ~begrenzt werden, solI di.e Wahr-  
seheinl iehkelt  oder, was dasseI.b'e is% die Phasen-  

diehte konstant  se in  und nur  an den Grenz- 
kurven .selbst zum n~ehsten Gebiet  t reppenar t ig  
abfallen (bzw. ansteigen).  F i i r  die sehwarze 
S t rah lung  ergibt  sieh unter  .~iesen ¥oraus.setzun- 
gen diese]be spektrale  Ver te i lung  wie uuter  den 
frt iheren.  

Das Wirkungsquan tum h erh~lt  somit  die Be- 
deutung des numerisehen Betrages eines Eleme~- 
tarbereiches der Wahrsch.einlirhtceif, insofern als 
(lle S ta t i s t ik  zwisehen versehiedenen Punkter ,  
eines solehen Bereiehes A g n ieht  unterseheidet .  

Die , ,statisehen" Phasenbahnen r eprgsentieren 
rmeh der neuen Auf fassung  nieht  mehr die einzig 
mhgliehen Bewegungen,  sondern s ind nur  inso- 
fern ausgezeiehnet,  ale sic die Begrenzungen der 
Elementarbe~'eiehe darstel len.  Eine  interessante 
Folgerung aus diesen I-Iypothesen besteht  d arin,  
daft man den Resonatoren ihre Energ ie  nieht  
vol ls tgndig entziehen kann, indem man sic mit  
Stratf lung yon sehr ger inger  In tens i t i i t  (d. h. 
sehr t iefer  Tempera tur )  ins Gleichgewicht  setzt. 
Denn wenn sieh alle Phasenpunkte ,  yon wdehen  
jeder einen Resonator  darste]lt ,  im inners ten  Ele- 
mentarbereieh befinden,  ~o i s t  weitere Energie-  
verminderung nicht  mgglieh, da  naeh oblgem 
Ausst rahlung n u t  f i ir  Energ iewer te  A ~- nh~ 
(& h. yon den s,t, at isehen Kurven  aus) s ta t t f indet .  
Daher  besi tzt  das System. aueh im absolnten Nuli-  
punkt  der Tempera tur  eine sogena~nte Null- 
punktsenergie yore durch,schnitt]iehen Betrage 
/b v/2 pro Reson'ator. 

Geht man yon dem Hnearen Resonator  zur 
Bet rachtung  anderer  Systeme fiber, so ]iegen die 
Verh~Itnisse ganz analog: immer kann man die 
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stat isehen Bahnen entweder  ala die einz~gen mgg- 
l ichen auffass, en oder aber die Existenz aller mi t  
der l tfechanik ver t r~gl ichen Bahnen zulassen und 
die s~atfsehen nu t  als wahi~eheinlichkeitstheore-  
t isch ausgezeichnete betrachten.  Die lel~ztere 
Auffassung,  deren Ver t re te r  Planc]c i sl, hat  in 
keinem FaJJe zu Widerspvfiehen mi t  der  Er-  
~ahrung geffihrt ,  vielmehr kann man viel le ieht  
yon ihr  die Aufkl~run.g einzelner, bi.s jetzt  
dunkler  Prohleme erwart.en (spezifisehe Wiirme 
zweiatomiger Gas,e). Eine  seheinbare ~Sehwierig-- 
keit, d~e sieh in einem Spezialfa]l  (Theorie des 
Rota t loaspekt rums)  ergab, ha~ Planclc neuerdings  
in iiberraseh.ender Weise hinweggeriiumt.  AueJ~ 
die Bohrsche Theorie  (§§ 7, 8) ]gl~t sieh mit die- 
sere S tandpunk t  ohne weitere.s vereinharen,  wenn 
man die Bedeutung der Bohrsehen Freque~zbe- 
d ingung etwas v.erschiebt: N[an 'braueht nut '  an- 
zunehmen, dab S t rah lung  (bzw. Energiegnde-  
rung)  normalerweis.e nic:ht stattfin~d.et, wean  
abet  das Elektron gestSrt  wird, dasselbe i~  e{ne 
neue Bahn i iberspringt ,  wobei die ausgesa~d~e 
Sehwirrgungszahl nach der Frequenzbedingnng 
(16) dureh die Energien der Grenzen des M'~en 
und neuen ElemenCarberMehe~ bes~immt vdrd'. 

§ 17. Stru~tur des Phase~raumes. - -  Im 
Liehte  d,er Ausff ihrungen des [etzten Paragraphen  
lassen sieh die Standpunkte ,  welche den beiderL 
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Fassuagen (5) und (5a) bezw. (5b) der Planek- 
schen Quantenbedingung zugrunde liegen, wie 
fo]gt pr~zisieren: Im ers~en Falle wird das Dop- 
pellntegral fiber Phhsenpunkte, welche versehie- 
denen EnergiMnhalten elnes' Resonators ent- 
spreehen, ausgedehnt, d. h. die statischen Kur- 
yen, werden aus einer Betraehtung aller Zustiinde, 
we]ehe der Resonator unter ganz v,e~sch4edenen 
Bedingungen aanehmen ,kann, erseh]ossen. Im 
zweiten erstreekt sich die: Integration fiber eine 
indJ.vldue]le, ohne ~iul]ere StSrung bei konstanter 
Energie ver]aufende Bewegung ,des l%esonators. 
Dementspreehend kann man auch ~bei der Behand- 
lung mehrdimensiona]er .Systeme an t]ie eine oder 
die andere Auffass~ng 'anknfipfen. Den zweiten 
Wet hat Sommerfe ld  besehrit~en (§ 11), der erste 
wurde gteichzeitig yon Planck eingesehlagen. 

Im atlgemein'en Fall  yon f Freiheitsgr~den 
mit den Variablen q~ und Impulsen io~ 
(i ~-~ 1, 2 . . .  f) en~sprich~ einem Augenb]ickszu- 
~tand oder einer ,Phase" des Systems ein spe- 
zie]les Wertesystem der 2 f  Bestimmungssificke 
ioi , qi . Die Gesamtheit a]ler Phasen bildet nicht  
eine Eben.e, sondern eine" Mannigfa]tigkeit yon 
2 f Di~nensionen; einen idea]en 2 f-dimensionalen 
.,Phasenraum", wean man die 2Pi, qi a]s recht- 
winkelige Koordlnaten auffat~t. Aueh Met fragt  
Planek nach den Elementargebieten A G der 
Wahrscheinlichkeit oder nach tier , ,Struktnr des 
Pha,senraames". Da jedes einzetne Produkt  p i .  q~ 
sehon die Dimension einer Wlrkung hat, so mug 
der Ranminhalt  des Elementargebiet~s (yon 2 f- 
Dimeasionen) 

//G---= hr 
gesetzt werden. Wie fin,det man nun die Begren- 
zungen der Elementarbereiehe A G? Plamck tu~ 
dies, indem e r f  Aus,artungen dar allgemeinen 
Bewegung des Sytems .aus~neht, yon denen jede 
eindimensienal ver]~,uft, ~md die ~daher naek § 3 
bekandelt wet.den kdnnen. Aus den Ldsungen 
4ieser Spezialf~lle wird dana die allgemMne 
Ldsnng anfgebant. 

Ob es in jedem Falle mgg]ieh, f aus,geartete 
Bewegungen yon ,der geforderten BesehafYenheit 
anzu,geben, isi noeh nieht nnbersneht. Jedoeh lfigt 
sieh dlese Fordertmg jeden~a]]s in eiaer una- 
fassenderen Gruppe von Systemen erffillen, als 
es die bedlngt periodisehen (§ 12) sind; und ffir 
diese ~ietzt~,re Klasse von B,ewegu~en Iassen sieh 
die Plancksetten Vo~sehriften vollst~ndi,g dureh- 
fiihren. Z. B. w~.ren bei der Keplerbewegu.ng des 

11 (f = 2) .die Kreisbahn (r = coast) und die 
z~t einer Geraden ausartende Ellipse veto Aehsen- 
verhg]tnis Nnl] (co = coast) zu betrachten; beim 
Starkeffekt ( f = 3 )  die &~e~ auf  S. 247 be- 
sproehenen A~sartungen (Kreis~bahn un.d d,ie bel- 
den Pendelbahnen). Man kann nun allgemeln 
zeigen, dab for  ein bedingt periodisches System 
der Ausdruek fiir den Rauminlaalt des Elemen- 
t arbereichs im all~o-emein.en in f Faktoren zerf~]lt. 

A G - "  .4 g I " J g ~ . . . .  ,4 g.f , 
yon denen jeder (Ag '~) den Fl~cheninhalt eines Be- 

reiches der entsprechenden Koordinatenebene 
(pl, ql) vom B etrage h dar.ste]lt; ferner, dal~ die 
quantentheoretisch ausgezeichneten (s~alischen) 
Bewegungen 'des Systems genau mit den dureh die 
Bedinguagen (29), (29') des § 12 fes.~gelegten zu- 
sa'mmenfallenl). Demnach ware~ ~ der Planclc- 
schen Theo.r~e die Quantenbedingungen (29) fiir 
beding~ periodische Systeme, nebs~ den aus ihnen 
in den g~ t3  und 15 fiir Spezialfiille gezogenen 
SckliJ.ssen bereits ~.mpllzite (obwohl, wie es seheint, 
bis jetzt nut teilweise erkannt) enthal~en. 

Auf eine yon Einstein ' )  gegebene interessante 
Fas.sung .derselben Bedingungen kdnnen wit im 
Rahmen dieses Aufsatzes nicht eingehen, wit 
wollen jedoch an dieser Stelle einen wichtigen 
Gesiehtspunkt, der an die Auffassung, dal3 die 
~tatischen Bahnen die einzigen mdglichen sind, 
anknfipft und yon Ehrenfes t  (1916) herrfihrt, 
kurz erwiihnen. ~ a n  betrachte die Kndlerung, 
welehe ein System erf~hrt, wenn man einen 
iiul3eren Parameter .dessel~en (d. h. nicht eine der 
¥ariablen p, q) langsam beeia~lu~t, z. B. wenn 
man im Starkeffekt das ~ul}ere elektrische Feld 
al]m~h]ich anwachsen l~l~t. EiIren solehen Pro- 
zefl nennt man eine ,,adiabatische Zusfandsiinde- 
rung", weil d~bei die Energie des Systems nur 
dutch Vermitttung des iiut~eren Parameters, nieht 
abler 4urch direk%e Zufiihrung tebendiger Kra f t  
veriin.dert wird; genau wie bei der adiabatischen 
Kompression eines Gases eine Xnderung des 
Energieinhalts nut dureh die ,aufgewandte Arbeit 
und nicht (lurch direk~n W~rmeaustausch er- 
folgt. Im Anfangszustand ffihrt das System 
nach der Quantentheorie Jrgead eine statisehe 
Bewegung aus; geht man yon einer so]chen aus, 
and unterwirft dasse]be einem u~endlich lang- 
samen adiabatischen ProzeB, so kann man einer- 
seit's die Quantenbedingungen vortihergehend 
nailer Aeht tassen und nach ,der Bewegungsform 
fragen, we]che aus der ur.sprfinglichen rein 
mechanisch hervorgeht. Denn .die Anfan~sbe- 
weg~ung erf~hrt bei diesem ProzeB naeh den Ge- 
setzen der ~ecllanik eine stetige Ver~nderung, 
so da~ ihr ganz ein,deutig in. jedem Augenbldek 
eine neue entsprieht. Andererseit s kdnnte man fiir 
jeden Wert des Parameters die Quantenb~dingun- 
ten aufstellen und die mit  ihnen vertr~g]ichen 
statiscben Bahnen ermitteln. Es eatsteht nun die 
Fr.age, ob ±'V~eehanik u~d Quantentheorie sieh ~m- 
unte~brochen gegen,seitig stdren und durch- 
kreuzen, oder ob sie fibereinstimmend ~uf die- 
selben Bewegun~sformen ffihren? Der Inhalt  der 
Ehrenfestschen Adiabatenhypothese beteht darin, 
daI~ das Letztere angenommen wird: Ouanten- 
theoretisch zuliissige Bewegungen ~ehen dutch 
einen unendlich langsamen ad~;abatischen Prozefi 

~) Naeh unverSffentlieh~ Untersuchun~en des Ver- 
~a~ser.s. In ge~issen Spez~aHgllen mull man v~n bM- 
d.e~ ,Standpunk~en aus an Stelle ~oa p ia (29) P---Po 
(vgl. § 3) schreibe,n. 

~) A. Einstein, Verh. 4. D. plays.. Ges. 19, S. 82, 
1917. 
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(rein m,eehanisch) wieder in quantentheoretisc£ 
zuliissige i~ber, ttieraus folgt, dat~ diejenigen 
Konstanten der Bewegung, welehe nach den 
Qnantenbedingungen (25 )de r  Universalkonstan- 
ten n .  h gleich gesetzt werdea, sich w~hrend 
einer ~diabatisehen Zustaads~nderuag nicht 
~ndern kSnnen oder, wie man sich ausdrfickt, 
,,adiabatisch invariant" sin& Die Prii~uhg dieser 
Hypothese ftir periodisehe (Ehrenfest)  and be- 
dingt periodische (Burgers) Systeme ergab, dab 
die Quantenintegrale der §§ 11 and 12 in der Tat 
adiabatlsche Invarianten darstellen. 

Die Adiabatenhypothese hat bereits zur Auf- 
kl~ruag gewisser ,begrifflich schwieriger F~lle 
beigetragen; ihre Wichtigkeit ]iegt ~af der Hand, 
wean man bedenkt, dab man dutch ~diabatische 
Prozesse yon ei~fachen Systemen zu kompIizier- 
teren fibergehen kann. k~atfirlich kann man diese 
~ypothese auch au£ den andern Standpunkt, da~ 
die statischea Bewegungea aicht die einzig mSg- 
lichen, sondern nur wahrscheinlichkeitstheoretsich 
ausgezelchnet sind, fibertragen, indem man in 
ihrer Formalierung das Wort ,,zul~ssige" d~rch 
,,~usg, ezeichnete" emetzt. 

§ i8. Schlufl. - -  Dttrch die vorangehendea 
Ausffihrungen, besonders des II. und III. Ab- 
schnittes , wird der Leser den Eindruck gewoanen 
haben, ddl] die Plancksche Theorie auf dem noch 
jungen Gebiet ihrer Aawendungen ant die Ato- 
mistik and Spektroskople bereits eine Reihe ge- 
sicherter Ergebnisse aufzuwMsen hat, welehe man 
ohne Ubertreibung als gro~e Erfolge bezMehnen 
kann, und weIche den Yersnch reehtfertlgen, 
diesen Gegenstand einem grSBereu Leserkreise zu- 
g~nglieh zu machen. $eder, der atLf diesem Ge- 
biete arbeitet, is4 sich indessen bewnl~t, dal~ wit 
noch welt davon ent~ernt siad, iiberall Mar zu 
sehen: Noch viele begriff]iehe uad rechnerisehe 
Sehwlerigkeiten milssea tiberwunden, vie]e pro- 
visorisehe Vorste]]ungen verschoben oder er, setzt 
wer~ten. 

ZunRchst wird man die Frage stellen, wie man 
bei aligemeineren mechanisehen Systemen als die 
bedingt periodischen die quantentheoretiseh zul~s- 
sigen Bewegungen auffinden kann. An s£tze zu 
ihrer Beantwortung sind bereifs vorhanden: Wir 
habea bereits erw~ihnt, dab ,die Planeksehe ]3e- 
handlnngsweise fiber den Bereich des b edingt Pe- 
riodisehen hinausgreift, wenn es aueh nieht leieht 
sein dilrfte, zu den eindeutigen Vorsehriften 5ilr 
ihre allgemeine Durch£iihrung zu gelangen. An- 
dererseits hat Burgers  ~) auf eine yon De~aunay 
(1860) in die Himmelsmechanik einge~iihrte ~[e- 
rhode hingewiesen, d.eren b egrifflicher Inhalt da- 
tin besSeht, ein System dutch eine Reihe naeh 
einem bestimmten Yerfahren snkzessive auszu- 
w~hlender bedingt periodiseher Systeme beliebig 
welt zu approximieren. Der Yer£asser war be- 
felts ohne Kenntn~s der Delaunayschen Un~er- 

~) J. M. Burgers, Am~¢~erd~,m Pr.oceedings, S. 170~ 
1917. 

suchung bei der Behandlung speziMIer Beispiele 
auf die ]~[Sglichkeit einer solchen Approxi- 
mation aufmerksam geworden. Die yon ihm 
nach diesem Verfahren ausgefiihrten Berech- 
nungen tiber das Spektrum des neutra!en 
Heliums (DreikSrperproblem) seheJnen abet lei- 
der zu keinen grol3en Hoffnungen au£ ,die M~- 
rhode zu berechtigen. Schlie~tich dtirfte es mSg- 
lich sein, die im letzten § besproeheae Adiabaten- 
hypothese yon Ehrenfes t  a]s ]~euristisches ]~ittei 
ztt verwendea. 

Dies Mad indessen rein pral~ische Fragen, 
deren LSsung uns vieHeicht sehon die allern~ehste 
Zukunft bringea wird. Ernster jedoch scheinen 
die Schwi.erigkeiten zu sein, welche mit ,der prin- 
zipiellen Seite der yon Bohr gemachfen Annah- 
men (§§ 7, 8) zusammenh~ngen. Wlr habea an 
verschiedenen Stellea erw~hnt, da~ sich die 
Quantentheorie in bewu~ten @egensatz zur Elek- 
trodyaamik setzt and der letzterea im Atom- 
innern nur eine beschrfinkte Giiltigkeit zugesteht. 
W ie mul3 man aber die Etektrodynamik ab~ndern, 
um diese Gegens~tze auszug]eich~n ? DaB es 
eine Synthese tier beiden Lehren ~st, welchv 
nns fehtt, sieht man u. a. aus dem folgen- 
den Umstand: Der Starkeffekt wird dutch die 
Quantentheorie vollst~ndig erkl~l% w~hren:d die 
Elektrodynamik filr ihn versagt; umgekehrt ist 
es bis jetzt bei der scheinbar ver~vandten Ersehei- 
nung des Zeemanef~ekts (Aufspaltung yea Spek- 
trallinien" im ~agnetfelde), hier kcmmt man vor- 
]~ufig mit der Elektrodynamik welter als mit der 
Quanteatheorie (wenn auch zu kMner vollst~ndigen 
Erk]~rung). W, arum ~indet w~hrend tier Bewegung 
in einer statisehen Bahn keine Strah]ung start, and 
wie liegen die Verh~ltnisse, w~hrend das Elektron 
yon einer statischen Bahn zu einer andern springt? 
Die einzigen .Tatsachen, we]che uns fiber den letz- 
teren Vorgang ,bekannt sind, Mad die Bohrsche 
Frequenzbedingung (§ 8) and die Polarisations- 
regel beim Starkeffekt (§ 15). Und diese beidea 
Gesetze tragen in ihrer heutigen Fassung einen 
gewisserma~en ~leologischen, den Naturforscher 
geradezu ver]etzenden Charakter, so dab vie]e 
Fachgenossen sich an diesen ,,Bauernrege]n" mlt 
Reeht stoBen. ]~3s wfire in der Tat sehr erwfinscht. 
den Emissionsvorgang in a]i~n Einze]heiten zu 
fiberblicken and die Erkl~rung ,der erv~hnten Ge- 
seize einzusehen. Wenn diese Forderungen ifir 
den Aug~enblick auch zu hoch gespannt erscheinen, 
so kSnnte man vJelIeicht sehoa jetzt mit mehr 
Anssieht auf Erfolg vessnchen, dutch Einbezie- 
hen der Frei~heitsgrade des Xthers die Frequenz- 
bedingung ant ,d.iese]be Form (25) zu bringen, wie 
die ffir dle ~.aterle gfiltigen Quantenbedin- 
gungen.*) 

Wenn demnach die Quanteatheorie noeh v~e]e 

• ) Wie A. t~ubinow4cz (Phys. Zs..18, S. 96, 1917} 
gezeigt h~t, Vd~t s~eh dies ~fir die Theorie der sehwar- 
ten Strahlung durchFdhr.en; ~uch die im letzten S~*z 
d,es Text, s enth~l~ene Bemerkung verd~uke ich Herr~ 
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Lfieken auszu£~llen hat~ vielleicht sogar erst in 
den Anf~ngen steek~, kSnnen wir immerhin mit  
dem Tempe des Anwachsens tier Kenn~nisse veto 
A_tom, we]ehe wit ihr verdanken, zu~rieden sein. 
Wer den Gang der Entwicklnng in der letzten 
Zeit und d~e erreichien Erlo]ge ohne Voreinge- 
nemmenh,eit i~berb]iek% mu~ zugeben, cla~ das 
Werk yon Max Planc]¢ uns auf dem Wege zum 
letzten Ziel der exakten ~atnrwis,sensehaften, der 
Erkenntnis der Struktur yon ~[aterie und £ther ,  
um eine Streeke weitergebraeht hat, welche noch 
vor wenigen Jahren aueh den kiihnsten ttof~- 
nungen in we ite~ unbestlmmte Ferne zu fiihren 
schien. 

Smoluehowski: Begriff d. Zufalls u. d. Ursprung d. Wahrscheinlichkeitsgesetze usw. 

Ober den Begriff des Zufalls 
und den Ursprung der Wahrscheinlich- 

keitsgesetze in der Physik. 
Von Prof. M. v. Smoluchows~i, ~, Kra}au. 

I. 
Die Wahrsoheinliehkeitsrechnung, we]che seit 

Beginn ihrer Entwieklung mit grS~tem Er~o]g 
hanptsRchlich in dem sonst der maghematischen 
B4handhng wenig zugRng]ichen Bereich sozialer 
und biologischer Vorg~nge angewendet wurde, hat 
sich in den letzten Z eiten eln fiberaus wlehtiges 
Anwendungsgebiet erobert: die Physik. Und 
zwar ist damit nieht etwa die seit Gaufl" Zeiten 
a]s eigene Hilfsdiszip]in ausgebildete Theorie der 
Fehlerausgleichung bei physikaHsehen Messungen 
gemeint, sondern gerade das eigentliche Ger~ist 
dieser Wissensehait, das System der theoretischen 
Physik. 

Zum ersten ]~fa]e in den Sahren 1857--1860 
yon Clausius und Maxwell als eigenariiges mathe- 
matisches ttilfsmif.teI in die kinetische Gas- 
theerie e~ngeffihrt, hat die Wahrscheinlichkelts- 
rechnung, nach einer voriibergehenden Periode 
tier Stagnation, ~n~olge des schHel]lichen Sieges 
tier atomistisehen Anschauungsweise eine £iir die 
Physik ganz grundlegende Bedeu~ung gewonnen 
hnd bildet heute das wichtigste Werkzeug bei 
Forschungen au~ dem Gebiete der modernen 
Theorien der Materie,  der Elektronik, Radioakti- 
vit~t und Strahl~ngstheorie. Entsprieht doch ihr 
Wesen durehaus der heute zur Herrschaft  gelang- 
~en Tendenz, s~mtliche Gesetze der Physik ~) - -  
naeh dem Vorbild der kinetlschen Gastheorie 
auf Statistik verborgener E]ementarereignisse zu- 
riiekzuffihren, wobei die ,,Ein~achheit" derse]ben 
als sekund~re Felge des Wahrscheinlichkeitsge- 
setzes ,,der gro~en Zah]en" aufgefM]t wird. 

Troiz dieser enormen Ausdehnung des An- 
wendungsbereichems tier WahrscheinlicMceitsrech- 

• ) Von dieser Tendenz sind bisher nur die Lorentz- 
schea Gleichungen der Elektronentheorie~ das Energie- 
gesetz und :Relativit~tsprinzip unber~ihrt geblieben, 
aber es ist wohl mSglich, dab im Laufe ~ der Zeit auch 
hier exakte Gesetzesformen durch statis~ische l%gel- 
m~fligkeit ersetz~ werden dfirften. 
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hung hat die exa/cte Analyse der ihr zugrunde 
liegenden Begriffe nut  gerin~e Fortsehritte ge- 
macht; es gilt wohl noch heute der Satz, da9 
kelne zweite mathematische Disziplin auf so un- 
klaren und sehwankenden Grundlagen aufgebaut 
ist. So werden die Grundfragen nach der Sub- 
jektivit~t oder Objektivit~t des Wahrsehelnlich- 
keitsbegriffes, nach der Definition der Zuf~lllg- 
keit usw. yon verschiedenen Autoren in diametral 
entgegengesetzfer Weise beantwortet. Ihsbesen- 
dere ist auch eine allgemeine und mathematisch 
exakte Prfizisierung der f/it die Anwendbarkeit 
dieser Rechnungsmethode eharakteristischen Be- 
dingungen noch immer ausst~ndig, und man 
pf]egt sich in dieser t t insicht melst au~ ein intui- 
t ires Wahrschein]ichkeitsgefiihl zu verIassen. 

A]s kleiner Beitrag zu derartigen Unter- 
suchungen mSgen die nachfolgenden Bemerkun- 
gen aufgefal]t sein, welche yon tier Anwendung 
der Wahrseheinlichkeitsrechnung in der Physik 
ausgehen, in der gewisse grunds~tz]iche Sehwie~ 
rigkeiten in besonders krasser Form auftreten. 
Ieh will eingestehen, d~t3 gerade c~as Unbefri~di- 
gende der diesbeziigliehen Ausi~ihrungen in ge- 
wissen, sonst hSchst beachtenswerten neueren 
Werken die Entstehung dieser Studie veran]aBt 
hat. Im  fibrigen bezweckt diese]be selbstverst~n.d- 
llch keineswegs eine a]lseitige und endgiiltige 
Aulkl~rung des ganzen damit zusammenh~ingen~ 
den ]~omp]exes philesophiseher Fragen, sondern 
will nur eine Anregung zu weiteren Untersuchun- 
gen in einer bestimmten Richtung geben, indem 
einige Leitgedantce~ hervorgehoben werden, 
welche die bisher allzu~ehr vernachl~sslgte objeC- 
tive Seite des WahrseheinlicMceitsbegriffes ins 
rechte Liclvt setze~ so]]en. 

I I .  

Die Frage, we]che Ereignisse ~n den Geltungs- 
bereieh der Wahrseheinlichkeitsreehnung fallen, 
w~rd woht a]lgemein damn beantwortet: die- 
jen~gen, deren t~intritt veto Zufall abh~ngt. Die 
Untersuehung dieses letzteren Begriffes ist also 
jedenfalls alas Prim~re, and wir werden uns vor 
allem Mar zu machen suchen, wodurch das Wesen 
des Zufalls ge~ennzeiehnet ist. Damit h~ngen 
zwei vielumstrittene Probleme zusammen, deren 
Sehwierigkeit angesichts der exakten mathematl- 
schen Spel~ulationen der theoretisehen Physik 
sich besonders ffihlbar macht, nfimlich: 

1. Wie ist es mSglich, dab sich der Effekt 
des Zufa]ls berechnen lasse, dab also zu- 
f~tllige Ursachen gesetzmSflige Wirlcungen, 
haben ? 

2. Wie kann der ZufaI1 entstehen, wenn alles 
Gesehehen nnr auf rege]m~ige NatUr- 
gesetze zuriickzuffihren ist? .oder mit  an- 
deren Worten: Wie kSnnen gesetzmii]3ige 
Ursachen eine zufSllige Wir~ung haben~ 

Betxachtet man in popul~rer Weise den Zu- 
fall als die Negation des'GesetzmgJ]igen, so sind 
diese Widerspriiehe gewiB vol]st~indig unfiber- 


