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der Schufi aus einer Kanone? Mu8 man nicht
demnach die Mechanik ebenso wie die Elektro-
dynamik von Grund aus abindern und sie auf
quantentheoretischer Basis neu aufbauen?

Alle diese Probleme harren noch der Lésung.
Aber wie diese endgiiltige Losung auch ausfallen
mag, 30 wird sie sich jedenfalls auf das unge-
heure vorliegende empirische und theoretische
Material zu stiitzen haben. Noech fehlt der lei-
tende Gedanke, der das Zerstreute sammelt, das
Disparate zusammenfalt. Aber wir wollen
hoffen, daB der Tag nicht mehr allzufern ist, an
dem die gewaltige Vorarbeit, die die heutige
(Generation geleistet hat, durch die Vollendung
der Theorie gekrént wird.

Anwendungen der Quantenlehre in der
Theorie der Serienspektren.
Von Dr. Paul 8. Epstein, Minchen.

L. Abschnitt.
Grundlagen.

§$ 1. In den Jahren 1896 bis 1902 hatte Max
Planck seine ganze Arbeitskraft in den Dienst der
Theorie der Wirmestrahlung gestellt. Mit einer
beispiellosen Folgerichtigkeit und Energie schuf
er zunichst in einer Reihe von Abhandlungen die
begrifflichen Grundlagen fiir eine solche Theorie,
und gelangte um die Wende des Jahrhunderts zur
{berzeugung, daB die gewohnliche Mechanik und
Maxwell-Lorentzsche Elektrodynamik zur Begriin-
dung der Strahlungslehre nicht ausreichen. Die
konsequente Anwendung dieser klassischen Grund-
lagen fithrte namlich unter allen Umsténden auf
ein Gesetz der Strahlungsverteilung (das soge-
nannte Rayleigh-Jeanssche), welches sich im kurz-
welligen Gebiete in eklatantem Widerspruch mit
der Erfahrung befindet. Hieraus leitete Planck
die Notwendigkeit ab, in die Strahlungstheorie
einen neuwen, der Mechanik und Elektrodynamik
fremden Gedanken etnzufihren. Im Jahre 1901
gelang es ihm auch, mit kithnem Griff das fehlende
Glied in die Kette seiner Deduktionen einzufiigen.
Es war dies die Quantenhypothese, welche nicht
nur alle Ritsel in der Theorie der Wirmestrahlung
aufloste, sondern, wie sich spiter -zeigen sollte,
auch alle iibrigen atomistischen Vorginge be-
herrscht.

Die Anwendungen der Quantentheorie auf die
Atomistik haben in den letzten Jahren zu einer
Reihe groBer Erfolge gefithrt; und auch an dieser
neuesten Entwicklung ist Planck in hervorragen-
dem MaBe beteiligt. Es ist der Zweck dieses Auf-
satzes, eine Ubersicht iiber die neueren Ergebnisse
zu entwerfen, soweit sie sich auf die Theorie spek-
traler Serien beziehen. Dementsprechend werden
sunfichst die begrifflichen Grundlagen der Planck-
schen Quantenlebre in Kiirze erdrtert (8§ 2—4)
und das nbtige Tatsachenmaterial aus der Ato-
mistik und Spektroskopie zusammengestellt (§§ 5,
6). Der zweite Abschnitt enthilt die ersten er-

Epstein: Anwendungen der Quantenlehre in der Theorie der Serienspektren. |

Die Natur-
! wissensohaften

folgreichen Anwendungen der Quantentheorie auf
das Atom, welche sich an den Namen Niels Bohr
kniipfen und in der Erklirung der einfachsten
Spekiralserien gipfeln (§§ 7—10). Im dritten
Abschnitt findet man die Apwendungen auf
Systeme von mehreren Freiheitsgraden, wie sie
durch von Planck und Sommerfeld neu geschaffene
begriffliche Hilfsmittel ermdglicht wurde: im
wesentlichen die Theorie der Feinstrukturen
wasserstoffihnlicher Linien und des Starkeffekts
(88 11—15). Den SchluB bildet eine Erdrterung
der Anschauungen von Planck iiber die Struktur
des Phasenraumes.

§ 2. Huypothese der Energiequanten. — Um
den Inhalt der Quantenhypothese klarzumachen.
wollen wir das in der Einleitung Gesagte ndher
ausfithren und an den Begriff des ,linearen Re-
sonators® ankniipfen. Wir konnen uns darunter
ein Elektron!) vorstellen, welches quasielastisch
{(d. h. durch eine der Entfernung z proportionale
Kraft) an eine Rubelage gebunden ist, und dem-
zufolge sinusartige Schwingungen von einer kon-
stanten, fitr den Resonator charakteristischen
Schwingungszahl v pro Sekunde um dieselbe aus-
fithrt:

x=apsin2ave . ... . L (1

Hier bedeutet t die Zeit und xo die Amplitude.

Nach den Gesetzen der Elektrodynamik mufl
ein solcher linearer Resonator elektromagnetische
Wellen von derselben Schwingungszahl v aus-
senden, und umgekehrt 'unter der Wirkung ein-
fallender Wellen erzwungene Schwingungen aus-
fithren. Hat man also in einem vollkommen spie-
gelnden Hohlraum eine groflere Menge von Re-
sonatoren mit allen mbglichen v, so miiften sie
sich mit der Strahlung und gegenseitig in ein
bewegliches Gleichgewicht setzen, bel welchem jede
Gruppe von Resonatoren (von einer bestimmten
Schwingungszahl v) genau so viel Energie aus-
strahlt, als sie von der zugestrahlten Energie ab-
sorbiert. Diese Gleichgewichtssirahlung bezeich-
net man als ,.schwarze Strahlung® und das Pro-
blem, welches sich Planck gestellt hatte, bestand
darin, die spektrale Energieverteilung der schwar-
zen Strahlung abzuleiten. Es zeigte sich nun,
daB man unfehlbar auf ein falsches Gesetz ge-
fithrt wird, wenn man voraussetzt, daB ein Reso-
nator bei der Wechselwirkung alle mdglichen
Energieinhalte (bzw. Amplituden) annehmen
kann. Die neue, auferordentlich kiihne Annahme
von Planck bestand darin, daff die Energie A eines
Resonators ein atomistisches Verhalten besitst

1) Nach den neueren Forschungsergebnissen hat
der Triger der elektrischen Erscheinungen, die so-
genannte , Elektrizititsmenge®, eine atomistische
Struktur. Die Atome der Elekirizititsmenge bezeich-
net man als Elektronen. Das Elektron hat eine 1844-
mal kleiners Masse p als das Wasserstoffatom, seine
elektrische Ladung {,Elementareinheit der Elektrizi-
titsmenge”) betriigt e=4,77.10—10 ¢l st. Binh. Das

e
Verhdltnis von Ladung zu Masse ist - = 5,291, 10V
el. st. Einh. )
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und ein ganzes Vielfaches einer e¢lementaren
Menge ¢ sein mup.
Ad=mns,

wenn 7 eine ganze Zahl bedeuter. Aus thermody-
namischen Griinden (Wiensches Verschiebungs-
gesetz) darf jedoch die elementare Energie € nic}g‘%
von der Schwingungszahl unabhingig, sonder¥
mufl derselben proportional sein:-e = hv. Als Aus-
druck der ersten Fassung der Planckschen Hypo-
these, die man als ,,Hypothese der Energiequan-
ten” bezeichnet, gewinnt man daher die Formel
A=nhv. . ... ... .2

Hier ist kb eine universelle Konstante von der
Dimension einer Wirkung (Energie X Zeit),
welche daher als das ,,Plancksche Wirkungsquan-
tum™ bezeichnet wird. Aus den Strahlungsmes-
sungen von Kurlbaum, Lummer und Pringsheim
erhielt Planck den numerischen Wert

h = 6,65 . 10— erg. sec.

Den Ausdruck fiir die Energie 4 des linearen
Resonators erhélt man, wenn man bedenkt, daB
im Momente des Durchgangs durch den Nullpunkt
(t == 0) nur kinetische Energie vorhanden ist. TIst
u die Masse des Elektrons:

_wf(N s D
=3 (x)tio-fzu(nvwo) .
Beziehung (2) liefert daher

2atuval=nh . . . . .. .8
is sind also nur bestimmte ausgewshlte
Amplituden x,, nimlich diejenigen, welche der

Formel (3) geniigen, mit der Quantenhypothese
vertraglich.

§ 3. Hypothese der Wirkungsquanten. —
Spéter gab Planck seiner Hypothese eine an-
dere Fassung, welche klarer hervortreten 1a8t, daB
die Wirkung und nicht die Energie das Unver-
inderliche ist. Dabei macht er Gebrauch vom
mechanischen Begriff des I'mpulses oder der Be-
wegungsgréfie.  Bekanntlich ist bei kartesischen
Koordinaten und konservativen Xriften (d. h
Kriften, welche ein Potential besitzen), der einer
kartesischen Lagenkoordinate z eines Massen-
punktes von der Masse u entsprechende Impuls

Pe=na.

Aber auch unter komplizierteren Verhaltnis-
sen kann man im allgemeinen die den TLagen-
koordinaten ¢ eines Systems zugehorigen Impulse
p definieren. Dabei ist durch die Kenntnis der
Werte aller p und g in irgend einem Aungenblick
die Bewegung des Systems vollstindig und fiir
alle Zeiten bestimmt.

Im besonderen Falle eines einzigen Freiheits-
grades kann man p leicht als Funktion von ¢ an-

geben. Z. B. hat man fiir den linearen Resonator
nach (1)
o LAV — (4
2 v u 0 - " . . » Fl

1) Dureh einen Punkt wird die Ableitung nach der
Zeit angedeutet: # = d a/dt.
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oder wenn man die GHeichungen (1) und (4) gua-
driert und addiert

oot -

g v a

Das ist bekanntlich die Gleichung einer Ellipse
von den Halbachsen a — zo und b = 2 avpz, Wenn
man also p, als Ordinate, = als Abszisse auftrigt
(Fig. 1), erhilt man fiir jeden speziellen Wert von
zo eine Ellipse, fiir alle moglichen zo eine Schar
dhnlicher konzentrischer Ellipsen. Im allgemeinen
Fall eines durch eine Koordinate ¢ und den zu-
gehbrigen Impuls p bestimmten Systems wird
man durch die analoge Konstruktion eine andere
(nicht elliptische) Schar von Kurven erhalten,
von denen jede die Bewegung 'des Systems fiir
einen speziellen Wert der Energie darstellt.

Fig. 1.

Der Planckschen Annahme zufolge sind nach
Gleichung (3) nicht alle Kurven der Schar, son-
dern nur gewisse ausgewihlte mdglich. Und
zwar besteht die spitere Formulierung von Planck
darin, daB der Inhalt der Fliche zwischén zwet
aufetnanderfolgenden quantentheoretisch zulissi-
gen Kurven gleich dem Wirkungsquantum b sein
soll. Mathematisch formuliert gibt das

ﬂdpdq::h B £
ﬁpn = Pp—1) dq == h.

Die Iuntegration ist iiber das zwischen den bei-
den Kurven eingeschlossene, in der Figur fiir
n =2 schraffierte Gebiet zu erstrecken, p, und
Pn—1 beziehen sich auf die Werte des Impulses
an den Grenzkurven,

Durch Summieren der Ausdriicke

Sw—mwag=h fi—prag=1.

ﬁp;z — Pu—1) dg="h

ergibt sich fir die n-te quantenmibig zulissige
oder, wie wir sagen wollen ,statische Bewegungs-
form™:

oder

ﬁpn~p0)dq:nh ... . (Ba

wenn pe den Impuls an der innersten statischen
Kurve von kleinstem zuldssigen Flicheninhalt be-
deutet. Einen von Null verschiedenen Wert von
pe darf man dann erwarten, wenn das betrachtete
System aus mechanischen Griinden einen Grenz-
zustand besitzt, dem eben der Impuls py ent-
spricht. Beim linearen Resonator ist dies nicht
der Fall, hier sind auch die kleinsten Amplituden
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und Impulse bis zor-vollstindigen Ruhe (pe=0)
mmechanisch méglich. TFiir solche Systeme, welche
die Mehrzahi bilden, reduziert sich die Quanten-
bedingung (5 a) einfach auf

/l:pdq:f)zh S ... .. .(b

d. k. der von einer statischen Kurve umschlossene
Plicheninhalt ist ein Multiplum des Wirkungs-
quantums h.

Es ist leicht zu sehen, daB diese Fassung der
Planckschen Annahme, welche als ,,Hypothese der
Wirkungsquanten” bezeichnet wird, fiir den Fall
des linearen Resonators mit der Hypothese der
Energiequanten (2) tibereinstimmi. In der Tat
ist der Inhalt der umschlossenen -elliptischen
Fliche hier gleich

nh=nab=2a%vm
in genauer Ubereinstimmung mit Formel (8).

Tiner der Vorteile, welchen diess Formulie-
rung der Quantenhypothese botf, bestand darin,
daB es dabei moglich war, die erforderlichen Ab-
snderungen der Elektrodynamik auf ein Minimum
za  reduzierem, wenigstens die Absorption der
Energie kontinuierlich zu gestalten und das we-
sentlich Neue der Auffassung in die Berechnung
der statistischen Wahrscheinlichkeiten zu verlegen.
Da es jedoch fiir das Folgende nicht darauf an-
kommt, ob wir die statischen Bewegungsformen
als die einzigen mbglichen, oder als nur in sta-
tistischem, Sinne ausgezeichnet auffassen, wollen
wir auf diese Fragen erst spiter (in § 16) zuriick-
kommen.

Als weiteren Vorzug der zweiten Fassung er-
kennt man den Umstand, dzf sie vom Begriff der
Schwingungszahl keinen Gebrauch macht und
sich daher nieht von vornherein auf periodische
Bewegungen beschrinkt. In der Tat ist es in
der Folge gelungen, sie sowohl auf Systeme von
mehreren Freiheitsgraden als auch auf gewisse

Klassen nichtperiodischer Bewegungen anzu-
wenden.
§ 4. Entwicklung des Gedankens der Ener-

giequanten. — Merkwitrdig .ist, daf die vom Im-
pulsbegriff ausgehende Auffassung der Wirkungs-
quanten den Gedanken der Energiequanten nicht
tiberflitssig gemacht, sondern dessen Anwendung
nur an eine andere Stelle verschoben hat. In
der Tat wurde dieser Begriff mit Erfolg zur
Erklrung mehrerer Erscheinungen herangezo-
gen. Besonders Himstein, dem wir den Ausbau
der Quantentheorie nach den verschiedensten
Richtungen verdanken, vertrat nachhaltiz den
Standpunkt, daf sich in den Wirkungen einer
Strablung von der Schwingungszahl v das Ener-
giequantum kv duBern miisse. Auf diesem Wege
gab er u. a. eine Darstellung der guantitativen
Verhiltnisse im lichielektrischen Hffekt: das aus
einem Metall unter der Wirkung von einfallendem
ultravicletten ILicht (Schwingungszahl v) ausge-
sandte Elektron erwirbt, nach seiner Hypothese,
vom Licht die kinetische Energie hv, von der es
einen Teil P fiir die Arbeit aufbraucht, die es zu
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leisten hat, um durch die Oberfliche hindurchzu-
treten und den Verband der Metallatome zu ver-
lassen. Es ergibt sich demmnach fiir die Geschwin-
digkeit v eines lichtelektrischen Hlektrons die
Einsteinsche Gleichung (1905)

9
b+ P=hy,
welche sich durchaus bestitigt, und neuerdings
von . R. Millikan (1916) als eine Methode zur ge-
naven Bestimmung des Wertes von h angewandt
wurde.

Die Umkehrung dieses Gedankens, die An-
nahme, daB die bel einem Lichtemissionsvorgang
von  unbekanntem Mechanismus  ausgesandte
Schwingungszahl durch die zur Verfiigung ste-
hende Energie bestimmt werden kénne, finden wir
zum ersten Mal bei W. Wien und J. Stark.
W. Wient) faBt den Vorgang der Entstehung von
Réntgenstrahlen dureh plétzliche Bremsung von
Kathodenstrahlen?) in der Antikathode einer
Réntgenrohre ins Auge, und stellt die Hypothese
auf, daB die Schwingungszahl v der ausgesandten
Réntgenstrahlen durch die kinetische Energie 7
des gebremsten Flektrons nach der Bezichung

T=ch~® . ... ... .6
bestimmi wird. Beachtenswert ist bei dieser Auf-
fagsung, daB die Griofe hvc keineswegs mit der-in
Form von Rintgenstrahlung emittierten Energie
iibereinstimmt, denn letztere betrigt, wie man be-
rechnen kann®) und sich aus Messungen ergeben
hat?), nur einen geringen Bruechteil (von der Gré-
Benordnung 0,2%) der XKathodenstrahlenenergie.
Bedingung (8) bestimmi also lediglich die Schwin-
gungszahl der ausgesandten Strahlung, ohne elwas
iiber deren Energiemenge auszusagen, weshalb wir
diese Gleichung als ,,Frequenzbedingung” be-
zeichnen.

Diese Beriehung ist neuerdings (bis zu einer
Spannung von 40 000 Volt) gepriift worden®). Es
bestatigt sich mit voller Schirfe, dab die gréfte
Schwingungszahl der Rontgenstrahlen, welche
durch Elektronen von einer bestimmten kineti-
schen Energie angeregt werden, durch Gleichung
(6) gegeben ist.

Die erste Anwendung einer ahnlichen Tber-
legung auf das optische Spektrum geht auf
J. Stark? zuriick. Er betrachtet die Emission der
Linien des Quecksilberspektrums und geht von
der Annahme aus, daB die Vorbedingung fir die

1) W. Wien, Gott. Nachr. S. 598, 1907.

2) Welche bekanntlich aus schnell hewegten Elek-
tronen bestehen.

) ¢ bedeutet die Lichtgeschwindigkeit. Unter der
Schwingungszahl v verstehen wir hier und im Folgen-
den, wie dies in der Spektroskopie iiblich ist, die rezi-
proke Wellenlinge v=1/A. Genau genommen ist dies
die Zahl der Schwingungen in 1/e Sekunden.

4) Sommerfeld (Miineh. Ber. 8. 1, 1911) hat in einer
Arbeit, die auf die spitere Entwicklung der Quanten-
theorie von groBem EinfluB war, die Wiensche Theorie
modifiziert und quantitativ ausgebaut.

5y W. Wien, Ann. 4. Phys. 18, 8. 991, 1805,

%) Duane und Hunt, Phys. Rev. 6, S. 166, 1915.

7 W. Steubing, Phys. Zt. 10, 8. 789. 1908.
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Aussendung derselben das Vorhandensein von ioni-
gierten Atomen (d. h. Atomen, von denen ein
Elektron abgetrennt ist) und freier Elektronen
im Hg-Gas sel. Das Leuchten kommt, seiner
Meinung nach, durch die Wiederanlagerung eines
Elektrons an das ionisierte Atom zustande. Da
bei diesem Vorgang nur eine eundliche Energie-
menge verfiighar ist, ndmlich die KEnergie 7.
welche man umgekehrt zur Entfernung des Elek-
trons aus dem Atom ins Unendliche aufwenden
mull (die sogenannte lonisierungsspannung), und
welche aus direkten Messungen bekannt ist,
schloB Stark. daB die Grenze des Quecksilber-
spektrums, d. h. die gréfite Schwingungszahl v,
deren Emission moglich ist, durch die Beziehung
{6) bestimmt wird. Neuere Messungen der Toni-
sierungsspannung  des Quecksilbers') bestitigen
die quantentheoretische Gleichung (6), die
Schwingungszahl v, die sich ergibt, bezieht sich
jedoeh nieht auf die Bandengrenze, sondern auf
Jie Resonanzstrahlung des Quecksilbers (253,86 uw),

§ 5. Struktur der Serienformeln. Das Ritz-
sche Kombinationsprinzip, ~— Unser Zweck ist,
eine Ubersicht iiber die Erfolge zu geben, die in
den letzten Jahren in der Erklarung der spek-
tralen Gesétze durch Anwendung der Quanten-
theorie auf die Atomistik erreicht wurden. Da-
her ist es ntig, zunichst einiges iiher die Struk-
tur der spektralen Formeln und die modernen
Anschauungen vom Bau der Aftome zu sagen.

Beim Studium der Linien, aus denen ein
Spektrum besteht, hat man bel gewissen Folgen
dieser Linien, welche man als ,,Serien™ bezeichnet,
ein dhnliches Aussehen und gleichmiBiges physi-
kalisches Verhalten festgestellt und daraus auf
ihre genetische Zusammengehdrigkeit geschlossen.
Die formelm#Bige Darstellung spektraler Se-
rien wurde bereits im Jahre 1885 durch eine Un-
tersuchung von Balmer eingeleitet, der fiir die
spiater mnach ihm benannte Serie des Wasser-
stoffs die folgende Formel aufstellte:
V:N(:%é*;};?), m=38,45.... .. ..(

N bedeutet dabei eine Konstante, als deren
bester Wert gegenwirtig 109 677,69 gilt. Von
der Balmerserie, der einzigen Serie, welche der
Wasserstoff im sichtbaren Spektrum besitzt, sind
29 Linien bekannt, welche in der Reihenfolge
abnehmender Wellenlingen mitHe, Hg, Hy, Hs, ...
bezeichnet werden. In den Spektren von Wasser-
stoffrohren wurden allerdings nur die ersten 13
dieser Linien gefunden, die iibrigen entziehen
sich der terrestrischen Beobhachtung durch ihre
Lichtschwiche, sind aber aus Sternspektren be-
kannt. Formel (7) gibt mit nichts zu wiinschen
itbrig lassender Schirfe die Schwingungszahlen
simtlicher 29 Linien, wenn man fir m die suk-
zessiven ganzen Zahlen von 3 bis 31 einsetzt.
Neuere Untersuchungen haben iibrigens gezeigt,

1) J. Frank und G. Hertz, Verh. &. D. Phys. Ges.
16, 512, 1914,

Nw. 1918,
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dafl die Linien der Balmerserie nicht einfach
sind, sondern in mindestens zwei sehr dicht
nebeneinanderliegende Komponenten aufgeldst
werden kénnen.

Gleichfalls dem Wasserstoff wurde die astro-
nomische Serie zugeschrieben, welehe E. C. Picke-
ring 1896 im Spektrum des Sterns t Puppis ge-
funden hatte.

1 1 .
v = N(§2 —;;1—2), m=15; 2,5; 3b; ...... (8
Wir werden sehen (§ 10), daB sie in Wirklichkeit
dem ionigierten Helium angehort.

Charakteristisch fiir die Struktur dieser For-
meln ist, dafl die Schwingungszahl v hier als Dif-
ferenz zweier Terme N/2® und N/m? erscheint.
Durch eine eingehende Analyse des damals vor-
handenen -experimentellen Materials zeigte nun
der schwedische Physiker Rydberg im Jshre
1890, dal sich viele Seriengesetze bei wverschie-
denen Stoffen durch die verallgemeinerte Formel

N N

e — Q
Y G ) iyt ig? ¢
gut darstellen lassen. N ist dabei dieselbe Un-
verinderliche, welche in der Balmerschen For-
mel (7) auftritt, sie gewinnt also die Bedeutung
einer Universalkonstanten und wird als ,,RByd-
bergsche Konstante”™ bezeichnet. w; und e sind
zwel weitere fir das betreffende Element cha-
rakteristische Konstanten, m; und m, ganze
Zahlen (,,Ordnungszahlen®); das Vorzeichen ist
so zu wihlen, da8 v positiv wird. Bei festgehal-
tenem my erhilt man bereits eine Serie, wenn ma
die Reihe der ganzen Zahlen durchliuft. Nimmt
man noch die Variabilitit von my hinzu, so
ktnnen mehrere Serien durch den einzigen Aus-

druck (9) dargestellt werden.

Mit zunehmender Genanigkeit der spektralen
Messungen erwies sich indessen die Rydbergsche
Formel als ungentigend. Die beste der spiter
vorgeschlagenen rithrt von W. Ritz ‘her (1903),
der unter Beibehaltung der Auffassung von +
als Differenz zweier Terme nur jedem der bei-
den Terme eine verdnderte Gestalt gab. Noch
grofere Verdienste um die Spektroskopie erwarh
sich dieser leider 7jung wverstorbene schweize-
rische Gelehrte durch die Aufstellung seines so-
genannten ,.Kombinationsprinzips® (1908), durch
welches er den Beweis erbrachte, daB die beiden
Terme, -als deren Differenz, die Schwingungszahl
erscheint, keine zufillige Eigenschaft der mathe-
matischen TFormulierung , sind, sondern wumab-
hingig von dieser einen wirklichen physikalischen
Sinn, eine cobjektive Existenz hesitzen.

Dieses Kombinationsprinzip besteht darin,
daB man einen der beiden Terme, welche irgend
eine Linie einer Serie ergeben, mit cinem der
Terme, die zu einer anderen Iinie (derselben
Serie oder gewisser anderer Serien desselben Ele-
mentes) gehdren, kombinieren kann, derart, daB
die Differenz wieder eine Spektrallinie ergibt.
Auf diese Weise ist es Rilz gelungen, sowohl
neue Serien aufzufinden, als aunch einige Linien,

38
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welche auBerhalb des Seriensystems zu stehen
schienen, in dasselbe einzuordnen. Z. B. in ‘An-

wendung auf die Balmersche Formel (7) hat EBilz
die Tixistenz einer Wasserstoffserie von der Form

1 1
”:N(g‘éﬁ‘;ﬁé)’ m=4,56.....(a
vorhergesagt, welche im Ultraroten liegen mub.
Dies konnte noch im selben Jahre (1998) durch
Messungen von Paschen bestitigt werden, der fiir
Wellenlingen in Luft (&) und Schwingungszah-
len (v) der beiden ersten Linien die folgenden
Werte angibt:

m | A KA-E.| v oo

beob. | ber. beob. é ber.
4 | ism13 | 18716 | 538158 | 533149
5 | 128176 | 128187 | 779970 | 779,10

Schon etwas frither wurden von Lyman im
Ultravioletten die ersten Glieder der Serie
v:N(%—%g), m=2,3,4.... .. .({b
gemessen, aus der nach dem Kombinationsprinzip
sowohl die Balmersche als die Ritz-Paschensche
Serie hervorgehen.

In der Folge hat besonders Poschen viel mit
dem Kombinationsprinzip gearbeitet, ihm haben
wir die experimentelle Begriindung desselben
durch Auffindung wund genaue Messung von
Kombinationslinien in allen Serienspektren zu
verdanken, sowie auch die endgiiltige Zusammen-
fassung der verschiedenen Serien eines chemi-
schen Elementes in ein Seriensystem. Vom
Standpunkt dieser Systematik und nach Analogie
mit anderen Elementen miilte man zu der Picke-
ringschen Serie (8), die man dem Wasserstoff
zuschrieb, noch eine andere mit der Formel

[ 1 1
’V:N(i"ga“—;h—?), m:2,3,4.... . .(82
erwarten, worauf bereits Bydberg hingewiesen hatte.
Die Grundlinie dieser Serie wurde mit der Linie
v — 468788 (ber. v — 4687,90) im Spektrum ge-
wisser Fixsterne identifiziert, aber erst im Jahre
1912 gelang es Fowler, .diese Serie in der ter-
restrischen  Emission zu beobachten. Tm Lichte
der elektrischen Fntladung in einer mit einem
Gemisch von Wasserstoff und Helium gefiillten
GeiBlerrohre erhielt er drei Linien der Serie (8),
vier der Serie (8a) und drei Linien der ultravio-
letten Serie

11
v——N(l‘,gi““W)’ m=25;3,5; 45;

Die beobachteten Schwingungszahlen waren
um ein Geringes grofler als die nach den Formeln
(8 a, b) herechneten. Bemerkenswert ist, daB es
unmdglich war, diese Linien in reinem Wasser-
stoff zu erzeugen, und sich ein Zusatz von Helinm
als unbedingt notig erwies.

§ 6. Das Rutherfordsche Atommodell, — Seit
die Physik zu der Erkenntnis gelangt ist, daB
elektrische Ladungen inmerhalb des Atoms eine
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wesentliche Rolle spielen, hat es nicht an Ver-
suchen gefehlt, Atommodelle zu konstruieren. Das
beliebteste Modell war lange Zeit die von Lord
Kelvin (1902) stammende sogenannte , Aepinus-
kugel”: Die positive Elektrizitit ist kontinuier-
lich mit konstanter Dichte ither das ganze (kugel-
formige) Atom ausgebreitet; im Innern dieser
Kugel befinden sich Elekironen in solcher An-
zahl, daf ihre Gesamtladung gerade die positive
Ladung der Kugel neutralisiert. Dies Modell bot
den Vorteil, daB die Elektronen in demselben eine
statische Gleichgewichtslage haben, so daB man
nicht von vornherein ihren Bewegungszustand in
Betracht zu ziehen brauchte. Es blieb allerdings
unklar, welehe Krafte die positive Elektrizitit der
Kugel zusammenhalten. Besonders von J. J.
Thomson wurde dieses Modell weitgehenden ato-
mistischen Betrachtungen zu Grunde gelegt. Von
seinen Resultaten ist filr uns hauptsichlich das
folgende von Wichtigkeit: Die Anzahl % der Elek-
tronen in einem Afom ist ungefdhr gleich der
Hilfte des Aftomgewichts M. Von den verschiede-
nen physikalischen Erscheinungen, welche Thom-
son iibereinstimmend zu diesem Resultat gefiihet
haben, ist die Zerstreuung von Ronigenstrahlen
an verschiedenen Stoffen hervorzuheben: die sich
hieran kniipfenden Uberlegungen haben nimlich
einzlg die Annahme, daB im Atom Elektronen
vorhanden sind, zar Voraussetzung und sind von
der Art der Bindung derselben unabhingig. Da-
her bleibt das Thomsonsche Ergebnis diber die
Elektronenzahl auch fiir beliebige andere Atom-
modelle giiltig.

Andererseits wurde verschiedentlich mit der
Vorstellung gearbeitet, das Atom sei aus diskreten
positiven Bestandteilen und Elektronen aunfge-
baut, welche sich gegenseitig mit Coulombschen
Kriaften beeinflussen und nach Art eines Pla-
netensystems umeinander bewegen!); denn ein
statisches Gleichgewicht ist bei Kriften, die mit
dem umgekehrten Quadrat der Entfernung wirken.
unmdbglich. Erst vor wenigen Jahren (1911) hat
ein scheinbar unbedeutendes experimentelies Kr-
gebnis es Rutherford ermoglicht, die Frage zu
Gunsten dieser letzteren Klasse von Atommodellen
zu entscheiden. Awuf seine Veranlassung hatten
namlich Geiger und Marsden (1909) die Ablen-
kung von a-Strahlen?) von ihrer geradlinigen
Bahn beim Durchgang durch diinne Blittchen
verschiedener Stoffe untersucht und festgestellt.
dafl in einem Bruchteil der Fialle auch sehr grofie
(groBer als 90°) Ablenkungswinkel als Resultat
des ZusammenstoBes der o-Partikel mit einem
einzigen Atom vorkommen. Damit eine so er-

1) Schon vor der Entdeckung des Elekiroms faBte
F. Richarz (1894) das Molekiil als System von zwei
einander umkreisenden Planeten (positives und nega-
tives Ion) auf.

2) Die g-Strahlen werden von radioaktiven Sub-
stanzen ausgesandt und bestehen aus mit grofer Ge-
schwindigkeit abgeschleuderten Helinmatomen, welche
eine positive Ladung (von zwei Elementareinheiten}
tragen.
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hebliche Abweichung zustande kommt, muB das
«-Teilchen beim Durchgang durch das Atom eine
entsprechend starke (elektrische) AbstoBung "er-
fahren, und die Diskussion der Verhiltnisse im
Kelvinschen Modell zeigt, dall die hier vorhan-
denen elektrischen Felder fir die Erklarung dieses
Effektes viel zu gering sind. Geniigend starke
Feldstirken sind nur dann méglich, wenn die ge-
samte positive Ladung des Atoms, die ja nach den
erwihnten Arbeiten von Thomson schon ungefihr
bekannt war, auf einen sehr kleinen Raum, den
sogenannten positiven ,,Kern” konzentriert ist.

Unter dieser Annahme konnte Rutherford be-
rechnen, daf die Anzahl der um einen Winkel ¢
von der Geraden abgelenkten a-Teilchen den fol-
genden Gréflen proportional ist: 1. sin—*{@/2) (oder
9~ fir kleine ¢); 2. der Zahl der Atome pro
Volumeinheit der zerstreuenden Substanz; 3. der
Schichtdicke d der letzteren (solange d klein ist)
4. dem Quadrat der Kernladung E; 5. dem um-
gekehrten Quadrat der kinetischen Knergie der
=-Partikel. Mit Hilfe des 4. Resultats war es
moglich, aus dem vorliegenden experimentellen
Material die Kernladungen F =z ¢ zu herechnen,
und es ergab sich in Ubereinstimmung mit Thom-
son, dall » ungefdhr der Hilfte des Atomgewich-
tes M gleich ist:

M
=g . (10
Durch ernente Versuche von Geiger und
Marsden (1918) wurden die Rutherfordschen
Folgerungen in allen Einzelheiten gepriift

und als mit der FErfahrung iibereinstimmend
befunden. Die plotzlichen Ablenkungen nach dem
Zusammenstof werden besonders augenfillig in
Gasen. Es gelingt hier nimlich nach einer von
. T. R. Wilson angegebenen Methode, den Weg
der «-Teilchen sichtbar zu machen und zu photo-
graphieren (Fig. 2). Man bemerkt gegen das
Tnde der sichtbaren Bahn (Reichweite) einzelner
Teilchen, wo ihre Geschwindigkeit bereits ge-
schwiicht ist, einen mehr oder minder scharfen
Knick, welcher eben das Resultat eines besonders
zentralen Zusammentreffens mit einem Gas-
atom ist.

Auf diese Weise gelangt man zur ., Kerntheorie
der Atome”, die man auch als Sonnentheorie be-
zeichnen konunte: Das Atom besteht aus einem
Kern, in dem die gesamte positive Ladung (B
=%e¢) und nshezu die ganze Masse des Atoms
konzentriert ist, und einer Wolke von » Elek-
tronen, welche sich in engeren und weiteren Bah-
nen nach Art von Planeten um den Kern bewegen,
Fiir das Verhalten eines solchen Sonnensystems
gegeniiber einem andern, d. h. fiir die chemischen
Eigenschaften des Atoms ist in erster Linie die
Verteilung der peripheren Elekironen maBgebend,
ebenso wird das optische Spektrum im wesent-
lichen durch die Peripherie bestimmt. - Aber auch
von den inneren Elektronen, die sich eng um den
Kern bewegen, erhalten wir Kenntnis durch die
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Réntgenspekiren der Elemente, worauf wir noch
in § 14 zu sprechen kommen.

Die Differenz der Atomgewichte benachbarter
Klemente im periodischen System betrdgt im
Durchschnitt zwel Einheiten, dem entepricht nach
der ungefihren Bezichung (10) eine Zunahme der
Kernladung # um eine Elemewntareinheit beim
Thergang von ecinem Element zum nichsten. Es
liegt die Auffassung nahe (van den Broek 1918),
daf} die Stellung im periodischen System nicht
durch das Atomgewicht, sondern durch die Kern-
ladung, oder wie man sich vielfach ausdriickt, die
Ordnungszahl v des Elementes bestimmt wird.
Man braucht dazu nur anzunehmen, daf durch
die Kernladung bereits die ganze Verteilung der
Ilektronen nm den Kern und der Charakter ihrer
Bahnen bestimmt ist, was, wie wir gesehen haben,

alle chemischen und physikalischen Eigenschaften
des Atoms festlegt. Das Atomgewisht linft nur
ungefihr der Ordnungszahl parallel, und daraus
erkldrt es sich, daf an verschiedenen Stellen des
periodischen Systems (4dr—K, Co—Ni, Te—d)
die Reihenfolge der Atomgewichte dem chemi-
schen Verhalten nicht entspricht. Der einwand-
freie Bewels, dafl die Kernladung der Atome von
Stelle zu Stelle im periodischen System um eine
Einheit zunimmt, wurde indessen - erst spiter mit
Hilfe der Rontgenspektren (vgl. § 14) erbracht.
Nach wunseren heutigen Kenntnissen besteht
Wasserstoff aus einem einwertigen Kern . (%= 1)
und einem RElektron, Helium aus einem zwei-
wertigen Kern (x=2) und zwei Elektronen
usw. bis zum Uran, welchem die Ordnungs-
zahl % =92 entspricht. Im ganzeén sind wuns
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noch sechs Elemente (Ordnungszahlen: 43, 61, 72,
75, 85, 87) unbekannt.

Aus den Messungen iber die Ablenkbarkeit
der o-Strahlen konnte Rutherford auch eine obere
Grenze fiir die Dimensionen des Kernradius an-
geben, der sich (fitr Gold) zu 3 . 10—*2 cm ergabt).
Das ist im Verhiltnis zur GroéBenordnung des
Atoms (10—% cm) eine so kleine Grofe, dafl man
den Kern fiir die Berechnung der von ithm aus-
gehenden Kraftfelder als punkiférmig ansehen
kann. Trotzdem zwingen uns die radicaktiven
Erscheinungen, dem Kern der schweren Elemente
eine mehr oder weniger komplexe Struktur zu-
zuschreiben: Bekanntlich entsteht ein neues Kle-
ment aus einer radicaktiven Muttersubstanz, ent-
weder durch Aussendung eines «-Strahls (He-
liumkern) oder eines 8-Strahls (Elektron). Der
Chemismus der entstehenden Produkte wird von
der Fajans-Soddyschen Regel (1913) beherrscht,
nach welcher béi allen a-Umwandlungen cine Ver-
schiebung zu der zweitniedrigeren Gruppe des
periodischen Systems, bei ollen B-Umwandlungen
2ur nichsthoheren Gruppe stottfindet. Vom eben
dargelegten Standpunkt kann man das auch so
aussprechen: Bei einer a-Umwandlung nimmt die
Kernladung um zwei Einheiten ab, bei eincr 3-
Umwandlung um eine Einheit zu. Diese Ver-
hiltnisse erkliren sich zwanglos durch die An-
naghme, daB sowohl die a-Strahlen (die zwei posi-
tive Elementarladungen tragen) wie die B-Strahlen
(mit einer negativen) aus dem XKern stammen.
Der Kern ist demnach wenigstens in radioaktiven
Atomen ein komplexes Gebilde, zu .dessen Bau-
steinen Elektronen und Helimmnkerne gehoren.

II. Abschnitt.
Systeme mit einem Freiheilsgrad.

§ 7. Anwendung der Wirkungsquanten auf
das Rutherfordsche Atommodell. — Die Anwen-
dung der Quantenlehre auf die Atomistik ver-
danken wir dem jungen dénischen Physiker Niels
Bohr (1913). BSeine Theorie verwertet in einer
subBerst geschickten Art die in den §§ 2—06 be-
sprochenen Elemente und trifft in so weitgehen-
der Weise das Richtige, daf man sie als Mark-
stein und Wendepunkt der ganzen Atomlehre be-
zeichnen kann. Der Planckschen Quantentheorie
wurde durch sie ein neues, weites Anwendungs-
gebiet erdffnet, anf welchem wir trotz der Kiirze
der seither verflossenen Zeit schon tiber eine Reihe
gesicherter theoretischér Kenntnisse verfiigen.

Nach § 6 besteht das Wasserstoffatom aus
sinem einwertigen Kern und einem Elektrfon.
Wir wollen ein etwas allgemeineres Gebilde ins
Auge fassen, nimlich einen Kern von der Ladung
+x%e, um welchen ein einziges Elektron kreist
(Fig. 8a). Man nennt ein solches System ,was-
serstoffahnlich; wenn » von 1 verschieden ist,
entspricht es nicht demi Normalzustand irgend

1) Aus weniger sicheren Voraussetzungen berechnet

0. G Darwin fiir Wasserstoff und Helium als obere
Grenze des ‘Radius 1,7.10—% cm.
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eines Atoms, denn um elektrisch neutral zu sein,
fehlen ithm %~ 1 Elektronen. Hs ist also ein Atom.
von dem % -—1 Elektronen abgetrennt sind, oder.
wie man sagt, eitn (% 1)-fach ionisiertes Afom.
Wir wollen versuchen, in #hnlicher Weise, wie
wir dies in 8§ 2, 3 fiir den linearen Resonator
getan haben, aus allen mechanisch moéglichen Be-
wegungen des Elektrons nur gewisse quanten-
theoretisch zulissige herauszufinden. Dabei er-
gibt sich jedoch gegeniiber dem dort betrachteten
Fall ein wesentlicher Unterschied: In beiden Fil-
len geben die von einer elektrischen Ladung aus-
gefithrten Schwingungen zu einer Ausstrahlung
von Energie Veranlassung. Wiahrend aber bel
quasi-elastischer Bindung die Bewegung des Flek-
trons mit konstenfer, vom Energieinhalt unab-
himgiger Schwingungszahl erfolgh, ist dies bei
Newtonschen Kriften nicht der Fall. der Energie-
verlust dndert vielmehr mit den Dimensionen der
Bahn auch alle ifbrigen Xonstanten der Bewe-
gung. Um diese Schwierigkeit hinwegzuriumen.
sotzt sich Bohr in bewulten (Gegensatz zur Elek-
trodynamik: er nimmt einfach an, daf in den
quantenmdfiiy  ausgezeichmeten  (,.statischen™;
Bahnen, auf die es uns schlieBlich ankommr.
Strahilung nicht stettfindet. daB aber trotzdeis
o+
O+

&
e
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€
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die wechselseitige Anziehung von Kern und Elek-
tron nach den Gesetzen der Elektrostatik vor sich
weht. Die grofie Kithnheit dieser Annshme wird
durch den glinzenden Erfolg gerechtfertigt.
Von diesem Standpunkt ist die Bewegung
eines einzelnen Elektrons um einen Kern perio-
disch, und es ist nicht schwer, die Plancksche Be-
dingung (56) auf -diesen Fall anzuwenden, wenn
man ihn dadurch zu einem System mit einem
Freiheitsgrad macht, daf man nur kreisformige
Bahnen in Betracht zieht'). Die Lage M des Pla-
neten auf dem Kreise ist dann ndmlich durch eine
cinzige Koordinate bestimmt, als welche wir z. B.
den Winkel ¢ wihlen kénnen, den der Fahr-
strahl zum Elektron mit einer festen Richtung
op einschlieft (Fig. 4). Dabei iberwiegt die

Y
=3

Fig. 4.

1y Bohr hatte bereits einen Vorlidufer in Nicholson
(1912).
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Masse des Kerns diejenige des Elektrons () in
solchem MaBe, daf man mit guter Anniherung
den Kern als unendlich schwer ansehen wund
ihn durch ein festes Anziehungszentrum ersetzen
kann. Mit dieser Aunnsherung wollen wir uns in
diesem und dem nichsten §§ begniigen, und auf
die Mitbewegung des Kerns erst in § 10 eingehen.
Es sei ¢ der Radius der Kreishahn, welche
das Elektron um das feste Zentrum beschreibt und
v die Geschwindigkeit in derselben, es sei ferner
wie frither —e die (negitive) Ladung des Elek-
trons, die positive des Kerns xe. Bei Kreisbe-
wegung muf die Zentrifugalkraft der Newton-
schen Anziehung gerade die Wage halten, was zu
folgender Beziechung zwischen Radius und Ge-
schwindigkeit fithrt
22 el 2
”*; = (zg , oder po? = %{%-
Mit Hilfe dieser Gleichung erhidlt man fiir die
(Gesamtenergie 4 des Elektrons, die sich aus kine-
tischer und potentieller Energie zusammensetzt

.11

1 % &2 % 62
S ST SN A SRS
g v a Sa ° - (12
wihrend sich fir die Winkelgeschwindigkeit
. v %
J— — 5 . 3
© = _.‘(/1 wad 13

ergibt.

Nach der gewdhnlichen Mechanik sind alle
‘Werte des Radius ¢ und daher nach (12) auch
{alle negativen) der Energie mdglich. Wir wollen
nun die Plancksche Quantenbedingung

ﬁ){lq:nh

anwenden, um unter diesen Bahnen eine Auswahl
zu treffen. Die Lagenkoordinate (¢) ist hier der
Winkel ¢, und der ihm zugeordnete Impuls p,
1st nach den Regeln der Dynamik das sogenannte
Winkelmomeni der Bewegungsgrife Py =uawv,
also eine konstante GroBe. Die Integration ist
itber den ganzen Variabilitiitsbereich der Verin-
derlichen @ zu erstrecken, also von 0 bis 2 =
Hiernach erhilt man
an

nh=fp,do=2xpy,=2xpnac. .. (1
0
Aus dieser Gleichung und der Beziehung (11)

gewinnt man durch Eliminieren- von o
2

—_ 9
U=y e . (14
und das liefert n (12) und (18) eingesetzt
2axluet 1 < 8afuluet 1
An:‘—_—‘& Pp = & (15

JE ‘n?’ XY

Wir haben also aus allen mechanisch mébg-
hchen ¢ und 4 eine Reihe diskreter quantenmifig
zulissiger Werte ausgewidhlt. D. h. das Elektron
kann nicht in-jeder beliebigen Entfernung vom
Kern kreisen, sondern nur in einer der durch den
Ausdruck (14) definierten statischen Bahnen.
Wir sehen, daP mit wachsender Quantenzahl =
die Abstéinde benachbarter statischer Bahnen. im-
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mer grofler werden (die ersten Bahnen sind in
Tig. 1 eingezeichnet). Umgekehrt ist es mit den
statischen Energiestufen (15); diese liegen mit
wachsendem n immer dichter und hiufen sich
gogen den Wert A—=0 {(d. h. a = 00).

§ 8. Die Bohrsche Frequenzbedingung. — Die
Bewegung des Elektrons in einer statischen Bahn,
welche nach Obigem ohne Energieabgabe vor sich
geht, bildet nach dem Gedanken von Bohr einen
Normal- oder Gleichgewichtszustand des Atoms.
Wird es durch irgend eine Strung aus einer
solechen Bahn geworfen, so trachtet es, sofort auf
einer andern ins Gleichgewicht zu kommen. Diese
Endbahn muB mnatiirlich eine Xkleinere Energie
haben als der Anfangszustand, da ein System
ohne dufere Einfliisse nur Energie (durch Strah-
lung) abgeben, nicht aber gewinnen kann. Bohr
macht die Annahme, daf ewn Atom ‘nur wihrend
eines solchen Uberganges des Elektrons von einer
statischen Bahn auf eine andere zu strahlen ver-
mag. und es entsteht die Frage, wodurch dabel die
Wellenlinge der ausgesandten Strahlung bestimmt
wird. Stellt man sich auf den in § 4 skizzierten
Wien-Starkschen Standpunkt, so ist fiir die emit-
ticrte Schwingungszahl die verfiigbare Energie
mafigebend. Wenn man also die Energien der
Anfangs- und Endbahn mit 4,, und 4, bezeich-
net, erhélt man in Analogie mit der Gleichung (8)

chvyv=A4,, — 4, ... (186

Das ist in der Tat die zweite Hypothese,
welche Bohr neben der Planckschen Quanten-
bedingung in seiner Theotie benutzt?). Wir wol-

len sie im Folgenden als ,,Bohrsche Frequens-
bedingung” bezeichnen.

Man sieht, dal diese Hypothese auch dem Ritz-
schen Kombinationsprinzip § 5 gerecht wird und
cine zwanglose physikalische Deutung desselben
enthalt. In der Tat stellt sich eine.Schwingungs-
zahl nach Formel (18) als Differenz zweier Terme
dar, welche physikalisch die Energien zweier sta-
tischer Bahnen bedeuten. Da der Ubergang eines
Elektrons zwischen =zwei beliebigen statischen
Bahnen (in Richtung abnehmender Energie) mbg-
lich sein soll, so kann man auch jeden Term mit
icdem anderen. kombinieren.

§ 9. FErklirung der einfachsten Seriengesstze.
— Wenden wir uns wieder dem Falle des wassc.-
stoffdhnlichen Atoms zu, so brauchen wir nur
den bereits gefundenen Ausdruck (15) fiir die
Energie in (16) einzusetzen, um die Darstellung
einer Anzahl der in § 5 erwshnten Serien zu
erhalten:

2a2x2pet (1 1 1 i

V=T '<%§”W>:N“2(,ﬁi_n72) ar

Wenn man n = 2 setzt, stimmt dies der Form
nach mit der Balmerschen Formel (7) iiberein.

*) Es liegt uns fern, zu behaupten, daB Bohr die
Arbeiten von Wien und Sterk wirklich gekannt und
benutzt hat. Wir hielten es jedoch fiir zweckmiSig,
in unserer Darstellung an bereits vorhandene Anschau-
ungen anzukniipfen.
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Aber auch numerisch erweist sich der Faktor ¥
mit der Rydbergschen Konstanten iibereinstim-
mend, wenn man fiir die Konstanten u, ¢, 2 die
genauesten zurzeit aus anderen Erscheinungen be-
kannten Werte einsetzt. Am besten verfihrt man
dabei in der Weise, daB man N so schreibt:
N:Qr:c?ue*‘_?x? 1

63
*ﬁ?“‘c'?&ﬁ""ﬂs

5,2908 - 10¥7, Fortrat

e
Die Verhiltnisse =

i
1912) und —eL— (= 1.370.10—, Warburg und

Miiller 1915) lassen sich n#mlich wviel genauer
bestimmen, als die Konstanten selbst. Das er-
gibt fiir N den numerischen Betrag
N = 110100,

der auf etwa 1,5 % genau sein miilte; wir sehen,
daf er wirklich mit dem experimentellen (§ 5)
109 677,69 innerhalb der angegebenen Genauig-
keitsgrenze iibereinstimmt. Gegenwirtig ver-
fihrt man umgzekehrt und benutzt die optischen
Daten zur schérfsten Bestimmung der Universal-
konstanten (vgl. § 13).

Der Kern des Wasserstoffatoms ist einwertig,
daher hat man fiir dieses Gas in (17) =1 zu
setzen, und diese Formel ergibt fiir n-—=1,
n=2, n=23 die drei Serien (7h), (7), (72) des
Wasserstoffs. D. h. die Linien der ultraroten
Ritz-Paschenschen Serie’ werden beim Ubersprin-
gen des Elektrons aus irgendeiner duBeren Bahn
(m==2,8,4...) in die erste, dem Kern nichste
{(n==1) emittiert. Die Linien der Balmerserie
entstehen wihrend des Ubergangs in die zweife
statische Bahn, die der ultravioletten Lymanschen
Serie withrend des Uberganges in die dritfe.

Ein solcher Mechanismus der Entstehung der
Linien macht es verstindlich, warum in Geifi-
lerrbhren nur die 12 ersten Linien der Bal-
merserie zu beobachten sind: Fiir das Auftreten
der ‘zur Ordnungszahl m gehbrenden Linie ist es
Vorbedingung, daB in einem Bruchteil der Atome
das Elektron in der m-ten Bahn kreist. Es
kbnnen sich aber offenbar um so leichter Bahnen
von grofem Radius ausbilden, je weniger dicht
das Gas ist, je seltener also die Sphire eines
Atoms von benachbarten Atomen und Molekiilen
gestdrt wird. Ks ist daher anzunehmen, daB der
Gasdruck in den Teilen der Fixsternatmosphire.
welche 29 Linien aussenden, wesentlich kleiner ist
als der in GeifilerrShren gebriuchliche Druck.

§ 10. Mitbewegung des Kerns, — Wir haben
bereits in § 7 erwihnt, dafl andere Atome als die
des Wasserstoffs nur in ionisiertem Zustande die
Voraussetzungen der Formeln (15) und (17) er-
fiillen.: Z. B. wiirde sie fiir einfach sonisierics
Helium, d. h. fir ein Atom, das aus dem zwei-
wertigen Heliumkern (»=2) und nur einem
Elektron besteht, wihrend das zweite abgetrennt
ist, gelten. Man evhilt in diesem Falle auvs (1T

1 1
v=4 N(Eé‘— -m—?)
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was man auch so schreiben kann:

1 1
VEN(TD T ime
AR

Wir schen, dafl diese Formel die Serien

(8a, b) des § 5 in sich enthilt, welche dem
Wasserstoff zugeschrieben wurden. In der Tat.
tfir n =3 folgt der die Rydbergsche (8a) und
Fowlersche (8b) Serie umfassende Ausdruck:

1 1 . ,
v=XN i:g;‘*()ﬂ'j} 3 731:&, 2, 6, P £
2

fir w =4 eine Formel:

/1 1 !
x’:l(fu —-z\, w5, 68,7, ... (20

22 n\?
\ 2

welche auller den Linien der Pickeringserie (&
fiir ganzzahlige m eine Reihe anderer ergibt,
welche mit den Wasserstofflinien der Balmer-
serie (7) zusammenfallen und deshalb von Picke-
ring unicht erwidhnt wurden.

Dafl die beobachteten Seriem (8, 8a, b} ihre
Entstehung nicht Wasserstoff, wie man frither
glaubte, sondern Helium verdanken, wie es die
eben dargelegte Theorie fordert, hat sich vollauf
bestéitigt. Wir haben schon erwihnt, dal Fowler
einén Zusatz von Helium zum Wasserstoff fiir
die Erzeugung desselben unbedingt nétig fand;
im Sommer 1914 konnten dann Paschen und
Bartels diese Linien in reinem Helium beob-
achten. Aber schon Bohr selbst hat auf einen
Umstand hingewiesen, der einen noch schlagen-
deren Beweis fiir die Richtigkeit seiner Auffas-
sung beibringt: Wir wissen bereits, daf die Linien
der Fowlerschen Serie der Formel (8b) nicht ganz
streng geniigen, diese Abweichung erklirt sich
vollstandig, wenn man die Bechnung etwas stren-
ger durchfihri und die Mitbewegung des Kerns
beriicksichitigt.

In Wirklichkeit ist der Kern kein festes Zen-
trum, sondern hat eine endliche Masse M, weshalb
Elektron und Kern Kreise um ihren gemeinsamen
Schwerpunkt beschreiben, Die Radien der beiden
Bahnen verhalten sich bekanntlich umgekehrt
proportional den Massen » und M. In die Quan-
tenbedingung (117) ist nunmehr an Stelle von
vy die Summe der Winkelmomente der Bewe-
gungsgréfen von Kern und Elektron einzufithren,
und man erhilt nach einer analogen Zwischen-
rechnung fiir die Energie die gleiche Formel (17),
in der jedoch die Grofe N nicht mehr durch den
Ausdruck (18) gegeben ist, sondern auch von M
abbingt:

Ne==55. -~ ~—. .. .. .(2

Bezeichnen wir den fritheren Ausdruck, den
wir erhielten, indem wir die Masse M als unend-
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lich grofl gegen W ansahen, mit N, so schreibt
sich:

N= 4&% .

1-+ I

Demnach ist die Rydbergsche Zahl streng ge-
nommen keine universelle Konstante, sondern
wechselt, wenn auch sehr schwach, von Element
zu Element. Die grioBten Abweichungen von N
finden gerade fiir Wasserstoff und Helium statt,
da fir diese beiden Elemente das Verhilinis w/M
den gréfiten numerischen Wert annimmt,

Die neuesten Messungen von Paschen (1916)
ergaben die Rydbergsche Zahl

Ng=109 677,69, Ng.==10972214 . . (22

Setzt man e, b, Mg und My, als bekannt vor-
aus, so kann man mit Hilfe dieser Zahlen efuc,
w/M g und Ne berechnen. Man erhiilt.
efwe =176 .10, Mg/u =1844, No =109 737,16

Der beste, direkt experimentell (aus Messun-
gen am Zeemaneffekt) gefundene Wert fiir efnc
ist, wie bereits erwihnt, 1,76.107, die Uberein-
stimmung also eine vollstdndige.

Dieser neye Triumph der Bohrschen Theorie
war auf das Urteil der Fachgenossen von ent-
scheidendem ZXEinfluB. Frither verhielt sich die
Mehrzahl derselben reserviert; man gab allge-
mein zu,.dal es Bohr gelungen war, die Ryd-
bergsche Konstante aus den UniversalgréBen e,
u, h aufzubauen, glaubte aber, daB sein Atommodell
dabei eine mehr zufillige Rolle gespielt habe, und
hielt dessen Leistungsfihigkeit rmit diesen Ergeb-
nissen fiir erschdpft. Dal man durch Steigerung
der. Genauigkeit der Rechnungen neue wichtige
Resultate erzielen kann, zeigte, daf es sich nicht
nur um eine oberﬂéchliche Analogie handelt,
und regte verschiedene Physiker an, es in der
Atomtheorie mit noch tiefer gehenden Anwen-
dungen der Himmelsmechanik zu versuchen.

Kurz erwihnen wollen wir noch, wie nach der
Meinung von Bohr das Wasserstoffmolekiil gebaut
sein mufl. ‘Dasselbe (H,) besteht aus zwei Atomen,
enthélt also zwei positive Kerne und zwei Elek-
tronen. Die Anordnung dieser Bestandteile ist
in Fig. 8b wiedergegeben: Die heiden Elekironen
bewegen sich in einem (in der Figur ausgezoge-
nen) Kreis um die Verbindungslinie der beiden
Kerne als Achse. Die quantentheoretisch zu-
lassigen Dimensionen des Molekiils lassen sich in
derselben Weise berechnen, wie die des Atoms CIGR
und man erhdlt fiir den Radius des innersten
Kreises, den die Elektronen beschreiben kdnuen,
und welcher dem Normalzustand des nicht lench-
tenden Gases entspricht:

a' = 0,504 1078 em, . (231
wihrend Formel (14) fiir das Atom einen nur
wenig verschiedenen numerischen Wert liefert:

a=0528-10%cecm. . .. . . (23

Der halbe Abstand zwischen den beiden Ker-
nen verhiilt sich zum Radins o wie 1:V8.

Der Wert (281) steht in cuter Ubereinstim-

. @1
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mung mit den Ergebnissen der kinetischen Gas-
theorie. Eine weitere Bestitigung des Bohrschen
Molekelmodells verdanken wir Debye (1915), der
die Dispersion eines aus solchen Gebilden. be-
stchenden Gases untersuchte und beim Vergleich
mit den an Wasserstoff gemessenen Dispersions-
werten eine volle T'bereinstimmung fand.

III. Abschnitt,
Systeme mit mehreren Freiheitsgraden.

& 11. Brweiterung der Quantenbedingungen
auf mehrere Freiheitsgrade. — Die Frage, wie die
Plancksche Bedingung (8) auf Systeme mit meh-
reren’ Freiheitsgraden zu erweitern ist, wurde von
Poincaré anf dem Briisseler -Quantenkongref im
Jahre 1911 aufgeworfen, aber erst vier Jahre
spiter gleichzeitie von M. Planck und 4. Sommer-
feld bis zu einem gewissen Grade beantwortet.
Wihrend Planck dabei von allgemeinen statisti-
schen Betrachtungen ausging, hatte Sommerfeld
von vornherein die Anwendung auf das Bohrsche
Atommodell im Auge, Da wir in den nichsten
Paragraphen einige Spezialfragen besprechen wol-
len; fiir deren Behandlung sich die Sommerfeld-
schen Ansitze glinzend bewihrt haben, schliefen
wir uns zunidchst dieser Betrachtungsweise an.
Aunf Plancks nur formal von derselben verschie-
dene Theorie werden wir spiter (§ 18, 17) zuriick-
kommen.

Sommerfeld ging von der Tatsache aus, dab
die Linien der Balmerserie nicht einfach sind,
sondern bei Untersuchung mit Spektralapparaten
von sehr starker Auflésung sich als mindestens
doppelt erweisen. Da sich nach der Bohrschen
Theorie (§ 8) eine Spektrallinie au® der Kom-
bination zweler statischer Bahmnen ergibt, schlof
Sommerfeld, dafl mehr statische Bahnen 'vorhdan-
den sein miissen, als die Bohrsche Formel (17)
angibt; und das veranlaBte ihn, auch die Méglich-
keit elliptischer Bahnen in Betracht zu zichen.

Unter der Wirkung eines Newtonschen An-
ziehungszentrums beschreibt ein Kérper im all-
gemeinen eine E]hpse (Keplerellipse), in deren
Brennpunkt sich ‘das Zentrum befindet. Fs han-
delt sich also darum, unter allen .mdglichen ellip-
tischen Bahnen, welche ein Elektron nach der
Mechanik beschreiben kann, die quantenmifig zu-
ldssigen oder sfafischen herauszufinden. FEine
Ellipse wird nun nach GréBe und Gestalt durch
zwei Konstanten (etwa grofe und kleine Halb-
achse) bestimmt, und daher braucht man, um sie
festzulegen, auch zwei Quantenbedingungen. Es
sei die Lage des Flektrons in der Bahnebene durch.
die Polarkcordinaten r, ¢ mit dem Kern (den wir
wieder als festes Zentrum ansehen) als Ursprung
bestimmt, Sommerfeld ihernimmt nun die
Quantenbedingung

Jﬂwdm:nh,... L. (24

die sich bei Bohr bewihrt hatte, und erginzt sie
durch die analoge Beziehung
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(@4l

ﬁﬂir:?@’h,

unter p, den dem Radiusvektor » zugeordneten
Impuls verstanden (,Was dem ¢ recht ist, ist
dem r billig!*). Beide Integrale sind {iber simt-
liche Punkte der Bahn, also itber eine Periode
der Beweguung zu erstrecken.

Allgemeiner, wenn ein System durch 7 Lagen-
koordinaten g1, 92 . . .. gy und / ihnen zugeord-
nete Impulse py, pe . . . pf bestimmt wird, mul
man nach Semmerfeld f Bedingungen von der

orm

ﬁ,dq,...mh i=1,2, 38 .../ .@

ansetzen. Da p; und dg, stels das gleiche Vor-
zeichen haben, so folgt aus dieser Definition, dafi
die n; stets positive ganze Zahlen sind.

Das Resultat, welches die Bedingungen (24),
(24Y) fir die Halbachsen der statischen Kepler-
clkipsen ergeben besteht in Folgendem:

a’"éx?me?{n—rn}" bnan_%_/” . (26
‘Bei gegebener Summe der Quantenzahlen
n-Tn' ist also ¢ konstant, b verdnderlich, und

zwar ist das Verhdltnis b/a ein echter Bruch mit

S&

&

Fig. 6a, b, c.

dem Nenner n*%”n Fir die Werte der Quun-
tenmsumme nTa' =2, 3, 4 sind die mbglichen
Elhpseﬁ in der Fig. 5 dargesfxa]lt Dabei ist die-

jenige Bahn, welche in eine doppelt durchlaufene’

gerade lLinie ausartet (b=o0, n-=—o0), punktiert
angedeutet, denn in einer solchen Bahn miifite
das Elektron mit dem Kern zusammenstofen, und
man kann sie daher als nnmdglich ansehen. Des-
halb ist die .Zah] der wirklich zustandekommen-
den Bahnen in jedem Falle gleich n -+ n’. Hs
st zu bemerken, daB die Ellipsen zum Kern. in
Wirklichkeit konfokal angeordnet sind (Fig. 6)
und nicht konzentrisch, wie sie der Ubersichtlich-
keit wegen in der Fig. 5 eingezeichunet sind.

Der Zweck von Sommerfeld war also “insofern
erreicht, als er eine wesentlich grélere Zahl von
statischen Bahnen erhielt. Trotzdem war das
Resiltat zunidchst eine Enttiuschung, denn die
Vermehrung der Bahnen war von keiner Vermeh-
rung der Energiestufen begleitet. Die Energie
der Keéplerellipse ist nimlich eine Funktion der
eroflen Achse allein, also fiir simtliche Bahnen
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einer jeden unserer Figuren (Ha, b, ¢) die gleiche.
Sie driickt sich durch die Formel aus:
2a?u?yel .
A—~—]l2(n+%j)'§, Lo e @
welche bel ganzzahligen # und #” genau dieselben
diskreten Werte ergibt, wie der Bohrsche Aus-
druck 4 = — 2 72 %2 1 e4/h? n?.

Sommerfeld erhielt - also dieselbe einfache
Linienserie, die 'in Formel (17) enthalten ist,
aber jede Linic entsteht bei ihm auf mehrfache
Weise, aus mehreren verschiedenen Paaren sta-
tischer Bahnen. Sie enthilt, sozusagen, mehrere
susammenfallende Freiheitsgrade. Erst durch Be-
viicksichtigung der Verdnderlichkeit der Masse
des FElektrons als Funktion der Geschwindigkeit,
wie sie die Relativitatstheorie fordert, ist es
Sommerfeld gelungen, diese latenten Freiheits-
grade auseinander zu ziehen (§ 13) und eine glin-
zende Ubereinstimmung mit der Erfahrung zu er-
zielen.

§ 12. Bedingt periodische Bewegungen. — In
der Fassung der Quantenansiize, wie sie im letz-
ten Paragraphen nach Sommerfeld gegeben wurde.
blieben indessen noch einige Fragen offen. Schon
bei periodischen Bewegungen, bei denen dis In-
tegration offenbar iiber eine Periode auszudehnen
ist, war es nicht klar, welches von den wvielen ver-
schiedenen Koordinatensystemen, durch die man
dje Bewegung beschreiben kann, zu wahlen ist.
Bei nicht periodischen waren selbst die Grenzen
der Integration unbekannt. Es bedeutete daher
einen Fortschritt, als unabhiingig Schwarzschild
und der Verfasser (1916). den Begriff der ,be-
dingt periodischen Bewegungen® aus der Hir-
melsmechanik in die Atomistik fibernahmen und
fiir diese erweiterte Klasse von mechanischen
Systemen die Sommerfeldschen Quantenansitze
nach Wahl der Koordinaten und Integrations-
vvenzen prazisierten.

Als L bedingt periodisch”™ bezeichnet man
mechanische Systeme, zu deren Bestimimung man
die Koordinaten so auswahlen kann, daf dieselben
swischen zwei festen Grenzen monoton hin- und
herschwanken, oder, wie man sagt, Iabralionen
ausfithren. Das einfachste Beispiel einer solchen
Bewegung ist die Tberlagerung von zueinander
senkrechten Sinusschwingungen: )

e=xgsin(we t+8z), ¥ =ypsin(oyf-+3y).
wo zg, e, ® und & Konstanten bedeuten. Man
sieht sofort, daf ¢ im Laufe der Zeit t immer
die Werte von — xo bis + @y (Librationsgrenzen)
vorwarts und rickwirts duwhlau‘ft, ehenso ¥
diejenigen zwischen — o und T4, Sind die
Freguenzen @, und o, inkommensurabel, so
kommt die Bahnkurve (Fig. 7) jedem Punkte des
swischen den Librationsgrenzen eingeschlossenen
Rechtecks beliebig nahe, oder, um einen mathe-
matischen Ausdruck zn gebraunchen, sie erfitlll
das Rechteck iiberall dicht.

Ein anderes Beispiel bictet der fiir die Som-
merfeld:ehe Theorie wichtige Fall der rélativigti-
schen’ Keplerelhpse Wir haben heveits erwihnt,
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dafl die Masse des Elektrons streng genommen
nicﬁﬁfkoil‘stant ist, sondern von der Geschwindig-
keit abhingt. Die Form dieser Abhingigkeit wird
durch die Relativitatstheorie festgelegt. Bertick-
sichtigt man diesen Umstand, so ergibt sich fiir
die Bewegung unter dem Einfluf eines Newton-
schen Kraftzentrums eine Anderung: Die Bahn
ist zwar wieder elliptisch, jedoch steht die Ellipse
nicht fest, sondern ihre groBe Achse rotiert mit
einer kleinen Winkelgeschwindigkeit in der Bahn-

ehene um den Brennpunkt mit demselben
Umlaufssine, den das Elektron beim Be-
schreiben  der Ellipse hat. Die Kurve,

welche das Elektron dabei beschreibt, ist in
Fig. 8 dargestellt. Hier variiert wiedermm die
Koordinate r zwischen den festen Librationsgren-
zen ry und 7, die ,zyklische® Variable @ von 0
bis 2 m. Das Ringgebiet ry < 7 £ 72 wird im all-
oemeinen von der Bahn iiherall dicht erfillt.

¥
i<——~-~ JL‘D Sy
]

S
N ,c

/

~<-—~—--<$ e

Fig. 7.

Fig. 8.

Vom mathematischen Standpunkt besteht das
Charakteristikum der bedingt pericdischen Bewe-
gungen darin, daB, wenn man die Koordinaten in
der eben angegebenen Weise wihhitt), der eiuer
jeden XKoordinate ¢; zugeordnete Impuls p; nur
von der Variablen g¢; allein, nicht aber von den
iitbrigen g abhingt:

P =pP; (@) - - - . . . . (28
wobel p; an den Librationsgrenzen (g; = a; q; =
by wverschwindet.

Der :Quantenansatz fiir bedingt periodische
Systeme in der vom Verfasser ausgesprochenen
Form besteht nu davin, daff man die Quanien-

3) Diese wahl der Koordimaten ist im allgemeinen
eindentig.
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integrale . (25) tber einen Abschnitt der Bahn
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Bertihrungen
derselben Librationsgrenze erstreckt, oder, was das-
selbe ist, zweimal von einer Librationsgrenze zur
andern:

b

Qﬁz dqi = it h. - (29
a
Ist die Koordinate zykliseh, wie der Winkel ¢
im Falle der relativistischen Keplerellipse, so muf
man von O bis 2 7 integrieren:
9w

/]');(] Qe = Ry N1 . (29

0

Es 148t sich allgemein beweisen, dal diesc
Bedingungen, sofern ihnén sidmtliche Ireiheits-
erade unterworfen werden, die Energie als Funk-
tion der Quantenzahlen n vollstindig festlegen.

§ 18. Feinstruktur der Wasserstofflinien. —
Als erstc Anwendung der fiir bedingt perio-
dische Systeme aufgestellten Regeln wollen wir
das bereits im letzten § erwihnte Beispiel der re-
lativistischen Keplerellipse besprechen?). Die
Quantenbedingungen . lauten hier gemif den in
Fig. 8 versinnlichten Verhdltnissen

s 9
Qﬁ}rd,’r:’n'h, ﬁ)(ﬁdqo::'sz]s. (30
ry v

Durch Berticksichtigung der Relativitét sind
die Verhiltnisse gegen diejenigen der in § 11 er-
drterten gewbdhnlichen Keplegellipse nur wenig
verschoben. Die Quantenbedingungen wihlen
also wieder aus allen mechanisch moglichen Bah-
nen eine Reihe ,statischer aus, welche mit guter
Anndherung durch die Ellipsen der Fig. 5 darge-
stellt werden.” Zum Unterschied von jenem Fall
sind jedoch die Energiestufen, welche zu den sta-
tischen Ellipsen derselben Figur gehdren, nicht
streng gleich, sondern um kleine Betrige vonein-
ander verschieden. Der Naherungsausdruck fiiv
die Energie lautet n#mlich?):

Nhex?2 Nhexto? {1 n'} 31
° . <2

A==t gy |2 T

7

Mit o ist hier einc Konstante bezeichnet, welche
sich aus den Universalkonstanten e, & und ¢ auf
{folgende Weise zusammensetzt
2 % e?
he

Der physikalische Sinn dieser Zahl ist die (im
Verhilinis zuor Lichtgeschwindigkeit gemesserne)
Geschwindigkeit, welche ein Elektron in der ersten
{n==1) statischen Kreisbahn des Wasserstoff-

. (32

o=

1) In Wirklichkeit wurde dieser Fall von Sommer-
feld schon vor der Aufstellung der allgemeinen Quan-
tenregeln (29), (29%) fir bedingt periodische Systeme
bebandelt.

2y Es 148t sich auch der exakte Ausdrueck fur die
HRnergie angeben, jedoch ist die Formel (31} fiir unsere
Zwecke iibersichtlicher.
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atoms (% =1) besitzt. Der numerische Wert des
uns interessierenden Quadrats ist

o = 5,316 - 10—
und daher ist das relativistische Korrektionsglied
stets klein gegen den ersten Term des Ausdrucks
(31).

Die Wirkung dieses Xorrektionsgliedes ist
offenbar eine doppelte, denn erstens ergibt sich
eine allgemeine Erh6hung des abscluten Betrages
der Energie fiir alle Ellipsen mit derselben gro-
B8en Achse um den Wert

Nheaztao?
4n+a'y’
zweiteng erhoht sich die Emnergie der verschiede-

pen Ellipsen um verschiedene dem Achsenverhilt-

[ proportionale Betrige.
n' Nhcuto?
7 (nFa)
Unter Heranziehung der Bobrschen Frequenz-
bedingung
hev= A4, — 4,
erhalten wir demnach fiir die beim Ubergang
sines Elektrons aus einer statischen Bahn (m, m”)
in eine andere (n, n’) ausgesandte Schwingungs-
zahl
S I S S Na?xt

v [<n+’n'>? (m+m'>?] i
1 4n' 1 4m
[('n L (1 + o ) T (1 + )] (33

Bei kleinen Werten der Kernladung » unter-
scheidet sich dieser Ausdruck nur wenig vom
evsten Glied, welcHbs nach § 9 die Formel der
Balmerschen oder einer ahnlichen Serie liefert.
Die Schwingungszablen (33) gruppieren sich des-
halb bei vorgegebenen Werten der Quanienzahlen
eng wm eine in der Formel .(17) enthaltene
Zahl und bilden die Feinstruktur einer wasser-
stoffihnlichen ILinie.

Da es nach Fig b fiir ein vorgegebenes System
von Zahlenwerten (n, n’, m, m’) m -+ m’ mig-
liche Anfangsbahnen und » -+ n° Endbahnen gibt,
so konnte eine wasserstoffihnliche Linie aus
(m+m’) . (n+n") Komponenten bestehen. Die
Zahl der beobachteten Komponenten schien je-
doch kleimer zu sein. Um eine Einschrinkung
herbeizufiihren, lieB sich Sommerfeld durch den
(Jesichtspunkt leiten, daB die Quantenzahlen we-
sentlich positive GréBen sind; es liegt daher nahe
snzunehmen, daf bei Bohrschen TUbergingen nicht
nur ihre Summe abnebmen muf, sondern daB sie
auch einzeln nicht wachsen dirfen. D. h., es soll
nicht nur die Ungleichung m -+ m’ > n-+a’ be-
stehen, sondern auch

mN\n, wmu. . (34
7 o

Fagsen wir zum Beispiel die Grundlinie der
Balmerserie (He)

1 1
v={5-5)

ins Auge, so ist mtm =3 atn =2 Ks
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wiren daher a priori 2.8 = 6 Uberginge moglich,
die_ jedoch ‘durch die Ungleichungen (84) auf die
4 im folgenden Schema enthaltenen reduziert

werden
m=3 m=0 \

$oe= 2, =
m =1 <
=1, == L
m=1, m = 2/'

In der Folge hat sich indessen gezeigt, dafl
die Sommerfeldschen Ungleichungeh keine strenge,
sondern nur eine angeniherte Giltigkeit haben:
Auch die ihnen widersprechenden Linien treten
anter Umstinden (je nach der Erregungsart der
GeiBlerrshre) auf, jedoch immer mit nur schwa-
chen Intensitdten.

m=2.

Auch fir die Intensitiit der Komponenten gibt
die Theorie gewisse Anhaltspunkie. Statistische
Betrachtungen machen es plausibel, dal die Wahr-
scheinlichkeit einer elliptischen Bahn ihrem Ach-

’

senverhiltnis (n —]»-n’) propertional ist. Die Wahr-

scheinlichkeit eines Bohrschen Uberganges wire
dann proportional dem Produkt der entsprechen-
den Zahlen fiir die Anfangs- und Endbabn, also

H

7 m
- m -
A1 L x
Av, Ay,
. s
' .
t
v, Ay, . :
AT Y !
& i -!\ = I
A >y
He Hiﬁ
Fig. 9.

In der Tat folgt die Intensitit der Kompo-
nenten ungefibr dieser Regel, wenn das betref-
fende Gas durch Funkenentladung zum Leuchten
gebracht wird, wihrend die Verhiltnisse bei
Gleichstrom etwas anders zu liegen-schéinen.

In Fig. 9 sind die Komponenten der beiden
ersten Linien (H, und Hy) der Balmerserie
(n -+ n' =2) nach Lage (in der Skala der Schwin-
gungszahlen v) und Intensitit eingezeichnet. Die
irrealen Tinien, d. h. diejenigen, welche den
Quantenungleichungen (84) widersprechen, sind
dabei punktiert oder durch einen kurzen Pfeil an-
gedeutet, die theoretisch zu erwartende Intensitit
igt durch die Lange des betreffenden Striches ver-
anschaulicht. Charakteristisch fiir die Anordnung
der Linien ist das Auftreten konstanter Abstinde
zwischen verschiedenen Linienpaaren. Dieg rithrt
daher, daf fiir die eine mégliche Endbahn (Fig. 5,
etwa n =2, n" = 0, die Formel (33) m -+ m  mbg-
liche Werte von v, je nach Wahl der Anfangshahn
(Fig. 5) ergibt. Fiir die zweite Endbabn (n =1,
7' —=1) erhalt man m -+ m’ weitere v. welche sich
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von denen der ersten Gruppe bezw. nur um die
Differenz des von n, #" abhingigen Korrektions-
termg in beiden Fillen, also um die konstante
Differenz

Na?

16
unterscheiden. Die GroBe vy bezeichnet Som-
merfeld als die Schwingungsdifferenz des Wasser-
stoffdubletts, ihr numerischer Wert ist theoretisch
nach den in §§ 5 und 18 angegebenen Werten von
N und o2

Avp = . (85

Avg= 0,364 em—1 | . . (351
Beim Vergleich mit der Beobachtung ist in-
dessen zu beriicksichtigen, daf die in Fig. 9 dar-
gestellten Strukturen auch bei Benutzung der
stirksten optischen Mittel nicht vollstindig auf-
gelbst werden konnen, sondern als einfache Du-
bletts erscheinen. DBeim Wasserstoff sind nim-
lich die Komponenten etwas breit und verwaschen
und die Abstinde so eng, daB benachbarte Linien
leicht ineinanderfliefen. Was man also als Du-
blettbreite unmittelbar miBt, ist der dbstand #v'g
zwischen den Schwerpunkten der beiden engen
Liniengruppen. Mit Benutzung der theoretischen
Intensitdten erhilt man fiir H, (—=6562,8)
AV = 0,842 Avg = 0,807 em—1 ,

oder in Wellenlingen umgerechnet:

A N = 0,182 A.-E.
Experimentell wuorden die folgenden Werte ge-
funden:

ANg i AV'yg
Miehelson . . . . . . . .. 014 A-E | 0,33 em—1
Fabry und Buisson 0,132 0,807 .
Meiflper. . . . . . . . .. 0,124 ? 0,289

Die Ubereinstimmung mit dem theoretischen
Wert ist eine glinzende.

Giinstiger fiir eine Priifung der Theorie lie-
gen die Verhiiltnisse bei den wasserstoffahnlichen
Serien (vergl. §§ 5, 10) des ionisierten Heliums
(#=2). Denn erstens sind die Heliumlinien
schérfer, zweitens ist infolge des Auftretens des
Faktors »* im Korrektionsglied der Formel (33)
die Feinstruktur der Heliumlinien im Vergleich
zu den analogen Linien des Wasserstoffs um das
Sechzehnfache vergréfert. Diese Messungen sind
von Paschen (1816) mit aller in der Gegenwart er-
reichbaren (enaunigkeit  ausgefithrt  worden.
Fig. 10 gibt das theoretische Bild und den expe-
vimentellen Befund bei zwel verschiedeien Er-
regungsarten fur die Grundlinie der TFowler-
schen Serie (A — 4686)

s)
=)

v=4 N(g@— —

Betrachten wir die in der Figur versinniich-
ten Ergebnisse, so sehen wir, daf dieselben den
theoretischen Erwartungen in allen Einzelheiten
entsprechen. Unvorhergesehene Komponenten sind
nicht vorhanden; es fehlen nur die den Quanten-
ungleichungen widersprechenden Linien IIIa, b

Epstein: Anwendungen der Quantenlehre in der Theorie der Serienspektren.
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bei Gleichstrom, und Id bei Funkenentladung; die
Linie ITc ist nicht gemessen worden, weil sich
eine schwache Linie zwischen zwei starken auf
der photographichen Platte nicht feststellen
1a8t; einzelne eng benachbarte Linienpaare flieBen
in der Beobachtung zusammen. Die Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Erfahrung in dieser
Figur ist geradezu das Glanzkapitel, der grofBte
Triumph der Quantentheorie.

Nicht weniger gut ‘ist die Ubereinstimmung
fiir die zweite Linie der Pickeringserie, wir wollen
jedoch dieselbe iibergehen und in Fig. 11 die Fein-
struktur der dritten geben. FEntsprechend den
drei moglichen Endbahnen zerfallen hier, wie in
Fig. 10, die Komponenten in drei Gruppen I, II,
111, wihrend jedoch dort die Gruppen I und II
ibereinandergreifen, sind sie hier vollstindig ge-

I i)
1L —_—
A e T 2
BT .
; ' ! : ! .
A AR | i: i [
d 4c b3 ¢ ba d c ba
A —
- = =
Gleichstrom = 9B % = = =
Funken = = % ES =
Fig. 10.
I I I
|
;1 lmq | Hfa
f rdha §  rdchs f euths
A *y

Fig. 11.

trennt und so eng, dal jede Gruppe in der Beob-
achtung als eine einzige breite Linie erscheint.
Die f-Komponenten (welche iibrigens teilweise
den Ungleichungen (84) widersprechen), scheinen
zu schwach fiir die Beobachtung zu sein.

Die Ausmessung aller dieser Feinstrukturen
liefert als besten experimentellen Wert der
Schwingungsdifferenz vy

A v = 0,3645 = 0,0045.

Die Spektroskopie liefert uns somit drei Gro-
Lien, welche nach der Theorie aus den Universal-
konstanten 'e, u, A aufgebaut sind: nimlich die
Rydbergsche Zahl N (§ 8), die Anderung der
Rydbergschen Zahl von FElement zu Element in-
folge der Mithbewegung des Kerns (§ 10) und die
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Schwingungsdifferenz des Wasserstoffdubletts
Avg Aus den drei Gleichungen lassen sich die
drei Unbekannten e, u, 4 zahlenmillig bestimmen,
und zwar diirfte diese Art der Bestimmung bel
der groflen Genauigkeit der spektroskopischen
Messungen schon gegenwirtiz allen anderen
Methoden ebenbiirtig sein.

§ 14. Spektra der Rontgenstrahlen. — Uber
die Emission und Absorption der Rontgenstrahlen
st in den Naturwissenschaften (Bd. 5, S. 513,
332) ein ausfithrlicher Bericht aus der Feder des
nm die experimentelle Erforschung dieses Ge-
biets hochverdienten M. Siegbahn erschienen, so
dafl ich diesen Gegenstand nur kurz zu streifen
brauche.

Yl
0

Fig. 12

Nachdem durch die Entdeckung von w. faue,
Friedrich und Knwpping die Mbglichkeit einer
Spektralanalyse im Gebiete der Réntgenstrahlen
gegeben war, verdanken wir Moseley die ersten
ausfithrlichen Untersuchungen iiber die Réntgen-
wellenlingen einer Reihe von Elementarstoffen.
Die gemessenen Schwingungszahlen lassen sich in
mehrere Serien einordnen, die man in der Reihen-
folge abnehmender Schwingungszahlen (Ilérten)
als W-Serie (Linien: K., Ky, . . .), L-Serie usw.
bezeichnet hat. In Fig. 12 'ist eine von Moseley
semachte Aufnahme der Linien X, und K, auf-
omnanderfolgender Elemente wiedergegeben. Das
unterste Bild der Reihe bezieht sich auf Messing
{Brass), eine Legierung von Zink und Kupfer.
DaB sich hier die zweli Zn-Linien einfach den
beiden C(w-Linien der nichsthdheren Aufnahme
itherlagern, beweist, daB die Réntgenspektren eine
rein additive Eigenschaft des Atoms sind.
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Die Lage der analogen Linien in dieser ¥igur
zeigt einen parabolischen Verlauf. In der Tat
konnte Moseley die Schwingungszahlen der Ke -
Linie durch die Formel

v =N (x— 1)21'—119 ~ ]5

93
diejenigen der L,-Linie durch
R eopnel L . 1
vi = N (x —T4) [22 32}
darstellen, wobei » die Wertigkeit des Kerns des
¢ntsprechenden Elementes bedeutet.

Dieses Ergebunis lehrt zweierlei: Krstens be-
stitigt sich die in § 6 dargelegte Auffassung, daf
die Kernladung {(im periodischen System) auf-
einanderfolgender Elemente um eine Einheit zu-
nimmt. Zweitens sind die Béntgenlinien K, und
L, wasserstoffahnlich mit der klsinen Modifika-
tion, daB nicht, wie in der Balmerserie {7) bezw.
(17), die ganze Kernladung x» wirksam, sondern
ein  Teil derselben, wie man sagt, ,abge-
schirmt® ist.

Bei genauerer Betrachtung ergibt sich, dalbl
diese Linien nicht einfach sind, sondern eine
Feinstruktur besitzen. Theoretisch miifite man
hei vollstindiger Wasserstoffzhnlichkeit bei der
Linie L« genau dieselbe Struktur wie in dem
durch ¥ig. 9 versinnlichten Fall der H%ILinie
des Wasserstoffs erwarten, mit dem Unterschied.
dafr die Dimensionen derselben im Verhiltnis
(e—T,4)* vergrofert sind. In Wirklichkeit er-
halt man nur ein einfaches Dublett, dessen
Schwingungsdifferenz allerdings zu demjenigen
des Wasserstoffs im theoretisch richtigen Ver-
haltnis

Av=(x—TA% Avy

steht.  Die Wasserstoffahnlichkeit ist also, wohl
in Folee der komplizierteren Kmissionsverhilt-
nisse, eine beschrinkte. Dagegen entspricht K,
den FErwartungen der Theorie vollkommen .und
gibt, da hier die Endbahn einfach (n-+n' =1
oder n =1, #/ = 0), die Anfangsbahn doppelt ist,
ein einfaches gegen A vy im Verhiiltnis (x—1)*
verbreitertes Dublett.

Die Messungen wurden von Siegbahn und
seinen Mitarbeitern fir alle Elementarstoffe, so-
weit dies technisch méglich war, durchgefiihrt,
und haben die Forderungen der Theorie be-

statigt.  Zur Illustration geben wir die nach-
stehende Fig. 18 wieder, welche das gesamte
Beobachtungsmaterial der K-Serie zwischen

Natriom (¢ =11) und Neodym (% — 60) enthilt.
Als Ordinate ist v. 10", als Abzisse » aufgetra-
cen, Der Verlauf der Quadratwurzel aus den
Schwingungszahlen ist in Ubereinstimmung mit
der Theorie ein linearer. oy und ¢y bedeuten dic
beiden Komponenten der K, -Linie, 8; und B.
sind die Siegbabnschen Bezeichnungen fir X,
und K,. Auch die Schwingungsdifferenzen haben
nach genauen Messungen den won Sommerfeld
vorausgesehenen Verlauf, und das bedeutel einc
scharfe Probe der Theorie, wenn man bedenkt
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daB Av z. B. fiir »x =92 (Uran, in der L-Serie
gemessen) (84,4)* also rund 150 Millicnen mal
eroBer ist alg fiir Wasserstoff. Eg diirfte nicht
viele, Theorien geben, die eine derartige Extra-
polation auszuhalten vermdgen.

DaB die Rontgenspektren teilweise wasserstoff-
ahnlich sind, erklirt man sich auf die folgende
Weise, Kreist ein Elektron in der Nihe des Kerns,
30 tithen die tibrigen, welche sich in griferer Ent-
fernung bewegen, eine sehr geringe, zu vernach-
lassigende Riickwirkung aui dasselbe aus, und

Epstein: Anwendungen der Quantenlehre in der Theorie der Serienspekiren.
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Nach einer Arbeit von Debye und noch un-
verOffertlichten Unfersuchungen von Kroo und
SJommerfeld scheinen die Verhiltnisse so zu
liegen: Das Atom besteht, wie es schon Bohr an-
genominen hatte, aus dem Xern und einer Reihe
konzentrischer mit Elektronen besetzter Ringe
(Fig. 14). Den innersten bezeichnet man als K-
Ring, den zweiten als L-Ring usw. Im Normal-
zustand haben diese Ringe eine ganz bestimmte
Besetzung, z. B. haben wir in der Figur drel
Elektronen im K-Ring und acht im L-Ring ein-

die Verhalinisse liegen im wesentlichen so, als gezeichnet., Die Vorbedingungen "{fir Rontgen-
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Fig. 13.

ob nur ein z-wertiger Kern und ein sinziges
Elektron vorhanden wiren, wie in der Theorie
der §§ 7, 8 und 13 vorausgesetzt ist. Wie ist es
aber zu deuten, daB ein Teil der Kernladung ab-
geschirmt erscheint? Eine mégliche Antwort auf
diese Frage ist bereits bei Bohr gegeben: Stellen
wir uns vor, daB nicht ein einzelnes Elektron,
sondern mehrere auf einem Kreisring angeord-
nete Elektronen um den Kern rotieren. Alsdann
wirkt der Anziehung des Kerns eine AbstoBung
zwischen den Elektronen entgegen, welche sich
gerade darin Auflert, daB an Stelle von %* ein
kleinerer , Faktor (x—0)?2 auftritt')., Daneben
kénnte man die Mdglichkeit in Betracht ziehen,
dafl einige etwa p Elektronen sich n#her am
Kern befinden als dasjemige, desseﬁ Bewegung
wir studieren wollen; der Komplex aus einem
#-wertigen positiven Kern und p Elektronen
wirkt dann auf gréfere Entfernungen ungefihr
wie ein Kern mit »—p positiven Ladungen.

4} Dabei kann jedes einzelne Elektron ev. auch eine
elliptische Bahn beschreiben, aber die Elektronen eines
Ringes miissen in jedem Augenblick die Eckpunkte
eines reguldren Vielecks bilden.

Fig. 14.

emission sind gegeben, wenn durch die Wirkung
eines #uferen Einflusses (Kathodenstrahls) ein
Elektron aus einem inneren Ring in einen
dubBeren versetzt wird, z. B. aus dem K-
Ring in den L- Ring Dann hitte der erstere ein
Elektron zu wenig, der letztere ein iiberzéhliges
Elektron. Bei der Riickkehr des Elektrons in
die Normasllage auf dem innern Ring, welche
unter Abgabe von Energie erfolgi, wird eine
Riéntgenwelle nach der Bobrschen Frequenzhe-
dinguhg (18) ausgesandt.
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Die Durchfithrung dieser Vorstellungen ist
noch nicht abgeschlossen und deshalb 1Bt sich
noch nicht sagen, welches die definitiven Zahlen
der Ringbesetzungen im Normalzustand sein wer-
den. Vorldufig scheinen die Resultate fior die
Zahlen der Fig. 14, drei und acht Elektronen in
den beiden innersten Ringen, zu sprechen; jedoch
ist es keineswegs susgeschlossen, dal sich die
durch die Chemie (periodisches System) nahege-
legten Werte 2, 8, 8, 18, 18 wusw.l) bestitigen
werden.

§ 15. Theorie des Storkeffekts. — Bringt man
win strahlendes Atom in ein elektrisches Feld, so
wird der Charakter der Emission durch das. letz-
ters verindert: Spektrallinien, die ohne Feld ein-
fach erscheinen, werden in vielen Fillen durch
die elektrische Kraft in mehrere Komponenten
aufgespalten. Diese iiberraschende Entdeckung
verdanken wir Johannes Stark (1913), weshalb
der neue Effekt seinen Namen erhielt. Obwohl
die Wirkung mittlerer Feldstirken keineswegs
schwach ist, und. zu ihrer Beobachtung keine
extrem feinen optischen Hilfsmittel benutzt zu
werden brauchen, lagen die Verhiltnisse fiir eine
zufillige Entdeckung der Erscheinung insofern
sehr ungiinstig, als es duBerst schwer ist, in einem
leuchtenden Medium auch ein mittelstarkes elek-
triches Spannungsgefille aufrecht zu erhalten.
Erst Stark, der nach diesem Effekt systematisch
suchte, gelang es, die erwihnte Schwierigkeit
durch eine sinnreiche Anordnung zu iiberwinden:
Er brachte die verdiinnte Gasschicht zwischen den
Belegungen eines in einer Vakuumrbhre befind-
lichen Kondensators durch hineiniretende Kanal-
strahlen zum Leuchten.

Auf diese Weise konnte er eine ganze Reihe
von Substanzen untersuchen, fiir unsere Zwecke
sind aber die sehr sorgfiltigen Messungen, die
er iither die ,elektrische Feinzerlegung® der vier
ersten Linien der Balmerserie des Wasserstoffs
(Ho, Hg, Hy, H¢) ausfithrte, von besonderer
Wichtigkeit. s zeigte sich, daf die Komponen-
ten, in welche diese Linien aufge$palten werden,
symmetrisch um die Normallage angeordnet sind,
und daB die Aufspaltung proporiional zur elek-
{rischen Feldstirke mit derselben anwichst. Is
wurde senkrecht zur Feldrichtung beobachtet,
und bei dieser Anordnung erwiesen sich die Kom-
ponenten als linear polarisiert.

In den Tabellen I bis IV sind weiter unten
die Starkschen Resultate unter der Tiberschrift
.gemessen® zusammengestellt. Mit p sind die
Komponenten bezeichnet, deren elektrischer Vek-
tor parallel zur Feldrichtung schwingt, mit s die-
jenigen, bei welchen er senkrecht zur Feldrich-
tung orientiert ist. Unter AL ist der Abstand
der betreffenden Komponente (und der zu ihr
symmetrischen) in Angstrémschen Einheiten ein-

1) vgl. J. J. Thomson, Korpuskulartheorie der Ma-
terie, 6. Kap. Braunschweig 1908; N. Bohr, Phil. Mag.
26, S. 857, 1913; W. Kossel, Ann. d. Phys. 49, 8. 229,
(916,
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wisgensehaften
getragen, unter 1ot ihre relative Intensitit,
(fr.. bedeutet . fraglich®), und zwar sind die In-
tensititen nur innerhalb einer Spalte vergleich-
bar, und nicht von Spalte zu Spalte oder von Ta-
belle zu Tabelle. Die elektrische Feldstirke E, zu
welcher die tabellierten Werte von AL gehdren,
ist mit einiger Unsicherheit hehaftet und wird

von Stark auf 104 000 Voltjem geschiitzt. Eine
1l
-371 123+
5 l‘ s
«101+
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b l b
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~87 654 321123 45678+
Hs
Fig. 15.

araphische Veranschaulichung des Aufspaltungs-
bildes bietet Fig. 15, in der die Intensitit der
Komponenten durch die Linge der entsprechenden
Striche angedeutet ist, und diese, von der Nozr-
mallage (0) ausgehend, der Reihenfolge nach num-
meriert sind.

Die Theorie des Starkeffekts der Balmerserie
reduziert sich auf die Betrachtung der Bewegung
eines wasserstoffihnlichen Atoms (§ 7) in einem
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homogenen elektrischen ¥elde. Diese Bewegung
ist bei Vernachlissigung der Relativitidtskorrek-
tion eine bedingt periodische, und zwar sind es
parabolische Koordinaten, welche die Darstellung
der Impulse in der dureh Gleichung (28) gegebe-
nen Form bewirken®). Die Koordinatenflichen
entstehen durch Rotation der Fig. 16 um die
Gerade E—0, n==0 als Achse. Es sind also
zwel Scharen von konfokalen Rotationsparabo-
loiden (& = const. und n = const) und die Meri-

3
i/-oo

-7 $ §=+2

Fig. 16.

Fig. 17.

disnebenen (@ = const, wenn man durch ¢ den
Azimut oder Winkel, welchen 'die rotierende Ebene
mit einer festen Lage einschlieBt, bezeichnet).
Ein Punkt des Raumes ist demnach ‘durch die
Koordinaten &, m, & féstgelegt.

1} P. 8. Epstein, Ann. d. Phys. 50, 8. 489, 1916.
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Wir wollen von der Mitbewegung des Kerns
ahsehen und ihn als festes Zentrum auffassen.
Dann ist das Koordinatensystem so zu orientie-
ren, daB der Kern mit dem Nullpunkt zusammen-
#illt und die Gerade E — 0 die Richtung des elek-
trischen Feldes hat. Die Auflgsung des Problems
zeigt, dah die Bewegung des Elektrons in einem
ringférmigen Raum eingeschlossen ist, welcher
durch Drehung des krummlinigen Vierecks
ABCD (Fig. 17) um die Achse §=0, n=0
entsteht. Und zwar muf man sich das so vor-
stellén, daB das Elekiron' die ins Viereck einge-
zeichnete Kurve durchliuft, wihrend gleichzeitig
die Pigur {(mit variabler Winkelgeschwindigkeit)
um die-erwihnte Achse rotiert.

Die Lage der Librationsgrenzen (vgl. § 12)
€ =&, E=Es, M= My, N =Ms, hingt natiirlich von
der Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit des
TElektrons ab und ist fiir jeden individuellen Fall
der Bewegung eine andere, so daf durch geeignete
Wahl der Anfangshedingungen den Griflen &, Es,
n, M jeder beliebige Wert erteilt werden kann.
Tm Interesse des § 17 wollen wir drei Grenzfille
ing Auge fassen. Zunichst lassén wir m mit ns
und &, mit & zusammenfallen; dann zieht sich
das Viereck auf einen einzigen Punkt zusammen.
und das Elektron bewegt sich in einer zur Feld-
stirke senkrecht stehenden Kreisbahn. Anderer-
seits konnen wir &, =0 und m, =0 setzen, die
Bahnkurve erfiillt dann das durch Rotation des
Dreiecks B’ ¢ D’ entstehende Gebiet. Lassen wir
nun auch noch & immer kleiner und schlieBlich
gleich Null werden, so wird das Elektron auf die
Bewegung in einer geradlinigen Strecke be-
schrinkt: Es pendelt im Halbstrahl § =0 zwi-
achen den Punkten 0 und B’ hin und her, was-
halb ich diese Bahn als Pendelbahn bezeichnet
habe. Den dritten ausgearteten Fall erhalten
wir, wenn wir nicht &, sondern m» zu Null ab-
nehmen lassen; es ist die ganz analoge Pendel-
bahn im Halbstrahl n =0 zwischen den Punkten
0 und D’. Im Falle der Keplerellipse (ohne
elekirisches Feld, § 11) haben wir den Fall der
geradlinigen Bahn als unwahrscheinlich verwor-
fen und dies Vorgehen durch den experimentellen
Befund der Feinstrukturen gerechtfertigt gefun-

den. Die Pendelbahnen scheinen a priori eben-
so unwahrscheinlich; merkwiirdigerweise treten
aber die zu ihnen gehbrigen Komponenten im

Starkeffekt auf, wenn aunch durchweg mit &ullerst
geringer Intensitit.

Im sallgemeinen, nicht ausgearteten Fall der
Bewegung haben wir nach (29), (29%) die Quan-
tenbedingungen in folgender Form zu schreiben

] pE
2/205 ®dE=nh, zfp,, mdn=nyh, (36

= M

27

ppdo =ngh,
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and aus diesen drei Beziehungen ergibt sich die
Energie mit guter Naherung zu

A= _N#he
(nx + g+ n3)?
3n2
S (n1 + g - 923) (1 — ).

Wie die Relativitatskorrektion, hat also auch
ein elektrisches Feld die Wirkung, dal es die
Zabl der Energiestufen vermehrt und daher; so-
zusagen, die in einer Spektrallinie vorhandenen,
aber zusammenfallenden TFreiheitsgrade (Fnt-
stehungsmdglichkeiten) auseinanderzieht wnnd
sichtbar macht.

Nach der Bohrschen Frequenzbedingung (16}
erbilt man fiir die Schwingungszahl gegeniiber
der Normallage (17) einc Verschiechung vom Be-
trag

3h - |
Sxlxpec B-Z, I
N 1

Z = (g - my ) (i — 1) I

g v o=

w9, b ) (11— 1)

Wie frither bezichen sich die Quantenzahlen
m und n auf Anfangs- und Endbahn, fiir welche
bei Komponenten einer und derselben Linie resp.
mq + ma + my = const. und ng -+ me + ng = const.
gilt,

Aus der Struktur dieses Ausdrucks ersehen
wir sofort zwei wichtige Figenschaften des Stark-
effekts wasserstoffahnlicher Linien: Frsiens
geht die Aufspaltung proportional mit der Feld-
starke B, zweitens ist sie symmetrisch. In der Tat,
vertauschen wir die numerischen Werte von my
und me und gleichzeitig die von n; und ms, so
wechselt Z das Vorzeichen; d. h. zu jedem posi-
tiven Av gibt es ein gleich groBes negatives. Wir
haben bereits crwiahnt, daB Stark wirklich ein
solches Verhalten der Wasserstofflinien fest-
gestellt hatte.

Der numerische Wert des Koeffizienten st
fiir Wasserstoff (#x—=1) 6,43.10~% wenn F in
voltfem angegeben wird, und deshalb kann man
fiir die Verschiebung einer Komponente in der
Skala der Wellenlingen A schreiben

Ar=12Av=643-1032 E-Z em. . . (38

Die Auswahl der moglichen Werte von Z wird
durch die Sommerfeldschen Ungleichungen (341)
eingeschrinkt, welche in diesem Falle lauten

\nl, m2>/\n9, m3>713.. ... (39

Die Werte von A}, welche die Rechnung ex-
gab, sind in den nachstehenden Tabellen zusam-
mengestellt. Dabei wurde als Feldstarke fiir die
Linien H, und Hﬁ 106 000, fir H, 109 000 und

fiur Hg 110 000 volt/em angenommen.
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Tabelle 7 (He - Linie).
m1+m2+m8:::3 7\,:656258A
Berechnet - Gemessen
P imy il‘ngZim;‘-?lg——Qi—]—l p-Komp. | s-Komp.
A |
L Ah Qm| b Qm dh| It | Ah l[nt
ekl e Af;,:._—:.
5 147 * | — { E
L1070 i 1,6 1,2 | I
3 88 1 88 | 1.1 I :
20089 1 189+ |62, L —
tho290 % 29 | — F26 1
0. — ] (s (1 ' 0 |26
Tabelle 11 (g - Linie).
ey g+ mg = ¢ h—4861,3 A
Bere(‘hneii;ﬂ o Gem;s;f;l‘ 7
P |y ngz=21 :773—713:2[—!—1 p-Komp,  ¢Komp.
‘ ‘
k /1 7L Ill‘h l J;\. ‘¥33tv
120194 * (94l s |94l 1 (193] 1
101 16,1 [ 2 J (16,171 3 16%[ 11,5 164 1.1
3129 2 129 1182 91182 13
6, 971 2 87 1 1100 48| 97! 97
4‘ 651 % ¢ 65 1 670 1 66i128
2 3,2’ (2) } 32 1 83 12 :%,4.! 2.3
0 (@) | u 1 0 ] 14! 0§ 14

Tabelle 117 (H.

5 - Linie),

By b g =B Loz 43405 A

Berechnet Gemsessen

7 mg-n3:23§?R3—723:25+1 p- Komp . s-Komp.
MWLJ A ] Qm | AL Om 4 /L Int 4N i Int.
o1] 280 | * | 29,4 [ 1tr) |

W — [266] | 4 L 1283 1
18] 239 | s —_ 23,9 1 #0,8

17— 227 | 4 228 | 1,1
1) — 213 | * —

15 20,0 .3 — 199 72 !

18] — 17,3 . = 178 | 6,1
12| 160 | 3 - 159| 2,0

11 144 | # — e ;

0] — 133 1 2 133 | 43
9] 120 * — -

8| 10,6 g — 106, 1

7] — 9,3 2 i 97 | 1,2
6| — 80 | * { —

51 8,7 2 - — 6,6 1.5

41— I B3 = i —

3| — | 40 (3) | 39 |36
21 27 2 — 26 1,6

T I — Co

0] — o ) ‘ 10 |72

Man sieht, daB die Ubereinstimmung zwischen
Rechnung und Erfahrung eine vorziigliche ist.
Die stirkeren Komponenten liegen genau sn den
berechneten Stellen, nur bei sehr schwachen Li-
nien, deren Lage schwer zu mesgen ist, sind die
Abweichungen mitunter etwas gréBer. Mit einem
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Tabelle IV (Hpy - Linie).
Wy~ Mg+ Mg = B, A =410L,7 A
Berechnet Gemessen
i’mgmng:QZ Mg~gtz =21+ 1] p-Komp. | s-Komp.
| 4% | Qm | dh | Qm | 44]Tnt | 4} | 1ot
i .
32| 381 | * , 87,5 | 1165
30| 358] 5 34,81 (fr)
28| 334 | 4 | f 33,41 7,2
26 3091 * 30,4 1,8
24) 286 4 ‘ 286 2.8
22 : 26,2 3 25,81 2,4
200 238 | 4 242) 1.1
18 | 213 | 3 212 2,0
160 191 | 8 j 19,6 1.2
14 16,7 3 17,21 1
i2) 143 3 1441 1,5
10 1,9 | (3 11,9 21
81 95 2 96| 1,2
6 78 (8) 74| 3,2
4] 481 @ 52 1
2 2.4 (8) 24| 1,8
0 0 | @ : — '

Sternchen (*) sind die Komponenten bezeichnet,
die ihre Entstehung Pendelbahnen (als Anfangs-
oder Endbahn) verdanken. Wir haben schon er-
wihnt, dal das Auftreten solcher Bahnen sehr
unwahrscheinlich ist; man sieht, da8 sie durch-
weg die schwichsten Komponenten ergeben, und
bei den Linien H, und H, zum groften Teil dber-
haupt nicht aufgenommen werden konmten. Vom
diesen Komponenten abgesehen, gibt es nur eine
einzige. theoretisch vorausgesehene, welche sich in
den Starkschen Aufnabmen nicht findet (H;, Z
== 0). Dagegen treten drei Linien auf, welche den
Quantengleichungen (39) widersprechen, das sind
die eingeklammerten A A der Tabellen III und IV.
- Interessant ist, daf die zwei ersten Ungleichun-
gen streng gelten und in keinmem Falle durch-
brochen werden, wihrend die dritte, welche sich
nach (86) auf den Azimut o bezieht, wib es
scheint, nur im groben richtig ist. Fine #hnliche
Sonderstellung  der  azimutalen Quantenzahl
konnte Sommerfeld am Bilde der Feinstrukiuren
bei Funkenerregung des Leuchtens feststellen.
Fir die Polarisationen ergibt sich eine sehr
merkwiirdige empirische Regel: Eine geradzak-
lige Differenz der azimutalen Quanitenzahlen
ms—ng fikrt auf parallele (p-) Polarisotion, eine
ungeradzahlige auf senkrechte (s-) Polarisation.
Diese Regel gilt ausnahmslos, wenn uns auch
jeder Anhaltspunkt zu jhrem Verstindnis fehlt.
Es scheint sogar, daB es nicht mbglich sein wird,
den Polarisationszustand aus den Orientierungen
der Anfangs- und Endbabn zum elekirichen Feld
zu erkldren; denn beim Ubergang des Elektrons
zwischen zwei der vorhin erwihnten Kreishah-
nen, die ja immer senkrecht zum Felde stehen,
ergeben nach dieser Regel die Linien H. und H,
s-Kompenenten, H, und Hs p-Komponenten.

Epstein: Anwendungen der Quantenlehre in der Theorie der Serienspektren.

2489

Fiur das Zustandekommen einer groBen In-
tensitdt einzelner Komponenten glaube ich eine
notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung
darin zu erblicken, daB eine der Quantendiffe-
renzen Mi—~ni, Me—ng, Mg—ny miglichst grob
sein muf. Aus diesem Grunde ist die groBte dieser
drei Differenzen unter ¢, in den Tabellen an-
gegeben.

Jedenfalls bilden die besprochenen Ergebnisse
der Theorie des Starkeffekts, neben der Sommer-
feldschen Theorie der Feinstrukturen, einen der
schlagendsten Beweise fiir die Richtigkeit der
Planckschen Quantenlehre und der von Bohr ge-
machten Anwendung derselben auf die Atomistik.

IV. Abschnitt.
Strulktur des Phasenraumes.

§ 16. Bedeutung der Planckschen Hypothese
fir die Statisttk. — In der Darstellung
der Anwendungen haben wir an die von

Sommerfeld aufgestellte (§ 11), von Schwarz-
schild und dem Verfasser prizisierte (§ 12)
Fassung der Quantenbedingungen angekniipft.
Wir wollen jetzt auf die Form eingehen,
in welcher Planck selbst diese Bedingungen fir
den Fall mehrerer Freiheitsgrade ausgesprochen
hat, und zu diesem Zwecke zunichst die in § 3
gemachten Angaben iiber die ,,Hypothese der
Wirkungsquanten® durch einige Betrachtungen
iiber ihre statistische Bedeutung erginzen.

Der Grund, welcher Planck bewog, von der
Auffassung der Energiequanten (§ 2) abzugehen,
war ein MiBverhilinis zwischen dem elektrodyna-
mischen und statistischen Teil der ersten Fassung
seiner Theorie der schwarzen Strahlung. Wih-
rend die Wechselwirkung zwischen Resonatoren
und Sirahlungsfeld nach den Gesetzen der Elek-
trodynamik vor sich gehen sollte, und daher ein
Regonator jeden beliebigen Energiewert anneh-
men konnte, wurde bei den Betrachtungen iber
die Verteilung der zur Verfiigung stehenden
Energie auf die einzelnen Resonatoren die An-
nahme gemacht, daf nur diskrete Energiestufen,
némlich Multipla von Av, méglich seien.

An Hand der Fig. 1 kSnnen wir uns diesen
Sachverhalt graphisch veranschaulichen: Wir
wissen (§ 8), daB durch Angabe der Lage des
Elektrons « (bzw. ¢) und des Impulses p der
Zustand des linearen Resonators vollkommen be-
stimmt ist. Daher entspricht einem jeden sol-
chen Augenblickszustand, den man nach Gibbs
eine ,,Phase” des Systems nennt, ein Punkt des
(p, ¢)-Diagramms oder, wie man sagé, der ,,Pha-
senebene”. Mit der Zeit durchliuft der den Zu-
stand eines Resonators repriisentierende Punkt
eine Kurve, die ,,Phasenbahn®, welche, falls keine
Energieznfubr stattfindet, eine Ellipse ist (§ 3).
Haben wir eine groBe Anzahl von Resonatoren, so
entspricht einem jeden in jedem Augenblick ein
Punkt des Diagramms nnd die Verteilung dieger
Phasenpunkte gibt uns die Energieverteilung,
wenn wir bedenken, daB die Energie in einem

40
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Punkt durch die Bestimmungsstiicke (nach §§ 2.3
A =15%2u) der durch ihn hindurchgehenden
Elipse der konzentrischen Schar gegeben ist.

Das Ziel der statistischen Betrachtungen ist es,
die Dichte, mit welcher die Punkte im Diagramm
verteilt sind, oder die ,,Phasendichte®, zu ermit-
teln, und zwar fir den wahrscheinlichsten Zu-
stand des aus alien Hesonatoren bestehenden Ge-
samtsystems, bei welchem sich die Resonatoren
untereinander und mit der Strahlung im Gleich-
gewicht befinden.

Nach dem ersten elektrodynamischen Teil dex
Untersuchung kann nun jeder Energlewert vor-
kommen und deshalb miifte die Phasendichte
kontinuierlich sein, d. h., es miiiten in jeder Ent-
fernung vom Nullpunkt Phasenpunkie liegen kon-
nen. Auf der Mechanik und Elektrodynamik
aufgebaute Wahrscheinlichkeitshetrachtungen sa-
gen uns indessen noch mehr aus: es ist aus
ihnen a priori gewi, daf die Phasendichte eine
stetrge Fuanktion des Ortes sein muB, welche anf
den elliptischen Kurven konstante Werte anneh-
mend, sich stetig vom Nullpunkt nach auBen hin
indert. Der genauere Verlauf dieser Funktion soll
gerade im zweiten statistischen Teil aufgefunden
werden. Aber in diesem war Planck gezwungen,
anzunehmen, dafl die Punkfe in der Phasenebene
diskontinuterlich verteilt sind und nur auf den
diskreten, der Beziehung A — % v geniigenden (in
Fig. 1 eingezeichneten) Kurven liegen kénnen.
Denn nur so war es moglich, zum richtigen Strah-
lungsgesetz zu gelangen.

Um diese Hirten zu- beseitigen und gleich-
zeitig die ndtig gewordene Ab#nderung der Elek-
trodynamik auf ein Minimum zu beschrinken,
fnderte Planck seine Hypothese insofern ab, als
er annahm, daB zwar die Absorption des linearen
Resonators nach den uns bekannten Gesetzen er-
folgt, derselbe jedoch im allgemeinen nicht
strahlen kanm, d. h. daB er keine ,Dimpfung®
besitzt.

Auf dem Gebiete der Emission 1iBt sich unser
Vorstellungsvermégen einen quantenhaften Pro-
zefl viel eher gefullen; es wird daher angenom-
men, daf Ausstrahlung nur in den Momenten
stattfinden kann (aber nicht stattfinden muB),
wenn die Energie des Resonators ein ganzes
Vielfaches von hv betrigt. Und zwar soll er
dann auf einmal seinen gesamten Energieinhalt
abgeben. Da jetzt die Elektrodynamik von vorn-
herein aufgegeben wird, so ist auch die SechluB-
folgerung auf stetige Anderung der Phasendichte
ficht mehr zwingend, aber mit Riicksicht auf die
Absorptionsverhidltnisse mubf sie nach wie vor
kontinuierlich sein. Statt der Annahme der dis-
kontinuierlichen Verteilung der Wahrscheinlich-
keit fithrt Planck deshalb die neue ein, .daf sie
zwar kontinuierlich, aber unstetig verteilt ist:
Tnnerhalb der ringférmigen Gebiete vom Flichen-
inhalt A g =h, welche durch die ausgezeichmeten
Kurven der Fig. 1 begrenzt werden, soll die Wahr-
scheinlichkeit oder, was dasselbe ist, die Phasen-
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diehte konstant sein und nur an den Grenz-
kurven selbst zum n#chsten Gebiet treppenartig
abfallen (bzw. ansteigen). Fiar die schwarze
Strahlung ergibt sich unter c%iesen‘ Voraussetzun-
gen dieselbe spektrale Verteilung wie uunter den
friitheren.

Das Wirkungsquantum ) erhilt somit die Be-
deutung des numerischen Betrages eines Elemen-
tarbereiches der Wahrscheinlichkett, insofern als
die Statistik zwischen verschiedenen Punkten
cines solchen Bereiches Ay nicht unterscheidet.

Die ,statischen® Phasenbahnen reprisentieren
nach der neuen Auffassung nicht mehr die einzig
méglichen Bewegungen, sondern sind nur inso-
fern ausgezeichnet, als sie die Begrenzungen der
Klementarbereiche darstellen. Eine interessante
Folgerung aus diesen Hypothesen besteht darin,
daB man den Resonatoren ihre Energie nicht
vollstindig entziehen kann, indem man sie mit
Straklung von sehr geringer Intensitdt (d. h.
sehr tiefer Temperatur) ins Gleichgewicht setzt.
Denn wenn sich alle Phasenpunkie, von welchen
jeder einen Resonator darstellt, im innersten Ele-
mentarbereich befinden, so ist weitere Energie-
verminderung nicht mdglich, da mnach obigem
Ausstrahlung nur fiir Energiewerte A4 = nhv
(d. h. von den statischen Kurven aus) stattfindet.
Daher besitzt das System auch im absoluten Null-
punkt der Temperatur eine sogenannte Null-
punktsenergie vom durchschnittlichen Beirage
Iy vf2 pro Resonator.

Geht man von dem linearen Resonator zur
Betrachtung anderer Systeme iiber, so liegen die
Verhiltnisse ganz analog: immer kann man die
statischen Bahnen entweder als die einzigen mog-
lichen auffassen oder aber die Existenz aller mit
der Mechanik vertriaglichen Bahnen zulassen und
die statischen nur als wahrscheinlichkeitstheore-
tisch ausgezeichnete betrachten. Die lefztere
Auffassung, deren Vertreter Planck ist, bat in
keinem Falle zu Widerspriichen mit der Er-
fahrung gefiithrt, vielmehr kann man vielleicht
von ihr die Aufklirung einzelner, bis jetzt
dunkler Prohleme erwarten (spezifische Warme
zwelatomiger Gase). Eine scheinbare Schwierig-
keit, die sich in einem Spezialfall (Theorie des
Rotationspektrums) ergab, hat Planck neuerdings
in iiberraschender Weise hinweggeriumt. Auch
die Bohrsche Theorie (§8 7, 8) 188t sich mit die-
sem Standpunkt ohne weiteres vereinbaren, wenn
man die Bedeutung der Bohrschen Frequenzbe-
dingung etwas verschiebt: Man braucht nur an-
zunehmen, daB Strahlung (bzw. Energiefinde-
rung) normalerwelse wnicht stattfindet, wenn
aber das Elekiron gestért wird. dasselbe in eine
neue Bahn iiberspringt, wobei die ausgesandte
Scehwingungszahl nach der Frequenzbedingung
(16) durch die Energien der Orenzen des alten
und neuen Elementarbereiches bestimmt wird.

§ 17.  Struktur des Phasenraumes. — Im
Lichte der Ausfithrungen des letzten Paragraphen
lassen sich die Standpunkte, welche den beiden



Heft 17. "
26. 4. 1918;

Fassungen (5) und (5a) bezw. (5b) der Planc};-
schen Quantenbedingung zugrunde liegen, wie
folgt prizisieren: Im ersten Falle wird das Dop-
pelintegral iiber Phasenpunkte, welche verschie-
denen Energieinhalten eines Resonators ent-
sprechen, ausgedehnt, d. h. die statischen Kur-
ven, werden aus einer Betrachtung aller Zustinde,
welche der Resonator unter ganz verschiedenen
Bedingungen annehmen kann, erschlossen. Im
zweiten erstreckt sich die Integration iiber eine
individuelle, ohne duBere Storung bei konstanter
Energie verlaufende Bewegung des Resonators.
Dementsprechend kann man auch bei der Behand-
lung mehrdimensionaler Systeme an die eine oder
die andere Auffassung ankniipfen. Den zweiten
Weg hat Sommerfeld beschritten (§ 11), der erste
wurde gleichzeitiz von Planck eingeschlagen.

Im allgemeinen Fall von f Freiheitsgraden
mit den Variablen ¢; und Impulsen p;
(t=1,2...f) entspricht einem Augenblickszu-
stand oder einer ,,Phase” des Systems ein spe-
zielles Wertesystem der 2f Bestimmungsstiicke
Pis gi . Die Gesamtheit aller Phasen bildet nicht
eine Ebene, sondern eine” Mannigfaltigkeit von
27 Dimensionen: einen idealen 2 f-dimensionalen
Phosenraum®, wenn man die pi, ¢; als recht-
winkelige Koordinaten auffaBt. Auch hier fragt
Planck naeh den FElementargebieten A G der
Wahrscheinlichkeit oder nach der ,,Struktur des
Phasenraumes®. Da jedes eingzelne Produkt p;-g;
schoun die Dimension einer Wirkung hat, so muB
der Rauminhalt des Elementargebietes (von 2 f-
Dimensionen)

A G =nt

gesefzt werden. Wie findet man nun die Begren-
zungen der Elementarbereiche A G? Planck tui
dies, indem er f Ausartungen der allgemeinen
Bewegung des Sytems aussucht, von demen jede
eindimensional verliuft, und die daher nach § 3
behandelt werden kénnen. Aus den Ldsungen
dieser Spezialfille wird dann die allgemeine
Losung aufgebaut.

Ob es in jedem Falle méglich, f ausgeartete
Bewegungen von der geforderten Beschaffenheit
anzogeben, ist noch nicht untersucht. Jedoch 1484
sich diese Forderung jedenfalls in einer um-
fassenderen Gruppe von Systemen erfillen, als
es die bedingt periodischen (§ 12) sind; und fir
diese letztere Klasse von Bewegungen lassen sich
die Planckschen Vorschriften vollstindig durch-
fithren. Z. B. wiren bei der Keplerbewegung des
§ 11 (f =2) die Kreishahn (r = const) und die
zu einer Geraden ausartende Ellipse vom Achsen-
verhéltnis Null (¢ = const) zu betrachten; beim
Starkeffekt (f—=238) die drei anf S. 247 be-
sprochenen Ausartungen (Kreishahn und die bei-
den Pendelbahnen). Man kann nun allgemein
zeigen, dali fir ein bedingt periodisches System
der Ausdruck fiir den Rauminhalt des Flemen-
tarbereichs im allgemeinen in f Faktoren zerfillt.

AQ=Adg - dg;....4gr,
von denen jeder (Ag”) den Flicheninhalt eines Be-
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reiches der entsprechenden Koordinatenebene

(pi, qi) vom Betrage h darstellt; ferner, daB die
quantentheoretisch ausgezeichneten (statischen)
Bewegungen des Systems genaun mit den dureh die
Bedingungen (29), (29') des § 12 festgelegten zu-
sammenfallen). Demnach waren in der Planck-
schen Theorie die Quantenbedingungen (29) fir
bedingt periodische Systeme, nebst den cus thnen
in den §§ 18 und 15 fir Spezialfille gezogenen
Schliissen bereits implizite (obwohl, wie es scheint,
bis jetzt nur teilweise erkannt) enthalten.

Auf eine von Einstein?) gegebene interessante
Fassung derselben Bedingungen kénnen wir im
Rahmen dieses Aufsatzes mnicht eingehen, wir
wollen jedoch an dieser Stelle einen wichtigen
Gesichtspunkt, der an die Auffassung, da8 die
statischen Bahnen die einzigen méglichen sind,
ankniipft und von Ehrenfest (1916) herrithrt,
kurz erwihnen. Man hetrachte die Anderung,
welche ein System erfihrt, wenn man einen
duleren Parameter desselpen (d. h. niché eine der
Variablen p, ¢) langsam beeinfluft, z. B. wenn
man im Starkeffekt das HuBere elekirische Feld
allmihlich anwachsen 148t. Finen solchén Pro-
zefl nennt man eine ,,adiabatische Zustandsinde-
rung”, weil dabei die Energie des Systems nur
durch Vermittlung des anBeren Parameters, nicht
aber durch direkte Zufithrung Jebendiger Kraft
verindert wird; genan wie bei der adiabatischen
Kompression eines Gases eine Anderung des
Energieinhalts nur durch die aufgewandte Arbeit
und nicht durch direkten Wirmeaustausch er-
folgt. Im Anfangszustand fithrt das System
nach der Quantentheorie irgend eine statische
Bewegung aus; geht man von einer solchen aus,
und unterwirft dasselbe einem wunendlich lang-
samen adiabatischen ProzeB, so kann man einer-
seits die Quantenbedingungen voritbergehend
aufler Acht lassen und nach der Bewegungsform
fragen, welche aus der urspriinglichen rein
mechanisch hervorgeht. Denn die Anfangsbe-
wegung erfihrt bei diesem Prozef nach den Ge-
setven der Mechanik eine stetige Verdnderung,
so daf ihr ganz eindeutig in jedem Augenblick
eine neue entspricht. Andererseits konnte man fiir
jeden Wert des Parameters die Quantenbedingun-
gen aufstellen und die mit ihpen vertridglichen
statischen Bahnen ermitteln. Es entsteht nun die
Frage, ob Mechanik und Quantentheorie gich un-
unterbrochen gegenseitis stéren und durch-
kreuzen. oder ob sie tbereinstimmend auf die-
selben Bewegungsformen fithren? Der Inhalt der
Ehrenfestschen Adiabatenhypothese beteht darin,
daB das Letztere angenommen wird: Quanten-
theoretisch zulissige Bewegungen gehen dureh
einen unendlich langsamen adigbatischen Prozef

*) Nach unverstientlichten Untersuchungen des Ver-
fassers. In gewissen Spezialfillen muB man von bei-
den Standpunkten aus an Stelle von P in {29) p—pe
{vgl. § 3) schreiben.

191? A. EBinstein, Verh. & D. phys. Ges. 19, 8. 82,

i.
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{rein mechanisch) wieder in gquanfentheoretisch
zulissige Uber. Hieraus folgt, dal diejenigen
Konstanten der Bewegung, welche nach den
Quantenbedingungen (25) der Universalkonstan-
ten n.h gleich gesetzt werden, sich wihrend
einer adiabatischen Zustandsinderung nicht
sndern konnen oder, wie man sich ausdriickt,
sodigbatisch invariant” sind. Die Priifung dieser
Hypothese fiir periodische (Ehrenfest) und be-
dingt periodische (Burgers) Systeme ergab, daf
die Quantenintegrale der §§ 11 und 12 in der Tat
adiabatische Invarianten darstellen.

Die Adiabatenhypothese hat bereits zur Auf-
klirung gewisser begrifflich schwieriger Fille
beigetragen; ihre Wichtigkeit liegt auf der Hand,
wenn man bedenkt, daf man durch adisbatische
Prozesse von einfachen Systemen zu komplizier-
teren fibergehen kann. Natiirlich kann man diese
Hypothese auch auf den andern Standpunkt, daB
die statischen Bewegungen nicht die einzig mdg-
lichen, sondern nur wahrscheinlichkeitstheoretsich
ausgezeichnet sind, iibertragen, indem man in
ihrer Formulierung das Wort ,zulissige® durch
.ausgezeichnete® ersetzt.

§ 18. Schluf. — Durch die vorangehenden
Ausfithrungen, besonders des II. und IIL. Ab-
schnittes, wird der Leser den Eindruck gewonnen
haben, diB die Plancksche Theorie auf dem noch
jungen Gebiet ihrer Anwendungen auf die Ato-
mistik und Spekiroskopie bereits eine Reihe ge-
sicherter Ergebnisse aufzuweisen hat, welche man
ohne Ubertreibung als grofe Erfolge bezeichnen
kann, und welche den Versuch rechtfertigen,
diesen Gegenstand einem groferen Leserkreise zu-
ginglich zu machen. Jeder, der auf diesem Ge-
biete arbeitet, ist sich indessen bewuBi, da8 wir
noch weit davon entfernt sind, iiberall klar zu
sehen: Noch viele begriffliche und rechnerische
Schwierigkeiten miissen iiberwunden, viele pro-
visorisehe Vorstellungen verschoben oder ersetzt
werden.

Zunichst wird man die Frage stellen, wie man
bei allgemeineren mechanischen Systemen als die
bedingt periodischen die quantentheoretisch zuldis-
sigen Bewegungen auffinden kann. Ansitze zu
ihrer Beantwortung sind bereits vorhanden: Wir
haben bereits erwihnt, daB die Plancksche Be-
handlungsweise itber den Bereich des bedingt Pe-
riodischen hinausgreift, wenn es auch nicht leicht
sein diirfte, zu den eindeutigen Vorschriften fiir
ihre allgemeine Durchfithrung zu gelangen. An-
dererseits hat Burgers') auf eine von Delaunay
(1860) in die Himmelsmechanik eingefiihrte Me-
thode hingewiesen, deren begrifflicher Inhalt da-
rin besteht, ein System durch eine Reihe nach
einem bestimmten Verfahren snkzessive auszu-
wihlender bedingt periodischer Systeme beliebig
weit zu approximieren. Der Verfasser war be-
reits ohne Kenntnis der Delaunayschen Unter-

1y J. M. Burgers, Amsterdam Proceedings, S. 170,
1917, ‘
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suchung bei der Behandlung spezieller Beispiele
auf die Mdoglichkeit einer solchen Approxi-
mation aufmerksam geworden. Die von ihm
nach diesem Verfahren ausgefiihrten Berech-
nungen iitber das Spektrum des neutralen
Heliums (Dreikdrperproblem) scheinen sber lei-
der zu keinen groflen Hoffnungen auf die Me-
thode zu berechtigen. SchlieBlich diirfte es mbg-
lich sein, die im letzten § besprochene Adiabaten-
hypothese von FEhrenfest als heuristisches Mittel
zu verwenden.

Dies sind indessen rein praktische Fragen,
deren Lisung uns vielleicht schon die allermichste
Zukunft bringen wird. Ernster jedoch scheinen
die Schwierigkeiten zu sein, welche mit der prin-
zipiellen Seite der von Bohr gemachten Annah-
men (§§ 7, 8) zusammenhingen. Wir haben an
verschiedenen Stellen erwihni, daBl sich die
Quantentheorie in bewufiten Gegensatz zur Elek-
trodynamik setzt und der letzteren im Atom-
innern nur eine beschrinkte Giiltigkeit zugesteht.
Wie muB man aber die Elektrodynamik abindern,
um diese QGegensitze auszugleichen? DaB es
eine Synthese der beiden Lehren ist, welche
uns fehlt, sieht man u. a. asus dem folgen-
den Umstand: Der Starkeffekt wird durch die
Quantentheorie vollstindig erklirt, wihrend die
Elektrodynamik fiir ihn versagt; umgekehrt ist
es bis jetzt bei der scheinbar verwandten Erschei-
nung des Zeemaneffekts (Aufspaltung von Spek-
trallinien’ im Magnetfelde), hier kommt man vor-
laufig mit der Elektrodynamik weiter als mit der
Quantentheorie (wenn auch zu keiner vollstindigen
Erklirung). Warum findet wihrend der Bewegung
in einer statischen Bahn keine Strahlung statt, und
wie liegen die Verhiltnisse, wihrend das Elekiron
von einer statischen Bahn zu einer andern springt?
Die einzigen Tatsachen, welche uns tiher den letz-
teren Vorgang bekannt sind, sind die Bohrsche
Frequenzbedingung (§ 8) und die Polarisations-
regel beim Starkeffekt (§ 15). TUnd diese beiden
Gesetze tragen in ihrer heutigen Fassung einen
gewissermaBen teleologischen, den Naturforscher
geradezu verletzenden Charakter, so dal viele
Fachgenossen gich an diesen ,,Bauernregeln® mit
Recht stoflen. ¥is wire in der Tat sehr erwiinscht.
den Emissionsvorgang in allen Einzelheiten zu
fiberblicken und die Erklarung der erwihnten Ge-
setze einzusehen. Wenn diese Forderungen fiir
den Augenblick auch zu hoch gespannt erscheinen,
so kinnte man vielleicht schon jetzt mit mehr
Ausgsicht auf Erfolg versuchen, durch Einbezie-

“hen der Freiheitsgrade des Athers die Frequenz-

bedingung auf dieselbe Form (25) zu bringen, wie
die fiir die Materie giiltigen Quantenbedin-
gungen.t)

Wenn demnach die Quantentheorie noch viele

1) Wie A. Rubinowicz (Phys. Zs. 18, S. 96, 1917}
gezeigt hat, 188t sich dies fiir die Theorie der schwar-
zen Strablung durchfiihren; auch die im letzfen Saiz
des Textes enthaltene Bemerkung verdanke ich Herrn
Rubinowice.
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Liicken auszufilllen hat, vielleicht sogar erst in
den Anfingen steckt, kinnen wir immerhin mit
dem Tempo des Anwachsens der Kenntnisse vom
Atom, welche wir ihr verdanken, zufrieden sein.
Wer den Gang der Entwicklung in der letzten
Zeit und die erreichten Erfolge ohne Voreinge-
nommenheit wberblickt, muB zugeben, daB das
Werk von Maxz Planck uns auf dem Wege zum
leteten Ziel der exakten Naturwissenschaften, der
Erkenntnis der Struktur von Materie und Ather,
um eine Strecke weitergebracht hat, welche noch
vor wenigen Jahren auch den kithnsten Hoff-
nungen in weite, unbestimmte Ferne zu fithren
schien.

Uber den Begriff des Zufalls
und den Ursprung der Wahrscheinlich-
keitsgesetze in der Physik.

Von Prof. M. v. Smoluchowski ¥, Krakau.

L

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche seit
Beginn ihrer Entwicklung mit gréftem Erfolg
hauptsdchlich in dem sonst der mathematizchen
Béhandlung wenig zuginglichen Bereich sozialer
und biologischer Vorginge angewendet wurde, hat
sich in den letzten Zeiten ein iiberaus wichtiges
Anwendungsgebiet erobert: die Physik. Und
zwar ist damit nicht etwa die seit Gaupf’ Zeiten
als eigene Hilfsdisziplin ausgebildete Theorie der
Fehlerausgleichung bei physikalischen Messungen
gemeint, sondern gerade das eigentliche Geriist
dieser Wissenschaft, das System der theoretischen
Physik.

Zum ersten Male in den Jahren 1857-—1860
von Clausius und Mazwell als eigenartiges mathe-
matisches Hilfsmittel in die kinetische Gas-
theorie eingefithrt, hat die Wahrscheinlichkeits-
rechnung, mach einer voriitbergehenden Periode
der Stagnation, infolge des schlieBlichen Sieges
der atomistischen Anschauungsweise eine fiir die
Physik ganz grundlegende Bedeutung gewonnen
tind bildet heute das wichtigste Werkzeug bei
Forschungen auf dem Gebiete der modernen
Theorien der -Materie, der Elektronik, Radioakti-
vitit und Strahlungstheorie. Entspricht doch ihr
Wesen durchaus der heute zur Herrschaft gelang-
ten Tendenz, simtliche Gesetze der Physikl) —
nach dem Vorbild der kinetischen Gastheorie —
auf Statistik verborgener Elementarereignisse zu-
riickzufithren, wobei die ,,Einfachheit® derselben
als sekunddre Folge des Wahrscheinlichkeitsge-
setzes ,der groflen Zahlen® aufgefaBt wird.

Trotz dieser enormen Ausdehnung des An-
wendungsbereiches dexr Wahrscheinlichkeitsrech-

2} Von dieser Tendenz sind bisher nur die Lorentz-
schen Gleichungen der Elektronentheorie, das Energie-
gesetz und Relativititsprinzip unberiihrt geblieben,
aber es ist wohl méglich, daB im Laufe der Zeit auch
hier exakte Gesetzesformen 'dureh statistische Regel-
méRigkeit ersetzt werden diirften.
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nung hat die exakte Analyse der ihr zugrunde
liegenden Begriffe nur geringe Fortschritte ge-
macht; es gilt wohl noch heute der Satz, dal
keine zweite mathematische Disziplin auf so un-
klaren und schwankenden Grundiasgen aufgebaut
ist. So werden die Grundfragen nach der Sub-
jektivitdt oder Objektivitit des Wahrscheinlich-
keitsbegriffes, nach der Definition der Zufallig-
keit usw. von verschiedenen Autoren in diametral
entgegengesetzter Weise beantwortet. Insbeson-
dere ist auch eine allgemeine und mathematisch
exakte Prizisierung der fiir die Anwendbarkeit
dieser Rechnungsmethode charakteristischen Be-
dingungen mnoch immer ausstindig, und man
pflegt sich in dieser Hinsicht meist auf ein intui-
tives Wahrscheinlichkeitsgefithl zu verlassen.

Als kleiner Beitrag zu derartigen Unter-
suchungen mégen die nachfolgenden Bemerkun-
egen aufgefaBt sein, welche von der Anwendung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Physik
ausgehen, in der gewisse grundsiizliche Schwie-
rigkeiten in besonders krasser Form auftreten.
Ich will singestehen, daB gerade das Unbefriedi-
gende der diesheziiglichen Ausfithrungen in ge-
wissen, sonst hoichst beachtenswerten neueren
Werken die Entstehung dieser Studie veranlafBt
hat. Im tibrigen bezweckt dieselbe selbstverstind-
lich keineswegs eine allseitige und endgiiltige
Aufklirung des ganzen damit zusammenhingen-
den Komplexes philosophischer Fragen, sondern
will nur eine Anregung zu weiteren Untersuchun-
gen in einer bestimmten Richtung geben, indem
einige  Leitgedanken hervorgehoben werden,
welche die bisher allzusebr vernachlissigte objek-
tive Seite des Wahrscheinlichkeitsbegriffes ins
rechie Licht setzem sollen.

II.

Die Frage, welche Ereignisse in den Geltungs-
bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung fallen,
wird wohl allgemein dahin beantwortet: die-
jenigen, deren Einitritt vom Zufall abhingt., Die
Untersuchung dieses letzteren Begriffes ist also
jedenfalls das Primiire, und wir werden uns vor
allem klar zu machen suchen, wodurch das Wesen
des Zufalls gekennzeichmet ist. Damit hingen
zwei vielumstrittene Probleme zusammen, deren
Schwierigkeit angesichts der exakten mathemati-
schen Spekulationen der theoretischen Physik
sich besonders fithlbar macht, nimlich:

1. Wie ist es moglich, daB sich der Effeks
des Zufalls berechnen lasse, daf also zu-
fillige Ursachen gesetemifiige Wirkungen
haben?

2. Wie kann der Zufall entstehen, wenn alles
Geschehen nur auf regelmifBige Natur-
gesetze zuriickzufiihren ist? oder mit an-
deren Worten: Wie kénnen gesefemdfige
Ursachen eine zufillige Wirkung haben?

Betrachtet man in populirer Weise den Zu-
fall als die Negation des GesetzmiBigen, so sind
diese Widerspriiche -gewiB vollstindig uniiber-



