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Bemerkung zu dem Kontinuit~tsbeweise ffir die LSsbarkei~ des 
Riemannschen Problems. 

(Auszug aus einem Briefe an Herrn D. Hilber~.) 

Von 

LUDWIG SCHLESINGER in Klausenburg. 

In Ihrem gesch~zten Schreiben yore 27. September 1905 bemerken Sie, 
dab ,,die Mannigfaltigkeit M*) die Grenzen b 1 =-oo, b~, bs, . . .  beliebig; 
b2-----oo, bl, b s , " "  beliebig; . . .  besitz~, d. h. jedenfalls an diesen S~ellen 
ebenfalls die Kenntnis der analytischen Abhiingigkei~ der ~ yon den b 
niitig ist, damit die Kontinuitiitsmethode anwendbar wird". 

Ich habe reich in meiner Arbeit darauf beschri~ukt zu sagen, dab die 
yon Herrn Poincar6  aufges~ellten Prinzipien der tug,bode de continui~ 
den Schlul~ ges~atten, dab auch jedem Punk~e yon M ein Punkt yon M 
entsprechen miisse. Mi~ Rticksich~ auf Ihre Bemerkung miichte ich mir abet 
erlauben, etwas ausfiihrlicher auf die Darlegung der in Be~racht kommen- 
den Schliisse einzugehen~ namentlich um zu zeigen, dab sich auch das Ver- 
baleen der fl, wenn die b in eine der singul~ren Stellen der Mannig- 
faltigkeit M einrticken, in sehr einfacher Weise direk~ angeben l~i~t. 

Es sei 

dye. 2 '~ A(~) (1) ~-~- = x _ a ,  y~. ( z =  l, 2,.  . . ,n)  
~=1 v = l  

ein kanonisches lineares Differentialsystem, fiir das (wie in meiner erw~ihn~en 
Abhandlung) der Einfachheit wegen voramsgesetzt werden m(ige~ dal~ die 
Wurzeln der zu den singuli~ren Punkten a l , . . . ,  aa~ aa+l-~ ~ gehiirigen 
determinierenden Fundamentalgleichungen 

wo 

. l, # + 1), 

A{,• + 1) ~ A(") 
i k ~ ~ "-ra'i k 7 

*) Siehe meine Abhandlung Crelles Journal Bd. 1S0, B. 48. 
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keine ganzzahligen Differenzen aufweisen. Es seien r~), �9 �9 ", r(~ *) die Wurzeln 
der Gleichung (2). Die zum singuliiren Punkte a,, geh~irige Integralmatrix 
hat die Form: 

(~) = ( < ~ - ~ S )  

wo die q~!~ Funktionen bedeuten, die in der Umgebung yon x = a, holomorph 
sind und deren Determinante 19~)1 ffir x = a,, yon :Null verschieden isk 
Aus den Oleichungen 

(2u x--a~,A'~ )_ (~ , , ) ) -1 (~)  
oder~ wenn 

gesetzt wird, aus 

x--av ~-- \'ri~. dx"" + x a• _ _  "2"2 k /  

v = l  ~ = 1  

folgt die Darstellung 
r!") 

(3) ( ~ ! )  = r~(~  -~ 
\ ' r  i k / a  v " " 

\ o 
\ " r  ike]a,  ~ 

wo der den Matrizen angeh~ngte Buchstabenindex andeuten soll, dab dio 
Elemente der Matrix fiir den betreffenden Wert  yon x zu nehmen sin& 

Es mSge nun (Y~k) diejenige Integralmatrix bedeuten, die sich ftir 
den reguliiren Punkfi x = x o auf die Einheitsmatrix (0",k) reduziert, und es sei 

dann ist also 

\ i k]xo  

und folglich is~ die Fundamentalsubstitution, die (Y,k) bei Umkreisung des 
Punktes a, erf~hrt, in der Form 

~ ) \ ik] ----- t,~k/x ~ 

oder in der Form 

\ 0  e~'~Y-:T"(~ ) 
dargestellt. 



Kontinuit'~tsbeweis bei dem Riemannschen Problem. 275 

Denken wir uns ffir ein bes~imm~es Differentialsystem (1) die r~) ein 
far a11e Male fixiert, so hKngen die A!~,) noeh yon gewissen willktirlichen 
Parametern bl, . . ,  b~v, wo N =  n~a--  ( a + l ) n  + 1, ab, deren Mannig- 
fal~igkeit M in dem Sinne als eine gesehlossene zu bezeiehnen is~, dab 
sie dutch keine Mannigfaltigkei~ yon um Eins niedrifferer, also ( 2 N - - 1 )  t~ 
Dimension be~'enzt wird.*) In der Tat haben als singulKre S~ellen 
yon M nut  diejenigen Wer~esysteme der b t , . . . ,  b~v zu gelten, fiir die 
mindestens eines der AI~) unendlieh wird, und diese bilden Mannigfaltig- 
keiten yon hSehstens 2 N - -  2 Dimensionen; wir bezeiehnen die Gesamtheit 
dieser singul~iren Mannigfaltigkeiten mit S. 

Gehen wit andererseits yon einem bestimmten System yon Funda- 
men~alsubs~i~u~ionen (A!~?) aus, und denken wir uns die Wurzeln der 
zugeh~rigen Fundamentalgleichungen fixiert, so h~ingen die A!~.) yon ge- 
wissen willkiirlichen Parametern #~, . . . ,  fl~ ab, deren Mannigfaltigkeit M 
ebenfalls als eine gesehlossene bezeiehne~ werden mug, indem ihre singu- 
l~iren S~ellen aueh wieder nur diejenigen f l ~ , . . . ,  fla sind, flit die 
mindestens eines der A~) unendlich wird, so da$ die Gesam~heit dieser 
Stellen 27 also auch aus h~chstens (2~ - -2 ) - f ach  ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten besteht. 

Legen wir das Differentialsystem (1) der Be~rach~ung zugrunde~ so 
sind naeh einem Satze des Herrn Po inca rg  die A!~) als ganze transzen- 
dente Funktionen der A!~ bestimmt. Die inversen dieser ganzen trans- 
zendenten Funk~ionen, d.h. also die A,~) als Funk~ionen der A!~) sind im 
allgemeinen unendlich vieldeutig, wenn wir aber die ~([) fixieren, so is~ 
nach dem Fundamentalsatze der ~Tr. XII meiner Arbeit**) ein eindeutiges 
Zweigsystem dieser inversen Funktionen festgelegt, es sind also die i l l , ' " ,  fl~v 
monogene eindeutige Funktionen der b l , . . - ,  b~ 

(5) #k = (k= 1, 2,..., :V), 
deren inverse Funktionen ebenfalls eindeutig sind. Die singulKren Stellen 
der Funktionen (5) sind die Stellen S. .... Um nun das Verhalten der 
A!~) zu untersuchen, wenn die b~,. . . ,  b,v in eine S~elle S einriicken, d. h. 
wenn eines der A~) so unendlich wird, da$ die r~)festbleiben, greifen 
wir auf die (~leichungen (3), (4) zurtiek. Nach (3) ist 

~t \ '  *,~ " r r  

soll also A!~? in der angegebenen Weise unendlieh gro$ werden, so mug 
mindestens einer der Werte (r ~ (Z= 1, 2 , . .  ., n) unendlich grog 

*) Yergl. P o i n c a r d ,  Acta ~a~hematica Bd. 4, p. 277 oben. 
**) Crelles Journal Bd. 130, p. 85. 

18" 
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werden. Die Funktionen ~p~,~ ~.'~~176 sind abet ihrer Definition gemii$ mit 
Ausnahme der S~ellen 

ar + v) und 

allen~halben holomorph. Denken wir uns diese Funktionen in derUmgebung 
yon x----a, dargestellt: 

~V;(k ~ " h k v  "37 i 2 k  . . . .  

und dann nach dem Punk~e x - = x  o bin in der dureh die Quersehnitte 
(a,., cr (v = 1,2,. . . ,  ~) zerschnittenen Ebene fortgesetzt: 

- ( ' )  (o) , ( x  = + - X o )  + . . .  

so kann man E,~~ dem absolu~en Betrage nach stets so groB wiihlen, 

dab C~~ dem absoluten Betrage naeh grSl~er wird als eine beliebig grol~e 
positive Zahl; da aber nach (4) 

~=1  

ist, so heiBt dies nichts anderes, als da$, wenn ein A!~! so ins Unendliche 
rtickt, dab die r([) lest bleiben, mindestens ein A~]! ebenfalls ins Unendliche 
r(ickt. Damit ist also gezeig~, daB, wenn die h i , "  ", ba in eine Stelle yon S 
einriicken, die dutch die Funktionen (5) gegebenen/31, .. . ,  fl~, in eine Sidle 
yon 27 einrficken mtissen. Es kann folglich*) keine Mannigfal~igkeit 
(2 N- -  1) u~ Dimension geben, die die Mannigfaltigkeit M der fl~,...~ fir derar~ 
in zwei Gebiete zerschneidet, da$ in dem einen dieser Gebiete alle die- 
jenigen /~1,"" ", fin enthalten sind, die als Wertsysteme der Funktionen (5) 
zum Vorschein kommen, wenn die hi, . . . ,  b~ die ganze Mannigfaltig.keit M 
durehlaufen. Denn eta Punkt dieser hypothetischen Mannigfaltigkeit 
( 2 N -  1) t~ Dimension kiinnte nut entweder dadurch erreich~ werden, 
dal~ die Funktionaldeterminante der fl nach den b' verschwindet, was aus- 
geschlossen ist, weil die b sich aus den Gleichungen (5) als eindeuLige 
Funktionen der /3 ergeben, oder dadurch, dab die b in eine Stelle "S ein- 
riicken, was abet ebenfalls ausgeschlossen ist, well dann, wie gezeigt 
worden is*, die fl in eine Stelle 27 einriicken, und Z hSchstens yon 
(2N--2)  to' Dimension ist. Der Wertevorrat der Funkiionen (5) mug also 
die ganze Mannigfaltigkei~ M erftillen, d. h. es entspricht jedem Punkte 
yon M auch ein Punkt yon M. 

K l a u s e n b u r g ,  den 11. Oktober 1905. 

*) Vergl. den analogen Schlu$ bet Poincard, Acta Mathematica. Bd. 4, p. 277,278. 


