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Beitrag zur Theorie der linearen partiellen
Differentialgleichungen.

(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.)

Verschiedene physikalische Untersuchungen fithren auf analytische Auf-
gaben, die in der folgenden Forderung enthalten sind. Wenn ein Ort im Raume
durch die rechtwinkligen Coordinaten x, y, s bestimmt ist, und wenn fir das
Innere eines gewissen endlichen Raumes 7' die eindeutigen, endlichen und
stetigen Functionen des Ortes u, v, w, g gegeben sind, so sollen vier Functionen
P, P,, P;, P, gefunden werden, die den vier Gleichungen

= gi)'*a‘”d;ZV
b= 8P+8y+dz’
= agg—éy_}_éz’
gu Ola il O,

geniigen. Herr Helmholts hat in dem Aufsatze ,,iber Integrale der hydrodynami-
schen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen‘* (Bd. 55 dieses
Journals, p. 25) diese Aufgabe gestellt und aufgelost, indem er voraussetat, dass
fir jeden Punkt von T die Function g gleich der Null sei, und die Functionen
u, v, w die Gleichung

Wty T =0

befriedigen, dass ferner fiir jeden Punkt der den Raum T begrenzenden Ober-
fliche S, wenn die von dem Raume T nach aussen gezogene Flichennormale

n mit den positiven Axen der x, y, z beziehungsweise die Winkel «, /3, ¥
bildet, die Gleichung

a” )cosa+( ) cos [J’—i—(a ———)cosy =0

erfillt sei. Mit der alleinigen Emschrankung, dass die Function g tberall gleich
der Null sei, ist das obige Problem von Rock in seiner Dissertation ,,An-
wendung der Potentialausdriicke auf die Theorie der molecularphysikalischen



110 Lipschitz, Beitrag zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen.

Fernwirkungen etc.* (Bd. 61 dieses Journals, p. 283) behandelt worden. Da-
selbst wird bemerkt, dass jede der Functionen P, P,,, P;, P,, als das Ag-
gregat von zwei Integralen ausgedriickt werden konne, von denen das eine
iiber den Raum T, das andere iiber die Oberfliche S auszudehnen ist. Zu-
gleich erfolgt eine analytische Bestimmung der betreffenden Raumintegrale und
eine Deutung derselben, die sich nach dem Vorgange von Herrn Helmholtz auf
die Analogie zu dem Wirkungsgesetze der ruhenden und der bewegten electri-
schen Massen stiitzt.

Die allgemeinere Fassung, die dem Problem oben gegeben ist, wird
durch die Symmetrie der gegenwirtig zu entwickelnden Auflosung, wie ich
glaube, .gerechtfertigt erscheinen. Die gefundenen Werthe der Functionen
P, Py, P;,, Py, treten in ihrer ersten Gestalt als Integrale auf, die sich iiber
den Raum T erstrecken. Dadurch, dass jedes dieser Integrale in das Aggregat
eines Raumintegrals und eines Oberflichenintegrals aufgelost wird, entsteht eine
sweite Gestalt der Auflosung. Die erste Gestalt bietet einen Gesichtspunkt
zu einer physikalischen Deutung der wvollstindigen gefundenen Werthe der
Functionen P, Py, P;, P,,. Die zweite Gestalt liefert die Form der Raum—
integrale, welche in dem angefihrten Rochschen Aufsatze unter der dort gel-
tenden Voraussetzung angegeben und gedeutet ist, und die Form der Ober-
flichenintegrale, welche daselbst nicht bestimmt ist, aber in entsprechender
Weise gedeutet werden kann.

1.

Vor Erorterung des Problems wird es angemessen sein zu erwigen,
welchen Charakter die allgemeinste Auflésung desselben habe. Gesetzt es
seien P = P, Py = Py, P; =P, Po=P,und P=Q, Py = Qy, P;, = 0,
P, =0, zwei Systeme von Auflosungen, so befriedigen die Differenzen
Q—P =0, Qy— Py = 033, Q5,— P53, =03, Q),—P,; = 0,, das von den Werthen
der gegebenen Functionen u, v, w, g unabhéingige System von Gleichungen
do da,,

0 = ox + 8 dz °
86I2 6023
0= + dy + dz

0 — 80'31 __ 0o, , da
ox ay éz ?

—_— 80!3 :H




Lipschits, Beitrag sur Theorie der lincaren partiellen Differentialgleichungen. {111

welches bei Anwendung der Charakteristik 4f= Swg + gyf, a’: die vier

Gleichungen 0 = 40, 0 = 405, 0 = 405, 0 = 4o, nach sich zieht. Demnach
sieht man, dass, wenn ein System von Auflosungen P, P,;, P,,, P,, mit allen
Systemen von Auflosungen des vorstehenden Systems von Gleichungen o, 0y,
03, Oy, verbunden wird, die Functionen P40, Py+0,, Py 405, Pyptoy,
die sammtlichen Systeme von Auflosungen unserer Aufgabe und zwar jedes
ein Mal darstellen. Wir werden daher nur ein einziges System von Functionen
P, P,, P,, P,, aufsuchen, das unsere Aufgabe erfiillt.

Diese Absicht ladsst sich erreichen, indem man annimmt, dass die
Functionen P, Py, Ps;,, P,, von vier neuen Functionen U, V, W, G in der
folgenden Weise abhéngen

oG oW
Py = or Oy + az >
oaw @ oUu
W |Pn= g ay az ’
(1) it
Py, = aw + 8y + Gz
I oW
P = 8&: + ay + dz ’

und verlangt, dass die Functionen U, V, W, G der aufgestellten Forderung
gemiss bestimmt werden. Die Substitution dieser Ausdriicke in die gegebenen
Gleichungen

6P | 8P, &P,

v = 8w+8 oz
() m=—$:+:g "
= 8;:'— ”+az ’
g = 8P +aal.:;‘+a:

liefert dann die Gleichungen

R) u=4dU, o=4dV, w=d4dW, g¢g=A4G,
von denen jede zu der Bestimmung von einer der Functionen U, V, W, G
geeignet ist. Wenn man festsetzt, dass eine Function f von x, y, z durch
die Substitution x =/, y =y¢', 5 =35' in die Function f' ibergehe, dass der
positive Werth y/((¢—a')’+ (y —y')*+ (8—35')*) = r sei, und dass das Volumen-
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element dz'dy’'ds' mit dt' bezeichnet werde, so erfiillen bekanntlich die iiber
den Raum T auszudehnenden Integrale

1 rdt 1 ! di! ! dt'
Us —f¥at oy 1 edt oy A fuldr
(3 ) 4n r An r 4n r
. G=__L [gd
4n r

die Gleichungen (2.).

Da die Functionen u, v, w, g nach der getroffenen Voraussetzung in
dem Raume T eindeutig, endlich und stetig sind, so stellen die fir U, V, W, G
gefundenen Integrale Functionen dar, die mit Einschluss der nach =z, ¢, =
genommenen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung iberall im Raume
T eindeutig und endlich sind. Auch kann man bemerken, dass diese Integrale,
wenn x, y, s die Coordinaten eines Punktes bedeuten, der ausserhalb des
Raumes T liegt, die partiellen Differentialgleichungen 0 = 4u, 0 = v, 0 = Aw,
0 = Ag befriedigen. Indem man nun die Werthe von #, o, w, g in die Glei-
chungen (1°.) substituirt, die Differentiationen nach x, y, z unter die Integral-
zeichen bringt, und daselbst durch Differentiationen nach ', ¢, 2" ersetzt, so
entsteht das folgende System von Functionen P, P,;, P;, P,,, welches die
gestellte Aufgabe lost,

N Y
= I U T gy T g | dt

N VO
’ ’ ! ’
P = 4n 9 5o " oy o oz dt,

(4) 1 1 1
po_ O 0 LS Yy
3 — 'E- w oz +g ayl —u o7 »

P, — - —'a% 27 '8—’{— dt
T 4n O g T U oy' T9 5 )

Diese Functionen haben uberdies die Eigenschaft, wenn «, y, 5 die Coordinaten
eines Punktes bezeichnen, der ausserhalb des Raumes T liegt, in die Ausdriicke
auf der rechten Seite der Gleichungen (1°) eingesetzt, die Werthe Null zu
produciren. Die angegebene Gestalt der Auflosung kann durch Anwendung
einer theilweisen Integration, wie folgt, in eine andere verwandelt werden.
Wenn das Element der Oberfliche S in dem Punkte (2, y', 5') mit ds' be-
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zeichnet wird, wenn die nach ds' auszufiihrende Integration sich auf die ganze
Oberfliche S bezieht, wenn die in dem Punkte (2, y', z') von dem Raume T
nach aussen gezogene Flichennormale »' mit den Axen der positiven z, y,
die Winkel o', 3, 5’ bildet, so hat man zunichst fir einen Punki (z,y, s),
der ausserhalb T liegt, dann aber auch, wie leicht zu beweisen, fir einen
Punkt (x,y, ), der innerhalb T liegt, die Gleichung

1

S S~ furcosar o e
¢ oz’ . ucosoc—r— ox r

Wir setzen hier voraus, dass die nach z, y, 5 genommenen Differential-
quotienten der Functionen wu, o, w, g iberall in T endliche Werthe haben.
Werden die simmtlichen Bestandtheile der fir P, Py, P;, P,, gefundenen
Ausdriicke durch die entsprechenden Gleichungen umgeformt, und fiihrt man
die folgenden Bezeichnungen ein

1 ou' 60' ow' \ dt'
/F = -—-—-—/ 8(3' ay + 85’ ) r Kl
q awV oy’ dar
(5.) Fo =~/ (3 o '+6z’ r’
. / ou' ar
Fu = 4 f( Gt o)
_ o' <9u og' \ dt
Fn_..—-z;l—/( 8x’+3y +az'y r
und ferner
1 ’ ' ' ' ' n ds'
If = 4./ ( wcoso’+ o cosf +w'cosy’)—,
’
frs = Zig'; (g cose’—w'cosf'+ o' cosy’) -
(6.)

1 ds'
fu = H/( w'cosa’'+ ¢’ cosfB' — o' cos;")—:——,
1 ) ' ' ' ’ ’ ' ds'
[ = T (— o' cosa’+ u' cosf3'+ g cosy)—r—,
so ergiebt sich diese zweite Gestalt der Auflosung

(7-) P=F+f, P23=F23+f23, P31=F31+f3n P12= 12+f12-

Durch die Voraussetzung g=0 gehen F, Fy, F;,, F,, in die von Roch
angegebenen Raumintegrale iiber, und demmach sind f, fi, fs1, fi. die den-
selben als Erginzung entsprechenden Oberflichenintegrale.

Journal fiir Mathematik Bd. LXIX. Heft 2. 15
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%

Um die abgeleiteten Resultate mit der von Herrn Helmholtz gegebenen
Auflosung des specielleren Problems zu vergleichen, kann man den folgenden
Weg einschlagen. Es mogen die Grossen F, Fy, F,, F,, aus (5.) in die Aus-
dricke, die in (1°.) rechts von den Gleichheitszeichen stehen, beziehungsweise
statt P, Py, P;,, P,, substituirt werden, so sind vier in T iuberall endliche
Functionen u, v, w, g durch die folgenden Gleichungen vollstindig bestimmt

oF | OF, OF,

U= o Ty 85 ’

e )7 " ~ g 3y +2 8 -

w—m = G;Q"GF - 85 ’

g—g = =9 a n 4 OF
Aus diesen Gleichungen fliessen die folgenden

a(aé;@ +a(v v) +8(w—m) _ uF,
a(%;g) a(way ) B(Da:n) _ JF,,
9.) a(ué-w-m)Jr a(gay 9 a(ua—z—u) _ aF,
— 3(%;») +8(u—u) n 6(9 D _ 4F,.

Dagegen ergeben sich aus (5.) die Relationen

I

(10 s

;

ou , dv | Ow
@ Ty e = AE

dg _

55”7;,‘+"§{ = b,
dg OJu

8.1: T35y 8y —55— = dF,

v

ax {" ay + = JFH,

und diese mit (9.) verbunden ziehen die folgenden Gleichungen zwischen den
Functionen u, v, W, g nach sich:
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on

Ox + ay + dz =0,
9
oy | EoEEE -0
o3 _ dn _
8.7: +7_<W =0,
49 ou + — 0
8.1: Jdy -

Dieselben hieten in dem Falle, dass g im Innern von T iiberall gleich der
Null ist, eine Handhabe, um eine Auflosung des Systems (1°.) abzuleiten.
Denn die drei letzten von den Gleichungen (11.) gehen alsdann in die
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen iiber, damit der Ausdruck
uder+vdy+wds ein vollstindiges Differential sei. Beschreibt man also im
Raume T von einem beliebigen festen Punkte (x,,y,, s,) bis zu dem Punkte
(z,y,s) eine willkirliche Curve, so liefert eine liangs derselben ausgefiihrte
Integration die Function

12) P = [f(udz+vdy-+wds).

Die auf zwei verschiedenen von (x,, y,,%,) nach (x,y,s) gezogenen Inte-
grationswegen erhaltenen Werthe P sind dieselben, wenn man eine Fliche
construiren kann, welche nur diese beiden Integrationswege zur Begrenzung
hat und ganz im Raume T liegt; diese Werthe konnen aber verschiedene
werden, wenn sich diese Bedingung nicht erfiillen ldsst. Nunmehr bestehen
die Gleichungen

_ 9% _ 9% _ 9%
(1.3) 11—--8-‘”", t)——-?y—, m-—a—;,

und wegen der ersten Gleichung (11.) gilt die Relation
(14.) 4P =
Wenn jetzt die Werthe (13.) in (8.) substituirt werden, so ergiebt sich das

System von Gleichungen
8(F+‘B)+ aFn _ aFan

Oy oz

oF, o(F OF,,
15.) ° T 8:;2+(+$)+ o
(15. w— OF _ _OF, | O+
Oz Oy oz’

oF,, OF, oF,,

O
Il

w Ty tT7a&
15 *
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welches lehrt, dass unter der Voraussetzung g =0 die Ausdriicke

(16.) P=F+;‘B, Py=Fy, Py=F,, P,=F,
eine Auflosung des Systems (1°.) darstellen. Ich werde nun die Grossen u,
v, w, g durch Oberflichenintegrale ausdriicken, um die Bedeutung der Gleichung

3=0 und das Wesen der Function P in ein helleres Licht zu setzen. Aus
(8.) ergiebt sich der folgende Werth von g

E o0
§=9—3 /< o - 8y+6:’) o

17.) \ [y ow 3¢ o
_’47/( 8:’ gg/ 8:') Gy

1 oo ou
_—Ef< o’ T Oy 85’> 8;’ E

aus diesen bildet sich unter der Voraussetzung, dass die zweiten nach x, y, =
genommenen Differentialquotienten der Functionen #, o, w, g in T iiberall
endlich sind, mit Hiilfe der oben angewendeten theilweisen Integration der

Ausdruck
8’ dtr
8 =9t 4ﬂ/< oz ay” z,”)
ag aw, 81}' ds
A Sy Fgar)eose' S
1 ow' ag ,ds'
H/( 8.1:’ oy az,' ) ﬂ
1 oo ou' g’ ds'
H/( o7 Toy T a )cosy'T.
Da aber nach dem Greerschen Satze
8”9 at
‘ /<¢9m” + ayn %)
- —_— ! ! 89' ’ ds'
(19.) (\_ _E/(am, cosa _I"T?‘yTCOSﬂ +—8~570057)—'—'—
1 1 1
v (A% %+ 4 ),
—n ) 9 \ 5y cose +a—y,cosﬂ + - cosy’ | ds

ist, so entsteht der gesuchte Ausdruck, wenn man der Kiirze halber eine
partielle Differentiation nach dem Element der Normale Or' einfiihrt

(18.)
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1
. 1y o

(g e (- B+t B o)

Auch erhilt man durch entsprechende Schritte die Ausdricke

81
/ '
S (s

<85' Bw"> cos/3'+ %; 89 057) ds'
1

? 8
1 a! !
(200) /v “HJ o gt = f (57 —22 Yeos o

+(az,'+g‘;">cosﬂ+<amf ey
1

1 I o
o = ——wa' wemall s’ — (( — 57 ) cose’
+( F awl>°°sﬂ G+ 3y F7)oosy) 5

Hier erscheint jede der Functionen u, v, w, g als ein Aggregat von zwei
Integralen, von denen das erste als das Potential einer magnetischen Doppel-
schicht auf der Oberfliche S, das zweite als das Potential einer magnetischen
einfachen Schicht auf der Oberfliche S in Bezug auf den Punkt (z,y, )
betrachtet werden kann. Denkt man sich jetzt den Werth ¢ fir die Ober-
fliche S willkiirlich gegeben, so ist in dem Ausdruck von g das Potential der
Doppelschicht vollstindig bestimmt, und die Forderung, dass g =0 sei, fiihrt
nach einem Gaussischen Satze zu einer vollstindigen Bestimmung der Dichtig-
keit fir die entsprechende einfache magnetische Schicht. Wird iiberdies an-
genommen, dass die Function g an der ganzen Oberfliche S den Werth Null
habe, so muss die Dichtigkeit der einfachen Schicht uberall ebenfalls gleich
der Null sein, d. h. es muss fir die ganze Oberfliche S die Gleichung gelten

0= ( By + Oz )coscx—i—( Bz + oz )COS/S'—{—( Bw r 6’y )0057

Bei der von Herrn Helmholts behandelten Aufgabe ist die Function ¢ in
dem ganzen Raume F gleich der Null, also driickt hier die vorstehende Gleichung

|
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die zu dem Verschwinden der Grosse g nothwendige und hinreichende Be-
dingung aus. Unter der Voraussetzung g= 0 bilden die Ausdricke (16.) eine
Auflosung des Systems (1°.), und dieselbe stimmt unter der ferneren Annahme,
0
dass iberall in T die Gleichung g:; + gz + ng
gefiihrten Orte gegebenen Auflosung iberein.

= 0 sei, mit der am an-

Die Deutung der Functionen, die in den entwickelten Auflosungen
unserer Aufgabe auftreten, erfordert, dass die Wirkung eines magnetischen
Massenpunktes und eines electrischen Stromelements auf einen anderen magneti-
schen Massenpunkt vergleichbar dargestellt werden. In dem Punkte (z,y, 5),
der die Wirkung erfihrt, sei die Einheit des negativen (siidlichen) magnetischen
Fluidums concentrirt. Dann sind die Componenten der Wirkung, welche die
im Punkte (2, y', z') befindliche magnetische Masse «' ausiibt, nach der z, y,
Axe genommen, bheziehungsweise

gt EN PR
r r r
dr dy ° Js

Ferner sind die Componenten der Wirkung, welche das im Punkte (2, y', 3')
befindliche mit der Intensitit J' durchstromte Linearelement dI' ausiibt, nach
der x, y, » Axe genommen, wenn die positiven Axen der z, y, z resp. nach
oben, links, rechts gerichtet sind, beziehungsweise *)

J dy J od5
e
0% o dy ’
L Jood A J o
or - oL ’
J ox J oy
S st
dy ox

Wie bei einer Vertheilung magnetischer Massen die iiber simmtliche Massen
!
ausgedehnte Summe X i:—— das Potential der Massenvertheilung heisst, so moge

*) Diese Formeln gelten nach der Ampeéreschen Theorie nur fiir constante ge-
schlossene Strome, und die allgemeine Anwendung derselben griindet sich auf eine
mathematische Fiction.
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der Complex der drei iiber siémmtliche Elemente einer Stromvertheilung ge-
nommenen Summen

- / ] !
J %il",— dl J %3’1,— dr J —‘98% ar
> =< L
r r

r

das Potentialsystem der Stromvertheilung genannt werden. Wenn demnach
bei einer Auflosung des Systems (1°.) die Funclion P als das Potential einer
Vertheilung magnetischer Massen, der Complex — P, —P;,, —P,, als das
Potentialsystem einer Vertheilung von electrischen Stromen aufgefasst werden
kann, so stellen die Functionen w, v, w die Componenten der Wirkung dar,
die von den magnetischen Massen und den elec?rischen Stromen gemeinsam auf
den Punkt (x, y, ) ausgeibt wird. Eine solche Auffassung der fir P, Py,
P;,, P, gefundenen Ausdricke kann nun folgendermassen vermittelt werden.

Es werde durch den Punkt (2, y',s') oder E ein System von drei
auf einander senkrechten Linien gelegt, und es mogen auf jeder derselben in
je zwei gleichen Abstinden von E zwei Punkte bestimmt werden, auf der
ersten K, und E_,, auf der zweiten E; und E_g, auf der dritten E, und E_,;
die Linien seien von E aus so gezogen, dass die Punkte E,, E;, E, be-
ziehungsweise oben, links, rechis liegen. Die Punkte E,, E;, E, sollen in
Bezug auf den Punkt E die relativen Coordinaten z=¢a, y=¢,, 5 =
x=0,y=p0,8=FR; x=y,9=1y,5%=y, haben. Jetzt betrachte ich zuerst
das folgende Gebilde. In dem Punkte E, sei die magnetische Masse u', in
dem Punkte E_, die Masse —u' concentrirt. In den Punkten E; und E_;
werden parallele Linien zu der Linie E_, E,, in den Punkten E, und E_,
parallele Linien zu der Linie E_; E; gezogen, und das aus diesen vier sich
schneidenden Linien gebildete Rechteck mége durch einen electrischen Strom
von der Intensitdt J' in der Reihenfolge E;, E,, E_;, E_, durchsiromt werden.
Ausserdem wird vorausgesetzt, dass die Liinge der Linien E_, E,, E_; E;,
E_, E, gegen den Abstand des Punktes E von dem Punkte (x, y, z), der
die anziehende Wirkung erfihrt, kleine Grossen sind. Alsdann liefert das
System der magnetischen Massen u' und —u’, welches man einen Elementar-
magneten nennen kann, das Potential

S Y |
(21.) 2@'( 8.::’ ot ay’; o+ 8;; aQ).

Was das Potentialsystem des construirten geschlossenen Elementarstromes an-
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o
J—ng- dl
langt, so liefern zu dem Ausdruck S — die Theile des Stromes,

welche durch die Punkte E; und E_g hindurchgehen, den Beitrag

0 _1_ 0 _1__ pal 1_
4‘]’7( a:; ﬂ+ a?; ﬂl'l' 8;; 62)9
die Theile des Stromes, welche durch die Punkte E, und E_, hindurchgehen,
den Beitrag

a4 ol 51
, r r r
—4J ﬁ( ), 4 7+ 3y’ 71+ o5 7?)
Wenn man nun die positiven Quadratwurzeln y(e*-+ a2+ e) = a, y(B*+B+3)
=b, y(*+yi+7:) =c setzt, und sich der bekannten Formeln

b
Biya—Lays = Tca’

b
Py =By = _ac_a”
b
B =Py = _i%

a
bedient, so nimmt das Potentialsystem des in Rede stehenden Stromrechtecks

die Form an
| 1 1
__4be g, o _ °F
a oy’ 0y ey o
L 1
(22) (_a0e o °7 0%
@ o 3 )

1 1
4bc p s s
T a o0 T dy' “J

Ich gehe nun zur Betrachtung eines zweiten Gebildes iiber. Es sei
E, die Mitte eines Stromelements von der Linge 2a, bei welchem die Richtung
des Stromes von dem Punkte E nach dem Punkte E, geht, ebenso E_, die
Mitte eines Stromelements von der Linge 2a, bei welchem die Richiung des
Stromes die entgegengesetzte ist. In gleicher Weise seien E; und E_; die
Mitten von Stromelementen mit der Linge 2a und den Richtungen EE;, EE_g,
und E, und E_, die Mitten von Stromelementen mit der Linge 2a und den
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Richtungen EE,, EE_,. Die Stromstirke in allen Theilen dieses Strom-
kreuzes habe den Werth J"”. Dann wird das Potentialsystem des Stromkreuzes,
wie leicht zu ibersehen, das folgende

oL oL P
2 n r " r 2 7 r
(23.) 4LIJ W’ 4a‘2J W’ 4(1201 ! o7 .

Wir machen jetzt die mathematische Fiction, dass die Wirkung sowohl der
Elementarmagneten, als der Stromvierecke, als der Stromkreuze auch dann
noch durch die angegebenen Ausdricke dargestelli werde, wenn der in An-
griff genommene Punkt (z, y, z) in die Nihe jener Gebilde geriickt wird.
Alsdann konnen wir eine Vertheilung von magnetischen Massen construiren,
deren Potential gleich dem Werthe P aus (4.) ist, und eine Vertheilung von
electrischen Stromen angeben, deren Potentialsystem gleich dem Complex der
Werthe P.;, P;,, P,, aus (4.) ist. Man erhélt nimlich das Element des fir P
gefundenen Integrals, indem man in (21.) die Substitution macht

! 1 U !’ ' . 1
R4)  2e=-—ddt, 2ule,=—

und man erhalt die Elemente der fiir P,;, P;,, P, gefundenen Integrale, indem
man in (22.) die Substitution
(25.) 4be J’(x=—£7t—u'dt', —zl—[)—c—.]'alz%dt',
und in (23.) die Substitution
1

(26) 4(12J” = Tn—g'dt,

o'dt, 2ue,=wdl,

w’

4bc '
4n

J' Oy = dt',

ausfiihrt, dann aber die entsprechenden Ausdriicke addirt. Durch die Gleichun-
gen (24.) wird die Richtung der Axe E_,E, des Elementarmagneten und der
Werth seines Moments 2u'a vollstindig bestimmt. Die Gleichungen (25.) de-
terminiren die Ebene des Stromvierecks senkrecht gegen die Axe des eben
bestimmten Elementarmagneten, und liefern fir das Product der Stromstirke
in den Flachenraum des umstromten Rechtecks die Gleichung
4bcJ' = 2u'a,
nach welcher dieses Product gleich dem Moment des in Rede stehenden
Elementarmagneten ist. Also besteht zwischen dem Elementarmagneten und
dem Stromviereck die Beziehung, dass ihre Wirkung auf einen entfernten
Punkt dieselbe ist. Die Gleichung (26.) zeigt, dass die bei den Stromkreuzen
zu wihlende Lage der Linien EE,, EE;, EE, eine willkirliche ist, und dass
die denselben beizulegende Stromstirke J” der Function g proportional wird,
Journal fiir Mathematik Bd. LXIX. Heft 2. 16
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folglich mit der Function g zugleich verschwindet. Wenn man daher in jedem
Punkte (z',y’, 3') des Innern von T einen Elementarmagneten fingirt, der durch
die Gleichungen (24.) bestimmt ist, dagegen ein Stromviereck und ein Strom-
kreuz annimmt, fir welche beziehungsweise die Gleichungen gelten

« 4bc ., 1,0 4bc,, 0o ., dbc, W o,
(25 ) -——J ——;l—’;udt, —Q—J Oll———zl—n—dt, TJOCQ———ZEdt,
(267) 4" = — o gdt,

so hat man ein System von Magneten, welches das Potential P producirt, und
ein System von electrischen Stromen, welches das Potentialsystem — P,;, —Ps,,
—P,, erzeugt. Dieses System von Kraftquellen bringt nach dem oben Be-
merkten auf einen im Innern von T gelegenen Punkt (x, y,z) eine Wirkung
hervor, deren nach den x, y, 5 Axen genommene Componenten respective
gleich den gegebenen Werthen u, o, w sind, ibt dagegen auf einen ausserhalb
T befindlichen Punkt (z,y,s) gar keine Wirkung aus.

Die in den Gleichungen (7.) enthaltene Auflosung unserer Aufgabe
gestattet, die Functionen F und f als Potentiale von Vertheilungen magnetischer
Massen im Raume T und in der Oberfliche S, die Complexe F,,, F;, F),
und fy, fu, [ als Potentialsysteme von Vertheilungen electrischer Strome im
Raume T und in der Oberfliche S aufzufassen. Es werde in dem Punkte
(', 4y, s') eine magnetische Masse u', ein Stromelement d/' mit der Intensitat
J' und ein Stromelement dI” mit der Intensitit J” fingirt, so hat man fir
diesen Zweck die folgenden Gleichungen anzuwenden: erstens im Raume T

"" — - Gt ay' +55) dt,
I ardl = 41n ?9:, + Bz')dt'
J g;l,’ a = — g (=S + 55,
ORI or = _711?( :99:: T S;)d"o
P e S
Y
1 d¢

I gl = ~ a4 o 9
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und zweitens in der Oberfliche S
| w o= %(u’cosa'-}—v' cos /3’ +w'cosy’) ds,
J'%%dl’ = Z%(—w'cos/)"—l—@' cosy')ds’,
J'%dl’ = —&(—u'cosy'—}-w'cosa')ds',

(28.) J'-Qidl' = Z{—Z—(—v’ coso'+ u' cos(3') ds',

al'

1
J"%%dl" = %g'cosa'ds',
" 8 ! ’ di 1 ’ ! ’
J a?i" dl' = Iﬂ—t—g COS[)) ds,

" oz’ " 1 ' ' g0
J Wdl = 4. 9 cosy ds'.

In Bezug auf die letzten Formeln kann man die Bemerkung machen, dass die
mit d/” bezeichneten Stromelemente senkrecht gegen die Oberfliche S, die

mit dl' bezeichneten Stromelemente aber tangential zu der Oberfliche S ge-
richtet sind.

4.

Die Betrachtungen, die in den angefiihrten Abhandlungen unter der Vor-
ausselzung, dass die Function g gleich Null ist, und dass u, v, w die Com-
ponenten der Geschwindigkeit einer den Raum T continuirlich erfillenden Materie
im Punkte (x, y,s) bedeuten, an die Interpretation der Integrale F, F,, Fj,,

F,, angekniipft sind, und die sich auf die mechanische Bedeutung der Aus-

) ou , Ov  Ow Oo oOow Ow Ju Ou v .
driicke re + En 50 o Ty r s’ Gy o beziehen, veranlassen

eine Frage nach den Bedingungen, unter denen die Elemente der Integrale
fs fess fors fi2, das ist, die in der Oberfliche S supponirten magnetischen
Massen und electrischen Strome, verschwinden. Die betreffende Antwort ist
aus der Gleichung
(uwcosa +vcos 3+ wcosy)’+ (—wcos3+ocosy)’ + (—ucosy+xcosa)
+(—vcosa+tucos3) = u'+o0'+w’
abzuleiten, und lautet dahin, dass zu diesem Ende die Werthe u, v, w in

jedem Punkte von S gleich Null werden miissen.
16 *
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Wir wollen nun auch den entgegensiehenden Fall erwigen, wo unter
der Voraussetzung, dass die Function g gleich Null ist, die Elemente der
Integrale F, Fy, F;, F,, verschwinden, das ist, wo in dem ganzen Raume T
die Gleichungen gelten

Ou

29.) dx+8y+8z =0,
o O _Ow _ o Gw _Ou __ Ou_Ov_,
6z dy ' dr Iz ' dy Ox

Dann sind u, v, w die nach x, y, z genommenen partiellen Differentialquotienten
einer Function Q, die mittelst der Integralion eines vollstandlgen Differentials
durch die Gleichung

(30.) Q@ =ﬂudw+vdy+wdz)
bestimmt ist, und die der partiellen Differentialgleichung
‘ (31.) 40 =

geniigt. Das System (1°) wird gleichzeitig in Folge der Gleichungen (7.)
durch die Ausdricke P =f, Py = fy, P;, = fu, Pn,=f. befriedigt. Es kann
nun das besondere Sachverhaltniss obwalten, dass in gewissen Theilen der
Oberfliche S die in (28.) angegebenen supponirten magnetischen Massen '
verschwinden und nur die supponirten elecirischen Strome bleiben, wihrend
in den iibrigen Theilen der Oberfliche S die angegebenen Intensititen der
electrischen Strome J' verschwinden, und nur die magnetischen Massen ' bleiben.
Die electrischen Strome von den Intensitéiten J” fallen wegen der Gleichung
g =0 von selbst fort. Die Componenten der Wirkung der in Rede stehenden
Combination von magnetischen Massen und elecirischen Stromen sind dann in
Folge der oben ausgefihrten Bemerkungen fiir einen im Innern von T ge-
legenen Punkt (x, y, ) beziehungsweise gleich den Grossen u, v, w, dagegen
fir einen ausserhalb T gelegenen Punkt (x,y, z) gleich Null. Damit in einem
Theile S, von S die magnetischen Massen «' verschwinden, muss fiir jeden
Punkt von S, die Gleichung

(32.) wucose+wvcosfBtwcosy = 0

erfullt sein. Das heisst, diejenige Richtung, welche mit den Axen z, y, =
u v w

"/(ui _{_v‘l_*_w‘a) 9 V(?‘2+v?+ w2)5 }/(uﬂ_l_ Dﬂ+w1>

sind, muss tangential zu der Flache S, sein. Wenn dagegen in einem Theile

S, von S die Intensititen J' verschwinden sollen, so muss fiir jeden Punkt

die Winkel bildet, deren cosinus
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von S, die Proportion
(33.) w:v:w = cosa:cosf3:cosy

Y . . a0 90 o0 . . .
befriedigt sein. Weil nun » = ErRiiairmt w-—=—ag— ist, so zieht die Dif-

ferentialgleichung der Fliche cosadxz+ cosBdy+cosyds =0 die Gleichung
dQ = 0 nach sich. Daher muss in den zusammenhéiingenden Theilen S, von S
die Funclion (), welche wegen (31.) eine Potentialfunction ist, einen constanten
Werth haben, oder diese Theile miissen mit Niveauflichen der Potentialfunction
Q iibereinstimmen.

Denkt man sich eine Potentialfunction Q gegeben, so kann ein Raum
T, dessen Oberfliche aus Theilen von der fir S, und S, charakieristischen Be-
schaffenheit besteht, wie folgt gefunden werden. Zunéchst sind die Linien
aufzusuchen, welche auf den Niveauflichen von Q iberall senkrecht stehen.
Wenn (z, y,s) ein Punkt einer solchen Linie ist, so haben seine Coordinaten
das System von Differentialgleichungen zu erfiillen

(34.) dw:dy:dz=g—g—:gy2:—%—(z)—,
und eine Linie, die durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen muss, ist
vollstandig bestimmt. Jedes Integral R = const. dieses Systems von Diffe-
rentialgleichungen geniigt der unter dem Namen Charakteristik bekannten par-
tiellen Differentialgleichung
00 6B  6Q OB , 30 OR
(35) et s toaam =0

und die Theorie des Jacobischen Multiplicators lehrt, dass aus einem gegebenen
Integral derselben das zur vollstindigen Integration des Systems (34.) erfor-
derliche zweite Integral durch die Integration eines vollstindigen Differentials
abgeleitet werden kann. Es wird angenommen, dass zwei independente In-
tegrale von (35.) vorliegen. Wir denken uns nun in einer Niveaufliche 0 =A
eine geschlossene Curve gezogen, in jedem Punkt dieser Curve die so eben be-
stimmte Linie construirt, und diese séimmtlichen Linien auf einer Seite der Fliache
Q = A von dieser bis zu einer zweiten Niveaufliche Q = B genommen. Die
Totatitat der construirten Linien bildet dann eine Fliche, deren Gleichung auf
die Form & = const. gebracht werden kann, wo die Function @&, fir R gesetst,
der partiellen Differentialgleichung (35.) geniigt, mithin eine Function der bei-
den independenten Integrale ist. Wenn jetzt der von den Flichen Q = A,
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Q = B, & = const. eingeschlossene Raum so gewahlt ist, dass innerhalb des-

selben die Functionen Q, 80 —— %%’ %—g iberall endlich bleiben, so leuchtet

ein, dass, weil die Flache db=const. den der Fliche S, vorgeschriebenen
Charakter hat, und die Flichen 0 = A4 und Q = B die den Flachensticken S,
vorgeschriebenen Eigenschaften besitzen, der in Rede stehende Raum die an
den Raum T gestellten Anforderungen erfiillt.

Aus den Gleichungen (28.) geht hervor, dass die Dichtigkeit der in
jedem Punkte der Flichen Q = A und Q = B zu supponirenden magnetischen
Belegung erhalten wird, indem man den nach der &usseren Normale genom-
menen Differentialquotienten der Potentialfunction Q durch 4n dividirt. Um
die Vertheilung der electrischen Strome in der Fliche & = C darzustellen,
figen wir zu dieser Function & ein zweites von derselben unabhingiges In-
tegral &, der Differentialgleichung (35.) hinzu und driicken die Coordinaten
eines Punktes der Fliache & = C durch die Functionen Q und &, aus. Dann
giebt die Gleichung () = const. lauter in sich zuriicklaufende Linien, und die
Gleichung @, = const. solche Linien, die auf den ersteren iiberall senkrecht
stehen, und fir die das System (34.) befriedigt ist. Bezeichnet man die
Functionaldeterminante der Functionen Q, &, &, nach den Variabeln z, gy, z
genommen, welche unter den bestehenden Verhiltnissen nicht verschwinden
kann, mit D, so hat das Element der Oberfliche @& = C den Ausdruck

a«p o
+ +
‘/« ) ( ) ( ))dQ dd,, und die betreffenden Formeln (28.) gehen,

wenn man dle Accente fortlasst, durch eine bekannte Transformation in die
folgende Gestalt tber

, 7 Ox 1

Tord = 4 d<b dQdd,,
Jy 1
Oz 1

Jgrdl = 4 5404,

Demnach wird durch je zwei Niveauflichen, in denen der constante Werth
des Potentials 9 um dQ verschieden ist, aus der Fliche @ =C ein Elementar-
streifen herausgeschnilten, in welchem ein electrischer Strom von der Stirke

dQ . .
J=4—n zu fingiren ist.
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Fir die Potentialfunction Q = & werden die Niveauflichen Q = const.
mit der Ebene der y-z parallele Ebenen, die Flichen < = const. auf der
Ebene der y-z senkrecht stehende Cylinderflichen. Alsdann geht das ge-
fundene Resultat in den von Neumanr Bd. 37 dieses Journals pag.47 angefiihrten
Satz iiber, nach welchem die Wirkung einer von constanten Stromen durch-
stromten Drahtspirale durch die Wirkung einer magnetischen Belegung ihrer
beiden - Grundflichen ersetzt werden kann.

Bonn, den 24. Februar 1868.




