
Zur Thcoric der Li.icncomplexc des crstcn und zweitcn 
  radcs*). 

Von FELIX KhEIN ill GS"|'TIN(;EN. 

Als Coordin~dcn dcr gr lrn Linie im Ra,,~m, betraehte~ man die 
relaLiven Werthe der aus den Coordinaten zweier Punkte oder zweier 
Ebenen gebildeten sechs zweigliederigen Determinanten. Zwischell 
denselben besteht identisch eine Relation zweiteu Grades: 

B ----- O. 

Indem sechs beliebig ausgewiihlte GrSssen~ welche diese Gleichung 
befriedigen~ als Coordinaten einer geraden Linie angesehen werden 
kSnnen~ ist es ges~attet, yon der Entstehungsweise der Liniencoordi- 
naten aus den Coordinaten zweier Pmlk~e oder Ebenen abzusehen~ 
und die Liniencoordinaten als selbstsfi~ndige homogene VerSnderliche 
zu betrachten, welehe ether Gleichung zweiten Grades zu gentigen 
haben. 

Eine weitere Gleichung zweiten Grades zwischen denselben: 

Q~-~0  

bestimmt einr~ Linicncoml~lcx des zwciten Grades. 
Es liegt nahe, die beiden Gleichungen/t  und Q durch eine lineare 

Substitution in solche zwei zu verwandeln, welche nur noch die Qua- 
drate der VerKnderlichen enthalten. Eine derartige Umformung ist 
bekanntlich immer und in einziger Weise mSglieh, vorausgesetzt, dass 
die Wurzelwerthe, welehe die gle!ch Null gesetzte Determinante der 
Form ~2 -~ ~ P  ffir ~ ergiebt, sKmmtlich yon einander verschieden 
sind**). Im Folgenden soll der gcometrische Sinn 'dieser Transforma- 

*) Im Auszuge bereits mitgetheiR in den G0tt. Nachrichten, 1869, p. 258. 
**) In meiner Inaugural-Dissertation: Ueber die Tra~sformation der allgemei- 

~ten Gleichung zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten e~uf eine canonischc 
Form. Bonn, 1868; habe ich die algebraische Durchffihrung dieser Transforma- 
tion behandelt. Ich babe dort zugleich die im Texte ausgeschlossenen F~lle yon 
Complexen zweiten Grades mit in Betracht gezogen und die ihnen entsprechen- 
den eanonischen Gleichungsformen aufgestelR. 
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tio~ cr6rtcrt wcrd,'m Indent wir solche Complexe zweiten Grades, 
bet welehen die in gede stehende Ulufornmng nieht mSglieh ist, voJt 
der Betraehtung aussehliessen, denkeu wir uns die beiden Formelt 
R und f2 yon vornheein in der vereinfaehten Gestalt gegeben. 

Es set gleieh hervorgehoben, dass diese Gleiehungsform nieht nur 
ffir die Complexe zweiten Grades als solehe, sondern aueh Nr die mit 
diesen Complexen in enger Beziehung stehenden Flachcn ,ri,'rt~r Ord-" 
hung mul cicrtcr Classc roll 16 J)ol)pclcb~w'~ und 16 DolJ2dpunldcn 
you Wiehtigkei~ ist. 

Die start der ursprfingliehen Linieneoordinaten eingeftihrten neuen 
Vergnderliehen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Complexe dar, 
welehe in ausgezeiehneter Weise zu einander gruppirt sind. In Bezug 
auf dieselben ordnen sich die gerade~t Linien des Ramnes zu Syste- 
men yon o. ,  die Ebenen und Punkte desselben zu Systemen yon 16 
Ebenen und 16 Paul<ten zusammen. Die Beziehung tier 16 Ebenen 
and 16 Punkte clues solchen Systems zu einauder ist dieselbe, wie die 
der 16 Doppelebenen und 16 Doppelpunkte jener Fl';iehen vier~er Ord- 
:uung und vierter Classe. 

Die fundamentale Bedeutuug dieser linearen Complexe fiir den 
Complex zweiten Grades ist die~ d~ss fiir alle Elemente, welehe ein- 
under dutch die linearen Complexe zugeordnet werden, die Beziehung 
zu dem Complexe zweiten Gr~des dieselbe ist. Ein Gleiehes~ wie ffir 
den Complex zweiten Grades, gilt flit die dutch denselben bestimmte 
Fliiehe der vierten Ordnung und vierten Classe. Es tblgt hieraus 
eine geihe yon Theoremeu sowohl fftr jene Complexe als far diese 
Flgehen. 

Die algebraische Darstellung der bet diesen geometrisehen Be- 
trachtungen auftretenden Gebilde gestaltet sieh sehr einfaeh. Insbe- 
sondere stellt sieh die Sehaar yon Complexen zweiten Grades, welehe 
zu derselben Flgehe vierter Ordnung und vierter Classe gehSren, auf 
dieselbe Art dureh einen willk~irlichen Parameter dar~ wie eta System 
eonfoealer Curven oder F15ehen zweiten Grades. 

Es set noeh bemerkt, dass wir yon zwei einander reeiprok ent- 
gegengesetzten Sgtzen meistens nur den einen aufgenommen haben, 
ohne ausdr[ieklieh auf den anderen hinzuweisen. 

I. 

u Betrachtungen. 

1. Die Coordinaten zweier Punkte einer geraden Linie seien dureh: 
Xl ~ X2 ~ X3 ~ X4,  

Yi , Y2, Y,~ , Y4, 
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die Coordinaten zweier Ebenen derselben geraden Linie durch: 

gl  ~ U2 ~ U3 ~ U4 

Vl J ?Y2 ~ V3 ~ V4 

bezeichnet. Als Coordinaten der geraden Linie sind dann die Deter- 
minanten: 

Pik ~ x~ y~ - -  y~ Xk , 
oder die Determinanten: 

qik --~ u i  v k  ~ Vi Uk 

zu betrachten. Dabei ist: 

_Pik -[- Pk~ --~ 0 , qik "a t- qki --- O. 

Nach Pl f icker  nennt man die Coordinaten Pik S t rah lencoord ina-  
ten~ die Coordinaten q~k Axencoord ina t en .  

Unter ~ ,  f l ,  7~ ~ die Zahlen 1, 2, 3, 4 in beliebiger Reihenfolge 
versianden~ hat man die folgenden Identitiiten: 

die gemeinsam durch das Symbol: 
R ~ 0  

bezeichnet seia mSgen. 
In dieser Bezeichnung ist: 

wo ~ einen Proportionalit~sfactor bedeutet. 
Eine gerade Linie, deren Coordinaten plg ) , q[Z) sind, werde im 

Folgenden durch (r (~)) bezeichnet. Statt p~),  q~) werde in solchen 
F~illen, in welchen die Unterscheidung zwischen Strahlen- und Axen- 
coordinaten unnSthig ist~ r~ ) geschrieben. 

2. Diese Bezeichnungsweise vorausgesetz~ schreibt sich die Be- 
dingung dafiir, dass zwei gerade Linien (r), (r') sich schneiden~ unter 
d~n folgenden Formen: 

OP' ~p 2:p~k ~ ~ 0 , 2;p',k ~-~- ----- O, 

OQ' ~ 0 2~q'i~ ~Q ~- O, 

Drei gerade Linien ( r ) ,  ( r ' ) ,  ( r " ) ,  die sich gegenseitig sehneiden, 
haben entweder einen Puakt oder eine Ebene gemeinsam. Je naeh- 
dem das Eine oder das Andere stattfindet, verschwindet der erste oder 
der zweite Factor der vier Producte: 

! I t  ! t t  

die sich auch tinter einer der folgenden Formen darstellen lassen: 
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t t  2: --4- p.~ # r  P;J 2~ +_. q~ q'~ q.~, 

Sind ' ( r ) ,  (r'), (r") gerade Linien, welche innerhalb derselben 
Eben.e dutch einen Punkt hindurchgehen, so versehwinden siimmtliche 
aus den Coordinaten derselben gebildete dreigliederige Determinanten, 
und man kann setzen: 

r;~ Zr~k + " 
Es seien (r'), (r"), (/")  gerade Linien, welche in einer Ebene 

liegen oder dutch einen Punkt hindurchgehen. Dann sind die Coor- 
dinaten einer beliebigen geraden Linie (r)~ welche in derselben Ebene 
liegt, beziiglich durch denselben Punkt hindurchgeht, darstellbar dutch 

r,:k -~- +l +'~k + ~r~i + v r'~.g . 
3. Wenn in den Ausdruek R an Stelle der Coordinaten einer ge- 

raden Linie die in die Gleichung eines Complexes ersten Grades ein- 
gehenden Constanten gesetzt werden, entsteht ein im Allgemeinen 
nieht verschwindender Ausdruck~ welcher die Invariante des Complexes 
genannt werden mag. Das Verschwinden derselben sagt aus, dass der 
Complex die Gesammtheit aller gerader Linien umfasst~ welehe eine 
feste gerade Linie schneiden, deren Coordinaten die Constanten des 
Complexes sind, dass der Complex ein sogenannter specieller Com- 
plex ist. 

Als simultane Invariantc zweier linearer Complexe set der Aus- 
druck bezeichnet, welcher entsteht, wenu man in den bilinear ge- 
schriebenen Ausdruck /2 die Constanten zweier linearer Complexe ein- 
triigt. 

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Complexe 
driickt eine Beziehung zwischen denselben aus~ welche als Involution 
bezeichnet..werden mag. 

Sind beide lineare Complexe speeielle, so ist das Versehwinden 
der simultanen Invariante die Bedingung dafiir, dass sich die dutch 
dieselben dargestellten geraden Linien schneiden. Ist nur einer der 
beiden Complexe ein specieller, so sagt das Verschwinden der simul- 
tanen Invariante aus, dass die dutch denselben dargestellte gerade 
Linie dem anderen Complexe angehSrt. 

In dem Folgenden set angenommen, dass keiner der zu betrach- 
tenden Complexe ein specieller set. 

Alle geraden Linien~ welche zwei linearen Complexen gemein- 
schaftlich angehSren, schneiden zwei feste gerade Linien~ die Dixectri- 
cen der durch die beiden Com plexe bestimmten Congruenz. Liegen die 
beiden Complexe in Involution, so sind diejenigen beiden Punkte~ 
welche in ihnen ether beliebigen Ebene entsprechen, harmoniseh zu 
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denjenigen beiden Punkten, in welchen die Ebene yon den beiden 
Directricen geschnitten wird. L~isst man sich eine Ebene "urn eine 
beiden Complexen gemeinsame gerade Linie drehen, so sind die Punk- 
tenpaare, welche der Ebene in ihren verschiedenen Lagen entsprechen, 
auf dieser geraden Linie in Involution. Einem jeden der beiden Punkte, 
welche durch die beiden Complexe in einer beliebigen Ebene bestimmt 
werden, entspricht in denselben noch eine zweite Ebene. Diese Ebene 
is~ ftir beide Punkte dieselbe. 

Die t~benen und Punkte des Raumes ordne~t sich mit Bezug auf 
~wei [ineare Con~lexe, welche in Involution liegen, in Gruppcrt yon 
zwei .Ebenen und zwei auf der 1)urchsehnittslinie derselben liegenden 
Punkten. 

Mit Bezug auf drei gegenseitig in Involution liegende lineare Com- 
~lexe ordnen sich die Ebe~en und Punkte des Raumes zu Tetraedcrn 
~usammen, welehe sieh in ~ezug auf die dutch die drei linearen Com- 
plexe bestimmte Fliiehe zweiten Grades conjugirt sind. Die drei Punkte, 
welche einer Seiten[liiche eines solchen Tetraeders in den drei Complexen 
ents~rechen, sind die drei in derselben liegenden Ed@unkte des Tetrae- 
ders; umgekehrt sind die drei Ebenen, welehe ~inem Eckpunkte ents~vre- 
chen, die drei dutch denselben hindurehgehenden Seiten[liid~en. 

4. Die Liniencoordinaten rlk stellen die mit gewissen (nicht voll- 
sfiindig willktirlichen) Constanten mul~iplicir~en Momente der zu be- 
sgmmenden geraden Linie mit Bezug auf die seehs Kanten des Coor- 
dinatentetraeders dar. Wir fragen nach der Bedeutung einer.allgemei- 
nen linearen Transformation der Liniencoordinaten. 

Werden in die Gleiehung eines linearen Complexes die Coordina- 
ten einer gegebenen geraden Linie eingesetzt~ so ist der resultirende 
Ausdruek dem Momente der gegebenen geraden Linie in Bezug auf 
diejenige gerade Linie, welehe derselben in dem linearen Complexe 
eonjugir~ ist, proportional. 

Die JEinfiihrung linearer Functionen der Linieneoordinaten an 
Stelle dieser Coordinaten kommt darau[ hinaus, als Bestimmungsstiicke 
der geraden Linie die mit willk'iirlichen Constanten multiplieirten Mo- 
mente derselben in Bezug auf die ihr in sechs gegebenen linearen Com- 
plexen conjugirten geraden Linien ~u betrachten. 

Wenn man die dutch eine lineare Substitution eingefiihrten neuen 
Ver~nderliehen in die zwisehen den urspriinglichen Liniencoordinaten 
bestehende Identitiit einflihr~, erhiilt man einen ~usdruck des zweiten 
Grades in diesen Ver~inderlichen, der wieder mit / t  bezeiehnet sein 
mag, dessert Verschwinden die no~wendige und hinreichende Bedin- 
gang dafilr ist, class sechs~ sonst beliebig gegebene Werthe der Ver- 
i~nderliehen auf eine gerade Linie bezogen werden kSnnen. 

Dieser Ausdruck R hat ganz dieselbe Bedeutung, wie der aus den 
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frtiheren Coordinaten gebildete. So wie sieh friiher S t rah len-and  
Axeneoordinaten entsprachen, entsprechen sieh jetzt die neuen Coor- 
dinatea und die nach denselben genommenen partiellen Differential- 
quotienten yon /L 

Die Form yon R giebt sofort Aufschluss fiber die Art and die 
gegenseitige Lage der fiir die Coordiuateabestimmung zu Grunde ge- 
legten Complexe. 

Insbesondere ist klar, dass~ wenn /~, wie es bei den urspriing- 
lichea Coordinaten der Fall war, nur drei Glieder enthiilt, die neuen 
Veriinderliehen wiederum die Momente der zu bestimmenden geraden 
Linie in Bezug auf die Kanten eines Tetraeders sin& 

II. 

Das Sys tem der  sechs Fundamenta lcomplexe .  

5. Die eingehends erwiihnte Normal-Gleichungsform ffir Complexe 
des zweiten Grades fiihrt zur Untersuchtmg solcher linearer Func- 
tionen der Liniencoordinaten, in welche~ sich die Bedingungsglei- 
chung R ~--- 0 als Summe der mit loassenden Constanten multiplicirten 
Quadrate sehreibt. Gleich Null gesetzt, stellen dieselbe sechs lineare 
Complexe dar, welehe die sech~ 2'undamentalcom~lexe genannt werder~ 
sollen. 

Dieselben seien durch: 

x L ~ 0  ~ x 2 - ~ - - 0  , x3----~ 0 , x 4 - - ~  0 , x5 ~--~-0 , x6- -~-0  

bezeichnet und die Symbole x gleich mit solchen Constanten multi- 
plicirt gedach~, dass sich die Bedingungsgleichung unter der folgen- 
den Form schreibt: 
(l) xl ~ + x2 s -~- x3 s + x4 ~ -4- x5 s + x~ 2 ~- 0. 

Das System dieser Veriinderlichen hi~ng~ yon 15 Constanten ab. 

Die Invariante eines linearen Complexes: 

a t x~ -~- a sx  2 ~t_ . . . .  -t- a 6 x  6 = 0 

ist in demselben dargestell~ dureh: 
al 2 + a~ 2 + . . . .  + a0 2, 

und die simultane Invariante zweier lineare Complexe: 

a, xl + a~ x~ + . . . .  + aG x~ --:. 0 ,  

bl xl -t- b2 x2 -t- . . . .  A- be x6 ~ 0 ,  
durch : 

a lb t  -~- a sb 2 -~- . . . .  -~- a 6b 6. 

Es folg4 hieraus zuniiehst, dass die Multipla der x so gewiihlt 
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sind, dass die Invarianf~n siimmtlicher Fundamentalcomplexe der posi- 
riven Einheit gleich werden. Ferner folgt~ dass die simultane Inva- 
riante zweier beliebiger Fundamentalcomplexe verschwindet. 

Je ~wei tier sechs Fundamentalcomplexe liegen in Involution. 
Die Bedingungsgleichung: 

wle sie zwischen den urspriinglichen Liniencoordinaten stattfand~ 
umfasste die drei Producte yon jedesmal zwei der paarweise gruppir- 
ten sechs Verilnderlichen. Wenn dieselbe also dutch eine redle lineare 
Substitution in der Art transformirt wird~ dass sie nut die Quadrate 
der Variabeln enth~lt~ so mtissen sieh unter diesen Quadraten gleich 
viele positive und negative finden. Indem ferner die Summe der Qua- 
drate zweier conjugirt imaginiirer Ausdrficke gleichwerthig ist der 
Summe eines positiven und eines negativen reellen Quadrates~ ergiebt 
sich das Folgende: 

Es  kann eine beliebige (gerade) Anzahl  der sechs Fundamental- 
com~vlexe imagindr sein. 

Die Symbole x ,  welche reellen -Fundamentalcomplexen entsprechen, 
sind so gew~ihlt~ dass die ttdilfte yon ihnen reelle~ die andere H~ilftc 
rein imagin2ire CoYfficienten enth~ilt. 

Und hieraus: 
Die reellen Fundamentalcom~lexe sondern sich in ~wei gleich zahl- 

reiche Grup~ven. Die Complexe der eincn Grulope sind rechts-~ die der 
anderen sind linksgewunden * ). 

Die seehs Fundamentalcomplexe mSgen im Folgenden einfach 
dutch die Zahlen l ,  2~ . . .~  6 bezeichne~ sein~ und es bleibe unbe+- 
rficksichtigr ob sich unter denselben imagini~re finden oder nicht. 

6. Die Directrieen der Congruenz der beiden Fundamentalcom- 
plexe (1~ 2) haben offenbar als Coordinaten: 

~ x  ! ~ 1  , Qx 2 --- ~ i ~ Qx a ~ O , Ox~ ~ O , px  5 ~ 0 , Qx6 -~- O. 

Die Directricen der Congruenz zweier Fundamentalcomplexe geh6- 
ren den iibrigen vier Fundamentalcom_plexen an. 

Die Gesammt~eit der geraden Linien~ welche eine der beiden 
Directricen schoeiden~ ist dargestellt durch: 

xi  2 -{- x~ 2 ~ 0 ,  

oder, was dasselbe ist, dureh: 

x~ ~ A- x4 2 A- x5 2 - ?  x0 2 - ~  0.  

Die sechs Fundamen~alcomplexe bestimmen s. 5 __ 15 lineare Con- 2 
gruenzen~ deren 30 Directricen in ausgezeichneter Weise gruppir~ sind. 

*) Plficker. Neue GeomeCrie n. 47. 
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Indem die Directricen der Congruenz.(1, 2) den Complexen 3, 4, 5, 6 

angehSren, werden sie yon den 12 Directricen der 4 �9 3 = 6 dutch die -  
2 

selben bestimmten Congruenzen geschnitten. 
Je zwei zusammengeh6rige der 30 Directricen werden van 12 der 

iibrigen geschnitten. 
Von den Direch'icen einer der drei Congruenzen (1 , 2), ( 3 , 4 ) ,  

( 5 , 6 )  schneider jede die Directricen der anderen beiden Congruenzen. 
Die Directricen solcher drei Congruenzcn, welche zusammen yon 

s~immtlichcn scchs ~'undamentaleomlglexcn abhiingen, bilden die Kanten 
eines Teh'aeders. 

Hiermit in Uebereinstimmung schreibt sich die Bedingungsglei- 
chang: 

/~ ----- 0 
in den folgenden Veriinderlichen: 

y~ ~-- x, + ix2 , Y 3 - ~ x 3 " 4 -  ix4 , y~ ~ x s - f - i x ~ ,  

y~ ~-  xL - -  ix2 , Y~ -~- x 3 - -  ix4 , Y6 ~ x ~ - - i x 6 ,  

welch% gleich Null gesetzt~ die betreffenden Directricen darstellen~ 
in der ffir die Kanten eines Tetraeders charakteristischen Form: 

Y,Y,. -~- Y3Y4 -~ Y~Y6 ~-= O. 
Die Gesammtheit der geraden Linien, welche in einer Seitenflilche 

des Tetraeders liegen oder dutch einen Eckpunk~ desselben gehen~ ist 
darg~stellt durch : 

Xl 2 -~- 

X.3 2 "d- 

x52 -t- 

Indem sich sechs Elemente 
Gruppen yon zwei theilen lassen, 

X2 2 ~ 0~ 

X4 2 ~ 0~ 

X62 ~ 0. 

auf 15 verschiedene Weisen in drei 
bilden die 30 Directricen die Kan- 

ten yon 15 Tetraedern. Diese Tetraeder mSgen die Fundamental-  
tetraeder heissen. Die Eckpunkte and Seitentl~chen dieser Tetraeder 
sind siimmtlich verschieden. 

Je zwei zusammengehSrige Directricen gehSren als gegeniiber- 
stehende Kanten dreien der Fundamentaltetraeder an. Die zwSlf Di- 
rectricen, welche die angenommenen beiden schneiden, sind die noch 
iibrigen 3 . 4  Kanten dieser Tetrader. Die drei Tetraeder bestimmen 
auf jeder der beiden Directricen sechs paarweise ~usammengehSrige 
FunkCe. Indem die Fundamentalc?amplexe gegenseitig in Involution 
liegen~ sind zwei beliebige der drei Paare gegen einander harmonisch. 
Ein Gleiches gilt fiir die sechs Seitenfl~chen der Tetraeder, die sich 
nach einer beliebigen der beiden Directxicen schneiden*). 

*) Es geht hieraus hervor, dass die drei Tetraeder, welche zwei gegenilber- 



t20~ FELIX KLFaS. 

Mit Bezug auf ein beliebiges der ffinfzehn Fundamentaltetraeder 
theilea sich die vlerzehn iibrigen in zwei Gruppen yon 6 und 8. Die 
Tetraeder der ersten Gruppe haben mi~ dem gegebenen zwei gegen- 
iiberstehende Kanten gemein~ die der zweiten Gruppe nicht. 

7. Die sechs Directricen (1 , 2 ) ,  (3 , 4), (5 ,6)~ welche ein Te- 
traeder bilden, haben die folgenden Coordinaten: 

x I x9 

I 1 ,~ 
(1~2) . I I l  - - i  

(3 ,4)  t i i i  0 0 
( IV o o 
{vo o 

(5, 6) o o 

x 3 x 4 x~ x o 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 i 0 0 
1 - - i  0 0 
0 0 1 i 
o 0 1 --  i .  

Welehe von drei sich sehneidenden dieser Directricen einen Punkt, 
welche eine Ebene gemeinschaftlich haben, kann nur dann entschie- 
den werden, wenn der explicite Ausdruck der Ver~nderlichen x~, . . . .  ~ x o 
in den urspriinglichen Liniencoordinaten gegeben isL Es mSgen I,  
I II ,  V dutch einen Eckpunk~ des Tetraeders gehen, dann liegen IL 
IV, VI in der gegentiberstehenden SeitenflKche. Ob drei sich gegen- 
seitig schneidende gerade Linien (x,  ~,  x") einen Punkt oder eine 
Ebene gemeinschaftlich haben, bestimmt sich dann, gem~iss den~ Obi- 
gen,  danach, ob der erste oder der zweite der folgenden beiden Aus- 
driicke verschwindet: 

xt + 
Xl r Jf- 

Xl 'r + 

ix2 x~ + ix~ x~ -4- ix  6 
i x  2" x'3 'f-'ix4" xs" 4- i x (  

i t  �9 p v  v t  �9 v z  i x (  x 3 + ~x~ x~ + ~x~ 

xt ~ i %  xa - - i x  4 x5 - -  ix~ 

x t ' ~  i x  2" x 3" - -  i x  4" x 5" ~ i x (  

x t " - -  ix~" x 3 " ~  ix4" x s ' ~  ix("  

Es ist dabei gestattet, das Vorzeichen yon i in zwei beliebigen Ver- 
ticalreihen gleichzeitig zu gndern. 

stehende Kanten geme~n haben, hie zSgleich reell seln ]~nnen. Bezfiglich der 
Realitl~ der bier vcrkommenden Gebilde is~ fiberhaupt das Folgende zu bemer- 
ken. Die sechs Fundamentalcomplexe sind entweder alle reell, oder es sind zwei, 
oder vler, oder alle imag~n[~r. Diesen Annahmen entsprechend sind 

1 8 , 1 0 , 6 , 6  
tier 30 Directricen und 

6 ,  2 ~ 1 , 1  
der 15 Fundamentaltetraeder reell. 
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Aehnliche Kriterien erhMt man in Bezug auf jedes der vierzehn 
fibrigen Fundamentaltetraeder. 

8. Durch einen jeden der 60 Eckplmlde der 15 Fundamental- 
tetraeder gehen ausser del, drei zugehSrigen noch weitere 12 der 60 
Seitenfliichen, die in drei Gruppen yon je vier gesondert sind, welche 
sich beziiglich nach einer der drei dutch den Eckpunk~ hindurchgehen- 
den Directricen schneiden. Eine jede derselben schneider eine beliebige 
der drei zu dem Eckpunkte zugehSrigen Seitenflitchen in einer neuen 
geraden Linie. Der Punkt, in welchem dieselbe der dritten in dieser 
Seitenfl~iche liegenden Directrix begegnet, ist einer der 59 wei~eren 
Eckpunkte. 

Eine derartige Linie ist die folgende: 

x, x 2 x 3 x 4 x~ x6 
0 0 1 ~ 1 /t 

Dieselbe ist die Verbindungslinie der beiden Eckpunkte: 

(x~ + i x . ,  , x3-~- ix~ , x5 §  
(x I ~-- ix,~ , x 3 -~- i x  6 , x~ -~- ix4) , 

und die Durchschnittslinie der beiden Seitenebenen: 

(x, -- ix  2 , x 3 -~- ix  4 , x 5 -~- ix~), 

(x I -~  i x  2 , xa Jr- i x  6 , x 5 + i x 4 ) .  

Solcher geraden Linien gehen durch den angenommenen Eckpunkt 12. 
Es giebt ihrer im Ganzen 

12 . 6o __ 360. 

Die 12 Seitenfiiichen~ welche ausser den drei zugehSrigen durch 
einen Eckpunkt hindurchgehen und die in drei Btischel yon vier ver- 
theilt sind~ schneiden sich zu je drei nach 16 weiteren Linien, deren 
jede ausser dem angenommenen Eckpunkte zwei weitere enthiilt. In 
der That, die gerade Linie: 

xl x2 X3 
1 i 1 

enth~lt die drei Eckpunkte: 

( x l - - ~ - i x  2 , x~-~-  

(xl - '~-ix4 , x 3 - ~  

(x  t + ix~ , x3.-" ~- 

und lieg~ in den drei Seitenfliichen: 

.(xi ~ ix2 , xa -~- 

(x~ + ix~ , x3 + 

(xl + ix6 , x3 + 
16. Solcher gerader Linien gieb~ es 

3 

x a x~ x,~ 
i 1 i 

i x  4 , x~ ~ ix~) 

ix~ , xa ~ ix2) 

ix2 , x 5 - { - - i x 4 )  , 

ix6 , x5 ~ ix4)~ 

i x  2 , x 5 ~ ix~), 
ix~ , x ~ - p  ix2) .  
60 _ 320. 
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In den vorstehenden Betrachtungen kSnnen iiberall die Worte 
Eekpunkt und Seitenfl~iehe vertauseht werden. 

Die 30 Directricen der 15 durch die 6 Fundamentalcomplexe be- 
s~immten Congruenzen sind die Kanten yon 15 (Fundamental-)Tetrae- 
dern. 

Dutch jeden der 60 Igckpunkte der Fundamentaltetraeder gehen 15 
Seitenfliichen; in jeder der 60 Seitenfl~chen liegen 15 Eckpunkte. 

Es giebt 360 gerade Linien, welc]x je zwei der 60 Eckp~tnkte der 
Fundamentaltetraeder enthalten. Dieselben yeraden Linien bilden den 
Durchschni# yon je zwei der 60 Seitenfliichen. 

Es giebt 320 geradc Linien, auf welchen je drei der 60 Eckpunktc 
der -Fundamentaltetraeder liegen. _Nach denselben gcraden Linien schnei- 
den sich je drei der 60 Seitenfllichen. 

Die 30 Directricen der 15 dutch die sechs Fundamcntalcomplcxe 
bestinvmten Congrucnzen cnthalten je sect, s d~;r 60 ~c~unkte und sind 
der Durchschnitt yon je sechs der 60 Seitenfliich~. 

Die sechs Eckpunkte, sowie die sechs Seitenfliichen gehSre~ paar- 
weise zusammen. Je zwei Paare sind zu einandcr harmonisch. 

9. Je drei del" Fundamentalcomplexe, beispielsweise 1, 2, 3, be- 
s~immen eine Fl~iche des zweiten Grades vermSge der Linien ihrer 
einen Erzeugung. Die Directricen der Congruenzen (2, 3), (3, 1) 
(1, 2) sind Linien zweiter Erzeugung. Indem diese Directricen den 
Complexen 4~ 5, 6 angehSren, ist klar, dass die Complexe 4, 5, 6 
dieselbe Fltiche zweiten Grades vermSge der Linien ihrer anderen Er- 
zeugung bes~immen. 

Die sechs Complexe lasseu sich auf 6\5;4_ . L ~ 10fache Weise 
1 . 2 . 3  2 

in zwei Gruppen yon drei theilen. Je zwei zusammengeh~rige Gru39- 
pen bestimmen dieselbe Fl~che des zweitcn Grades verm6ge ihrer ver- 
scbiedenen Erzeugungen. 

Die zehn so definirten Fltichen mSgen die zehn Fundamental- 
fliichen heissen. 

Je zwei zusammengehSrige der 30 Directricen gehSren vier der 
Fundamentalfliiehen als Erzeugende an. So liegt das Directrieenpaar 
(1, 2) auf den Fl~chen (1, 2, 3), (1, 2, 4), (J, 2, 5), (1, 2, 6). In 
Bezug auf die tibrigen seehs Fundamentalfitichen sind die Directricen 
(1~ 2) einander cofijugirte Polaren. 

In Bezug auf eins der Fundamentaltetraeder theilen sich die Fun- 
damentalfliiehen in zwei Gruppen. Die sechs Fltiehen der einen Gruppe 
en~halten je vier der seehs Te~raederkanten~ in Bezug auf die Fl~chen 
der anderen Gruppe ist das Tetraeder sich selbst conjugirt. 

Um eine der Fundamen~alflKchen~ etwa (1, 2, 3) ~--~ (4, 5, 6)i 
darzustellen~ diene die Bedingung, welche aussprich~ dass eine gerade 



Linieneomplexe ersten und zweiten Grades. 209 

Linie die Flilche beriihrt, mit anderen Worten~ die Complexgleichung 
der Flilche*). Dieselbe wird: 

xl 2 +  x2 ~ + x a  2 ~ 0 ,  

oder~ was offenbar dasselbe ist: 

x4 2 + 2 +4- x6 2 0. 

10. In Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe gruppiren sich 
die geraden Linien des l~aumes und die Ebe~wn und Punkte desselben 
zu in sich geschlossenen Systemen~ ~ihnlich wie dies mit den Ebenen 
und Punkten bei zwei oder drei in Involution liegenden Complexen 
der Fall war. 

Sei zuniiehst eine gerade Linie gegeben~ deren Coordinaten sind: 

al ~ a2 ~ . . . . .  ~ 66. 
So ist: 

al 2 + a 2  ~ + . . . . .  + a6 2 ~ 0 .  

Indem diese Relation bei willktirlicher Annahme der Vorzeiehen der 
Coordinaten erfiillt bleibt, erhiilt man einer jeden der 25 ~ 3 2  Zeichen- 
combinationen : 

-4- aj , -4- a ~ ,  . . . .  , ~__ a~ 

entsprechend eine gerade Linie. Die Beziehung der 32 geraden Linien 
zu einander ist offenbar eine gegenseitige. 

Mit Bezug auf die sechs T'undamentalcom~lexe grup~iren sich die 
geraden Linien des l~aumes zu 32 zusammen. 

Iudem man sich aus dem Schema: 

Xl X2 X 3 X 4 X5 X6 ] 
__+ a I ~___ a 2 ~ aa ~_ a 4 ~_ a 5 ~ a 6 t 

die zweigliedrigen Determinanten gebildet und dieselben gleich Null 
gesetzt denkt~ iibersieht man sofort, dass yon den 32 Linien 

2 .15mal  16 einem Complexe, 
4 .20real  8 einer Congruenz, 
8 .15mal  4 einer Fliiehe zweiten Grades 

angehSren~ wo jede der 32 Linien auf 15 der Complexe, auf 20 der 
Congruenzen und auf 15 der Fl~ichen zweiten Grades liege. 

*) Sind f~, f~, fs drei llneare Complexe, An, " A2~ , Aaa ihre Invarianten, At~ 
u. s. f. ihre aimultanen Invarianten, so ist die Complexgleichung des durch sie 
bestimmten Hyperboloids: 

o f, f, f~ 
fl A.  Al2 Ai3 
f2 A~l A2+ A~.~ 
f~ An As~ A33 

Mathematische Auual~;n. I L  14- 
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Die 32 Linien theilen sich in zwei Gruppen yon 16, je nachdem 
yon ihren Coordinaten eine gerade oder eine ungerade Anzahl ein 
gleiehes Zeichen besitzt. Wenn yon einer geraden Linie einer der 
beiden Gruppen eine ebene Curve erzeugt wird, geschieht ein Gleiches 
yon den iibrigen 15 Linien derselben Gruppe; die 16 Linien der ande- 
ren Gruppe erzeugen Kegelfltichen. 

Gegen eine beliebige Linie der einen Gruppe sondern sich die 
der anderen Gruppe in so]che, welche ihre conjugirten Polaren in 
Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe, und in solche, welehe ihre 
eonjugirten Polaren in Bezug auf die zehn Fundamentalfltichen sin& 
Die Coordinaten der ersteren sechs unterseheiden sieh yon den Coor- 
dinaten der angenommenen geraden Linie dureh einen Zeichenwech_ 
sel; die der letzteren zehn durch drei. 

Die Gleichung des 32 re" Grades, durch welehe e~n derartiges Sy- 
stem yon geraden Linien, wie das hier betrachtete, bestimmt wird, 
verlangt, nachdem die sechs Fundamentalcomplexe dutch eine Glei- 
.chung des 6 re" Grades gefunden worden sind, nur noch die AuflSsung 
yon Gleichungen des zweiten Grades. 

Das System der 3'2 zusammengehSrigen gerad.en Linien verein- 
facht sieh, sobald eine oder mehrere der Coordinaten a gleich Null 
sin& Insbesondere entsprechen sich diejenigen geraden Linien, welche 
zwei zusammengehSrige der 30 Directricen schneiden, zu 8, diejeni- 
gen,  welehe Erzeugende einer der zehn Fundamentalfi~chen sind, zu 
4~ endlieh die 30 Directricen selbst zu 2. 

11. Sei die Gleichung der Projection des in einer beliebig ange- 
nommenen Ebene dem Comlolexe 

x ~ 0  
entspreehenden Punktes auf eine der Coordinatenebenen: 

a~ u -t- b~ v ~ c~ w ~ O. 

Dann versehwindet, zufolge tier Bedingungsgleichung: 
x l  ~ -t- x2 2 ~ . . . . .  ~ -  x~ ~ = 0 

der Ausdruck 

I , . . .  6 

identisch. Es verschwindet also auch die. folgende Determinante: 

ai 2 bl~ c~ z b~ c I c 1 a 1 a, b l 
a22 b22 c22 b~ c 2 c~ a.~ a 2 b~ 

a~ ~ b~ ~ c~ ~ b 6 c 6 c6 a~ a s b~ 
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was aussagt, dass die sechs Punkte 1, 2, . . . ,  6 auf einem Kegel- 
schnitt liegen. 

Die scchs l~unktc, welche eincr bcliebigen .Ebene in den sechs Fun- 
damentalcom~lexen entsprechen, licgcn auf einer Curve der zweiten Ord- 
hung. 

Die sechs .Ebenen, wdcke cincm bdicbocn Pun~te in den socks 
Fundamentalcoml)lcxen cntsprechen, umhiillcn ein~ Ke'gd dcr zweitc~t 
Classe. 

Wenn die beliebig angenommene Ebene durch ein~n der 60 Eek- 
punkte der 15 Fundamentaltetraeder hindurchgeht~ so wird das yon 
den seehs, den Fundamentalcomplexen entsprechenden Punkten gebil- 
dete Seehseck ein B r i a n e h o I1' sehes. Der Tetraedereckpunkt wird der 
B r i a n c h o n ' s e h e  Punkt. Das Sechseck erhiilt zwei~ beziiglich drei 
in gerader Linie liegende B r i a n c h o n ' s c h e  Punkte, wenn die belie- 
big angenommene Ebene eine der 360, beziiglich der 320 zu dem Sy- 
stem der Fundamentaltetraeder gehSrigen geraden Linien enth~lt. Die 
Zah] der B r i a n e h o n ' s e h e n  Punkte wird vier, wenn die Ebene dutch 
eine der 360 geraden Linien und eine dieselbe schneidende der 320 
geraden Linien hindurchgelegt ist. 

Wenn die beliebig anzunehmende Ebene eine der zehn Funda- 
mentalfliiehen beriihrt, so liegen die seehs den Fundamentalcomplexen 
entspreehenden Punkte zu drei auf zwei geraden Linien: den beiden 
Erzeugenden der Fundamentalfl'~che, welche die Ebene enthi~lt. Ist 
die Ebene durch eine der 30 Directricen hindurehgelegt~ so rficken 
yon den seehs Punkten vier auf die Directrix, die anderen zwei fal- 
len in den Durehschnittspunkt mit der zugehSrigen Directrix. Fi~ll~ 
endlich die Ebene mit einer der Seitenfl~chen der Fundamentaltetrae- 
der zusammen, so riicken die seehs Punkte paarweise in die drei zu- 
gehSrigen Tetraedereckpunkte. 

12. Die seehs Punkte, welehe einer gegebenen Ebene in den sechs 
Fundamentalcomplexen entsprechen~ seien mit: 

1, 2~ 3~ 4, 5~ 6 
bezeichnet. Einem jeden dieser Punkte entsprechen ausser der gege- 
benen fiinf weitere Ebenen. Es giebt das, insofern die Ebene, welche 
1 in x 2 entspricht~ mit der Ebene zusammenfgllt, die zu 2 in x 1 ge- 
hSrt, im Ganzen 15 neue Ebenen, welche die gegebene nach den 15 
Verbindungslinien der seehs Punkte unter sich sehneiden. Die drei 
Ebenen (2, 3), (3, 1), (1, 2) schneiden sich (vrgl. n. 3) in dem Pole der 
gegebenen Ebene mit Bezug attf die" Fundamentalfliiche (1, 2, 3). In- 
dem diese Fliiehe mit der Fliiche (4, 5, 6) identisch ist, schneiden 
sich die Ebenen (5, 6), (6, 4), (4, 5) in demselben Punkte. Die 
seehs Ebenen, welche diesem Punkte in den sechs Fundamentalcom- 
plexen 

14" 
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xl , x2 , xa , x4 , X5 , x6 
entspreehen, fallen mit den Ebenen: 

(2, a) , (3, 1) , (1, 2) , (5, 6) , (6, 4) , (4, 5) 

zusammen, welehe in der That, wie dies aus der Betrachtung des 
Sechsecks 1 2 3 4 5 6 hervorgeht, einen Kegel der zweiten Classe um- 
hiillen. 

Mit Bezug auf die Fundqmentalcomplexe gruppircn sich die Ebe- 
hen und _Punkte des Raumes zu in sich gcschlossenen Systemen yon 16 
Ebenen und 16 _Punkten. In jeder der 16 Ebenen liegen scchs der 16 
t~unkte, durch jeden der 16 Punkte gehen sechs der 16 Ebenen. Die 
sechs 2unkte in einer Ebene liegen au/ einer Curve der zweiten Oral- 
hung, die sechs Ebenen dutch einen _Punkt umhiillen einen Kegel der 
zweiten Classe. 

Wenn eine der 16 Ebenen gegeben ist, finder man die 16 Punkte, 
indem man die ihr in den sechs Fundamentalcomplexen-entsprechen- 
den Punkte und die ihr in Bezug auf die 10 Fundamentalfii~chen con- 
jugirten Pole construirt. 

Von der hier betrachteten Art ist das System der 16 Doppelebenen 
und 16 Doppelpunkte der Fl~ichen vierter Ordnung und vierter Classe, 
die Herr K u m m e r  untersucht hat*). 

Wenn eine yon 32 in Bezug auf die Fundamentalcomplexe zusam- 
mengehSrigen geraden Linien in einer der 16 Ebenen eines solchen 
Systems liegt, so vertheilen sich die 15 Linien derselben Gruppe auf 
die 15 weiteren Ebenen und die 16 Linien der anderen Gruppe auf 
die 16 Punkte. Bertihrt insbesondere die angenommene gerade Linie 
den in der betreffenden Ebene liegenden Kegelschnitt, so finder das- 
selbe bei den 15 Linien derselben Gruppe start, und die 16 Linien 

�9 der anderen Gruppe sind Seiten der yon den 16 Punkten ausgehenden 
Kegel. 

Die 32 zusammengehSrigen Linien sind durch die Vorzeichen ihrer 
Coordinaten untersehieden. Es giebt diese Bemerkung unmittelbar die 
Bezeichnung derselben durch fiinf Indices, welche zwei versehiedene 
Werthe annehmen kSnnen. Auf iihnliche Weise kSnnen die 16 Ebe- 
hen und 16 Punkte des bier betrachteten Systems bezeichnet werden. 
Die 16 Ebenen entsprechen den geraden Linien der einen, die 16 
Punkte denen der anderen Gruppe. Es geht :hieraus hervor, dass die 
Gieichung 16 teR Grades, welche die 16 Ebenen bestimmt, yon der eben 
betrachteten Gleichung des 32 t~ Grades nut dadurch verschieden ist, 
dass bei ihr das Differenzenproduct jener als bekannt vorausgesetzt 
wird. 

*) Monatsberichte der Berliner Akad. 1864, 
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Wenn einer yon den 16 Punkten des bier betraehteten Systems 
in einer der 16 Ebenen eines beliebigen iihnlichen Systems liegt, fmdet 
ein Gleiehes fiir die fibrigen 15 Punkte "statt~ und jede der I~ E ~  
nen enthKlt einen der 16 Punkte des zweiten Systems. 

Die 16 Ebenen eines Systems sehneiden sich naeh 16~ 15 _~. I20 

geraden Linien, welehe zugleieh die Verbindtmgsllnien der 16 Punkte 
sind. Dieselben sondern sich in 15 Gruppen yon jedesmal 8. Die 
Linien einer Gruppe gehSren denselben beiden Fundamenfi~leomplexen 
an und haben also die beiden entsprechenden Direetricen zu gemein- 
schaftlichen Transversalen. Es giebt dies das Mittel, aus dem Systeme 
der 16 Ebenen und 16 Punkte die 30 Directricen und die 15 Funda- 
mentaltetraeder zu eons~uirdn. 

Ausser in den 16 Punkten des Systems sehneiden sich die 16 Ebe- 
nen desselben zu drei iu 360 Punkten~ welche zu seehs auf den 120 
Durchsehnittslinien liegen. Ebeuso giebt es 360 Ebenen, welche drei 
der 16 Punkte des Systems enthalten. Sie sehneiden sieh zu sechs 
nach denselben 120 geraden Linien. 

Wenn eine der 16 Ebenen des Systems gegen die sechs Funda- 
mentalcomplexe eiue ausgezeiehnete Lage hat, finder ein Gleiches ftir 
die iibrigen 15 Ebenen und die 16 Punkte s~tt. Besonders hervor- 
zuheben ist dasjenige System, welches entsteht, 'wenn eine der Ebe- 
nen einen der 60 Eckpunkte der Fundamentaltetraeder enthiilt. Dann 
gehen die 16 Ebenen zu vier dutch die Eekpunk~e des fragliehen Te- 
traeders und die 16 Punkte Iiegen zu vier in den Seitenfliichen desset- 
ben. Es ist das System das SingularitKtensystem eines T, ~reids*) 
geworden. Die Gleichung 16 ten Grades, welche die F" Sy- 
stems bestimm~i ist bier algebraiseh 15sbar, iudemtil~ "~ 
AuflSsung einer biquadratischeu Gleichung und m c ~ , e r ~  
v e r l a n g ~ .  ~ 

l l I .  

Die Kummer'sche Flttche und thlr Zusammenhang mtt.den 
Complexen zweif~n Grades. 

13. Als Gleichung des zu unt~suchenden Comple~e~s ~ i e i / ~  GI~. 
des sei die folgende gegeben: 
(1) k, ~,~ + k~ ..~ + . . . . . .  + ~ J ~ f f i ~ - ~  
Dabei ist: 
(2) + + . . . . . . .  + 
so dass der Complex ~averiinder~ bleibt~ ~ w ~ a i ~ ~  ~ 5 t 6  
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schrieben wird k,--[-~. Die vier Constanten, welche hiernach noch 
in der Gleichung (2) enthalten sind, geben mit den 15 C()nstanten 
der Fundamentalcomplexe die 19 Constanten des Complexes zweiten 
Grades. 

Die Gleichungsform (2) sagt aus, dass dcr gcgcbcne Coml~lcx ~tnd 
alle yon demselbcn u,nndttclb(tr abhiingoen geometric'chert Gebilde sich 
selbst mit Be, zttg a~q" d~s System ~kr sechs Fumlamentalcomplexe ent- 
sprecken ~). 

Es gruppiren sich also die Linlen des Complexes in Systeme yon 
32. Jedesmal 16 Complexcurven und 16 Complexkegel gehSren zu- 
sammen u. s. f. 

Aus diesem Satze leiten sich, unter Zugrundelegung der yon 
P l i i cke r  entwickelten Eigenschaften der Complexe des zweiten Gra- 
des**), die im Folgenden aufgefllhrten Theoreme ab. 

14. Diejenigen Punkte, deren Complexkegel in ein Ebenenpaar 
zerii~llt, die sogenannten singuliircn Punkte, bilden eine Fl~iehe der 4 t~" 
Ordnung und Classe, mit 16 Doppelpunkten und 16 Doppelebenen. Die- 
selbe Fl~che wird yon den singulO'ren .Ebencn umh~illt, solchen Ebenen, 
deren Complexcurve sich in ffas System zweier Punkte aufgelSst hat***). 

Eine derartige Fli~che sell im F.olgenden eine K u m m e r ' s c h e  
F l i i che  genannt werden. In ihrer Beziehung zum Complexe heisse 
sie seine Sin,qularit~te~fliiche. 

Die n~ichstfolgenden Betrachtungen untersuchen die K u m m e r -  
sche Flilche als solche, abgesehen yon ihrer Beziehung zu dem gege- 
benen Complexe. 

Eine Kummer'sche Fliiche cntsl)richt sich selbst mit Bezug auf ein 
System yon sechs Fundamentalcoml~lexc~. 

Die beziiglichen Fundamentaleomplexe t-) seien jedesmal, nach wie 
vor, durch x~ x~ ~ . . .  ~ x0 bezeichnet. 

*) Dieses gegenseRige En~sprechen kann s~att als durch die seehs Fundamen- 
talcomploxe auch ale durch die zehn Fundamen~alfl~ehen vermitteR angesehen 
werdeu. 

**) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Be~raehtung der geraden 
Linie als Raume]ement. Von Julius Plficker. Leipzig. B. G. Teubner. 1868, 
1869. 

*~) Pliicker. Neue Geometrie. n. 311, 320. 
t) Fiir die Fresnel'sche Wellenfli~che, die sich aus dem Ellipsoid: 

a s x ~- 2t- b z y~ -1 t- c ~ ~-~ ~ 1 

(ablei~e~, sind die Ftmdamentalcomplexe die folgenden: 

~3,~" - -  y ' z  ) + a i/'~-~ i f z - x '  ) = o ,  ( y z' - -  y ' z  ) - a V : U ~ -  ( x  - x" ) = o ,  

lxy'--~'w) +"~-c ~ --,r ----- % (xy' --z'v) - c V:-U (z ~ ~') -~o. 
t~  
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Zur Bestimmung der Tangentialebenen, welche sieh an eine gege- 
bene Kummer ' sehe  Fl~che durch eine gerade Linie 

a l  ) a2 ) 

legen lassen, dien~ eine Gleiehung 
nut die Quadrate der Coordinaten 
rung yon ~-xk in - -x~ lilsst die 
die vier Tangentialebenen, welche 
den Linien: 

des vierten Grades. Dieselbe kann 
a enthalten. Denn eine Veri~nde- 
Fl~che unveri~ndert. Es sind also 
durch eine beliebige der 32 gera- 

hindnrchgehen, alle dutch dieselbe biquadratische GleichuDg bestimmt. 
Den vier Tangentialebenen~ welehe sich durch die gegebene ge- 

rade Linie an die Fl~iche legen lassen~ sind die ~rier Durehsehnit~- 
punkte einer beliebigen der 16 Linien der anderen Gruppe mit der 
Fl~che reciprok zugeordnet. Es folgt hieraus und aus dem Vorher- 
gehenden, dass dieselbe Gleichung die dureh eine beliebige gerade 
Linie gehenden Tangentialebenen und die auf derselben liegenden 
Durehschnittspunkte besiimmt. 

1)as anharmonisehe Verh:iltniss der vier TangentiaZebenen, welche 
sich durch eine gerade Linie an eine K u m m e r ' s c h e  Fliiche legen las- 
sen, ist gteich dem anharmonischen Verh~iltnisse der vier Durchschnitts- 
~unkte derselben Linie mit der Fliiche. 

15. Es set ein Punkt einer Kummer ' schen  FlKche gegeben. Aus 
demselben letter sich vermSge der seehs ent~spreehenden Fundamental- 
complexe ein System yon 16 Punkten und 16 Ebenen ab. Die Punkte 
sind Punkte der Flliche, die Ebenen Ebenen derselben. Ebenso ent- 
spricht der Tangentialebene in dem gegebenea Punl~e ein System yon 
16 Ebenen und 16 Punkten der Fliiehe. Die beiden Systeme stehen 
in der gegenseitigen Beziehung~ dass in jeder ,Ebene des einen ein 
Punkt des anderen liegt, welcher der zugehSrige Beriihrungspunl~t ist. 
Es folgr hieraus, dass die sechs geraden Linien, nach welchen eine 
Ebene des einen Systems yon den sechs dem zugehSrigen Bertihrungs- 
punkte in dem anderen Systeme entsprechenden Ebenen geschnitten 
wird, ausser in dem allen gemeinsamen Ptmkt~ jede noeh in einem 
derjenigen sechs Punk~e beriihren, welche der angenommenen Ebene 
in den Fundamentalcomplexen entsprechen. Es sind also diese Linien 
Doppeltangenten tier Fl~che. Somit ergeben sich die folgenden Siltze: 

_~Yachdem die ether K u m m e r "  schen ~'ltiche zugeh6rigen -~unda- 
mentaleom~lexe dutch ei~te Gleichung des seehsten Grades bestimmt wor- 
den sind, leiten sieh aus den Coordinaten eines ~unktes (einer .Ebene) 
der .Fliiche die Coordinaten yon 32 _Punkten, 32 Ebenen und 96 1)op- 
~eltangenten dersdben rational ab. 

Die seehs Tangenten, welehe sieh yon dem -Beriihrungspunkte ether 



Ebene der ~Yummer'schen 2-'ldche an die in derselben liegende Durch- 
schn#tscurve ziehen lassen, beriihren in den sechs auf einem Kegd~ 
schnitt gelegenen _Punlcten, welche der angenommenen Ebene in den sechs 
Fundamentalcom~lexen entsprechen. 

Die 28 Do~peltangenten einer beliebigcn ebone~, Durchschni#scurve 
einer Kummer'schen Fliiche thcilen sich in zwei Gruppen yon 16 und 
12. Die 1)oppcltangent(,n der ersten Gruppe sind der Durct, schnitt der 
.Ebene der Curve mit den 16 Doppclcbenen der _Vliichc. Die 12 ]Pop- 
peltangenten der ~weiten Gruppe sondern sich in G~pl)en yon 2. .Die 
sechs _Punkte, in welchen sich beziiglich die Linien der verschiedene~ 
_Paare schneiden~ sind die auf einem Kegdschnitt gelegenen sechs _Punkte, 
welche der Ebene der Curve in den sechs Fundamentalcomplexeu e~#- 
sprechen. 

.Di~ .Doppeltangenten einer Kummer"  schen JFliiche bilden sechs ver- 
schiedene Congruenzen der ~weiten Ordnung und Classe, deren jede einem 
der sechs Fundamentalcomlolexe angehiirt ~ ). 

16. Ausgezeichne~ unter den in Bezug auf die sechs Fundamen- 
talcomplexe zusammengeh5rigen Sys~emen yon 16 Punkten und 16 
Ebenen der Kummer'schen Fl~iche is~ das System der 16 Doppel- 
punkte und 16 Doppelebenen derselben. An Stelle des zugehSrigen 
zweiten Systems trir in diesem Falle das System der 16 Berfihrungs- 
kegel und der 16 Beriihrungscurven. Die 96 Doppeltangenten werden 
dutch die 96 Btischel solcher gerader Linien ersetzt~ welche bezfiglieh 
innerhalb einer der Doppelebenen dutch einen der Doppelpunkte hin- 
durchgehen. 

.Die JBestimmung tier Singularit~iten einer Kummer'schen Fl~iche 
hiingt yon der AuflSsung einer Gleichung sechsten Grades und mehrerer 
quadratischer Gleichungen ab~). 

Um "die Fundamen~altetraeder aus dem Singularitiitensystem einer 
Kummer 'sehen ]?l~iche zu iinden, hat man diejenigen 30 geraden 
hinien zu cons~ruiren~ welehe acht der 120 Durchsehnittslinien der 16 
Doppelebenen schneiden. 

Wenn ausser den seehs Fundamentalcomplexen eine der Doppel- 
ebenen der Kummer'schen Fl~che bekann~ ist, l~isst sieh die Fl~iehe 
eonstruiren ***). Denn indem dann dureh die Fundamentalcomplexe 
s~immfliche 16 Doppelebenen und die Beriihrungscurven in ihnen ge- 

*) Vergl. Kummer.  Abhand]. der Berl. Akad. 1866. 
*~) C. Jordan in Crelle's Journal. LXX. 

***) Wenn man die Doppelebene durch eine derjenigen 320 geraden Linien 
hlndurchleg~ welche drei der 60 Eekpunkte der 15 Fundamentaltetraeder enthal- 
ten, so erh~ilt man eine Fll~che, die dem'Modelle en~sprich~, dessen Herr Kum- 
m e r  (Monatsberiehte der Bers Akad. 1864) Erw~hnung thut. 
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geben sind, kennt man zur Construction einer beliebigen ebenen 
Durchschnittscurve der Fliiche 16 Doppeltangenten und die .Bertih- 
rungspunkte auf denselben. 

Enthiilt die gegebene Doppelebene einen der 60 Eckpunkte der 
Fundamentaltetraeder, so wird die zugehSrige K um mer '  sche Fliiehe 
ein Tetraedroid. 

Ein Teb'aedroid ist dadurch charakteriairt, dass die sechs in einer 
Doppelebene desselben licgendcn Doppelpunkte ein Br ianchon ' sches  
Sechseck bilden. 

Die Singularit~iten eines Tetraedroids sind algebraisch bestimmbar. 

17. Wir wenden uns zur Betrachtul~g der Complexe zweiten 
Grades zuriick. 

Diejenigen geraden Linien, welche Durchschnitts]inien zweier Ebe- 
nen sind, in welehe sich ein Complexkegel aufgelSst hat, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, diejenigen geraden Linien, welehe Verbin- 
dungslinien zweier Punkte sind, in welche eine Complexeurve zeffal- 
len ist, sind die singulgren Linien des Complexes. Dieselben bilden 
eine Congruenz der vierten Ordnung und Classe. Die singuliiren Li- 
nien beriihren die Singularitiitenfl~iche des Complexes. Der Bertih- 
rungspunkt heisst der zugeordnete singul~ire Punkt, die Beriihrungs- 
ebene die zugeordnete singuliire Ebene. Der Complexkegel, dessen Mit- 
telpunkt tier zugeordnete singuliire Punkt ist, hat sich in die beiden 
Tangentlalebenen der Singularitiitenfliiche aufgelSst, die ausser der 
doppelt zu ziihlenden zugeordneten singul~iren Ebene durch die singu- 
liire Linie hindurchgehen. Entsprechend ist die Complexeurve in der 
zugeordneten singuliiren Ebene in das System derjenigen beiden Punkte 
zerfallen, welche der singuliiren Linie neben dem doppelt zu ziihlen- 
den zugeordneten singul~iren Punkte mit der Singularit~tenfl~che ge- 
mein sind*). 

Die Complexcurve, welche in einer beliebigen Ebene liegt~ beriihr~ 
die Durchschnittscurve vierter Ordnung der Ebene mit der Singulari- 
tfitenfliiche in vier Punkteu. Gemeinschaftliche Tangenten beider Cur- 
yen in diesen Punkten sind die vier in der Ebene liegenden singul~- 
ren Linien**). 

Welche. unter den Tangenten der Singularit~tenfl~che in einem 
gegebenen Punkte derselben dem gegebenen Complexe als singuli~re 
Linie angeh5r~, ist dureh die Flilche selbst noch nieht bestimmt. Es 
kann eine aus der einfaeh unend~chen Anzahl der Tangenten will- 
kiirlich als singul~re Linie angenommen werden; dann lilsst sich ein 

*) Pllicker, Neue Geometrle. n. 317. 
**) Plficker, Neue Geometrie. n. 318. 
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zugehSriger Complex eindeatig bestimmen. Aus der zugeordneten sin- 
gulilren" Ebene leitet sieh vermSge der seehs Fundamentalcomplexe ein 
System yon 16 singul~ren Ebenen ab. Sobald die beiden Punkte, in 
welehe die Complexeurve ffir die eine singul~ire Ebene zerfallen ist, 
dutch AuflSsung einer quadratischen Gleiehung bestimmt worden sind, 
sind die entspreehenden Punkte in den iibrigen Ebenen bekannt. 
Seehs unter denjenigen Complexlinien, welehe dureh einen der Sehnitt- 
punkte yon drei der 16 Ebenen hindurehgehen, sind also gegeben und 
desshalb die Complexkegel ftir diese Punkte linear eonstruirbar. In- 
dem diese Sehnittpunkte zu sechs auf einer jeden der 120 Dureh- 
sehnit~slinien yon zwei der 16 Ebenen liegen, kennt man die zu die- 
sen Linien gehSrigen Complexfl~ehen. Zur Construction der in einer 
beliebigen Ebene liegenden Complexeurve kann man also fiber 240 
Tangenten verfiigen. 

Wenn eine Kummer ' s che  Fliiche und eine dieselbe beriihrende 
gerade Linie gegeben ist, so kann man efi~en Co~lex  zweiten Grades 
ei~deutig construiren, welcher die Flgche zur Singularitiitenflgche und 
die gerade Linie zur singul~iren Linie hat. 

Eine K u m m e r ' s c h e  Flffche ist die Singularitiitenfl~iche fiir eiuc 
ein/ach unendliche Schaar yon Com21exen zweiten Grades. 

Eine Kummer ' sche  teliiche Mingt yon 18 Constanten abe'). 
Wenn die gegebene gerade Linie eine Doppeltangente der Fl~iehe 

ist~ so artet der zugehSrige Complex in den doppel~ zu ziihlenden 
linearen Fundamentalcomplex au% welehem die Doppeltangente an- 
gehSrt. 

Zu der Schaar yon Com_~lexen zwe#en Grades, welche eine gegebene 
K u m m e r ' s c h e  Fliiche zur Singular#~tcnfliiche haben, geh6ren auch 
die do1919elt zu z?ihlenden sechs linearen Fundamentalcomplexe. Als sin- 
guliire Linien eines solchen Complexes sind die ihm angeh6rigen Dop- 
peltangenten der Fl~che anguse](en. 

18. Ausgezeiehnet unter den singul~ren Linien des gegebenen 
Complexes sind diejenigen, welche die Sin~ oseuliren. 
Die Tangenten im Beriihrungspunkte gehSren s~mmtlieh dem gegebe- 
hen Complexe an. 

Wenn eine Kummer ' sche  Fl~che und eine dieselbe beriihrende ge- 
fade Linie gegeben ist, giebt es ausser dem eben construirten noch zwei 
weitere Com~lexe, welche die Fl~iche gur Singularitdtenfl~iche haben und 
die gerade Zinie Ober nicht als singul~ire Linie) enthalten. Singul~ire 
Linien in dem Beri~hrungslmnkte der gegebenen sind fiir diese Complexe 
die beiden Haupttangenten in ~liesem -Punkte. 

*) Es stlmmt alas mit der yon Herrn K umm e r gegebenen Z~hlung fiberein. 
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Bei der Construction eines solchen Complexes sind zunKchs~ die 
beiden Haupttangenten im Beriihrungspunkte dutch eine quadratische 
Gleichung zu bestimmen. Die beiden Punkte, in welche sich die Com- 
plexcurve innerhalb der zugcordneten singul~ren Ebene aufgelSst hat, 
sind dann linear gegeben. 

Die Complexcurve in einer beliebigen Ebene hat mit der in der- 
selben Ebene liegenden Durchschnittscurve vierter Ordnung der Sin- 
gularitiitenflSche ausser den vier doppelt zu ziihlenden singul'~ren Li- 
nien noch 2 . 4 . 3 -  2 . 4  ~---16 Tangenten gemein. Die Berfihrungs- 
punkte derselben mit der Durchschnittscurve der Singularit~tenfli~che 
sind diejenigen Punkte, in welchen die angenommene Ebene yon der 
Curve solcher Punkte der Singularitiltenfii~che geschnitten wird, in 
welchen die zugehSrige singul~re Linie mit einer Haupttangente zu- 
sammenflillt. 

Die Curve tier si~g,~diircn l~unkt~ dercn zugcordncte singulbire Li- 
nie~v die Singularitiitvnfl6che osculire~, ist vonder 16. Ordnung. 

19. Sei eine Kummer ' s che  Fl~che und eine beliebige gerade 
Linie gegeben. Durch die gerade Linie gehen vier Ebenen der Fliiche, 
und auf ihr liegen vier Punkte derselben. Die biquadratische Glei- 
chung zur Bestimmung der vier Ebenen ist dieselbe~ wie die zur Be- 
stimmung der vier Punkte. Dementsprechend kann man die vier Ebe- 
nen den vier Punkten einzeln zuordnen, und zwar auf vierfache Weise. 
Nachdem fiber die Art der Zuordnung entsehieden ist, ziehe man in 
einer der Ebenen dutch den Berfihrungspunkt mit der K u m m er' schen 
Fliiche und den zugeordneten Punkt eine gerade Linie. Derjenige Com- 
plex, welcher die gegebene K um m e r' sche Fl~iche zur Singularitliten- 
fl'~che und die construirte gerade Linie zur singuliiren Linie hat, ent- 
hiilt offenbar di~ gegebeue gerade Linie. 

Es lassen sich vier Complexe construiren~ welche eine gegebene 
K~mn~er'sche Fliiche z~r Singularitiitenfliiche haben und die ausser- 
dem eine gegebene gerade Linie enthalten. 

Die beiden auf der construirten singuliiren Linie liegenden Punkte 
bestimmen sich linear~ indem der eine als Durchschnittspunkt der 
gegebenen geraden Linie mit der Fl~che bekann~ is~. 

Wenn die gegebene gerade Linie die Singularitiitenfliiche beriihr~, 
fallen zwei yon den vier vorstehend construirten Complexen in den- 
jenlgen zusammen, der die gegebene Linie zur singuliiren hat. 

I)ie Tangenten der Singularitbitenfliiche sind solche gerade Linien, 
flit welche die biquadratische Gleichung, welche die vier einer gegebe- 
hen yeraden Linie zugeh6rigen Com plexe bestimmt, eine doppelte Wur- 
zel hat. 
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Die Complexgleichung der Singularitiite~fliiche hat die Form ei~cr 
Discriminante. 

20. Die einfach unendliehe Schaar der zu einer gegebenen Kum- 
mer'sehen FBiehe gehSrlgen Complexe zweiten Grades bestimm~ in 
jeder Ebene des Raumes ein System yon Kegelschnii~en~ welche die 
Durehsehnittscurve vierter Ordnung der Kummer'schen Fl~che mi~ 
der Ebene viermal beriihren. Das System ist yon der vier~en Classe. 
Indem als Ausartungskegelsehnitte die sechs den Fundamentalcom- 
plexen entsprechenden Punkte mi~ ihrem Doppeltangentenpaare anzu- 
sehen sind~ isi das System yon der Ordnung 2 . 4 -  6 ~ 2. 

Dutch eine Kummer'sche Fliiche wird in jeder Ebene des _Rau- 
mes eln Kegelschnittsystem der vierten Classe und zweiten Ordnung bc- 
stimmt. 

21. Diejenigen Linien des Complexes, ~elche innerhalb einer 
Doppelebene der Singulari~iitenfl~che verlaufen, schneiden sich in einem 
Punk~e der Beriihrungseurve. Sie sind s~mm~lich singul~re Linien. 
Es" kann dieser Punkt~ beliebig auf der Berfihrungscurve angenommen 
werden; dann is~ ein zugehSriger Complex linear bestimmL Liisst 
man den Punk~ in einen der sechs auf der Beriihrungseurve liegenden 
Doppelpunk~e riicken~ so ariel der Complex in denjenigen Fundamen- 
talcoi~plex aus, welehem das durch den Doppelpunk~ in der angenom- 
menen Ebene gehende Btischel gerader Linien angehOrL Auf iihn- 
liche Weise en~spricht jedem Dop~velpunkte der Fl~che eine Ebene, 
welehe den Tangen~ialkegel im Doppelpunk~e bertihrt*). 

Die 16 Punkte und 16 Ebenen en~spreehen einander in Bezug auf 
die seehs Fundamentalcomplexe. 

Im AUgemeinen sind die Linien des gegebenen Complexes keine 
Doppeltangenten der Singularittitenfltiehe. Es findet dies nur fiir die- 
jenigen 96 singul~ren Linien stat~, welche innerhalb einer Doppelebene 
der Fl~iche durch einen Doppelpunk~ gehen. 

Diejenigen 16 singuliiren Linien~ welche in einer Doppelebene der 
Singularit~tenfl~iche liegen und die Beriihrungscurve der Doppelebene 
beriihren~ sind die einzigen Compl~xlinien, welche die Singulariti~ten- 

"fliiche vierpunktfig beriihren. Di,e 16 entsprechenden singul~ren Linien, 
welche dutch die Doppelpunl~e der Singularit~tenfiiiehe gehen, sind 
die einzigen Complexlinien, welche die dualistiseh entgegengesetzte 
Eigenschaft besitzen. 

22. Einer jeden geraden Linie entspricht in Bezug auf einen 
Complex zweiten Grades eine zweite gerade Linie als ~olare. Die- 
selbe steht; zu der "ersten in der doppelten Beziehung, einmal~ dass 

*) Plttcker. Neue Geometrie. n. 321. 
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sie der geometrisehe Ort ist fiir die Pole der ersten geraden Linie mit 
Bezug auf alle Curven, die in den durch sie hindurchgeleg~en Ebenen 
yon Linien des Complexes umhiillt werden, dann~ dass sie umhiillt 
wird yon den Polarebenen der ersten geraden Linie mit Bezug auf 
alle Kegel, die in den Punkten derselben yon Linien des Complexes 
gebildet werden. Diese Beziehung zwischen den beiden Linien ist 
in(less keine gegenseitige. Abgesehen yon den Linien des Complexes~ 
deren jede sieh selbst als Polare eonjugir~ ist, giebt es nut eine end- 
liche Anzahl solcher gerader Linien, die selbst wieder die Polaren 
ihrer Polaren sind*). 

Die Polaren der Diagonalen des yon den vier in einer beliebigen 
Ebene liegenden singuliiren Linien gebildeten Vierseits schneiden sich 
in einem Punkte. Dieser Punkt wird der .Pol der Ebene mit Bezug 
auf den Complex genannt. Derselbe f'~llt zusammen mit dem Po lde r  
Ebene in Bezug auf die SingularitStenfliiehe. - -  Auf ~hnliche Weise 
entspricht jedem Punkte in Bezug auf den Complex eine Polarebene. 

Der Pol einer singuliiren Ebene ist ihr Beriihrungspunkt mi~ der 
Singularit~tenfl~che, die Polarebene dieses Punktes ist wiederum die 
gegebene singuli~re Ebene. 

Abet im Allgemeinen ist die Beziehung zwisehen Ebene und Pol, 
Punkt und Polarebene keine gegenseitige. Es tritt das - -  abgesehen 
yon den singul~ren Ebenen und Punkten - -  nur bei einer endlichen 
Anzahl yon Ebenen und Punkten ein**). 

~3. Der gegebene Complex des zweiten Grades werde auf ein 
beliebiges der fiinfzehn Fundamentaltetraeder bezogen. Dann nimmt 
seine Gleiehung die folgende Form an***): 

22 ai~ r~k --~ 2 Ar,~ rr~ -~- 2 Br~ r r~l~ -~ 2 C r ~  r~ ~ O, 

wo ri~ Strahlen- oder Axencoordinaten bedeuten. 

Wird die Gleichung des gegebenen Complexes zweiten Grades in 
Bezug auf  eins der 15 ~undamentaltetraeder als Coordinatentetraeder 
gesehrieben, so treten in derselben ausser den Quadraten der Ver~inder- 
lichen die _Producte yon nur solchen Vergnderlichen auf, welche sich 
auf gegeniiberstehende Kanten des Tetraeders beziehen. 

Es ist leieht zu sehen~ dass diese Gleichungsform fiir die Funda- 
mentalte~raeder charakteristisch ist. Man schliesst welter: 

~ e n n  der gegebene Complex auf  ein beliebiges Coordinatentetraeder 
bezogen wird and in der entspreehenden Gleichung zwet Vergnderliche~ 

~) Pllicker, Neue Geometrie. n. 299. 
**) PlCicker, Neue Geometrie. n. 32~, 330~ 337. 

***) Vergl. n. 6. 



die sich auf gegeniiberstehende Kanten des Coordinatentetraeders bezie- 
hen, ausser als Quadrate nur in gegenseitiger Verbindung auftreten, so 
sind die bebreffenden Kanten zwei zusammengeh6rige aus dem System 
der _h~undamentaltetraeder. 

Die vorstehende Gleiehungsform zeigt, dass die gegeniiberstehen- 
den Kaaten des zu Grunde gelegten Tetraeders einander gegenseifig 
entsprechende Polaren in Bezug auf den gegebenen Complex sind. 

Von den 30 Kanten der Fundamentaltetraeder entspreehen sich die 
zusammengeh6rigen in Bezug auf den Complex gegenseitig als _Polaren. 

Die 30 Kanten der Fundamentaltetraeder sind, abgesehen yon den 
Linien des Complexes, die einzigen geraden Linien~ welche diese Eigen- 
scha[~ bexitzen. 

Und hleraus sehliesst man: 
Von den 60 Eckpunkten und 60 Seiten/lgichen der Fundamental- 

tetraeder entsjpreehen sich die zusammengeh6rigen gegenseitig in Bezug 
auf den Comp!ex als Pol und t)olarebene. 

Es giebt, abgesehen yon den singulgren Punkten und Ebenen~ keine 
weiteren l~unkte und Ebencn, die sich gegenseitig in ~Bezug auf den 
Complex zugeordnet sind. 

Insofern das VerhiUtniss yon Ebene und Pol, Punkt und Polar- 
ebene als dutch die Singularit~itenfliiche vermittelt angesehen werden 
kann, lassen sich die vorstehenden beiden S~itze auch als Eigenschaf- 
ten der Kummer ' schen  Fl~ehe aussprechen. 

24. Aehnliehe Untemuchungen~ wie die vorstehenden, si~d bereits 
in der Abhandlung fiber Complexe zweiten Grades yon Herrn Ba t -  
t a g l i n i * )  enthalten. Nur sind die Voraussetzungen, welche er zu 
Grunde legt, nicht allgemein genug. Unter rik Strahlen- oder Axea- 
coordinaten verstanden, giebt er dem Complexe zweiten Grades die 
folgende Gleiehung: 

27 a:k r~k ~- 0, 

welche drei Glieder weniger besitzt~ als die letzt-vorangehende~ in 
welcher der Complex auf eins der Fundamentaltetraeder bezogen ist. 
In der That enth~lt sie nur 17 Constanten~ w~ihrend der Complex yon 
19 Constanten abh~ngt. De~aentspreehend verschwinden drei der simul- 
tanen Invarianten, welche sich aus ihr und der zwisehen den Linien- 
eoordinaten bestehenden Bedingungsgleiehung ableiten lassen. 

Der Complex~ we]chert Herr B a t t a g l i n i  untersucht, ist dadurch 
partieularisirt, Class ffir denselben die um eine passende Constante ver- 
mehrten Gr'6ssen kl, kp, . . . ,  k s einander entgegengesetzt gleich wer- 
den. In Folge dessen ist eins der Fundamentaltetraeder~ dasselbe~ auf 

*) At~i della Reale Acoademia di Napoli, lII, so wie Giornale di Matematl- 
ehe, Napoli. Anne VI. 
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welches der Complex in seiner vereinfachten Gleiehung bezogen ist, 
vor den iibrigen ausgezeichnet, und die Singulariti~enfl~che wird ein 
Tetraedroid, welches zu diesem Tetraeder gehSrt. (n. 16.) 

•Vo 

Algebraische Darstellung. 

25. Der gegebene Complex sei, wie oben, durch die Gleichung 
bestimmt: 
(1) 111 xl u ~-k2 xu 2 -t- . . . .  ~- k 6 x~: ~ 0, 

wo : 
(2) x ?  -t- x2 ~" § . . . .  + x6 ~ ~ 0 .  

Verm5ge der Gleichung (1) ist. es gestatte~, die GrSssen k um eine 
beliebige Constaute wachsen zu lassen, ohne dass der Complex ge~n- 
dert wird. 

Die singu~diren Linien des Complexes sind alsdann dargestellt*) 
dutch (l) ~ (2) und die folgende Gleichung: 
(3) ki ~ x('  -4- k~ 2 x2 2 -t- . . . .  -4- k6 ~ x~ ~ ----- O.  

Sei unter (x) eine beliebige singulilre Linie verstanden, so sind die 
Coordinaten (y) einer derjenigen geraden Linien, welche innerhalb der 
(x) zugeordneten singuliiren Ebene durch den zugehSrigen singuli~ren 
Punkt gehen, yon der folgenden Form: 
(4) ~y~ = ( ~  + ~) x . ,  

wo p einen Proportionalit~tsfactor, a eine Cons~ante bedeutet**). Die 
dutch (4) dargestellten geradea Liniea mSgea die zugeordneten der 
singul~ren Linie (x) heissen. Die Cresammtheit der zugeordneten Li- 
nien aller singul~ren Linien Fdllt mit der Gesammtheit der Tangenten 
der Singulari~tenfl~iche zusammen. 

Wenn die singulgre Linie (x) so beshmmt wird, dass die zugeord- 
neten Linien dem gegebenen Complexe (2) angehSren, so osculirt sic ~ 
die Singularit~tenfl~che. Man finder also zur Darstellung &r osculi- 
renden singuliiren Linien ausser (1), (2), (3) die Gleichung: 

(5) ~ 3  x,2 -4- ~ 3  x2 2 A- . . . . .  "4- k6 3 x J  ----- O. 

Die yon den osculirenden singulKren Linien gebildete Linienfliiche ist 
yon der 16. Ordnung und 16. Classe. 

*) P l f i cke r .  l~eue Geometrie. n. 300. 
**) P l i i c k e r .  l~eue Geometrie. Ebenda, 
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Die 32 ausgazeichneten singuliiren Linien, welche beztiglich in 
einer der Doppele~enen der Singularitiitenfl~iehe liegen und die in der- 
selben enthaltene Beriihrungscurve beriihren, oder dureh einen der 
Doppelpunkte der Singularitiitenfl:,iehe gehen und Erzeugende des Tan- 
gentialkegels in demselben sind, sind dutch die Bedingung bestimmt, 
dass ihre zugeordneten singul:~iren Linien selbst wieder singul~re Linien 
sin& Ihre Coordinaten geniigen also ausser den Gleichungen (1), (2)~ 
(3), (5) auch noch der folgenden Gleiehung: 

(6) kl4 x12 ~t_ k24 x22 + . . . .  �9 ~ k64 xe 2 ---~ 0. 
Dutch AuflSsung finder man: 

1 
(7) ~x~2 ~ ~k, - kl) (k, - k,) . . . .  (ko -- ki) 

26. Wenn xj, x.z, . . . ,  x 6 und a willkfirliche Parameter bezeich- 
nen, welche den Gleiehungen (1), (2)~ (3) Gentige leisten, so ist eine 
beliebige der Tangenten der Singularitiitenfliiche durch die Gleichung 
(4) gegeben. Dureh Elimination yon xl,  x2, . . . ,  x 6 ergiebt sieh: 

(8) y2 + y2~ + . . . .  + y J - - 0 ,  

Yl2 Y~ Y62 = O~ 

(m) y , 2  + y~ y~ _ 
(k,+~), (k,+~), -~ . . . .  + ~ , - -  o. 

Die Gleichung (9) ist eine Gleichung vierten Grades zur Bestim- 
mung yon a. Die Gleichung (10) sagt.aus, dass der nach a genom- 
mene Differentialquotient der Gleichung (9) verschwinde. 

Die Complexgleichung der Singularitiitenfl~iehe ist die nach ~ ge- 
nommene Discriminante der Gleichung (9). 

Wie das sein muss, wird dieae Complexgleiehung vom 12. Grade. 
Unter a eine willkfirliehe GrSsse verstanden, stell~ die Gleichung 

(9) einen Complex des zwelten Grades dar. Ddrselbe hat mit dem 
gegebenen (2) die Singulari~tenfliiehe gemein. Denn das System der 
Gleichungen (8), (9), (10) bleibt ungell.ndert, wenn k~ allgemein dutch 

l ersetzt wird. k~ -I-e 
Die G!eichung (9) stellt das zu der Singularittitenfliiche des gege- 

benen Complex~s ~ugeh6rige System yon Complexen ~weiten Grades dar. 
Die Gleichung (9) ist durchaus analog den Gleichungen, welche 

bei der Bestimmung confoealer Curven oder Fliichen zweiten Grades 
auf~eten. 

Wenn (y) eine gegebene gerade Linie bedeutet, bestimmt die Glei- 
chtmg (9) vier zugehSrige Wer~he yon a. Von denselben werden zwei 
einander gleich, wenn (y) eine Tangente der Singulari~tenfl~ehe ist. 
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Die Haupttangenten der Singularit~itenfliiche sind dadurch charak- 
terisirt, dass drei Wurzeln der Gleichung (9) gleich werden; sie sind 
also dutch (8), (9), (10) und die folgende Gleichung gegeben: 

yl ~ y3 Y~* ~ O. 01) ~k,+~y, + (~:~+~)~ + . . . .  + (k~+~)~ 

Endlich sind diejenigen geraden Linien, welche die Bertihrungscurven 
in den Doppelebenen der Singularitiitenfliiche umhiiUen, beziiglich die 
Beriihrungskegel in den Doppel.punkten derselben erzeugen, dutch (8), 
(9), (10), (11) und die folgende Gleichung bestimmt: 

(12) (k, + "2 (k, + ~)' + . . . .  + (ko + ~-S ~ = 0. 

Sei irgend einem Werthe yon a entsprechend das System der 
Gleichungen (8), (9), (10), (11), (12) aufgel5st. Die in dem ent- 
sprechenden Complexe (9) den so besfimmten geraden Linien zugeord- 
neten Linien sind selbst wieder singul~re Linien. Ihre zugeordneten 
Linien bilden die Gesammtheit der in den 1)op~debenen der Singulari- 
tiitenfl~iche liegenden und der durch die Dotoelpunkte derselben hin- 
durchgehenden geraden Linien. Die Coordinaten einer solchen geraden 
Linie lassen sich also unter der Form schreiben: 

(13) - ( z  + " 

wo y. eine LSsung der Gl~ichungen (8), (9), (10), (11), (12) isk  
Diese Form bleibt unveriindert, welchen Werth man a er~heilen mag. 

Es ertibrigt, die Doppeltangenten der Singularit~tenfl~iche zu be- 
stimmen. Ftir die yon denselben gebildeten sechs Congruenzen ergiebt 
sich aus (9) und (10),. indem a der Reihe nach -~- - -  kt~ ~ - -  ~2 
u. s. w. gesetzt wird: 

0 4 )  . . . . . . . . . . . . . . . .  

Y6 = O,  y 2  .2f_ . . . . _.]- Y~- -~  ~ 0 
k t  ~ k8 k~ - -  k6 " 

Auf dieselben Gleichungen kommt man aus (4), we.an man a ~ - -  kt, 
- -  k~ u. s. w. setz~ und hierauf x .  aus (1), (2), (3) eliminirt. 

Die bei den vorstehenden Betraehtungen vorausgese~te Umfor- 
mung der Complexgleichung is~ in vielen Fiillen nicht mSglich. Unter 
die hier ausgeschlossenen Complexe gehSrt auch der yon I-Ierrn Th.  
R e y e  betrachtete, dessen Linien der Durchschni~t entsprechendcr 

Mathematiache Annalen I I .  1~ 
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Ebenen zweier collinearer r~umlicher Systeme sind*). Derartige Com- 
plexe sind durch das Auftreten yon Doppellinien~ Ausnahmpunkten 
pnd Ausnahmebenen**) ausgezeichnet. Eine Uebersicht iiber die bei 
ihnen zu unterscheidenden Fi~lle denke ich bei einer niichsten Oelegen- 
heir zu geben. 

*) Reye. Die Geometrie der Lage. Hannover, C. l~(impler. 1868. 
*~) Plficker~ Neue Gcometrie. n. 31"~. 

G S t t i n g e n ,  14. Juni 1869. 


