
273 

4. Absolute Formelm 
fur die 'Anxiehung koaxialer Solenoide; 

vom G. R. Olshausem. 

5 1. Die Anziehung zweier koaxialer Solenoide kann 
rnittels der Formeh fur die gegenseitige Induktion eines 
Kreises und eines koaxialen Solenoids berechnet werden. Hier- 
fur haben Lorenz ,  J o n e s ,  Campbe l l  und Rosa Formeln') 
aufgestellt. Eine in sich vollstandige Formel fur die An- 
ziehung zweier koaxialer Solenoide ist bis jetzt aber noch nicht 
gegeben worden. 

Es ist der Zweck dieses Aafsatzes, Formeln abzuleiten, 
durch welche die Anziehung zweier gleichachsiger Solenoide, 
die j e  ein Einheitsstrom durchflieBt, fur alle Falle genau be- 
rechnet werden kann. 

8 2. Neumanns  Formel fur die gegenseitige Induktion 
zweier beliebiger linearer geschlossener Strome ist : 

wo E der Winkel, den die Kurvenelemente d l  und dil' der 
bezuglichen Strome bilden, und r ' die Entfernung zwischen 
denselben ist. 

Durch Anwendung dieser Formel auf zwei koaxiale So- 
lenoide fand L. Cohen2),  dab die gegenseitiga Induktion der 
beiden Spulen sich durch folgenden Ausdruck darstellen la6t: 

(2) M =  4nnn"I1 - - J . - 4 + I 4 - j ,  

1) Vgl. E.B. Rosa  u. F.W. G r o v e r ,  Bull. Bur. Stiind. 6 .  p. 96. 1912. 
2) L. C o h e n ,  Bull. Bur. Stand. 3. p. 295. 1907. 
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wo n und n' die beziiglichen Anzahlen von Windungen der 
Spulen per Langeneinheit sind, und 

n 

0 

(v = 1, 2, 3, 4) 
ist. 

der Spulen und c,, hat folgende Werte: 
I n  diesem Ausdruck sind a, und a die bezuglichen Radien 

c , = d + l + ~ , ,  

cg = d + 1 - lI , 
c2 = d + l1 - 1 .  I 

I c4 = d -  I- 11, 

(4) 

mo d die Entfernung zwischen den Mittelpunkten der Spulen 
und 2 ll und 2 1  ihre beziiglichen Langen sind. 

Dann ist die Anziehung der beiden Solenoide, wenii durch 
jedes derselben ein Einheitsstrom flieEt, 

Der Kurze halber wird fernerhin der Index v fortgelassen 
werden, so da6 d I l d c  jeden der vier Koeffizienten dJV/dc, 
bedeutet. 

Urn die Differentialkoeffizienten d I j d c  zu finden, differen- 
tiiert man die rechte Seite der Gleichuvg (3) in bezug auf c 
unter dem Integralzeichen und fuhrt dann die Integration aus. 
Die Differentiation ergibt 

Urn cliesen Integralausdruck auszurechnen, setze man 

G Q S V  = .2' 
und 

(7) a = aIa + a 2 ,  p = 2 al a ,  7 = u12 + u2 + ca. 
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Durch Einsetzen dieser Werte in (6) erhalt man 

-1 

Um dieses elliptische Integral auf die Weiers t rasssche  
Normalform zu bringen, setzt man 

(9) t - r = m(s-el), z - 1 = m(s-e , ) ,  x + 1 = m(s-e , ) ,  

+ es + e3 = 0 
wobei 

und m ein reeller und positiver Parameter ist, der willkurlich 
bestimmt werden kann. Dann ergibt sich, wie spater gezeigt 
werden wird, daB die QrijSen el, ea, es alle reell sirid und 

ist. 
> e2 > e3 

Nun bezeichne man mit 

PU = P ( u / w , , w , ) ' )  

s = P ( .  + ma). 

die p-Funktion, die durch el, e2 und e3 bestimmt wird, und 
setze dann 

Hierbei wird vorausgesetzt, da6 die GroBen w1 und w3/i  reelle 
und positive Werte haben. 

Wenn u auf direkt>em Wege von 0 bis w1 fortschreitet, 
wachst s = p(u + ma) von e3 bis e2 und 5 nimmt alle Werte 
von -1 bis + 1  an. Daher ist 

d s  d u  = - + l/h(s - e, (s - ep) (s - es) 

und Gleichung (8) wird 

[ =- 0 W , V ~  f ( p  (u + ma) - e,> (P (u + Us) - '1 du 
a o  p (26 + Us) - p w 

1 )  Die Bezeichnungeweise, die bier gebraucht wird, ist diejenige 
der ,,Formeln und Lehrsatze ziim Gebrauche der elliptiscben Funktionen" 
von H. A. S c h w a r z .  

18* 
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wo 

(11) 

ist. Der W rt v n p w ist also reel1 und liegt, wie spater 
gezeigt werden wird, zwischen el und e2. Es laBt sich also 
voraussetzen, da6. w auf direktem Wege von wI nach wz liegt. 
Uriter dieser Annahme ist dann p' w positiv und rein imaginiir. 

8 3. Urn die Funktion @(u) zu integriereu, sei bemerkt, 
da6 @(u) eine rationale Funktion von p (u + w,) ist, und durch 
Division und einfache Umformung auf folgende Form gebracht 
werden kann : 

P ' W  . P' w *(4 = Q (u + + P + el + 4 ( p  w - p @ + @J - p w * 

Integrieit man jedes Glied auf direktem Wege von 0 bis wl, 
so erhalt man 

Die ganze Znhl n wird durch die Bedingung bestimmt, da6 
das Integral 

= - 2 g 1 1 w + 2 w l T ( w ) + 2 n n i  U' 

Null wird, wenn w = w1 ist, da dann p' w Null ist. Man findet, 
da6 n = 0 ist. 

Unter Beriicksichtigung der Relation l) 

lassen sich drei neue Gleichungen aus (12) ableiten von der 
Form 

1) H. A. S c h w a r z ,  1. c. p. 29. (7). 
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Setzt man 
w = w1 + wl i ,  

und transformiert die Ausdrucke 

und 

mittels der Gleichungen I) 

so erhalt man aus (12) und (13), wenn man gleichzeitig die 
Koeffizienten von w1 et was umformt, die folgenden aquivalenten 
Ausdrucke: 

I , b‘w I 0 ’ .  . .I 1 

In diesen Gleichungen konnen die GroBen e l ,  e2 ,  e3 ,  p w 
und p‘w direkt durch die Dimensionen der Spulen und die 
Entfernung zwischen ihren Mittelpunkten ausgedruckt werden, 
wahrend die anderen GroBen mit Hilfe gewisser HilfsgroBen, 
die spater angegeben werden sollen, berechnet werden mussen. 

1) H. A. Schwarz,  1. c. p. 31. (4). 
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(15) 

Aus (9) hat man 

Hieraus erkennt man, da6 e l ,  e 2 ,  e3 reelle GroBen sind und daB 

el > ea e~ 
ist. 

man folgende reelle GroBen 
Verbindet man nun diese Gleichungen mit (ll), so erhalt 

3 ft - y p 717 = ~ (16) 3 111 p l 

Dst nun 

ist, so folgt aus (17) 
(p‘ w ) ~  = 4 (p 7u - el) (p w - e2) (p w - eJ 

Aus (17) ersieht man auch, da6 
el > v 11) > eB 

ist; es muB also, wie schon erwahnt war, der WurzelgroBe in 
(18) ihr positiver Wert beigelegt werden. 

Wenn man in den Gleichungen (14) aus (15), (16), (17) 
und (18) substituiert und gleichzeitig u, p und y ihre Werte 
beilegt, so erhalt man 
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= \/T [ n,* + a? + cp + 6 a, a 
a c  ti a, a ?I& 0 1  - 711 

/oo\ 

1 
I 
9 4. Die erste und vierte der Gleichungen (14) konnen 

leicht durch L e g  en  d r e s  vollstandige und unvollstandige Inte- 
grale erster und zweiter Art ausgedriickt werden, wobei die 
unvollstandigen Integrale reelle Amplituden haben , wahrend 
die zweite und dritte derselben Gleichungen zu Integralen mit 
imaginiirer Bmplitude fuhren. Um diese Transformation zu 
machen, sind folgende Relationen ’) notig: 

sin y = sin am (yel - e3 . wl, k’j , 

sin y‘= sin coam (lei - e3 - w1 , A’) , 

R = E (A) P(K) - P($) P(R) + E’(k’) F(k) I a 

1) H. A. Schwarz,  1. c. Art. 26, 27, 28, 29, 33, 39. 
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I n  diesen Gleichungen sind P ( y ,  A'), E ( 9 ,  K') ,  P(cp', A'), 
a(?', A') unvollstandige elliptische Integrale mit den Ampli- 
tuden 97 bzw. y' und dem Modul K', wahrend P(h), E(R), F(R'), 
E(K)  vollstiindige Integrale mit den Modulen h bzw. k sind. 

Mit Hilfe dieser Formeln geht die erste der Glei- 
chungen (14) iiber in 

[..=&=a- dI c 2 ( a 1 2 + ( r 2 ) + c ?  
1 + )z + cs 

~ $'@) - f(ul + u ) ~  + ?. B(k) 

(23) I 
und von der vierten dieser Gleichungen erhglt man 

~- 

alp - az 
- _____ { W) [p(er, A')  - E(cp', k'll 

Icl 

In  allen diesen Formeln fur d I / d c  ist 
u1 z a  

und IcI bedeutet, da6 der absolute Betrag von c genommen 
werden 8011. In allen anderen Fallen ist das Vorzeichen von c 
durch die Gleichungen (4) bestimmt. 

8 5. SchlieSlich sind noch Formeln') anzugeben zur Be- 
rechnung von ql, m1 und der Ausdrucke 

U' 

l u  
'til u~, i - w - (to1 i) 

und 
Ti1 l r l  i - o1 !!L (?P1 i) (v = 1, 2, 3). 

0, 

Zwei Gleichungssysteme sind zur Berechnung dieser Gro6en 
notig: das eine fur negative und das andere fur positive Werte 
von ez. Die Reihen des ersten konvergieren besser, wenn 
e2 < 0 ist, wahrend die des zweiten schneller konvergieren, 
wenn e, > 0 ist. 

1) H. A. Schwarz ,  1. c. Art. 45, 48, 49. 
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Es ist 
e 2 s 0 ,  wenn 6a1 a s a l P  + ar + c2 oder k 2 s $ .  

In den folgenden Formeln sind 

Formeln fur e, 
zu nehmen. . 

Es sei 

alle WurzelgrOBen positiv 

< 0. 

und 
{26)  h = + l + 2 ( + l ) 5 +  15(+l)O+ 150(41)16+ ..., 
dann kann w1 aus einem der beiden folgenden Ausdriicke be- 
rechnet werden: 

(1 + 2h4 + 2~ + . . '12, 
2 %  r 0' = 

(i/e,-%+ P e X T  
(27 )  I 
Die GrijBe q1 ergibt sich dann aus 

Urn den Wert von wL zu finden, der den Werten von p w  
und p'u, in (16) und (18) geniigt, setze man 

(G)*P + ..., 
und lasse 

5/e1 - e, V s  - e, - v e ,  - e, 1 / s  - e, = I t  (29) ~ w = s ,  - 
. V = y Z T , + V = m  

S 0 h .  

Dam ist 
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An Stelle der Gleichungen (29) und (30) kijnnen auch die 
folgenden Formeln angewendet werden: 

3.4 , I ?o, t'+ +PO,. t'33.52!0'3 t '6  + ...) * 
1st der absolute Betrag von t kleiner als der von t', so 

ist es besser, die Gleichung (30) zur Berechnung von m1 zu 
henutzen, im entgegengesetzten Falle wendet man besser 
Gleichung (32) an. 

Es la6t sich beweisen, da6 t und t' immer negativ und 
ihrem absoluten Betrage nach immer grotler als Eins sind. 

Setzt man nun 
I - e.7 1', 

?1', 
i- 

t'1 = ~ 2 0 ,  ' > 

dann ergeben die Beziehungen, die zwischen den @-Funktionen 
und $-Funktionen bestehen, 

0' I ?il Wl i - w1 - (?PI 2.) 

l 7  2 [ ( c x - 1 ) r J t T $  - n F ] 2 e ( , 6 i - 5 -  ) -  ... - i n  (2 +?"-'I - 3h9 (x3 + x-3) + 5 h 6 ( : 5 +  x-5) - . . . _ - -  (33) ! 
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Formeln fur e, > 0. 

(38) h, = + 1 1 + 2 ( + 1 , ) 5 +  15(+Z1)9+ 150(~Zl)13+..., 

(39) { oder 

ni 1 1 - 33 k, ' + 5" h,' - 78 h,I2 + . . . (41) ql = 2w, [I - ?lognat - . -- 
(;I) 1-3 h1'+5 /rI6-7 /A,'*+ ... . 

Urn ' in  diesem Falle w1 zu bestimmen: sind folgende 
Formeln notwendig: 

1-3-5 
g,,, = (+ ) ' l l 4+  ( g ) r l 1 8 +  (m) lllz+ . - - )  

1.3-5 ' 212 = (gp18+ (-) 4 1 2 + . . . ,  

'1,3 = ( G ) ' l * l Z  + ...) 

I n  diesen Formeln liegt der reelle Wert tl' immer zwischen 
plus Eins und minus Eins. 
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LaSt man nun 

sein, so erhalt man I 

G. IT'. Olsltausen. 

w, i 
2 O8 

v = -  

trch Einfiihrung ,a- &Funktionen auf 
ahnliche Weise wie vorher 

( q i )  = inv 

2 1 1 1 s i n 2 n v - ~ 4 h , ~ s i n 4 n v + 6 h , 9 s i n 6 n v - .  .. 
C O S ~ ~ V  + ~ I / , * c . o s ~ ~ v  - ~ I L , ~ C O S ~ T C V  + . . . 

Uql 
?Il w1 i - w1 (wl i) = i n 2) 

0 2  

2 h ,  sin 2nv+ 4h14sin 4nv + 6hI9sin 6 n v + .  . . 
1 + 211, coe2nv + Z 1 ~ , 4 c ~ ~ 4 n s  + 2 h , 8 ~ ~ s 6 n v  + . . . __ 

f-5' q1 w1 i - w1 -- (tol i) = in t) 
US 

sin n v + 3 h12 sin 3 n v  + 5h16 sin 5 n v  + . . . 
cos n v + lly cos 3 n u  + hL6 co8 5 n v  + . . . 

5 6. In vielen Fallen sind Z und Zl kleine GroBen, so da6 
man in den Gleichungen ( S O ) ,  (32) und (43) die Glieder, die 
sie enthalten, fortlassen kann und dadurch eine betrachtliche 
Vereinfachung dieser Qleichungen erzielt. 

Aus (30) erhalt man 

9 = I t 2 -  1 - t ,  
aus (32) 

und aus (43) ergibt sich 

Eine weitere Vereinfachung einiger der angefuhrten Formeln 
erhalt man, wenn 
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gesetzt wird, so da6 

el - e3 = 1 , e, - e3 = h a ,  el - ez = k'2, 

- c, - = (a, - a)* s - e  - 
1 - (a1 +a)' i + c y l  2 (a, + a,)* + c, l 

19 

22 

ist. 
0 7. Es sollen jetzt die vorstehenden Formeln durch ein 

Beispiel erlautert werden, und zwar so11 dafur dasselbe Bei- 
spiel gewahlt werden, welches Rosal )  und Grove r  berechnet 
haben. Die dort aagefiihrten Zahlen sind 

Z , = Z = S ,  ~ , = 1 6 ,  ~ r - 1 0 ,  d = 8 ,  

so da6 

ist. 
Mittels der Formeln (19)) (20), (21) und (22) ist dies Pro- 

blem auf zweierlei Weise berechnet worden; erst wurden die 
Formeln fur den Fall, daS g2 < 0 und dann fur den Fall, da6 
e2 > 0 ist, benutzt. 

Die folgende Tabelle enthalt die Resultate der Rechnung: 

c1 = 2 4 ,  c2 = c3 = - c4 = 8 

n n' 1258,222 

nn' 1258,221 

nn' 1258,211 

n n' 1258,923 

i n n' 1258,222 

n n' 1258,216 

rcn' 1258,216 

n n' 1258,222 

' ail1 fiir e, > 0 1 -dd Formel /I - fur e, < 0 

Die Berechnuug mittels der L e g e n d r e  schen Tafeln ergab 
beim Gebrauch von (23) 

-- a = nn' 1258,218 
a d  

1 )  E. B. Rosa und F. W. G r o v e r ,  Bull. Bur. Stand. 8. p. 104. 1912. 
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ep < 0 .  

(0 ,  - a)' + 0% 

(a, + a)* +T l o g P  = log 

l o g W  = log cos a: 

1 - )92 X 
1 + I/F 2 log 1 = log -__- = log tans - 

l o g 6 = l o g ( $ + 2 ( ~ ) r + . . . )  

n 
log w1 = log (1 + 2114 + . . ')4 

X 
2 cod -,- 

2 
n9 1 - RSh* f 5 3 h 6 -  ,.. 

1 2 0 ,  1 - 3  h* + 5  he-- ... 'i,=-. .~ 

C* 
log- = log -- 1/ (a, + a)' + 0% 

l o g d y  = logcosx' 
X' log 1 t' = log tanp -- 2 

- Y  

x = 8201 

I i ( O 1 3  - a*) U '  

I c I1/2a, a m  Ul 
logl = log--- ~ w1 i - w1 2- (w, i) 

a 1  log- a c  

el = 24 

9,6891471 

9,9222868 

8,9505240 

8,6494975 

0,2703682 

0,4201064 

9,8314091 

9,9091223 

9.,0180622 

1,168256 

3,556188 

0,1514901 

9,,41560 18 

0,2603763 

0,9923677 

9,4939945 

2,1219179 

132,4274 

p = ~ 8 = - ~ , = 8  

9,1307683 

9,7826921 

9,3893300 

9,0884963 

0,3869156 

0,2101101 

9,468474i 

9,6857821 

9,,5400296 

1,414815 

1,8 3 6 3 4 8 

9,9965498 

9.,85196?8 

0,7111608 

1,6336744 

9,8527260 

1,8894019 

77,51787 

-__ a N = n 1%' 1258,223 
a d  
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eL > 0. 

2 4 a l n .  
rn log ks = log - = log 

(a, + a)* + c': 

log fi = log COB 1: 

1 - Y F  X log ll = log- = log taut - 
1 + 2 

iogh, = log ($ + 2 (:I5+ ...) 
o (1 + 2h14 + . . .)% l o g e ;  = 
I T %  X 

2~084 - 
2 

1 1 -SghlPf5*hl6.  .. v1 = -- 1 - -1ognat - 
2 %  n i [  6 ( ;l) 1-3 hlP+mr] 

.- 

log f+ = log COB a 
X' log ll t{ = log tan' - 
2 

log tl' 

- 1. 

P =  6 a l a m  w1 

4(n13 + a') + cp 

l o g k  - (n + 71)) 
a I  log - 
a c  
a r  
a c  
- 

9,7055757 

9,9271439 

8,9226347 

8,6216073 

9,7687793 

0,27036i3 

0,4201064 

9,9390273 

5J34.56091 

9,,,9219744 

0.,1854095 

56'-52'-29",834 

146"-52'-28",676 

0,1514906 

9,,4156013 

0,2603762 

0,9923671 

9,4939938 

2,1219772 

132,4272 

0.93ci9483 

9,9542371 

8,2557754 

7,9577454 

9,7145900 

0,3869156 

0,2101103 

9,9961204 

7.,6499675 

9.,3911921 

9,,4047640 

14'-I 4'-58",366 

104°-14'-55",364 

9,9965492 

9.,5519650 

0,7111611 

1,6336744 

9,8527258 

1,8894017 

77,51755 

- - -  a a - la n' 1255,224. a d  
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und von Formel (24) 

- -_ a = n n’ 1258,219. 
a d  

Bei der Berechnung mit (24) murden die Werte der ellip- 
tischen Integrale dem von Rosa und Grove r  gegebenen Bei- 
spiele entlehnt. 

Die Hauptmomente der Berechnung mittels Formel (19) 
sind fur e2 < 0 bzw. e2 > 0 in  den beiden vorstehenden Tabellen 
angegeben ; wobei, wegen etwas anderer Art Berechnung die 
Resultate von den obigen etwas abweichen. 

R u t h e r f o r d ,  N. J., U.S.A., Januar 1913. 

(Eingegangen 7. Februar 1913.) 


