Ueber einen Satz des Herrn Noether.
Von

L. Srickeceeraer in Freiburg i. Br.

Der Zweck dieser Note geht dahin, den von Herrn Voss (Bd. 27,
S. 528 —532 dieser Ann.) gegebenen DBeweis des Noether'schen
Fundamentalsatzes in Bd. VI, 8. 351 der Annalen in einem Punkte
weiter auszofiihren, wo sich der Verfasser mit einer Andeutung be-
gniigt hat. Die hierbei gebrauchten Sitze iiber Potenzreithen von zwei
Verinderlichen, welche weniger bekanut zu sein scheinen, sind in § 1
zusammengestellt; § 2 behandelt eine Interpolationsaufgabe; in § 3
wird der Uebergang von den Noether'schen zu den Voss'schen Be-
dingungen durchgefiihrt, und dawmit der in Rede stehende Satz nen
bewiesen. Veranlassung zur genanercn Ausfilhrung dieser Betrachtungen
gab ein Briefwechsel mit Herrn Noether, vorziiglich aber Besprechungen
mit Herrn Liiroth, welcher selbst vor lingerer Zeit den Noether'schen
Satz in ihnlicher Weise bewiesen bat.

§ 1.
Hilfssitze aus der Functionentheorie.

Die im Folgenden zu benutzenden Hilfssitze iber Potenzreiben
von zwei Variabeln sollen hier kurz abgeleitet werden im Anschluss
an die Abhandlung des Herrn Weierstrass ,,Einige auf die Theorie
der analytischen Functionen mehrerer Verinderlichen sich bezichende
Satze ¥),

1. Sei ®(x,y) = eine in der Umgebung von 2=10, y=0
reguliire (holomorphe) Function der Veranderlichen z,y, welche also
fir kleine Werthe dieser Variabeln durch eine nach ganzen positiven
Potenzen derselben fortschreitende convergente Reihe definirt wird.
‘lir 2 = 0 moge diese Reihe mit dem Gliede ay® beginnen, wo n>>0
und @ eine von Null verschiedene Constante ist. Setzt man dann

*) Abhandlungen a. d. Funetionentheorie 8. 107 i
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Oz, y) = ay* (1 4+ w),
so ist o eine Potenzreihe von z, y, —3—, welche aber fiir z = 0 sjeh

auf eine solche von y allein, und zwar ohne constantes Glied, redueirt.
Ans dieser Form von w ergiebt sich leicht die Moglichkeit, drei positive
Grossen G, H, H, so zu bestimmen, dass |w| < 1 wird fir
H <|y|< H, |2] < G; und zwar konnen alle drei Grdssen be-
liebig klein angenommen werden, wiewohl sie nicht vollkommen un-
abhiingig sind. In Folge dessen sind die Reihen

1 1
w—?w2+§w3—---=log(1+w),

1
— —_—t =
1—wt+w*—w® + T
fir die genannten Werthe von z, y gleichmissig convergent, und
. . . 1
kénnen daher wieder als Potenzreihen von z, ¥, 7 dargestellt werden,

welche ebenfalls fiir z =0 sich auf solche von y allein reduciren,
deren constante Glieder resp. gleich O und 1 sind. In dem besonderen
spiter vorkommenden Falle, wo ® — a4* ein Polynom (»— 1)t*» Grades
in y darstellt, enthalten diese Reihen, abgesechen von dem Anfangs-
gliede der zweiten, nur negative Potenzen von y.

Wir verweilen zunichst bei der ersten Entwicklung, und schreiben

log ®(z,y) = nlogy + log a + log(1 + )
=nlogy+ 2 Xay* + Bz, y),
1

wo P(x, y) wieder eine gewihnliche Potenzreihe bedentet. Daraus
folgt sofort

O, y) eBien — gr

Entwickelt man beiderseits die Exponentialgrossen in Potenzreihen,
was keine weitere Beschriinkung der Verinderlichen erfordert, so erhilt
man links eine gewShnliche Potenzreibe, rechts eine solche, die keine
hohere Potenz von g als die »'* enthilt. Da aber die Coefficienten
entsprechender Potenzen von y auf beiden Seiten gleich sein miissen,
50 reduciren sich in Wahrheit beide Rethen auf ein Polynom nte» Grades
in y, welches p(z, y) heisse. Fiir z—0 wird dann X;=0 (1=1,2,...)
und folglich ¢(0,y) = y*. Hingegen wird e¥@v = Q(z,y) fir
=0, y =0 den Werth ¢ annehmen. Die erhaltene Gleichung

(1) Sz, y) =9z, ¥) 2z, 9)

gilt berhaupt fir [z | < @, jy| < H, da negative Potenzen von ¥
in ihr nicht vorkommen.
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Es ist leicht zn zeigen, dass durch diese Eigenschaften die Fune-
tionen @, L vollig bestimmt sind, dass sie also z. B. von der Wahl
der Grossen G, H, H, nicht abhingen. Hat man nimlich eine andere
derartige Zerlegung

® = g*Q*,
wo ¢* ein Polynom in y bedeutet, in welchem der Coefficient der
hochsten Potenz von y gleich Eins ist, die folgenden Coefficienten hin-
gegen regulire durch z theilbare Functionen sind, wihrend ©* als
Function von z, y regulir ist und fir =0, y=0 nicht ver-
schwindet, dann ist zunichst der Grad von ¢* gleich », weil far
z2=0

__ 9 NE
=% .t =atay+--

2
y‘
sein muss. Ferner ist fiir alle hinreichend kleinen Werthe von z,y
* o
L
@ ot
Nun kann man aber die oben fiir die Function @ durchgefiihrien
Betrachtungen in analoger Weise anf @ anwendeu; bei geeigneter Le-
schrankung von z, y wird somit

Loy Koy K
%*_ =14 X"y 4+ X,y*+- -

wihrend gleichzeitiz der Quotient 0 : C* als Poteuzreihe von z,y
darstellbar ist. Duarch Vergleichung entsprechender Coefficienten wird
ersichtlich, dass sich beide Reiben auf das constante Glied 1 reduciren.
Daher ist ¢* = @, O = T~

Lisst man die Bedingung fallen, dass fir £ =0, y =0 Q*von
Null verschieden sei, so lehren #hnliche Schliisse, dass ¢ als ganze
Function von y algebraisch theilbar sein muss durch @*

Die soeben gebrauchte Entwicklung von —;— erhilt man iibrigens

bei der oben angegebenen Definition von ¢ aus der Gleichung
‘p—l =y e—:X;y-‘."

1. Eine gewihnliche Potenzreihe von z, 9, welche fiir = 0 mit
der Potenz y* beginnt, Lann dargestellt werden als Product aus cinem
Polynom o(z,y) = y* + Xyt Xy + - + X., dessen
Cocfficienten durch z theilbare Polenzrethen von sind, in ecine ge-
wihnliche Potenzreihe von z und y, welche fir 2 =0, y =0 nicht
verschwindet. Diese Zerlegung ist eme villiy bestimmie.

Anm. Fiir unendlich kleine Werthe von z hat die Gleichung
® =0 n gleiche oder ungleiche unendlich kleine Wurzeln, namlich
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die Wurzeln der algebraischen Gleichung ¢(z,y) = 0; die ganzep
symmetrischen Functionen derselben sind also regulire Functionen
von z. Bekanntlich zerfallen diese Wurzeln in Cyklen von solchen,
welche bei Umkreisung von z =0 sich ineinander umsetzen; jedem
solchen Cyklus entspricht ein Divisor vor ¢(z, y), welcher die nam-
liche Form wie g hat, aber nicht weiter in Factoren derselben Ari
zerleghar ist. Fiir die gegenwirtigen Betrachtungen kann jedoch von
dieser Zerlegung und um so mehr von den Entwicklungen der Wurzeln
selbst nach gebrochenen Potenzen von x# abgesehen werden; ja man
braucht die Wurzeln gar nicht in die Rechnung einzufiibren.

2. Wir werden nunmehr untersuchen, wie weit eine zweite Potenz-
reihe ¥(z, y) wit Hilfe von @(z, y) reducirt werden kann unter Be-
schrinkung auf kleine Werthe von #,y. Anstatt mit ® operiren wir
aber zunfichst mit der vorhin definirten Function ¢@(z,y), oder viel-
mehr mit einem Polynom

@, ) = Xy + Xy -+ X,
dessen Coefficienten Potenzreihen von z und mit Ausnahme von X,

durch 2z theilbar sind. Wir wihlen die oben gebrauchten Gréssen
G, H, H, so, dass die Stelle x = &, y = H dem Convergenzbereiche

. . .01
der Reihe ¥ oder doch dessen Begrenzung angehért. Dann ist ) als

. 1
Potenzreihe von «, —;—— und 7:— als solche von z,y, v darstellbar.
Trennt man ihnlich wie oben:

¥(z, :
.E_(gc’—yg} = 2 &,2?]—1 + Ql (.fC, y))

s0 wird

¥z, 9) — 9@, 9) 0@, y) = 9z, 9) 2 Xyt

Die schon zweimal angewandte Schlussweise lehrt, dass beide
Seiten dieser Gleichung sich auf ein Polynom (% — 1)t» Grades ¢(z, y)
in y reduciren, also

) Y@, 9) =3(=,9) + 9@, 9) (2, 9)

gesetzt werden kann. Gibe es eine zweite Darstellung dieser Art:
¥ =19*4 o0

$0 wiirde

@ =99 5- = — 2,

sein, woraus in bekannter Weise Q% = 9, ¢* = ¢ folgte.

Die hiernach vollig bestimmten Functionen 3, O, nennen wir den
Rest und Quotienter. der Division von ¥ durch ¢ (fir die Umgebung
der Stelle £ =0, y =0). Die Function ¥ heisst theilbar durch @,
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wean der Quotient fiir kleine Werthe von z, y regulir ist; die Be-
dingung dafiir ist nach dem Gesagten das identische Verschwinden des
Restes. Nennt man ferner zwei Functionen ¥, ¥, congruent nach
dem Modul ¢, falls ihre Differenz durch ¢ theilbar ist, so ist die
nothwendige und hinreichende Bedingung der Congruenz die Ueber-
einstimmung der Divisionsreste. Fiir diese Theilbarkeit und Congruenz
gelten die gewdhnlichen Sitze Giber Addition, Subfraction und Multi-
plication.

Ist ¥ selbst ein Polynom mt¢ Grades in y, so wird der Quotient
9, ebenfalls ein Polynom, und zwar m — n'» Grades; er verschwindet
fir m << #. Fir solche Polynome fillt also dieser Begriff der Theil-
barkeit und Congruenz mit dem gewshnlichen algebraischen znsammen.

Man kann einen Schritt weiter gehen und die hier betrachtete
Congruenz (mod. @) als eine solche nach dem Modul @ auffassen;
dabel ist Y als theilbar durch ¢ anzusehen, wenn der Quotient
W : ® als Potenzreihe von z,y darstellbar ist. In diesem Sinne sind
die unter 1. betrachteten Functionen @, ¢ gegenseitig durcheinander
theilbar; jede Function, die fiir kleine Werthe von x,y regulir ist
und im Nullpunkte einen von Null verschiedenen Werth hat, ist als
Binheit des betrachteten Gebietes aufznfassen,

In dem Falle, wo ® ein Polynom m'* Grades ist, kann man
durch Reihenentwicklung des Quotienten ¥ :® mit Leichtigkeit ein
Polynom (m — 1)ta Grades finden, welches == ¥ (mod. ®) ist. Dieser
Rest kann zwar in manchen Fiillen den frither definirten vom Grade
n — 1 vertreten; da er indessen durch die Gradbedingung bei weitem
nicht bestimmt ist, so lisst sich auf ihn kein brauchbarer Theilbarkeits-
begriff basiren.

Il. In Berug auf dic unter 1. charakterisirtc Function ¢ als Modul
ist jede Polenzreile von z,y congruent einer und nur ciner solchen,
welche leine hishere Potenz von y als die (n — 1) enthilt.

§ 2
Die Hermite’sche Interpolationsformel.

Aus der Lehre von der Elimination einer Variabeln ans zwei
ganzen rationalen Functionen derselben ist folgender Satz bekannt,
welcher die Grundlage des Folgenden bildet:

Bedeuten ¢, ®, ¢ Polynome in y von den Graden %, m, m-n—1,
und ist die Resultante B der beiden ersten von Null verschieden,
dann giebt es zwei vollig bestimmte Polynome g, X der Grade n — 1,
m — 1, welche die Gleichung

Ry =310+ Xo¢

Mathomatisaha Annalen XXX 27
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identisch befriedigen; die Coefficienten derselben sind ganze Functionen
von denen der gegebenen Polynome.

Ausserdem sei daran erinnert, dass die Resultante von ¢ mit depy
Producte von mehreren Polynomen gleich ist dem Producte der Regy).
tanten von @ mit den einzelnen Factoren dieses Productes,

Nun seien % Polynome @y, @, ..., s von den Graden n,,n,,.. . x,
gegeben; ferner werde
1 n=mn +n+ -+,

W Q=9 ¢, - - =P, (k=12 ..,k

gesetzt. Sind die Polynome ¢ theilerfremd, d. h. sind die Resultanten
von je zweien derselben simmtlich von Null verschieden, dann gilt
dasselbe von der Resultante von ¢; mit &;, welche wir durch R, be-

zeichnen. Bedeuten daher y, %,, ..., ¥. beliebige Polynome vom
Grade n — 1, so kann man nach dem Vorhergehenden setzen

@ Bip = 130: + Xigps.
Die durch die Gleichung
123
T —_ N ]J=]’2,...,
3) b= 5 O ( %)

definirte Kunction % ist dann ein Polynom (% -— 1)t» Grades in g,
welches die % Congruenzen
=9 (mod. g5), (k=1,2,--,4)

befriedigt. In dem besondern Falle, wo die Functionen ¢, alle vom
ersten Grade sind, reducirt sich die Gleichung (3) in Verbindung mit
(2) auf die Lagrange'sche Interpolationsformel; im Hinblick auf die
Arbeiten von Herrn Hermite®) méchte ich die Gleichung (3) als
Hermite'sche Interpolationsformel bezeichnen.

I, Sind @, @, ..., gu theilerfremde Polynome in y von den Groden
Mgy Ny, ooy Nty W N=Ny 0y - - 1y, sind forner ¥, Po ooy i
wrgend welche Polynome (n— 1) Grades, dann kann man ein Polynom
(n — 1y= Grades v bilden, welches nach den h Moduln ¢ der Reihe
nack den Functionen . congruent ist; dic Coefficienten von @ sind
rational aws demen der gegebenen Polynome gebildet derart, dass der
Nenner das Product der simmitlichen Resullanten aus je zweien der
Functionen @ darstelll.

Durch die bisherigen Annahmen ist die Moglichkeit nicht aus-
geschlossen, dass eine, aber auch pur eine, der Functionen ¢ in
Wirklichkeit von niedrigerem als dem angegebenen Grade sei; ist dies
der Fall, so ist die in Satz III erwihnte Function durch die ange-
gebenen Bedingungen nicht vollig bestimmt; setzt man hingegen voraus,

#) Crelle-Borchardt’s Journal 84, S, 70, sowie Cours d'Analyse I (1873), p. 2656
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dass jede der Functionen ¢, wirklich vom Grade n, sei, dann giebt es
keine andere Function (n — 1) Grades, welche die & Congruenzen
befriedigt.

Im Folgenden kommt der Fall in Betracht, wo die Coefficienten
der Polynome ¢y, y» fiir kleine Werthe von z regulire Functionen
von « und ausserdem fiir 2 == 0 die Polynome selbst theilerfremd sind;
dann sind auch die Polynome y; und die Resultanten R, regulire
Functionen von z, und letzstere durch z nicht theilbar; mithin ist
auch ¢ von gleicher Beschaffenheit wie die Functionen g

§ 3.
Der Noether’sche Satz.

In den nichstfolgenden Erbrterungen soll uunter ,Polynom* eine
solche ganze rationale Function von y verstanden werden, deren Coeffi-
cienten gewohnliche Potenzreihen von z sind, unter dem Grade cines
Polynoms derjenige in Bezug auf y.

Sei ®(z, y) ein Polynom n'» Grades, in welchem der Coefficient
von y* durch z nicht theilbar ist. Setzt man

0,9 =A@y —yy- - G —y)™
wo die Grissen ¥, .. .4, von einander verschieden sind, so kann man
nach § 1 ein Polynom ¢y (z,y) finden, welches vom Grade m; ist, in
® aufgeht und fiir z = 0 in (y — )™ libergeht, und zwar ist nach
den dortigen Ausfiihrungen die Theilbarkeit von @ durch ¢ als
algebraische aufzufassen. Die verschiedenen Polynome ¢, sind aber
fiir £ =0 und um so mehr fiir unbestimmtes z theilerfremd; mithin
ist ® durch das Product der ¢, theilbar; wir setzen

& =0p 9, .- Pa-

Nun seien F, f zwei weitere Polynome von solcher Beschaffenbeit,
dass in der Nahe jedes der Punkte =0, y=1
(1) [=¥:F 4 X,0
gesetzt werden kann, wo W, Xi Potenzreihen von z, y — 4. sind.
Nach § 1 ist ¥; nach dem Modul g, congruent einem Polynom ¥
vom Grade m, — 1 (oder auch, wenn man bloss mit Hilfe von @
reducirt, einem solchén vom Grade n — 1). Nach §2 giebt es ferner
ein Polynom (n —1)% Grades 7, welches den h Congroenzen v=y:i=Y:
(mod. @) geniigt. Daraus folgt

f— o F=f—Y:F =0 (mod @),
und diese Congruenz sagt aus, dass das Polynom [ — ¢ F algchraisch
theilbar ist durch ¢,. Wegen der Beschaffenheit der Polynome ¢
und der Function @ ist also jene Differenz durch @ theilbar, und der
27*
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Quotient ein Polynom jz der hier betrachteten Art; es ergiebt sich
somit
@ f=v¢F+ 10

Macht man non die Voraussetzung, dass die Polynome ¢, F fir
unbestimmtes z theilerfremd seien, so ist durch diese Gleichung nebst
der Gradbedingung v vollig bestimmt, und man gewinnt den Satz:

IV. Seien ©, F, f Polynome in y, deren Cocfficienten Potenz-
rethen von x — x, sind; die Resultante der beiden ersten sei fiir un-
bestimmites x von Null verschieden, und der wirkliche Grad von © sowohl
allgemein wie auch fir x =z, gleich n. DBestimmt man dunn ein
Polynom (n — 1)** Grades ¢ nebst einem anderrn y derart, dass die
Gleichung = v F + 3 identisch wird, dann werden die Coefficienten
von o und y ebenfalls gewohnliche Potenzreihen von x — x, sein, wenn
fir jede 2u x = x, gehirige Stelle x = x,, y = y. 2zwei Potenzreihen
Yy, Xz von z — z,, Yy — yi existiven, welche die Gleichung

f=¥:F+ X;0
befriedigen.

Hierzu ist noch zu bemerken, dass fiir diejenigen der erwiknten
Punkte, in welchen F von Null verschieden ist, f gar keiner Be-
dingung unterworfen ist, da man in diesem kalle X, == O setzen kann.

Jetzt selen &, F, f ganze rationale Functionen von z und y; die
beiden ersten seien theilerfremd, und #, m ihre wirklichen Grade in y.
Bestimmt man die Polynome u, y aus der Gleichung (2) mit der Be-
dingung, dass ¥ vom Grade (» — 1) sei, so ergeben sich dieselben
als rationale Functionen von z; als Nenner tritt zunichst die Resul-
tante B von ® und F in Bezug auf y auf, und ausserdem, wenn der
Grad von f grosser als m 4+ n — 1 ist, eine Potenz des Coefficienten
von y* in ®. Wenn dieser Coefficient mit R keinen gemeinsamen
Theiler hat, und wenn fiir alle Schnittpunkte der Curven ¢ =0, F=0,
fiir welche z und damit auch y einen endlichen Werth hat, f die in
Satz 1V geforderte Eigenschaft besitzt, so sind die Coefficienten der
Polynome ®, g regulir fiir alle diejenigen Werthe von z, welche
R =0 machen. Sie sind daher iiberall regulir, d. h. ganz, wenn
entweder jener Coefficient constant oder f héchstens vom (m--n—1)
Grade ist. Auf den ersten dieser Fille kann aber bekanntlich jeder
andere reducirt werden durch Einfithrung der Variabeln z =z 4 ¢y
an Stelle von z, wobei nur gewisse specielle Werthe von ¢ auszu-
schliessen sind. Die Bedingungen fiir f erleiden durch diese Trans-
formation keine Aenderung. Wendet man daher das eben gewonnene
Resultat auf die transformirten Functionen an und substituirt rick-
warts, so bleibt das Ergebniss bestehen mit der einzigen Aenderung,
dass diber die Grade der Functionen v, y in Bezug auf y nichts be-
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stimmtes mehr ausgesagt werden kann. Wir haben also den Satz des
Herrn Noether gewonnen.

V. Sind @, F, f ganze rationule Functionen von z,y, die beiden
ersten ohme gemeinsamen Theiler, und lisst sich in der Umgcbung jeder
endlichen Stelle 24, y, [ in diec Form W& + XF bringen, wo ¥, X
Potenzreihen von x — %y, Y — Y, bedeuten, dann Lann f in diec Form
v & + y F gesetzt werden, wo ¥, 3 cbenfalls ganze rationalc Functionen
bezeichnen.

Die Bedingungen des Satzes beziehen sich in Wirklichkeit nur
auf diejenigen Punkte, tir welche @, F gleichzeitig verschwinden, da
sie in allen iibrigen von selbst erfiillt sind.

Wir kehren nochmals zu den Bedinguugen des Sutzes IV uuriick.
Nach dem Beweise, den wir gegeben haben, konnte dic Gleichung (1)
durch die Congruenz

f= ¥ F (mod. @)

ersetzt werden. Benutzt ist in der That nur diese Congruenz, welche
aber nicht weniger fordert als die frithere. Macht man speciell die
Annahme, dass die Discriminante von @ nicht identisch verschwindet,
so sagt diese Congruenz aus, dass fur die iu der Nihe von z,, ¥, ge-
legenen Punkte der Curve ¢ =0 die Gleichung f == W, I" bestehe,
dass also pach der vou Herrn Noether gewiihlten Terminologie der
Quotient f:F den Charakter einer ganzen Fuuction vou z, y habe.
Der Satz V ist insofern allgemeiner als der urspriingliche Noether'sche,
als er die Discriminante von @ keiner Beschriinkung unterwirtt.



