
Ueber  einen Satz  des He r rn  Noether .  

Von 

L. STmKELBERGr.R in Freiburg i. Br. 

Der Zweek dieser Note geht dahin, den yon Herrn Voss (Bd. 27, 
S. 52~--532 dieser Ann.) gcgebeaeu Beweis des N o e t h e r ' s c h e n  
Fundamentalsatzes in Bd. Vl, S. 351 der Annalen in einem Punkte 
weiter auszuFtihren, wo sich der Verfasser mit einer Aadeutung be- 
gnii~ hat. Die hierbei gebrauchten S'~tze fiber Potenzreihen yon zwei 
Ver~nderlichen, welche weniger bekannt zu sein scheinen, sind in w 1 
zusammengestellt; w 2 behandelt eine Iaterpolationsaufgabe; in w 3 
wird der Ueberganff yon den Noether'schen zu den Voss'schea Bc- 
dingmngen durcbgef~hrt, und damit der in P~ede stehende Satz hen 
bewiesen. Veranlassung zur genauerea Ausfiihrung dieser Betrachtungen 
gab ein Briefwechsel mit Herrn Noether, vorziiglieh aber Bespreehungen 
mit Herrn Liiroth, weleher selbst vor l'~ngerer Zeit den Noether'schen 
Satz in ':ihnlicher Weise bewiesen hat. 

w  

Hilfs~tze axis der Functionentheorie. 

Die im Fo]genden zu benutzenden Hilfss~tze fiber Potenzreihen 
yon zwei VaHabeln solten hier kurz abgeleitet werden im Anschluss 
all die Abhandlung des Herrn Weierstrass ,,Einige auf die Theorie 
der analytischen Functionen mehrerer Ve~nderlichen sich beziehende 
S.2tze" *). 

1. Sei r  eine in der Umgebung yon x~ffiO, y ~ O  
regulate (ho]omorphe) Function der Ver'anderlichen x,  y, welche also 
f/ir kleine Werthe dieser u durch eine nach ganzen positiven 
Potenzen derselben fortschreitende convergente I~ihe definirt wird. 
Ffir x ~ 0 m5ge diese Reihe mit dem Gliede a F'  be~nnen, wo n > 0 
und a eine yon Null verschiedene Constante ist. Setzt man dana 

*) Abhandlungen a. r Functionentheorie S. 107 ft: 
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O(x, y) ---- a y  ~ (1 -{- w),  

ist w eine Potenzreihe yon x,  y, 1 welche aber ftir x ~ 0 SO SiCh 

auf eine solehe yon y allein, und zwar ohne const~ntes Glied, redueirt. 
Aus dieser Form yon w er~ebt  sich leicht die MSglichkeit, drei positive 
GrSssen G, H ,  / / i  so zu bestimmen, dass I wt  < 1 wird ffir 
t / I < I Y I < / / ,  ] x l  < G ;  und zwar kSnnen alle drei GrSssen be- 
liebig k/e/n angenommen werden, wiewohl sie nicht vollkommen un- 
abh'~n~g sind. In Folge dessen sind die Reihen 

w - -~1  w: T~$1 wa __ .  �9 �9 ~ log (1 -{- w), 

1 1 - -  w-{- w : - -  w3 "-[- " " " l § w 

fiir die genannien Werthe yon xj y gleichm~sig eonvergent~ und 
1 

kSnnen daher wieder als Potenzreihen yon x, y, -~ dargestellt werden, 

welche ebenfalls ffir x = 0 sich auf solche yon y allein reduciren, 
deren eonstante Glieder resp. gleich 0 und 1 sind. In dem besonderen 
sp~ter vorkommenden Falle, wo q) - -  aqf ~ ein Polynom ( n - -  1) t~" Grades 
in y darstellt, enthalten diese Reihen, abgesehen yon dem Anfan~- 
gliede der zweiten, nur negative Potenzen yon y. 

Wit verweilen zun~ichst bei der ersten Entwicklung, und schreiben 

log q)(x, y) ~-- n log y -[- log a -[- log(1 -]- w) 
r162 

n log y -{-- ~_~ X~y -~ --[-- ~ (x ,  y), 
1 

wo ~ ( x ,  y) wieder eine gewShnliche Potenzreihe bedeutet. Daraus 
folgt sofort 

O ( x ,  y) e - ~ , ~ )  ~ y,, eZX~ ~-~. 

Entwickelt man beiderseits die ExponentlalgrSssen in Potenzreihen, 
was keine weitere Beschr:s der Veri~nderlichen erfordert, so erh'~lt 
man links ei ,e gewShnliehe Potenzreihe, rechts eine solche, die keine 
hShere Potenz yon y als die ntr enth~lt. Da aber die Coefficienten 
entsprechender Potenzen yon y auf beiden Seiten gleich sein milssen, 
so redueiren sich in Wahrheit beide Reihen auf ein Polynom n t~" Grades 
in y, welches ~ ( x ,  y) heisse. Ffir x ~ 0  wird dann X ~ 0  (~.~1,2, . . . )  
und folglich ~(O,y ) - - - - . y~ .  Bingegen wird e'~(~' ,~ '~- .-~(x,y)  ffir 
x ~ 0~ y == 0 den Werth a annehmen. Die erhaltene Gleichung 

(1) r  y) = r y) ~ ( x ,  y) 

~ l t  iiberhaupt ffir [ x ] ~ G, i Y ] ~ H ,  da negative Potenze, yon y 
in ihr nicht vorkommen. 
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Es ist  leicht zu zeigen,  dass dutch diese Eigensehaften die Func- 
t ionen q~, ~_ vSllig bestimmt sind, das.~ sie a l ~  ~ B. yon der Wahl  
der Gr5ssen G, H, H t nieht abh-7~ngen. Hat man ngmlich eine andere 
derartige Zerlegtmg 

wo 9" ein Polynom in y bedeutet, in welchem der Coefficient der 
h5chsten Potenz yon y glelch Eins ist, die folgenden Coefficienten hin- 
gegen regul~.re durch x theilbare Functionen sindj wKhrend ~* als 
Function yon x, y re~mal~ ist und ffir x ~-0, y~0 nicht ver- 
schwindet~ dann ist zun'Rehst der Grad yon q~* gleieh n, weil f~r 
x~O 

~ ~---~* �9 ~.~.~* ~-  a "Jr- at y "4- �9 " " y= ym 

sein muss. Ferner  ist ffir alle hinreichend khinen Werthe  yon x ,  y 

,p ~*"  

Nun kann man aber die oben ffir die Function r durehgeffihrten 
Betrachtungen in analoger Weise auf r anwenden; bei geeigneter Be- 
schr'~nkung yon x,  y wird somit 

1__ _= ~ + X ( y _ , _ ~  + X . . /~ ._~  + . . ", 
~p 

2_-* = 1 + X ( ' y  --t "4- X~"Y -2 + " " ", 
qp 

w.~.hrend gleichzeitig der Quotient ~ : ~ *  als Poteuzreihe yon x,  y 
darstellbar ist. Durch Vergleiehung entsprechender Coefficienten wird 
ersichtlieh, dass sich beide Reihen auf das constante Glied 1 reduciren. 

Daher ist (p*-----q% ~ ~ ~* .  
Liisst man die Bedingung fallen, dass f'dr x - ~ - 0 ,  y ~ 0 -~* yon 

Null versehieden sei, so lehren ghnliehe Schliisse, dass r als ganze 
Function yon y algebraisch theilbar sein muss dureh ep*. 

Die soeben gebrauchte Entwicklung yon _L erh'~lt man fibrigens qp 

bei der oben angegebenen Definition yon ep aus der Gleichung 

~ - ,  ~ y - . e - Z X ~  -~. 

I. Eine gew6hnliche Pot,wzreihe yon x ,  y ,  wdche fiir x ~- 0 mit 
dvr Potenz y~ beginnt, ];ann darge6"te~ wevden als t)rodud aus eine~m 
.Yolynom ep(x, y) ~ y" + X~ ~e-~ + X 2 y  "-~ + �9 �9 �9 + X,, ,  desst~ 
Coeffsdemten dutch x theilbare 1)ok'nzrdh~ van x simt, in ei~e ge. 
wghnliche 1)otenzreihe yon x und y ,  weld~e fiir x ~ O, y ~ 0 nidd 
verschwimlat. 1)iese Zerl~gung ist due ~12uj bestimmte. 

Anm. Ffir unendlieh kleine Werthe yon x hat die Ghiehung 
�9 ~ 0 n gleiche oder tmgleiehe unendlieh kleine Wurzeln,  ni'tmlieh 
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die Warzela der algebraischen Gleichung r  y ) ~  0; die gaazen 
symmetrisehen Functionen derselben sind also reguliire Functionen 
yon x. Bekanntlich zerfalle, diese Wurzeln in Cyklen yon solchen, 
welche bei Umkreisung yon x-----0 sich ineinander umsetzen; jedem 
solchen Cyklus entspricht ein Divisor yon cp(x, y),  welcher die him- 
lithe Form wie cp hat, aber nicht weiter in Factoren derselben Art 
zerlegbar ist. Fiir die gegenwirtigen Betrachtungen kann jedoch yon 
dieser Zerleg~ng lind um so mehr yon den Entwicklungen der Wurzeln 
selbst nach gebrochenen Potenzen yon x abgesehen werden; ja man 
braucht die Wurzeln gar nicht in die Rechnung einzuf'fihren. 

2. Wit werden nunmehr untersuchen, wie welt eine zweite Potenz- 
reihe W(x, y) mit Hilfe yon O(x, y) reducirt werden kaan unter Be- 
schr':inkung auf kleiae Werthe yon x, y. Anstatt mit (l) operiren wit 
abet zun~chst mit der vorhin defiairten Function cp(x, y), oder viel- 
mehr mit einem Polynom 

9(x ,  y) ~-- Xoy~ -{- X~y '~-~ --~. �9 �9 --~ X~,  

dessen Coefficienten Potenzreihen yon x und mit Ausnahme yon X 0 
durch x theilbar sind. Wit  wiihlen die oben gebrauchten GrSssea 
G, H ,  H 1 so, dass die Stelle x ~ G, y -~- H dem Convergenzbereiche 

der Reihe W oder doch dessen Begrenzung angehSrt. Dann ist __1 als 

1 darstellbar. und ~--- als solche yon x , y ,  ~ -  Potenzreihe yon x ,  y ,p 

Trennt man iihnlich wie oben: 
~2(x, Y) = ~ ~ + ~, (x, y), q~(x, y) 

so wird 

�9 (x, y) - -  9 ( x ,  y) ~ ( x ,  y) -~. ~p(x, y) .~_j E~y - l .  
l 

Die schon zweimal angewandte Schlussweise lehrt, dass beide 
Seiten dieser Gleichung sich auf ein Polynom (n - -  1) t~n Grades ~(x,  y) 
in y reduciren, also 
(2) v(x,  y) ~ ~(~, y) + ~(x, y) ~ , (x ,  y) 
gesetzt werden kaan. G~be es eine zweite Darstellung dieser Art: 

so wfirde 

sein~ woraus in bekannter Weise ~_*-~- .~  ~p*---~ !h folgte. 
Die hiernach v511ig bestimmten Functionen ~p, ~1 nennen wir den 

Rest und Quot/enten der Division von Y durch r (ffir die Umgebung 
der Stelle x ~ 0, y ~ 0). Die Function ~ heisst theilbar dureh r 
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wean tier Quotient ffir kleine Werthe yon x ,  y regular ist; die Be- 
dingang daffir ist nach dem GesagCen das identlsche Verschwinden des 
Restes. Nennt man ferner zwei Functionen ~1, ~-+ congruent nach 
dem Modal 9 ,  falls ihre Differenz dutch 9 theilhar ist, so iat die 
nothwendige und hinreiehende Bedin~eqmg der Congmeaz die Ueber- 
einst~mmung der Divisionsreste. FRr diese Theilbarkeit und Congruenz 
gelten die gewShnlichen S~tze fiber Addition, Subtraction und Multi- 
plication. 

Ist �9 selbst ein Polynom m ~~ Grades in y, so wird der Qaotient 
~t ebenfalls ein Po]ynom, und zwar m -- n re" Grades; er verschwindet 
fnr m ~ n. Ffir solche Polynome ffallt also dieser Begriff der Theil- 
barkeit und Congruenz mit dem gewShnlichen algebraischen zusammen. 

Man kann einen Schritt weiter gehen und die hier betrachtete 
Congruenz (rood. 9>) als eine solche nach dem Modal ~ auffassen; 
dabei ist ~ als theilbar dutch ~ anzusehen, wenn der Quotient 
v/:4) als Potenzreihe yon x~ y darstellbar ist~ In diesem Sinne sind 
die unter 1. betrachteten Functionen q), 9 gegenseitig durcheinander 
theilbar; jede Function, die fiir kleine Werthe you x, y re~l~ ist 
und im Nullpunkte einen yon Null verschiedenen Worth hat,  ist als 
Einheit des betrachteten Gebietes aufzafassen. 

In dem Falle, wo �9 ein Polynom n~ t'' ' Grades ist, kann man 
dutch Reihenentwicklung des Quotienten ~ : O  mit Leichtigkeit ein 
Polynom (m - -  I )  ~r176 Grades finden, welches ~= P (rood. r  ist. Dieser 
~Sest kann zwar in maachen F'iillea den friiher definirten yore Grade 
n -  1 vertretcn; da er indessen dutch die Gr~dbedmgtmg bei weitem 
nicht bestimmt ist, so "l~st sich am[' ihu kein brauchbarer Theilbarkeits- 
begriff basiren. 

II.  In  Bezug au f  die u,2ter I. cha~a}d~ixirte _~unvtion r als Modal 
ist jede -Potcnzrcil+e yon x,  y co~yruent cine-r und nur tinct solc]~.~, 
welche ]wine t~/~,e _Po&'~z yon y als die (n --  1) u cn/h///t. 

w  

Die Hermite'sche Interpolationsformel. 

Aus der Lehre yon der Elimination einer VarJabeln aus zwei 
ganzen rationaten Functionen derselben ist folgemler Satz bekannt, 
welcher die Grtmdlage des Folgenden bildet: 

Bedeuten 9, (P, ~ Polynome in y yon den Graden n, ~'l b m - ~ - n ~ l ,  
und ist die FLesultante ~ der beiden ersten yon Null verschieden, 
dana giebt es zwei vSllig bestimmte Folynome Z, X der Grade n - -  l ,  
m -  1~ welche die Gleichung 



4 0 6  L Srtcmz~am~a~a. 

identisch befriedigen; die Coefficienten derselben sind ganze Functionea 
yon denen der gegebenen Polynome. 

Ausserdem sei daran erinnert, dass die Result,ante yon tp mit dean 
Producte yon mehreren Polynomen gleich ist dem Producte der Resal- 
tanten yon r mit den einzelnen Faetoren dieses Prodactes. 

Nun seien h Polynome cpj, q~, .... q~ yon den Graden nl, n 2 . . . .  ~A 
gegeben; ferner werde 

n - - - - n ,  + n~ + .  - �9 + m ,  

( 1 )  r = q), q)~ �9 - .  cp,, ~--- q ) , O k ,  (k  = 1 ,  2 ,  �9 . . ,  h )  

gesetzt. Sind die Polynome qo~ theilerfremd, d. h. sind die Resultanfen 
yon je zweien derselben s'Xmmtlich yon Null verschieden, dann gilt 
dasselbe yon der Resultante yon tpk mit d)~, welche wir durch Bk be. 
zeichnen. Bedeuten daher Or, ~2, . . . .  Or, beliebige Polynome yore 
Grade n - - 1 ,  so ka~n man nach dem Vorhergehenden setzen 

(2) / ~  ~ ~- ~ r -t- X~ cp~. 
Die durch die Gleichung 

(3) ~ ~- ~ , , ,  (J~ --- ~, ~ , . . ,  J,) 

definirte Function z0 ist dann ein Polynom (n ~ l )  ten Grades in y, 
welches die h Congruenzen 

O ~ 0~ (rood. ~ ) ,  (k ---~ 1 , 2 ,  - . . ,  h) 

befriedigt. In dem besondern Falle, wo die Funetionen tp~ nile yore 
ersten Grade sind~ reducirt sich die Gleichung (3) in Verbindung mit 
(2) auf die Lagrange'sche Interpolationsformel; im Hinblick auf die 
Arbeiten yon Herrn Hermite*) mSchte ieh die Gleichung (3) als 
Hermite'sche Interpolationsformel bezeichnen. 

III. Sind cpl , ~o.,, . . . ,  ~ ,  theilerfremde -polynonw in y yon den Grades 
n I , n 2, �9 �9  ha, ist n -~- n t -{- n,  q- �9 �9 �9 .-~ ha, xind fernvr ~1, r #~ 
irgend welcl~e _Polynome ( n - -  1) '~ GriMes, dann kann man ein _Polynom 
(n - -  1) t~ Grades ~p bilden, welches nach den h Moduln q~ dzr I~e~  
nach den Ieu~wtionen ~ congruerd .h.t; die Coeffieienten yon r sind 
rational aus denen der gegebenen _Polynome gebildet derart, dass der 
Nenner das _Product der siimmtlichen l~esultanten aus je  zweien der 
Functionen ~p~ darstellt. 

Dutch die bisherigen Annahmen ist die MSgliehkeit nicht aus- 
gesehlossen~ dass eine~ aber aueh nut eine, der Functionen ~p~ in 
WirkIiehkeit yon niedrigerem als dem angegebenen Grade sei; ist dies 
der Fall, so ist die in Satz III  erw~ahnte Function dureh die ange- 
gebenen Bedingungen nicht v511ig bestimmt; setzt man hingegen voraas, 

*) Crelle-Borchardt's Journal 84, S. 70ft., sowie Cours d'Analyse I (1873), p. 265i~ 
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dass jede der Functionen r wirklich vom Grade n~ sei, daan giebt es 
keine andere Function ( n -  1) ~ Grades, welche die h Congruenzea 
befriedig~. 

Im Folgenden kommt der Fall in Betracht, wo die Coefficieaten 
der Polynome cp~, ~p~ ffir kleine Werthe yon x regul~re Functionen 
yon x und ausserdem ffir x ~ 0 die Polynome selbst theilerfremd sind; 
dana sind auch die Polynome ~ und die Resultanten /~,. regul~re 
Functionen yon z ,  und letztere durch x nicht theilbar; mithin ist 
auch , you gleicher Beschalfenheit wie die Functionea $,. 

w  

Der Noother'sche Satz. 

In den n~chstfolgenden Er5rterungen soll unter , ,Polynom" eine 
solche ganze rationale Function yon y verstanden werden, deren Coeffi- 
cienten gewShnliche Potenzreihen yon x sin(I, uuter dem Grade eines 
Polynoms derjenige in Bezug auf y. 

Sei (P(x, y) ein Polynom n t~ Grades, ill welchem der Coefficient 
yon y* durch x nicht theilbar ist. Setzt man 

~ ( 0 ,  y) = .a(y - -  y,) . . . . .  (y - -  y,)'~, 

wo die Gr5ssen Y l . . .  Y~, yon einander verschieden sind, so kaun man 
naeh w 1 ein Polynom qaj,(x,y) finden, welches yore Grade nk ist, in 

~) aufgeht und fiir x -~- 0 in (y - -  y,.)'~" iibergeht, und zwar ist nach 
den dortigen Ausfiihrungen die Theilbaxkeit yon (b dutch r als 
algehraische aufzufassen. Die verschiedenen Polynome % sind aber 
fiir x---~ 0 und um so mehr fiir unbestimmtes x theilerfremd; mithin 
ist �9 dutch das Product der ~ theilbar; wir setzen 

Nun seien $ ' ,  f zwei weitere Polynome yon solcher Beschaffenheit, 
dass in der N~he jedes der Punkte x--~-0, y ~ y~ 

gesetzt werden kann,  wo W~, Xk Potenzreihen yon x, y - - y l  sin& 
Nach w 1 ist Wk nach dem Modul r congruent einem Polyuom $~. 
yore Grade n~ ~ 1 (oder auch~ wenn man bloss mit Ilitfe yon (P 
reducirt, einem solchen yore Grade n - -  1). Nach w 2 giebt es femer  
ein Polynom (n - -  1) ~r Grades ~, welches den h Congruenzen ~ , ~ W ~  
(rood. (pa) genfi~.  Daraas folgt 

f - -  c F ~ _ _ - f - -  Y k F ~  0 (rood. ep,), 

und diese Congruenz sagt aus, dass alas Polynom f - -  ,I ,F algcbrai.seh 
theilbar ist dutch r Wegen der Besehaffenheit der PMynome ~ 
and der Function Q ist also jene Diflerenz dutch (P theilbar, und der 

27* 
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Quotient ein Polynom Z der hier betrachteten Art; es er~ebt sich 
somit 

(2) f ~ ~ ,F  + z r  

Macht man nun die Voraussetzung, dass die Polynome (I), 2 '  far 
unbestimmtes x theilerfremd seiea, so ist durch diese Gleichung nebst 
der Gradbedingung ~P v5Uig bestimmt, und man gewinnt den Satz: 

IV. Seien ~ ,  F , /  PoIynome in y ,  deren Coefficienten _Pote~. 
reihc~ yon x - -  xo sind ; die :Resultante der b~iden ersten sei fiir un- 
5estimmtes x yon Nul l  verschieden, und der wirkliche Grad  yon dO sowold 
allgemein wie auch fi ir  x - ~  x o gleich n. ~Bestimmt man  dann ein 
Polynom ( n -  1) t~ Grades" ~p nebst einem andern Z derart, dass die 
Gleiehung f ~ ~, F + X r  identisch urird, dann  werden die Coeff~-ienten 
yon �9 und  Z ebenfalls gew6hnliche Potenzrr yon x - -  x o s~in, wenn 
fiir jede zu x ~ x o gehiirige Stelle x ~ x o, y ~ yk z w d  -Potenzreihen 
Pk,  X ,  yon x - -  xo, y - -  y~ existiren, welche die Gleichung 

bcfriedigen. 

Hierzu ist noch zu bemerken, dass fiir diejenigen der erw'~nten 
Punkte, in welchen t '  yon Null verschieden ist, f gar keiner Be- 
dingung unterworfen ist, da man in diesem Falle X~ ~ 0 setzen kann. 

Jetzt seien r  F, f ganze rationale Funetionen yon x und y; die 
beidea ersten seien theilerfremd, und n, m ihre wirklichen Grade in y. 
Bestimmt man die Polynome ~p, Z aus der Gleichung (2) mit der Be- 
dingung, dass ~p yore Grade ( n -  1 ) se i ,  so ergeben sich dieselben 
als rationale Funetionen yon x; als Nenner tritt zun-:ichst die Resul- 
tante /~ yon �9 and /v in Bezug auf y auf, und ausserdem, wean der 
Grad yon f grSsser als m -{- n - -  1 ist, eine Potenz des Coefficienten 
yon y- in r Wenn dieser Coefficient mit /~ keinen gemeinsamea 
Theiler hat, und wema fox alle Schnittpunkte der Curven r ~ 0, /~--~ 0, 
fiir welche x und damit aueh y einen endlichen Werth hat, f die in 
Satz IV geforderte Eigenschaft besitzt, so sind die Coefficienten der 
Polynome ~p, Z regul'~r fiir alle diejenigen Werthe yon x, welche 
R ~ 0 machen. Sie sind daher fiberall regul'~r, d. h. ganz, wean 
entweder jener Coefficient constant oder f hSchstens yore ( m + n - - 1 )  ~ 
Grade ist. Auf den ersten dieser F~lle kann aber beka~ntlich jeder 
andere reducirt werden dutch Einfiihrung der Vaxiabeln z ~ - x - } - c y  
an Stelle yon x, wobei nut gewisse specielle Werthe yon c auszu- 
schliessea sin& Die Bedingungen ffir f erleiden dutch diese Trans- 
formation keine Aenderung. Wendet man daher das eben gewonnene 
Resultat auf die transformirten Functlonen an und substituirt rfick- 
w ~ ,  so bleibt das Ergebniss bestehen mit der einzigen Aeadertmg, 
dass fiber die Grade der Ftmctionen ~p, Z in Bezug auf y nichts be- 
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stimm~es mehr susgesa~ werden kasm. Wit haben also den Satz des 
Herrn Noet~er gewonnen. 

V. Sind ep, F ,  f gauze rationale Funetlonen yon x,  y ,  die beid~ 
ersten ohne ge~win~amen Tl~.qlvr, umt Zih.st sich in ~l~" Umgebu~ jeder 
endlicI~en Stelle xo, Yu f i n  div .Form VdP -~ X.b" bringen~ wo ~ ,  X 
Potenzrcihen yon x - -  x o, y - -  Yo bedeu~,  dann lzann f in die Form 
~pr -{- ~1;" gesetz't werden, wo g.,, g ebe~falls gauze ratio~ale z~m~ionr 
bezeichnen. 

Die Bedingungen des Satzes beziehen sich in Wirklichkeit aur 
auf diejeuigen Punk-te, ifir welche (P, F gleichzeitig verschwiuden, da 
sic in alien fibrigen yon selbst efffillt sin& 

Wir kehren nochmals zu den Bedingungen des Satzes IV zurfick. 
Nach dem Beweise, den wir gegeben hahen, kSnnte die Gleichung (1) 
dutch die Congruenz 

ersetzt werden. Benutzt ist in der That nut diese Congruenz, welche 
aber nicht weniger fordert als die friihere. Macht man speciell die 
Annahme, dass die Diseriminante yon (P nicht identisch verschwindet, 
so sagt diese Congruenz aus, dass fiir die ia der ,.N'~he yon xo, y~ ge- 
legenen Ptmkte der Curve r ~ 0 die Gleichung f-~ ~ '  bestehe, 
dass also each der you Herr~ Noether gew,ihlteu Tt'rminologie der 
Quotient f : F  den Charakter einer ganzen Function you x, y habe. 
Der Satz V i~t insofern allgemeiner als der" urspriingtiehe Noether'~ehe, 
a]s er die Discrimiuante yon (I) keiner Besehr;inkung untcrwirft. 


