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Ober Abbildung yon Mannigfaltigkeiten. 

Yon 

J. L~d~OTa in Freiburg i./Br. 

Die beiden Arbeiten fiber die gegenseRig eindeutige und stelige Ab- 
bildung yon Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen aufeinander, 
die ich in den Jahrg~ngen 1878 und 1899 der Si~zungsberiehte der Er- 
langer physikaliseh-medizinisehen Gesellschaft ver~ffentlichte, sind sehr 
kurz gehalten, und manche Beweise nicht gegeben. Ich zSgerte immer 
mit einer ausfithrlicheren Darstellung, weft ich glaubte einen weiteren 
Spezialfall und damit vielleieht auch den allgemeinen Fall erledigen zu 
kSnnen. Trotz ~ieler Miihe, die ich mir in dieser Hinsich~ gegebeu babe, 
ist mir dies abet his jetzt nicht gegliickt. Deshalb gebe ich im folgenden 
eine Ausarbeitung der oben genannten l~oten, die, im wesentlichen an sie 
anschliel~end~ noch einige allgemeine Betrachhmgen beifiigt. 

Der Grundgedanke ist der folgende. 
Es seien zwei Mannigfaltigkeiten M~ und M, yon verschiedener 

Dimensionenzahl ~n und n in die Beziehung zueinander gesetz~, dat~ flit 
~n = n d- 1 d-io die Koordinaten Yl, Y~, '" ", Y, eines Punktes der M~ ein- 
deutige und stetige Funktionen der Koordina~en to, t l ,  . . ., t~, ~1, ~ ,  " " ", ~ 

eines Punktes der M~ sind (wenn p = 0 ist, fehlen bier und in den fol- 
genden Formeln die ~,  ~ , . . . ,  ~p), indem e~wa: 

(1) y, = f,(to, t l , . . . ,  t., 
( i =  1, 3 , . . . ,  n) 

ist. Dabei mSge der Punkt der M~ einem zusammenhiingenden Gebie~e 
r angehSren, und der entspreehende Punkt der M, einem Gebie~e W. Ist 
nun (ao, a l , - - . ,  a,, b l , . . . ,  b~) ein Punkt aus r und a gehSrig klein, so 
liegen die Punkte der M , , ,  welche den Gleichungen: 
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genfigen, alle in �9 und bilden eine n-dimensionale Mannigfalt;igkeit~ K,,. 
Die Bilder dieser Punk~e sind dutch die Formeln 

U, = f , ( to ,  t~, . . ., t , ,  b~, b, ,  . . ., b~), 

(3) (i -- 1, 2, 3 , . . . ,  ~) 

gegeben,  in denen to, t l , - . . ,  t,, nut dutch die Gleiehung: 

( t  o - -  ao) * + ( t  1 - -  a l )  * + - - .  + ( t .  - -  a n ) 2 =  a ~ 

miteinander verbunden sin& Die Gleichungen (3) definieren die y als 
eindeu~ige und stetige Funktionen eines Punktes der Mannigfaltigkeit K, .  
Wenn es gelingt nachzuweisen~ da$ zwei verschiedenen Punkten der K ,  
das nKmliche Wertsystem der y entsprich~, so ist, damit gezeigt, da~ eine 
gegenseitig e indeut ige  u n d  stetige Abbildung der 3:/,, auf die M, nicht mSg- 
lieh ist. 

Im folgenden soll fiir n = 1, 2, 3 der Bowels geliefer~ werden. Fiir 
n = 4 ist er mir nich~ gehngen,  weil ich es nich~ fertig braehte, im 
Raume yon drei Dimeasionen eine Kurve oder im Raume yon vier Dimen- 
sionen eine Fliiche zu konstruieren, die mit unendlich vielen Kurven ver- 
sehlungen ist, wenigstens bei der bier anzunehmenden Allgemeinheit der 
Vorausse~zungen. 

w 
Start die y als Funktionen der t anzusehen, die dutch die Gleichung 

(einer Kugel) 

(1) (t o - -  ao) ~ + (t~ --  a~) ~ + . . . - -} -  ( t , -  an) ~ =  a ~ 

miteinander verbundeia sind, ist es bequemer sie als Funktionen yon n 
unabhiingigen Variabeln darzustellen. 

Ich betrachte die beiden Punkte A und /?~ s die t o die Wer~e 
% + a bezw. a o -  a und tl, t~ , . . . ,  t,~ die.Werie a l , . . . ,  a,  haben. Ich 
kann voraussetzen, dab das Wertsystem, welches die y in A annehmen, 
yon dem in .B verschieden ist, well ja sonst der zu beweisende Satz er- 
ftillt were. 

Ich projiziere nun yore Punkte 33 aus die Kugel (1) stereoga'aphisch 
auf die ebene Mannigfaltigkeit, welche die Kugel in A beriihrt, und deren 
Gleichung 

to -= ao + a 

ist. Wenn ich s einen Punkt dieser MannigTal~igkei~ die Wer~e der 
n Grii~en t gleieh s~ q-a~, s~-k-a~- . - ,  s,,-b a,  seize, so finde ieh die Be- 
ziehungen: 
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%-ao=a  
(2) 4 ~  

t~ - -  a~ = a 4a ~+s~,  

wo s ~ = s1 ~ + s~ ~ -/- �9 �9 �9 + s, ~ sein soll. 

(3) 

( i =  1, 2 , . . . ,  n),  

Umgekehrt wird, wean die t die Gleichung (1) erftillen, 

2a(ti - -  a i )  (i = 1, 2," �9 ", n). 
S i  -~-  t o - a o -~- a ~ 

Die n Funktionen y erscheinen nun als eindeutige und stetige Funk-  
tionen der unabhi~ngigen Verg.nderlichen s~ . . . ~  s~. Ftir 

( s~ , . . . ,  s~) = ( o , . . ,  o) 
folg~ t o = ao" + a, t~ ~ ai, d.h. der Punkt A; ftir uaendlich groBe s wird  
t o = a  o - a ,  t i = a~, and ihnen entspricht der Punkt B. 

w 

Ich schicke nun einige allgemeine Er5rterungen voraus, die ftir 
Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension gelten und im sps wieder- 
holt verwendet werden kSnnen. 

Sind die Koordinaten eines Punktes der Mannigfaltigkeit sl, s~, �9 �9 s . ,  
so nenne ich die (~es~mtheit der Wertsysteme, welche eine G]eichung: 

7~ 

(s~ - ~,~)~ - r ~ = 0 
i = l  

5efriedigen, eine K u g d ;  der Punkt (ml, m 2 , . . . ,  m~) sei ihr .Mittelpunkt,  
r ihr t~adius. Ist der Mittelpunk~ dutch einen Buchsta.ben P bezeichne~, 
so will ich die Kugel such (/), r) aennen. Die Punkte, ffir die 

seien im J4uflere% bezw. im ~nneren der Kugel gelegen. Sind (p) und  
(q) zwei Punkte t) and Q, so heil~e 

V ~  ( P , -  q,)~ 
i = 1  

der Abstand  P Q. 
Ffir jeden dri~en Punkb R gilt dann, wie im gewShnlichen Raume, 

die Ungleichung: 

Von den Punk~en, welehe dureh die Gleiehungen: 

s i = ~ i + Z % ,  ( i = 1 , 2 , . . . , n )  
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gegeben werden, wenn 2, zwischen 0 und -t-co variier~, midge gesagt 
werden, da$ sie auf einem Strahle liegen, dessen Endpunk~ der Punk~ 
(p) ist. 

Die Punkte der Kugel (1), die gleiehzeitig dem Inneren einer mit 
dem Radius r u m  B geleg~en Kugel angehSren~ gentigen der Ungleiehung 

(t o --  a o -f- a) ~ -f- ~ ,~  ( t~ -  r 2. 

/ = 1  

In tier Projektion entspreehen ihnen daher Punkte, deren Koordinatsen 
die Ungleichung 

r'  1) 
1 

]/4a 
~ 

efftil]en, also auSerhalb einer mit dem Radius 2a v r- ~ 
Punkt A geschlagenen Kugel liegen. 

- - -  -- 1 um den 

w 

In einem endlichen Gebiete yon beliebiger Dimensionszahl n sei eine 
unendliche Anzahl yon zusammenh~ingenden Gebilden m te~ Dimension 
(m < n) gegeben. Sie seien A1, A~, A s , . . .  und ihre Gesamtheit (A) ge- 
nannY. Wean man auf unendlich vielen dieser Gebilde, nach beliebigem 
Gesetz, je einen Punkt P annimmt,, so ist deren Zahl entweder endlich 
oder unendlich groin. Im ersten Falle ist unter den Punkten wenigs~ns 
einer zOo, durch den unendlich viele der Gebilde A hindurch gehen. 

Ira zwei~en Falle gibt es mindes~ens einen H~iufungspunkt der Punkte 
ZO, und wenn man diesen mi t / )o  bezeichnet, liegen in jeder Kugel (ZOo, r), 
wie klein r auch sein mag, unendlich viele der Punk~e P. Oder mi~ 
anderen Worten: Es treten in diese Kugel unendlich viele der Gebilde A 
ein. In beiden F~llen kann ich also sagen: In jede Umgebung yon ZOo, 
sei sie auch noch so klein, treten unendlich viele der A ein. Die Punkte, 
deren Existenz bier bewiesen ist, will ich Staupunkte der Gebilde A 
nennen.*) Ihre Anzahl kann endlich oder unendlich sein. Ich setze bier 
das letztere voraus. 

w 
Es sei nun unter (A) die Menge der Staupunkte verstanden. Sie ist 

abgeschlossen. Denn ist A o ein Hiiufungspunkt dieser Meage, so liegen 

in einer Kugel (Ao, 2)  stets Staupunkte, wie klein auch a sein mag. 

*) P e a n o  hat in dem Buche ,hpplicazioni geometMche del calcolo infinif, esi- 
male" (Torino 1887)~ pag. 302, schon solche Punk~e betrachte~. 

Mathematische Annalen. L X I I I .  15 
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Es sei A 1 einer yon ihnen. In eine Kugel (A1, 2 )  treten dann unend- 
lich viele der Gebilde A ein. 

Auf einem yon diesen sei /~ ein Punkt in (A1, ~-). Dann is~ 

AoP ~ AoA 1 + AI~  ~ a. Also treten in die Kugel (Ao, a) unendlich 
viele der A ein, wie klein auch a sei. D.h. A 0 ist ein Siaupunkt der A.*) 

Leg~ man dutch den beliebigen Punkt B der Menge (A) einen Strahl, 
dessen Endpunkt B ist, so ist entweder B der einzige auf dem S~rahle 
liegende Staupunkt, oder es gibt noch andere. Ist deren Zahl endlich~ 
so ist einer, C, am weitesten yon B entfernt. Ist abet die Zahl unend- 
lich, so gibt es entweder einen entferntesten Punkt C o d e r  einen H~iu- 
fungspunkt C, so dab alle auf dem Strahle liegenden Punkte yon (A) 
zwischen B und C liegen. Da abet (A) abgeschlossen ist, ist im letzten 
Falle C selbst ein Punkt yon (A). Wie im ersten Falle der yon B aus- 
gehende Strahl, so tr~igt in den anderen F~llen der yon C ausgehende n u t  
den einen Punkt C yon (A), dessen 1'r6ger er heil}e. 

Die Kugel (/~, r) bezw. (C, r) bei beliebig kleinem r wird dann yon 
dem Strahle nut in einem Punk~e 1) getroffen, und der geh6rt nicht zu (A). 

Zwischen /~ bezw. C und / )  kSnnen noch unendlich viele der Ge- 
bilde A den Strahl schneiden, dagegen kann der Teil des Strahles, de r  
sich yon D ins Unendliche erst-reckt, nut yon einer endlichen Zahl der A 
geschnitten werden, und yon diesem Tefle des S~rahles bleiben die A stets 
um Endliches ent~ernt, weft er sonst einen Staupunkt trragen miiBte, gegen 
die Annahme. Ebenso k~nnen die Schni~tfiguren der Kugel (B, r) bezw. 
(C, r) mit den Gebilden A dem Punkte D nicht unendlich nahe kommen, 
well eben D kein Staupunkt ist. 

0bige Be~rachtungen kann man auch an eine yon B aus ins Un-  
endliche verlaufende Kurve ankniipfen, auf der ebenfalls ein letzter Stau- 
punkt C Iiegen mug, so dab die Kurve zwischen C und dem Unendlichen 
keinen weiteren tr~ig~. 

w 
Um den beliebigen Staupunk~ ~ lege ich die Kugel (B, r) und suche 

eines der Gebflde A, welches in diese Kugel eintrit~. Dann suche ich ein 

zweites, eintri~t, 

dann ein drittes, verschieden yon den beiden gefundenen, das in (B, 4 )  

eintritt usw. Diese Bestimmungen sind m6glich, da in jede Kugel um B~ 
sei sie auch noch so klein, immer noch unendlich viele der A eintre~en. 
Aus der so bes~imm~en Reihe yon Gebilden ~reten f~ir jedes i~ alle Ge-- 

*) Vgl. Peano, Math. Ann., Bd. 37, S. 199, Prop. 8. 
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( ' )  bride yore pte~ an in B, ~ ein. Die Gebilde dieser Terireihe haben 

wieder Staupunkte (die zu (A) geh(iren), yon denen B einer ist. 
Ein anderer sei E. Ist s beliebig klein, so treten in (/i:~ s) unend- 

lich viele der Gebilde aus der konstruierten Teilreihe ein~ die in der 0rd-  
"nung, in der sie sich in der Teilreihe folgen, A• A1, A~, . . .  seien. 

Ist nun io so bestimmt, dal3 ~ ~ s, so treten die Gebilde Ap, A~+~,.- �9 

ane, sowoW in (~, s), wie in (~, s) ein. Man kan~ also aus den O~- 
bflden A eine Reihe herstellen, deren Glieder aa einem gegebenen und 
einem nicht ganz willkiirlich zu wiihlenden Punkte aus (A)unendl ich 
nahe vorbeigehen. 

w  

In den Punkten des endlichen Gebietes, in dem sich die in den w167 3 ft. 
angestellten Erw~igungen abspielen, sei f ( P ) e i n e  stetige Funkfion des 
Or~es /). Liegt P a u f  einem der Gebilde A, so sei f(P)~_~0. Wenn 
aber d eine beliebig kleine positive GxSBe ist~ so m(ige es stets miiglich 
sein~ mindestens ein Gebilde A' zu finden, das an einen beliebigen Stau- 
punkt, so nahe als man will, herankommt~ und dessen Punkte yon solehen, 
in denen f ( P ) ~  0 ist, um weniger Ms d entfern~ sin& 

Wenn diese Bedingungen efftillt sind, mul3 in allen Punkten aus (.4) 
die Funktion f =  0 sein. Denn sei A o ein beliebiger Staupunkt und 
f(Ao) ~ O. Es sei r der Radius einer Kugel, in deren Innerem, wo auch 
ihr Mi~telpunkt liegen miige, die Schwankung der Funkfion f kleiner als 
1 u tf(Ao)l sei. Ich nehme d < r, bestimme das A" so - -  was nach der 

Annabme mSglich ist - - ,  dab A' in die Kugel (A0, r) ein~itt, und be- 
zeichne mit B einen Punkt auf diesem A' im Inneren yon (Ao, r). Well  
dann B yon einem Punkte C, in dem f ( C ) ~  0 ist, weniger welt als d 
und somit als r enffernt is~ so ist: 

1 f(B) :> f(C)--u I f(Ao)I, 
also weft f (B) < 0 

1 1 
I f ( ~ )  I = - f( .B) <= - f(C') + u If(Ao) l~_ u If(Ao)I.  

Andererseits ist 
1 

I f(Ao) - f (B)  I __< u t f(-,Q)I, 
daher w~ire 

1 If(Ao)l----I f(Ao) -- f(.B) + f(-B)I ~ ~-I f (Ao) l ,  

was aber nur mSglich ist, wenn f (Ao)= 0 ist. 
15" 



228 J. -L~o~. 

w  

In einem endlichen Raume • set eine unendliche Zahl yon geschlos- 
senen Kurven a 1, %, a 8, �9 �9 - gegeben. Es sei z eine eindeutige stetige 
Funktion des Ortes P in Q. In den Punkten des Gebietes • habe z den 
Minimalwert z o. Es set z der Weft  dieser Funktion in P, a eine positive 
Zahl und r -~ z -- z o -~ a gese~zt. 

Es set ferner q~ eine zwei~e stetige Funktion des Ortes P in ~, die 
um 2~ w~chs~ oder abnimmr wenn P eine der Kurvea a i durchl~uft. 
Ich bride nun P in einen Punk~e P '  einer Ebene ab, indem ich dem 
Bildpunkte 2" yon P als Polarkoordinaten in bezug auf einen Pol O' die 
Werte r und r gebe. Dann macht die Unbestimmtheit yon ~ in bezug 
auf die Lage yon />' nichts aus. Jedem P u n k t e / )  entspricht so ein ein- 
ziger Punk~ P' .  

Die Kurven al, % , . . .  mSgen Staupunkte in unendlicher Zahl haben, 
deren YIenge 0 set. 

Es soll gezeig~ werden, dal3 es stets mindestens einen Weft  yon z 
gibt, der zu zwei versch~denen Punkten aus ~ gehiirt. Gi~be es irgend 
zwei Punkte in ~, die den ni~mhc'hen Bildpunkt hi~tten, so lieferten sie 
das n~mliche z and der Beweis wiire nicht n~itig. Ich kann also an- 
nehmen, dab zwei verschiedene Punkte aus ~ verschiedene Bildpunkte 
haben. Der Punktmenge 0 entspricht auf diese Art gegenseilig eindeu~ig 
eine Punkimenge ~ als Bild. 

Ich kann die niimliche Abbildung auch auf die Kurven a auwendea. 
Wenn ein Punk~ eine dieser Kurven a~ durchliiuft, so bewegt sich sein 
Bild in einer Kurve 5~, die ganz auBerhalb des Kreises (0', a) liegt. Ist Z 
der gr613te Wert yon z im Gebiete ~ und b ~ Z ~  z o ~ a, so liegen die 
Kurven l~ ganz ira" Kreise (0', b). Da ~ yon 0 his 2 u  w~ichst, w~ihrend 
P die ~ durchliiuft, so leg~ sich ~ in den Ring zwischen (0 ;  a) und 
(0", b) um den Punkt, O' herum. 

Hier braucht aber gegenseitige EindeutigkeR der Abbildung nich~ 
mehr vorhanden zu sein, vielmehr kann ein Punl~t P '  Bfld yon mehreren 
Punkten P sein. 

Da jede yon O" aus ins Unendliche laufende Linie alle die I~ schneiden 
muB~ so triigt jede solche Linie Staupunkte der b~. Deren Menge~ die ~'  
sei, ist somi~ unendlich. 

Ich zeige jetz~, dab die Mengen ~ und ~ '  identisch sind. Dazu 
brsuche ich die I-Iilfss~tze der folgenden Paragraphen. 

w 

In einem Raume yon beliebig vielen Dimensionen sei /~ ein Punkt 
und f ( P )  ein yon ihm eindeutig abh~ngiger, der sich mit der Lage yon 
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/) stetig ver~ndert. ~ sei irgend eine unendliche Menge yon Punktem 
Durehl~uft ZO die Menge 6,  so nimmt f(/))  entweder unendlich viele ver- 
sehiedene Lagen an oder nur endlieh viele. Im ersten Falle seien/)1, ZOo, "'" 
unendlich vide Punkte, so dab die entsprechenden f(P1), f (P~),""  alle 
verschieden sind. Ist dann ZOo eine H~ufungsstelle der Menge/)1, /)~,'" ", 
so ist, wie jetzt gezeigt werden soll, f(Po) eine Hiiufungsstelle der 
f(/)l),  . . - .  Ioh bezeichne mit Abst.( , S) den Abst nd der 
beiden Punkte /~ und S. Ich bestimme e zu eiaem angegebenen d, so 
daB, wenn Abst. (P, ZOo) < e, dann &bst. q'(ZO), f(Po)) < d ist, was wegen 
der Stetigkeit der durch f angedeuteten Abh~ngigkeit mSglich ish Da 
/)o Hiiufungsstelle ist, gibt es in der Reihe /)1, 2 ~ , - - .  unendlich viele 
Punkte /)~,/)~, P ~ , . . . ,  ffir welche die Ungleichungen: 

Ab t. Po) < e, Po) < e , . . .  
gelten, und fo]glich auch die Ungleichnngen 

Abst. (f(Pp), W(ZOo)) < d, Abst. (f(Pq), f(/)o)) < d , . . .  

richt~ig si~d. Also gibt es in der Kugel (f(zoo), d)stets unendlich viele 
Punkte der Menge f(e~), f (P~) ,  . . . ,  und folglich ist f (Po)e ine  H~u- 
fungsstelle dieser l~Ienge. 

(~ibt es aber nur eine endliche Zahl verschiedener Punkte f(/)), wiih- 
rend P die Menge ~ durchliiuft, so sei A einer yon ihnen. Dana mul~ 
es eine unendliche Menge Punkte in ~ geben~ etwa t)1, P~, . . . ,  so dab 

f(zo~) - -  f (P~)  . . . . .  A 

ist. Haben die Punkte /)1, P ~ , " "  die Hiiufungsstelle ZOo, so ist 

Abst.  (f(Po), A)  ---- hbs t .  (f(zoo), f(P~)),  (~o = 1, 2, 3 , . . . ) .  
Da wegen der Stetigkeit der &bstand rechts dutch passende Wahl 

yon p u n t e r  jede Orenze gebracht werden kann~ mul~ also 

f(Po) = A 
sein. 

Unter den gemachten Annahmen gibt es also entweder einen Punkt 
ZOo, so dab f(/)o) eine H~ufungss~elle der Punkte f(ZO) ist, oder es gibt 
unendlich viele Punkte yon 6, ftir die f(ZO)= f(ZOo) ist. 

w 
Ist Qo ein Hiiufungspunkt einer Punktmenge ~, so nehme ich einen 

Punkt Q1 der Menge beliebig an. In der Kugel um Qo, die dutch Q1 
geht, liegen dann noch unendlich viele Punkte aus ~. Von diesen sei 

1 
Q~ einer, fiir den Abst. (Qo, Q~)<-~ Abst. (Qo, Q1) ist. Dann betrachte 
ich die Kugel urn Qo, die durch Q~ geht, und nehme in ihr einen.~Punkt Q8 
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1 
aus ~ ,  ftir den Abst. (Qo, Q~) < -~- Abst. (Qo, Q~) ist usw. Auf diese Ar~ 

wird aus ~ eine unendliche Reihe yon Punkten Q1, Q~., Q ~ , " "  heraus- 
genommen, die ich eine Nor~nalreihe zu Qo nennen will. Eine solche 
kann nur einen H~iufungspunkt haben. 

Denn h~itte sie zwei, Qo, Qo', so lege ich um beide Punkte Kugeln 
1 mi~ dem Radius n = T Abst. (Qo, Qo'). Der erste Punkt der Normalreihe, 

der in (Qo, n) liegt, sei Qs. Dash ist ffir q > p  Abst. (Qo, Q ~ ) < n  und 

Abst. (Qo', Qq) ~ Abst. (Qo, Qo) - Abst. (Qo, Q~) ~ 3n,  

so da$ yon Qq an alle Punkte der Normalreihe auBerhalb der Kugel 
(Q o, 3n) ligen, also Qo' nicht H~ufungspunkt sein kSnnte. 

w 10. 

Es sei Qo ein S~aupunkt der Kurven 19i- Ich nehme dann die Punkte 
Q~, Q~, �9 .. auf den Kurven I91, I9~,. �9 �9 an, auf jeder Kurve einen Punkt, so 
dab sie eine Normalreihe zu Qo bilden. Das ist mSglich, selbst wenn in 
der N~ihe yon Qo alle Kurven b~ zusammenfallen sollten, weil im lnneren 
eines kleinen um Qo gelegten Kreises jedenfalls yon jeder dieser Kurven 
eine endliche Strecke liegen mul~. 

Die Werte yon r = z - -  z o q- a, yon z ~ r - -  a q- z o und yon r seien 
fiir den Punkt Qp bezw. r~, zp, r dagegen fiir Qo: to, zo, %.  Da nach 
der Annahme die Punkte Q~ eine Normalreihe bilden mit dem einzigen 
tt~uftmgspunkte Qo, mfissen nach dem Satze yon w 8 to, z o und % die 
Hiiufungswerte der r~, z~ und r sein. 

Die Punkte Q/ seien die Bilder yon Punkten Pi. Dabei kann es sein, 
dal3 dutch einen Punkt Q~ sein Original P~ nicht eindeutig bestimmt ist. 
In diesem Falle kann ich P~ aus den mSglichen Punkten nach Belieben 
ausw~ihlen. Diese Punkte B~ liegen auf den Kurven oh, auf jeder Kurve 
nur einer, und shad ~erschieden, weft ihre Bilder, die Qi, es sind. Wenn 
ich die Werte yon z und qo ffir den Punk~ P~ mit z(P~) und qo(P~) be- 
zeiehne, so ist gem~il~ der Art, wie die Abbildtmg eingerichtet wurde, 

z(~,) = ~,; ~ ( V , )  = ~,. 

Da die /~ alle verschieden sind, so ist fiir e/nen H~iufungspunkt 190 
yon ihnen 

 (Po) = Zo,  O(Po) =  Oo, 

d.h.  Qo ist das Bild yon /)o. Folglich geh~irt Qo, das zu ~ '  gehSrt, 
aueh zu der ~enge ~, da ja Po zu ~ geh~Sr~. 

Sei umgekehr~ Qo' ein Punk~ yon ~, also Bild eines Punktes Po" aus 
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t ? t ~. Die Polarkoordinaten yon Qo seien q ,  ~o. 

Koordinaten irgend eines anderen Punktes Q; so ist 
Sind dann r,  q~ die 

Abst. (Q' Qo') < W(r - ro')~ + b~(~o --  ~o') ~- 

Mache ich also 
, d , d 

[,--ro [ < ~ ,  i~_  +o i < by__1, 
so wird 

Abst. (Q' Qo') < d. 
, d Es sei (Po, s) eine Kugel, in der die Schwankung yon z < ~  und. 

d ist. Tritt in diese Kugel eine Kurve % ein, und ist die yon ~ < b 1/--- ~ 

P~' ein Punk~ auf a~ im Inneren yon (Po', s), so ist fiir den Punkt Pp' 
d , d 

IZ -Zo ' l<~ ;  I ~ - ~ o  I<bV--q~, 
g t 

da im Punkte Po' z-~Zo, qO~r ist. 
Ist Qp' das Bild yon P~', so liegt Qp' auf b~, 

Punkt ist: 
d d 

und flit diesen 

~o d ~  Ab~t. (Q/,  Qo') < a i~t. Dahe~ i~t Qo' ~o bes~ha~e~, da~ in den 
Kreis (Qo', d) mR dem beliebig kleinen Radius d unendlich vide Kurven 
I~ eintreten, also ist Qo' Staupunkt dieser Kurven und geh5rt zur Menge 
~'. Die Mengen ~ und ~'  sind sorer identisch. 

Da die Resultate der letzten Paragraphen im Grunde nnr yon der 
Stetigkeit der Funktionen z und r des Ortes im Raume und des Ortes 
in der Ebene abh~ngon, .so gelten sie auch fiir andere ~hnlich beschaffene 
Abbildungen. 

w 
Es sei in einer Ebene eine unendliehe abgesehlossene Punktmenge 

9Yt gegeben. Diese Menge m~Sge folgende Eigenschaften haben: 
1. Sei es mSglich um einen Punkt 0 der Ebene einen Kreis yon 

solehem Radius a zu legen, dab in (0, a) kein Punkt aus ~ liege. 
2. Treffe jede yon 0 aus ins Unendliche laufende Kurve auf Punkte 

aUS ~'~. 

3. Ein Kreis (0 ,  b) umfasse alle Punk~e yon ~ .  (Ich k~Snnte dafiir 
eine allgemeinere Bedingung nehmen.) 

a 
Ich lege in den greis (0, a) ein Quadrat yon der Seitenl~inge ~- und 

suche yon ibm ausgehend diejenigen mit den Seiten zusammenh~ingenden 
Quadrate, welche einen zusammenh~ngenden Fl~ichentefl bflden and 
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weder in ihrem Inneren, noeh auf der ~renze einen Punk~ aus ~l~ tragen. 
Damit die Grenzen dieser Fl~iche sich nich~ schneiden, entferne ich yon 
zwei Quadraten, die nur einen Eckpunkt gemein haben, w~hrend die vier 
anstol~enden Seiten zur Grenze geh6ren, eines, so lange, bis solche nicht 
mehr vorkommen. Die konstruier~e Fl~che kann sich nicht ins Unend- 
liche ers~recken, weft nach der zweiten unserer Annahmen die Menge 
die Ebene in zwei getrennte Tefle refit. Sie kann mehrere Grenzkurven 
besi~zen, yon denen aber dann eine alle anderen einschliel~. 

Sei r der kleinste Were, den q haben l~a~n, so mache ich die Kon- 
sh~lr~ion mit q ~ r, 2r, 4r, 8 r , . . .  und erhalte so die Fl~ichenst~icke 
~1, ~ ,  ~8, '" ". Die ~iu~ersten ~renzkurven dieser Stiicke seien 91, ~ ,  ~)8,"" ". 
Ich k~nnte an eine Seite yon ~p noch ein Quadrat ansetzen, wenn in 
diesem kein Punkt aus ~J~ liige. Damit also kein Quadrat angesetzt 
werden kann, miissen mindes~ens in der Enffernung der Diagonale eines 
Quadrates Punkte aus ~J~ vorkommen. Wegen der Notwendigkeit, Qua- 
dr~te zu entfernen wird die Grenze jedoch gr~t~er. 

Sei ~ ein Quadrat, das zur konstruierten Fl~che gehSrt, so lege 
ich am ~ die acht anstoBenden Quadrate herum, die eine Fl~che ~" 
bilden mSgen, und um diese eine weitere Schicht yon 16 Quadratea ~".  
Wenu nun dieser Haufen yon 25 Quadraten keinen Punkt aus ~0~ ent- 
h'~l~, so geh~r~ er ganz der zuers~ konstruierten Fliiche an. Von ihm 
kSnnten abet nach den vorhin getroffenen Bestimmungen einzelne Quadrate 
fort~enommen werden mlissen. Da die Seiten aller Quadrate parallel 
sind, so kSnnten das nut die vier in den Ecken yon ~ "  liegenden 
sein. Dagegen blieben s~mtliche in ~ '  unber~ihr~, und somit l~ige 
das Quadrat ~ ganz im Inneren des Quadrathaui~ens, und keine seiner 
Seiten gehSr~e zu dessen Begrenzung. Somit mul~ hSchstens in der 

6a yon einem Punkte der Grenze ~ ein Pun~  aus Entfernung ~--~ 
liegen. 

Jeder Punkt yon ~ gehSr~ zu ~ ,  jeder yon ~ zu ~0~,"-, so dal~ 
yon den Grenzkurven th, ~ ,  ~ ,  "-" jede yon allen folgenden umschlossen 
wird, soweit sie nieht mit ihr zusammenf~llt. 

Die Kurven D~, ~ ,  "." haben eine unendliche, abgeschlossene Menge 
~ '  yon Staupunk~en. Is~ ~/  ein solcher Staupunkt, so treten in den 

, o,e 

ist, auch alle folgenden. I s t s  ~ 2  und 6_~a ~ d ,  so is~ auf tier ers~e 
2~r 

~, im Inneren v on (M, ~ )  ein Punk~ _N zu finden, v on w elchem Kurve 
d 

ein Punl~ L aus ~ einen Abstand <: 6a_a < Y hat. Daher is~ der Ab- 
2~r 
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stand M L  sicher <: d. In jeder N~ihe yon M liegen also Punkte yon ~[1~, 
daher ist M ein tt~ufungspunkt yon ~][}~ und, weft ~[~ abgeschlossen ist, 
ein Punkt yon ~ selbsk 

Also ist die Menge ~)~' ein Teil yon ~[~. 

w 12. 

Nun sei in der Ebene eine stetige Funktion u des 0rtes gegeben. 
Es son gezei~ werden, dab es s icher zwei verschiedene Punkte aus 
gibt, in denen u den n~mlichen Wert hat. 

Seien A und B zwei der S~aupunkte ans ~ "  und AC, B D  ihre 
Tr~ger (vergl. w 4), wobei C und / )  aufierhalb des Kreises (0, b) ge- 
legen seien. 

H~tte u in A den n~imlichen Wert,  wie in B, so w~ire es nicht 
nStig den Satz zu beweisen. Hat aber u in A den Wert ~h, in B den 
u~ und ist u t < u~, so sei 

1 1 

Ieh lege dana urn A und B zwei Kreise mit so kleinem Radius t, dab 
in ihnen die Schwankung yon u kleiner als g ist. Dann is~ in (A, t) 
u ~ u o --  g, in (B, t) u ~ u o -1- g. Die Strahlen A C und B D  mGgen nun 
(A, t) in E und (B, t) in 2'  schneiden. Dann ist kein Punkt der S~eeke 
E C  und F / )  ein Punkt aus ~rJ~', und folglich 
kann nut eine endliche Zahl der Kurven 
diese Strecken schneiden. Diese lasse ich 
aus deren Reihe free. 

Die erste der tibrigen Kurven Dr, ~)~, "" ", 
welche in (A, t) und (~, t) eintritt, sei ~ .  
Von ihren Schnit~punkten mit diesen Kreisen 
seien G H  und J K  (Fig. 1) so gew~,ihR, dal~ Ptr 
zwischen G und H einerseits, zwischen J 
und K andererseits kein Schnittpunkt yon f~ 
mR jenen beiden Kreisen liege. Dabei werden 
nach der Annahme die Bogen G H  und JI/:  
weder yon A C  noch yon B D  getroffen. 
Auch schneiden diese Bogen sich nichk 

Auf irgend einer anderen der Kurven 
l~, l)~, wo q ~> p, kann ich ebenso die Bogen 
GqHq und J~ Kq bestimmen, in derselben Weise ~ig. 1. 
wie GH~ J K  auf ~p. Dana gibt es auf G~H~ 
einen Punkt Pq, in dem u = u  o ist;, und auf J~Kq einen zweRen ~ .  
Da die Kurven ~ die D~ einschliegen, wird der Bogen G~/~rq in dem 



234 J. L~o~a. 

Stflek der Ebene liegen, das durch (0, b) und die Linie C E G H F D  be- 
grenz~ ist, und der Bogen JqK~ in dem dutch C E J K F D  abgesehniltenen 
Stficke, und in diesen beiden Stricken liegen dann aueh P~ und Qe. 
Deren HKufungspunkte Pound Qo liefern, nach w 8, u = %. Sie kSnnen 
aber nieht identiseh sein, weil sie sonst auf EC oder F D  Iiegen miil~ten. 
Da abet Po, Qo zu den HKufungspunkten ~J~' gehSren, ist dies nicht 
mSglieh. Also wird der Weft u o in zwei verschiedenen Punkten der 
Menge ~ angenommen. 

Ebenso gut wie % h~tte ich eine andere zwischen u 1 und u~ liegende 
Zahl nehmen und denselben Beweis mit kleinen _~nderungen ffihren kSnnen. 
Ich k a ~  also sagen: Unter den im Anfange yon ~ ~ 11 aufgestellten Be- 
di~gungen werden unend~ich vide Werte in mindestens je zwei verschiedenen 
l~unMen der Menge ~ angenommen. 

Wende ich dieses Resultat auf die Verh~iltnisse der w167 7--10 an, so 
sind die Bedingungen des w 11 effiillt, und folglich gibt es unendlich 
viele Werte, die z in mindestens je zwei verschiedenen Punkten aus 
annimm$. 

w 13. 

Ich mache jetz~ eine Anwendung auf einen Raum yon drei Dimen- 
sionen. In ibm sei eine unendliche abgeschlossene Punktmenge ~ ge- 
geben yon folgenden Eigenschaften: 

I. Es gibt eine Kugel (0, a), in der kein Punkt aus ~ liegk 
2. Jede yon 0 aus ins Unendliche laufende Kurve treffe stets auf 

Punkte aus ~. 
3. A11e Punkte aus ~ seien in einer Kugel (Q b) enthalten (diese 

Bedingung ist in der Allgemeinheit eigentlich nicht nStig). 

Ich lege in die Kugel (O, a) einen WGrfel yon der Kanten1~nge 

nnd baue yon ihm ausgehend mit kongruenten W~rfeln einen zusammen- 
h~ngenden Raum au~ indem ich so lange als mSgheh WGffel an W~rfel 
ansetze und zwar stets so, dab sie mit einer Seitenflgche zusammenh~ngen. 
Wegen der Eigenschaft 2. muB dieser Aufbau einmal ein Ende haben. 
Diese zusammengebau~en W~iffel bilden einen Raum, der vielleicht Hohl- 
r~ume einschlieBen kann~ aber eine zusammenh~ngende ~uBere Oberfl~che 
besitzt. Es kSnnte vorkommen, dat~ die Oberfliiche sich selbst schneider, 
indem zwei Wfiffel einer Ecke oder eine Kante gemein haben, w~hrend 
die sieh in der Ecke oder Kan~e schneidenden Seitenfl~chen zur Begren- 
zung gehSren. Um dies zu verhindern, entferne ieh aus dem Wiirfel- 
haufen yon solchen Wiiffeln so lange einen, bis derar~ige Vorkommnisse 
nicht mehr auftreten. 
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Wenn ich die Konsiruktion ffir eine gewisse kleinste Zahl q ~ r 
mache und dann ftir q ~  2r, 4r, 8 r , . . . ,  so erhalte ich iuBere Ober- 
fl~ichen {~o, ~1, $ ~ , ' "  ", die sich ganz einschlieBen, sowei~ sie nicht zu- 
sammenfallen. Da O ganz im Inneren aller Fliichen ~ hegt, tritR jede 
yon O aus ins Unendliche gehende Linie alle diese Fl~ichen und tr~gt 
also einen ihrer Staupunkte. Somit ist deren Zahl unendlich und nach 
w 4 abgeschlossen. Ihre Menge sei 9~'. 

Jeder Punkt der Fl~iche @ hat in seiner N~he Punkte aus 9~. Wenn 
es nicht nStig wiire, Wtirfel aus dem Haufen nachtr~iglich zu entfernen, 

w~irden in der Entfernung a yon einem Pun~e  der Fl~iche (~, Punkte 

aus ~ liegen miissen. Wegen jenes Umstandes abet mul~ ich eine ~ber- 
legung anstellen, die der yon w 11 analog ist, nut dal3 Wtirfel an die 
Sblle yon Quadraten trreten, und dab aus dem Haufen yon 5 s Wiirfeln 
vielleicht alle die 5 . 1 2  -- 8 = 52 zu entfernen wiiren, die an der Bildung 
der Karibn dieses Wiiffelhaufens betefligt sind. Ich sehe daraus, dab 

hSchstens in der Entfernung 9a yon einem Punkb yon $ ,  sich Punkte 
aus ~ befinden miissen. 

Damit kann ich nun, iihnlich wie in w 11, zeigen, dab die Menge ~" 
ein Teil yon ~ ist. 

w 
Im Raume seien jetzt zwei stetige Funktionen u und v des Ortes 

gegeben. Ich kann dann zeigen, da6 es steb unendliche viele Werbysleme 
(uo, vo) gibt~ welche in zwei verschiedenen Punkten yon ~ angenommen 
werden. 

Es sei A ein Punkt aus ~', dessen Triger A C sei, und ~BD der 
Triger des Punkies B aus ~' ,  wobei C und D auJ~erhalb (0, b) liegen 
m~igen (ich nehme dieselben Bezeichnungen, wie in w 12, obgleioh es 
sich dort um die Ebene, hier um den Raum handelt). Haben u und v 
die niimlichen Werte in A wie in t?, so ist der Satz richiig. Ich kann 
also anne]amen, daJ~ etwa u in A den Weft u 1 und in B den davon ver- 
schiedenen Wer~ u~ babe. Es sei dabei u~ > ul. Ich seize: 

1 1 

lege um A und B die Kugeln (A, t), (B, t) (Fig. 2) so klein, dab sie sich 
nicht schneiden und in i_hnen u bezw. ~ u o -- g und :> u o + g i s t .  ~ und 
F seien die Schnittpunkte dieser Kugeln mit den Strahlen A C und BD. 

Ich denke mir aus der Reihe der Fl~chen @ die fortgelassen - -  
und deren Zahl ist endlich - - ,  welche /i~C und F D  schneiden. 
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6" 

Die erste yon den tibrigbleibenden, die in (A, t) und (B~ t) eindringt, 
sei die @g Dann dring~ jede andere @~ auch ein, wenn q >~v ist. Sei 

nun der Punk~ M in der Kugel (A, t )  und N in 
(B~ t) so gew~hl~, dab sie im Inneren yon @~ liegen, 
so sind sie auch im Inneren yon @~. Verbinde ich 
sie im Inneren yon @~ dutch ein Kurvenstiick, und 
die PunkLe C und D durch ein Kurvensttick im 
~uBerea yon (0~ b) und ftige die Strecken A M  und 
B ~  bei, so erhalte ich eine Kurve ~, bestehend aus 
dem letz~ erw~hnten St~ick, der Linie CA, A M ,  dem 
Kurvenst~ick M ~ ,  den Strecken ~ .B ,  ,BD. Diese 
Kurve trifft jede @~ nut doff, wo die M A  und ~ / ~  
sie schneiden, also jedesmal ungerade*) und im Inneren 
yon (,4, 0 bezw. (~, 0. 

w 15. 

Die geschlossene Fl~che @~, r > p ,  triff~ (.,4, t) in 
einer oder mehreren geschlossenen Kurven. Da aber Fig. 9. 

das yon diesen begrenzte Sttick yon @r durch f un- 
gerade gesctmitten wird, muB eine yon ihnen mit { verschlungen sein. 
In ihren Punkten ist u < u  o - g .  An sie setze ich nun Quadrat an 
Quadrat der Fl~iche @~' an, soweit sie dutch Seiten zusammenh~ingen, 
so lange als in den anzusetzenden Quadraten noch u < u o ist. Dies An- 
setzen muB ein Ende haben, well in (B, t) auf @~ u > u  o ist. Ich er- 
halte so einen zusammenh~ngenden Teit yon @~, der eine oder mehrere 
Grenzkurven haben kann. Abet mindestens eine yon diesen mul3 mi~ 
verschlungen sein, weft ich yon einer solchen Kurve ausging und die an- 
gesetzten Quadrate ~ nich~ trafen. Die Kurven, die ich so auf @~, @~+1, "'" 
erhalte, seien gl, g2, gs, ' " ". 

Diese Kurven lasse ich jetzt an die Stelle der a des w 7 ~reten, und 
v an die Stelle yon z. 

Die dort verlangte Variable ~0 abet erhalte ich auf folgende Weise: 
Ich lege yon 0 nach einem beliebigen Punk~ 2 eine ganz willkfirliche 
Kurve p und bezeichne mit J den Wert des Gaul3schen Integrals 

sl -- sl' dSl dsl'. 

f f S~ -- Sg" dS~ ds 2" 
s 8 - -  s s" ds s ds s" 

*) Ich sage kuxz ,,eine Kurve trifft oder schneider ~ine Fl~che ungerade", statb 

in einer ungeraden Z~hl yon Punkten. 



Abbildung yon Mannigfaltigkeit;en. 237 

wo (sl, s~, ss) die Koordinaten eines Punktes auf ~, (s/, s~', ss' ) die eines 
Punktes auf p sind, und die Integration tiber ~ und p sieh erstreekt. Da 
man olme und mit Umsehlingung yon ~ yon 0 naeh P gehen kann, is~ 
J nieht ganz bestimmt, vielmehr urn ganze Vielfaehe yon 4~ unbestimmt. 

1 
Nehme ieh nun r = ~  J, so ist r eine Variable yon den gewttnsehten 

EigensehaRen, weil ja die g~ die ~ umsehlingen. 
Es folgt also naeh den Resultaten der w167 7--12, da$ es unter den 

Staupunkten der Kurven g, die ja einen Tell yon ~ ,  und darer yon 9~ 
bflden, zwei versehiedene gibt, die den beiden Funktionen u und v die 
niimliehen Werte ,t o und v o erteilen. 

w 16. 

Jetzt ist; es nicht schwer, die im Eingang dieser ArbeR erwiihnten 
drei F~ille des Satzes: ,,DAB zwei Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimen- 
sion nichtG gegenseitig eindeutig und stetig aufeinander abgebildet werden 
kSnnen" zu beweisen, indem ich den zweiten Satz beweise: Daft n stetige 
und eindezttige _Funktionen des Ortes auf einer n-dimensio~alen Kugd stets 
unendlich vide Wertsysteme mindestens zweimal annehmen miissen -- 
wenigstens fiir n = 1, 2 oder 3. 

Im Falle n ~ 1 hat man einen Kreis, auf dem eine stetige Funktion 
w des Ortes gegeben sei. Nimmt w in zwei Punlz~en A und B des 
Kreises verschiedene W e r e  w 1 und w~ an, so nimmt w jeden Zwischen- 
wer~ in zwei Punkten auf den beiden Teilen an, in die der Kreis dureh 
die Punkte A und .B zerf~llt. 

Fiir n---= 2 hat man die Kugel 

(to - no )  + ( t l  - al)  + - - -  

Die beiden Funktionen, die in der EinleRung Yl und y~ hiel3en, 
mSgen jetztG w und u genannt .werden. 

Auf der Kugel m u $ e s  zwei Punkte A und B geben, in denen die 
beiden Funktionen w, u nicht die n~mlichen Werte haben. Ich kaun an- 
nehmen, in A babe w den Wel t  wl, in B den %,  und es sei w l ~ w ~ ,  

w, -4- w~ w, -- w~ = d und nehme dann diese w ~ < % .  Ich setze w o -  ~ , 

P u n k ~  A und B flit die in w 1 gebrauchten, indem ich die Kugel yon 
.B aus auf "ihre Tangentenebene in A projiziere. Wenn ich den Projek- 
tionen die n~mlichen Werte yon w und u zuteile~ die sie in den 0riginalen 
haben, so hat in der Ebene im Punkt  A w den Weft w ~ = w  o - 2 d .  
Wenn ich i m w  2 die GrSSe r so bestimme, dal~ in den Kugelpunkten~ 
die zugleich im Inneren yon (B~ r) liegen, ~v > w ~ -  d ist, so ist; in der 
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1 /&a~ Ebene aul~erhalb des Kreises yore Radius 2 a  V -~ - -  1 w ~ w 2 ~ d, 

also auch ~ w o + d. Um den Punkt A kann ich einen Kreis (A,  to) so 
schlagen, dai~ in ibm w ~ w 1 H-d----w o - - d  ist. Jede yon A ausgehende, 
ins Unendliche laufende Kurve tri~gt nun Punkte, in denen w ~ w  o ist. 
Sie liegen, wie es w 11 verlangt, alle aul~erhalb des Kreises (A,  to) ~ abet 

1 / 4 : a  ~ innerhalb des Kreises (A, b), wenn b ~ 2 a  ~, ~ 1 ist. Die Menge der 

Punk~e ist unendlich und abgeschlossen. Denn w~ire in einem H~iufungs- 
punk te / )  w nicht ~-wo, so k~innte ich eine Umgebung herstellen, in der 
er ebenfalls nich~ ~ w o wiire, und P w~ire dann kein Hiiufungspunkt. 
Nach w 12 fo]~ also, dal~ es in der 1VIenge yon Punkten, fiir die w ---- w o 
ist, sicher zwei verschiedene gibt, in denen auch u den niimlichen Wert hat. 

Ftlr n = 3 babe ich die Kugel zu betrachten 

- + ( t ,  - + - + - = 

und die drei Funktionen seien nun w~ u, v, start wie frtiher Yl, Y~, Y~ ge- 
nannt. Auch jetzt mul~ es zwei Punkte A und B der Kugel geben, in 
denen das Tripel (w, u, v) nicht das gleiche is~. Ich mache dieselben An- 
nahmen und Bezeichnungen wie oben und finde dann~ dal3 im Raume yon 
drei Dimensionen, in den die obige Kugel stereo~aphisch yon B aus 
projiziert wird, in einer Kugel (A, to) kein Punkt liegt, fiir den w =Wo 
ist, wiihrend aut~erhalb (A, b) auch keiner sich befindet. In dem Hohl- 
raume zwisehen beiden lieg~ die unendliche abgeschlossene Menge yon 
PunkCen mit w----Wo. 

Ich fmde also nach w 14, dali in zwei  verschiedenen Punkten dieser 
Menge neben w----wo auch noch u und v die n~imlichen Werte uo und vo 
haben. 

Berich~igung zu meinem Aufsatz: ,,Historische Bemerkung zur Funktionen- 
theorie", Band 60, Seite 398 ft. 

Seit:e 398 letzter Absatz ist vor S c h r S d e r  anzuffihren. S e i d e l  (Journ. f. r. u. ang. 
Math. Band 78). 

~, 400 Zeile 12 v. o. mul~ es heil~en ,Glieder der Reihe werden unendlich" stat~ 
,,die Funktion wird unendlich". 

,, 401 is~ der le~z~e Sa~z zu streichen. 

Herr Professor L a a d a u  in Berlin haste die Gii~e, reich auf diese Fehler auf- 
merksam zu maehen. 


