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8.
Applications de PAlgebre a rArithmetique

transeendante.
(Par Mr. G. Eisenstein Berlin.)

Jtant propose deux equations algebriques quelconques, on pourra en eliminer
la quantite inconnue χ de deux manieres difFerentes, soit en metlant dans la
seconde a la place de χ s valeur tiree de la premiere, soit en metlant dans
la premiere a la place de χ s valeur tiree de la seconde, saus changer
essentiellement le resullat de l'eliniinalion. Nous ferons voir dans ce qui suil
que les lois de reciprocite pour les residus quadratiques, cubiques et biqua-
dratiques, (theoremes si celebres tant par la difficulte de leur demonstralioiK
que par Tassiduite avec laquelle les plus grands geometres s'en sont occupes)
ne sont autre chose que Tinterpretation arithmetique du simple fait algebrique
dont nous venons de parier. Ainsi par exemple, en posant sin v = &, si
Γόη designe par p et y deux nombres premiers impairs (reel) et par & = ± a,

x = + β resp. les ensembles des racines des deux equations ^^ — ()Λ— ' r A sm v

verrons que jes residus de »K«/-1) et «*ο>-υ suivant les modules
sin v

(jj p dependent resp. des deux expressions U( 2 — a1} et Π (a* — /?2), ou la
multiplication se rapporte a toules les valeurs de a et de /?; il existe des
resultats analogues pour les residus cubiques et biquadraliques. La methode
qui nous conduira a ces resultats est tres simple, eile traite d'une maniere
parfaitement symmetrique les deux nombres a comparer, et conserve dans les
demonstrations l'analogie qui existe entre les theoremes qui se rapportent aux
residus des differentes puissances. Au reste on peut considerer ce que nous
allons exposer comme les premiers elements d'une nouvelle doctrine ου Γόη
renvoie les questions arithmetiques a Talgebre et a Tanalyse, de maniere qu'alors
toutes les difficultes se reduisent a celles qu'offre le calcul J'entre en matiere
en commen9ant par les residus quadratiques.
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§. ι.
Residus quadratiques.

Etant donne un nombre premier impair (reel et positif) /?, on peut
toujours concevoir un Systeme de residus pour le module p *) distribue en deux
groupes tels, que les termes qui composent le deuxieme groupe sont opposes
ceux du premier; nous representerons les termes generaux de ces deux groupes
par r et par —r; on pourra p. e. prendre pour r les nombres l, 2, 3, — ^(p—1)
et pour —r les nombres — l , —2, —3, . . . . — - ^ ( p — 1). Cela pose, si Γόη
multiplie tous les r par un entier quelconque q non divisible par p, les residus
des produits qr se trouveront en partie parmi les r et en parti parmi les —r.
En posant, selon ces deux cas que nous venons de distinguer,

ou qr = r' ou qr = —r' (mod. //),
de sorte que r1 se trouve toujours parmi les r, on aura respectivement:

o . r* ω . qro) . r 1
— ==£ sm . ou sm-i—= —sm

P p
. qra)ou sm-1—=—sm

P
ού Γόη a fait pour abreger ω = 2 n. On aura donc dans tous les cas

qrwsm
(mod. //).

Substituant dans cette expression de r toutes ses |(/?— 1) valeurs et multipliant
entre elles toutes les expressions que cela donne, on obtiendra, en observant
encore que tous les r1 comcident avec tous les r:

sin Z™
P

sin -r ω
(mod.

Π sin p p
donc, si Γόη divise les deux membres de celte congruence par /7>, ce qui
est permis, Tlr n'etant pas divisible par le module p, on aura

(1.) = π
sin

P
sin-

(mod. p).

Gelte formule exprime le caractere quadratique de q par rapport a /?. Sup-
posant tnaintenant que q soit aussi un nombre premier impair, le caractere quadra-
tique de p par rapport a q sera exprime d'une maniere analogue par la formule

*) Texclusion de celui des termes d'un tel Systeme qui est un multiple du mo-
dule; ce qu'on suppose toujours tacitement.
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„PQo>
(2.) p^~i> = π 7

.sin
(mod. tj),

(la multiplication se rapportant a p) qui est l'expression generale d'une suite de
nombres qui joints aux — ρ composent un Systeme de residus pour le module </.

II ne s'agit donc que de comparer entre eux les deux caracteres qua-
dratiques a droite dans les formules (1.) et (2.)- Si Γόη fait s\nv = x, les
quantites

sin p v _ -p sing v _ ^
sin v ' sin v ^

seront des fonctions entieres de χ resp. des degres p — l et q — l ; de plus,

en posant s i n — = af s i n - = /?^ les racines de Tequation P = 0 seront
7 rdesignees par ±« et celles de Pequation Q = 0 par ± . Cela etant, le

deuxieme membre de la formule (1.) sera equivalent au produit des valeurs
que prend Fexpression Q en y mettant pour χ toutes les valeurs de a, et de
meine on obtiendra le deuxieme membre de la formule (2.) en mettant dans
P pour χ toutes les valeurs de , et faisant le produit des expressions qui
en resultent. Or on a

p = ii(«'-rf), Q =
donc il viendra

(3.) -̂1} = CH(a* — 2) (mod. p),
(4.) pK*-1' = Cn^ — a1} (mod. 9),

o chaque valeur de a doit otre combinee avec chaque valeur de . C est

une constante qui se trouve etre C==—^_1)(^ — . Maintenant le nombre

des α est =^(p — 1), et le nombre des β est =%(q — 1), par consequent le
nombre des combinaisons α et β sera =£(/* — l)l(y-l), d'o enfm on tire

Cette derniere equation comparee avec (3.) et (4.) donne immediatement la
loi de reciprocite pour les residus quadratiques. Si Γόη veut eviter la con-
stante C, il faut se servir des tangentes au lieu des sinus.

§. 2.
Residus biquadratiques.

Les rosidus biquadratiques peuvent 6tre traitos d'une maniere absolument
semblable. Les fonctions elliptiques, ou pl tot cette espece particuliere de

23*
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180 . Eisenstein, Applications de ΐAlg&bre a FArithmetique transccndante.

fonctions elliptiques qui se rapportent wa la lemniscate, jouent ici le r le des
sinus; il faut donc dire d'abord quelques mots sur ces fonctions.

Nous designerons par χ = sin am u la fonction de v qui satisfa a l'equation
differentielle dx ~ dv.^(l —o?4),
et qui en meine temps s'evanouit avec t?. Gelte fonction est periodique de deux ma-

/
l ffjp

~7n~H—lo on a s*n am(v-\-&ω) = sin am v,
o V (·> & )

k etant un entier complexe quelconque de la forme a-\-bi, ου α et b sont
des entiers reels. Une autre propriete de cette fonction est exprimee par

sin am i t; = i sin am t?,
propriete tres-importante pour notre recherche et qui se deduit immediatement
de requation differentielle., en observant que celle-ci ne varie pas par le change-
ment simultane de χ en ix et de v en i v. On sait en outre par les recherches
a'Abel et de Mr. Jacobi *) que sin am (&-}-#) peut etre exprime algebriquement
par sin am u et sin am r, et surtout, qu'en prenant pour m un entier complexe
hnpair, on peut reduire sin am m v a une fonction rationelle de sin am v.

Soit m = a-\-bi un nombre premier complexe impair; soit la norme
de w, c'est a dire rentier reel et positif ar^-b1, =^p = N(m); on pourra
toujours partager un Systeme de residus pour le module #t, qui contient p — l
termes a Texclusion de celui qui est divisible par le module, en qu tre groupes,
de maniere que les termes du !2ίέι"% 3ίέιηβ et 4ιύιηθ groupe se deduisent de ceux
du premier en multipliant ceux de celui - ci par i, par — l, et par — i re-
spectivement, Nous designerons indefmiment les termes de ces quatre groupes
par r, ir, —r, — ir resp. Multipliant alors tous les r par un entier complexe
quelconque n non divisible par m, les residus des produits n r se trouveront
en partie parmi les r, en partie parmi les ir, -—r, ou — ir . Soit selon ces
quatre cas qu'il y a a distinguer,

n r = r', i r', —r', — i r', (mod. «i),
ou r* se trouve parmi les r. Cela pose, on aura selon les quatre cas

ητωsin am

r/ ωsin am m

m + . 4t, — l, ou — t/

*) Voir p. e. le 2d, 3ίέιηβ et 4ίέιηβ volume de ce Journal. II parait que Mr. Gmtss
etait dej a la fin du dernier siecle en possession des pricipaux theoremes sur ces fonctions;
en effet dans ses disq. arithm. il a promis un ouvrage etendu sur ces fonctions, mais
il parait que les circonstances et d'autres travaux Tont empeche d'executer son projet.
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on aura donc dans tous les cos
sin am

nr m7-— (mod. m),
sin am r o)

m
d'o , en observant que tous les r* comcident avec tous les r, et que Ur n'est
point divisible par m9 on tire

sin am
(1.) ΞΞΞ Π

m

sin am m
(mod. m),

le signe Π s'etendant a tous les r. Supposant que n, ainsi que m9 soit un
nombre premier complexe impair et que le Systeme de residus pour le mo-
dule n soit aussi distribue en quatre groupes tels que leurs termes generaux
sont representes par ρ, ί(>, — ρ , — ip, on aura d'une maniere analogue

ιηρω

(2,)
sin am -

sin am ρω (mod. w),

etant la norme de n et la multiplication se rapportant a toutes les valeurs de ρ.
Nous avons deja remarque qu'on peut exprimer sin am m v et par con-

sequent aussi par une fonction rationelle de sin am v. II existe entresm am v
le numerateur et le denomiteur de cette fonction rationelle, qui sont du degre
p — l, une relation remarquable qui depend du residu de m par rapport au
module 2 -j~ '2 i. Cette relation se reduit a s plus simple forme si Γόη
suppose m primaire, c'est a dire ^1 (mod. 2-j-2i); dans ce cas la valeur

sin am m*; j ,. f <p(x)de sin am v prend la forme x etant = sin am r et φ (χ) une

fonction entiere de χ du degre p — I. En effet, supposant la fraction ¥~~

reduite a s plus simple expression et le coefficient de la plus haute puissance
dans le numerateur egal a Punite, ce qui est permis, si Γόη fait

sin am m v _ φ (χ)
sin am t; t/>(,r)'

( ( τ* ι' qui s'evanouit avec x, satisfera a Tequation differen-Texpression γ =

— 4) == τ/ ( l — ̂ :
tous 'es exPosants ^es diffe-

rentes puissances dans <p(x) et dans y>(#) sont des multiples de quatre; posant
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182 8. Eisenstein, Applications de tAlgebre a VArithme'tique transcendanie.

y = — , #=---£-., ου μ designe un entier indetermine, l'equation differentielle

que nous venons d'ecrire se changera par cette Substitution en ~i 1
 4 _^ =

. j. ι ι · <
* — et on P°urra dlsP°ser de ^ de maniere que .Cette derniere equation sera donc satisfaite par l integrale η = ίμ »(7)~

comme il est facile de voir que celle-ci, reduite a la forme fr ξ

doit co'incider avec Tintegrale y qui satisfait a la meme equation diiferentielle,
on pourra, a une unite complexe pres, egaler entre eux separement les nurae-
rateurs et les denominateurs des deux integrales dont s'agit. Cela donne

t// (ar) = iv χ?-1 φ ί — j, v etant un entier reel. Pour en determiner la valeur,
^ Ou ·

il suffira de donner a v une valeur particuliere. Posant p.e. ν=^ω, on

trouvera x= sin am £ ω = l et sinam^(wco) = .^ —ϊ~ν··> or pour une

valeur primaire de m on a sinam£(mcu)=-|~l (Tome II. Page 1 11 de ce Journal)
., ·„ Λ ι j r r ... . sinammv Φ(Λ·)et par suite «v= l, donc on a defimtivement — - ----- = — Ύ /\\·> Pour une

*»-*<?(-)
valeur primaire de m; ce qu'il s'agissait de prouver.

Si donc on suppose que m et n to s les deux soient = l (mod. 2 -j- 2 i),
et qu'on fasse

sin am m i; _ <y (JT) sin am n t; _ f(x)
sin am i; n . / l \ ' sin am u-

τω . ρω „sin am — = a, sin am ±— = p,m 7 Λ ' '
les racines de Fequation φ(#)=0 seront donnees par +a 9 ±ia, et celles
de Tequation /^(a?) = 0 par +/?, ±i/?, de sorte qu'on peut ecrire

s i n a m m v ZZ"(jr4—a4) sin am «i?
sin am t? Π(1 — « 4 j r 4 ) ' sinanuT Λ(1—/?4.r4)*

De la et des deux formules (1.) et (2.) on tire

(3.)
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(4.) ^== (mod. n),

oü il faul combiner chaque valeur de a avec chaque valeur de ß. Le nombre
de ces combinaisons etant \(p — 1)}(^ — 1)> ^a seu^e inspection des formules
(3.) et (4.) suffit pour en conclure immediatement le theoreme fondamental sur
les residus biquadratiques.

§. 3.
Remarques.

Pour demontrer la loi de reciprocite relative aux residus cubiques,
il n' y a qu'a mettre ä la place de Pequation differentielle dx = d v ] / ( l — #4)
celle-ci dx = d v ] / ( l — #3) ou celle-ci dx— dv^(x(i— #3)); et au Heu de
prendre des nombres complexes de la forme a-\-bi, il n'y a qu'a considerer des
nombres qui se composent des racines de l'equation -\- -{- 1 = 0, au reste la
marche de la demonstration est parfaitement analogue a celle que nous venons
de suivre pour les residus biquadratiques. Par cette raison et comme nous
croyons avoir expose clairement Tesprit de notre methode, nous remettons
a une autre occasion l'examen plus detaille et les recherches ulterieures que
nous avons entreprises sur ces applications de Falgebre ä Parithmetique. Nous
traiterons alors surtout des residus de puissances superieures, dont les theo-
remes fondamentaux dependent de rolimination de plusieurs variables entre
trois ou un plus grand nombre d'equations algebriques.

II se pourrait qu'on n'approuvät pas l'usage des fonctions circulaires
et elliptiques dans les raisonnement arithmetiques ; mais il y a ä observer que
ces fonctions n'y entrent que d'une maniere pour ainsi dire symbolique, et
qu'il serait possible de les en chasser completement sans detruire la substance
et le fond des demonstrations. Pour faire voir cela relativement aux residus
quadratiques, reprenons la congruence ^(^"1} ̂  Cfl(a1— ß2) (mod. />), ou
toutes les lettres doivent avoir la meme signification que dans le §. 1. Cette
formule donnant le charactere quadratique de q par rapport ä p, tout depend
essentiellement du signe du second membre. Si donc on met a la place des
a et des d'autres quantites «', ß1 soumises a la seule condition que a/2 — /3/2

ait toujours le meme signe que a1 — /32, le produit CU(an — ßa} exprimera
toujours par son signe le caractere de q. Nous sommes donc conduits a ce
theoreme remarquable:

^Si construit une courbe fermee quelconque, mais symmetrique
rapport a deux axes perpendiculaires, de sorte qu'elle ait quatre parties
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„congrus. dont les ordonnees vont en augmenlant dans le premier quart: qu'on
„divise alors la circonferenee de celte courbe en p et en q parties egales et
„qu'on designe par α et par β resp. les ordonnees positives qui correspondenl
„a ces deux divisions, je dis que q sera ou ne sera pas residu quadratique
„de p selon que le produit (—l^-^^-^/ZC«2—/3a) = /Γ(/?2— α2) pour lequel
„chaque valeur de a est a combiner avec chaque valeur de /?, aura le signe
„plus ou le signe moins."

Ce theoreme, dont la loi de reciprocite est une consequence immediate.
peut se demontrer d'une maniere purement arithmetique. II existe quelque
chose d'analogue mais plus compliquee pour les residus cubiques et biquadra-
tiques, et on peut dire que pour la demonstration des lois de reciprocite qui
s'y rapportent, on n'a nullement besoin de la formule de multiplication des
fonctions elliptiques. Cependant il ne parait pas toujours preferable d'eviter
dans les recherches arithmetiques les fonctions analytiques, snrtout quand on
voit a posteriori qu'elles n'entrent pas essentiellement dans les demonstrations
et qu'elles servent seulement a fixer les idees et a abreger les conclusions.

Berlin, 13. Fevrier 1845.
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