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8.

Applications de PAlgébre a I’Arithmétique
transcendante.
(Par Mr. G. Eisenstein a Berlin.)

Etam proposé deux équations algébriques quelconques, on pourra en éliminer
la quantité inconnue x de deux maniéres différentes, soit en metlant dans la
seconde a la place de - sa valeur tirée de la premiére, soit en metlant dans
la premiére a la place de ax sa valeur tirée de la seconde, sans changer
essentiellement le résullat de I'éliminalion. Nous ferons voir dans ce qui suit
que les lois de réciprocité pour les résidus quadratiques, cubiques et biqua-
dratiques, (théorémes si celébres tant par la difficulté de leur démonstration,
que par lassiduité avec laquelle les plus grands géomeétres s’en sont occupés)
ne sont autre chose que linterprélation arithmétique du simple fait algébrique
dont nous venons de parler. Ainsi par exemple, en posant sin v =, si
I'on désigne par p et ¢ deux nombres premiers impairs (réel) et par & = +q,

sinp v

x =+ 3 resp. les ensembles des racines des deux équations = 0,

Egn"—;”—_—_ 0, nous verrons que les résidus de pi—" et ¢*»—" suivant les modules
g, p dépendent resp. des deux expressions [7(3*—¢’) et II(«’— f3*), ou la
multiplicalion se rapporte a toules les valeurs de o et de [3; il existe des
résultats analogues pour les résidus cubiques et biquadratiques. La methode
qui nous conduira a ces résultats est trés simple, elle traite d’une maniére
parfaitement symmétrique les deux nombres a comparer, et conserve dans les
démonstrations I’analogie qui existe entre les théorémes qui se rapportent aux
résidus des différentes puissances. Au reste on peut considérer ce que nous
allons exposer comme les premiers éléments d’une nouvelle doctrine ou I’on
renvoie les questions arithmétiques a I'algébre et a I'analyse, de maniére qu’alors
toutes les difficultés se réduisent a celles qu'offre le calcul. J’entre en matiére
en commengant par les résidus quadratiques.
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s. 1.
Résidus quadratiques.

Etant donné un nombre premier impair (réel et positif) p, on peut
toujours concevoir un systéme de résidus pour le module p *) distribué en deux
groupes tels, que les termes qui composent le deuxiéme groupe sont opposés a
ceux du premier; nous représenterons les termes généraux de ces deux groupes
par 7 et par —r; on pourra p. e. prendre pour 7 les nombres 1,2, 3, .... 3 (p—1)
et pour —r les nombres —1, —2, — 3, .... —3(p—1). Cela posé, si 'on
multiplie tous les » par un entier quelconque ¢ non divisible par p, les résidus
des produits ¢+ se trouveront en partie parmi les » et en parti parmi les —r.
En posant, selon ces deux cas que nous venons de distinguer,

ou ¢gr=r" ou ¢gr = —r' (mod. p),
de sorte que r’ se trouve toujours parmi les 7, on aura respectivement:

rw . qro . o
amq—— = sm-;—-, ou sm-qT..—_—sm P
ou l'on a fait pour abreger w=27n. On aura donc dans tous les cas
sin ";
— /
qr =T .“T’(;; (mOd. ,))
sin ——
P

Substituant dans ceite expression de 7 toutes ses }(p —1) valeurs et multipliant
entre elles toutes les expressions que cela donne, on obtiendra, en observant
encore que tous les 7’ coincident avec tous les »:

Msin 172 sin 172
¢ VIIr = or'.—Fr = mgr.m{—2"L—) (mod. P,
sin 22 sin ==~
p r

donc, si on divise les deux membres de celte congruence par IIr, ce qui
est permis, IIr n’étant pas divisible par le module p, on aura
. qrow
-1 — _
1) e¢rv=ma —a (mod. p).

sin——

P
Cette formule exprime le caractere quadratique de ¢ par rapport a p. Sup-
posant maintenant que ¢ soit aussi un nombre premier impair, le caractére quadra-

tique de p par rapport a ¢ sera exprimé d’'une maniére analogue par la formule

*) & l'exclusion de celui des termes d’un tel systéme qui est un multiple du mo-
dule; ce quon suppose toujours tacitement.
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sin 282
() po =m{—L ) (mod ¢),
sin &2
q
(la multiplication se rapportant a ¢) qui est I’expression générale d’une suite de
nombres qui joints aux — ¢ composent un systéme de résidus pour le module ¢.
Il ne s’agit donc que de comparer enire eux les deux caractéres qua-
dratiques a droite dans les formules (1.) et (2.). Si l'on fait sinv=ua, les
quantités

sinpv sinqv
— T P’ n _— Q
sinv sinv

seront des fonclions entieres de x resp. des degrés p—1 et ¢ — 1; de plus.

. w o yw . , .
en posant sxne~=a, sin®— = 2, les racines de I'équation P =— O seront

désignées par +a et celles de I'équation Q = O par +/3. Cela étant, le
deuxiéme membre de la formule (1.) sera équivalent au produit des valeurs
que prend l'expression Q en y metlant pour x toutes les valeurs de «, et de
méme on obtiendra le deuxiéme membre de la formule (2.) en mettant dans
P pour x toutes les valeurs de 3, et faisant le produit des expressions qui
en résultent. Or on a

P — (—1)¥r=D

2p=1
donc il viendra

(— 1)i=D

@ —a), @ =-"35—mz—p,

R

() ¢ = CH(@—pY) (mod. p),
(4) PO = CH(F—o") (mod. ¢),
ou chaque valeur de « doit étre combinée avec chaque valeur de 3. C est
(—D)P-D =D
94(p—1) (9—1)

i

une constante qui se trouve étre C'= Maintenant le nombre

des o est = %(p—1), et le nombre des 3 est =4 (¢— 1), par conséquent le

nombre des combinaisons o et 3 sera =4 (p—1)}(¢—1), d’ou enfin on tire
II(aQ—-— [32) —_ (_ 1)&(}7—1)&07—1) H(ﬂ? — a'l)_

Cette derniére équation comparée avec (3.) et (4.) donne immédiatement la

loi de reciprocité pour les résidus quadratiques. Si I'on veut éviter la con-

stante C, il faut se servir des tangentes au lieu des sinus. )

§ 2
Résidus biquadratiques.
Les résidus biquadratiques peuvent étre traités d’une maniére absolument

semblable. Les fonctions elliptiques, ou plitot cetle espéce particuliére de
R3 *
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fonctions ellipliques qui se rapportent +a la lemniscate, jouent ici le role des
sinus; il faut donc dire d’abord quelques mots sur ces fonctions.
Nous désignerons par & = sin amv la fonction de v qui satisfait a I'équation

différentielle
dr = dv.y(1l —z%),

et qui en méme temps s’évanouit avec v. Cette fonction est périodique de deux ma-
niéres: en effet en posant w = 4‘0/‘7(_1:{%;7’ on a sin am(v+kw) =sin amo,
k étant un entier complexe quelconque de la forme a--bé, ou @ et & sont
des entiers réels. Une autre propriété de cette fonction est exprimée par
sinamé¢v = isinamv,
propriété trés-importante pour notre recherche et qui se déduit immédiatement
de I'équation différentielle, en observant que celle-ci ne varie pas par le change-
ment simultané de & en ¢x et de v en ¢v. On sait en outre par les recherches
d’Abel et de Mr. Jacobi *) que sin am (v v) peut étre exprimé algébriquement
par sinamu% et sin amv, et surtout, qu'en prenant pour m un entier complexe
impair, on peut réduire sinammv a une fonction rafionelle de sin am v.
Soit sn=—=a-}-bi¢ un nombre premier complexe impair; soit la norme
de m, c’est a dire I'entier réel et posilif «*+-4*, =p = N(m); on pourra
toujours partager un systéme de résidus pour le module 2, qui contient p — 1
termes a I'exclusion de celui qui est divisible par le module, en quatre groupes,
de maniére que les termes du 2", 3" et 4" groupe se déduisent de ceux
du premier en multipliant ceux de celui-ci par 7, par — 1, et par —¢ re-
spectivement. Nous désignerons indéfiniment les termes de ces quatre groupes
par r, ir, —r, —ir resp. Multipliant alors tous les = par un entier complexe
quelconque n non divisible par m, les résidus des produits m»7 se trouveront
en parlie parmi les r, en partie parmi les ér, —», ou —ér. Soit selon ces
quatre cas qu’il y a a distinguer,

nr =1, ir, —r', —ir, (mod.m),
ou r* se trouve parmi les r. Cela posé, on aura selon les quatre cas
. nrw
sin am
: e — I, &, —1, ou —u;
sinam —
m

*) VYoir p. e. le 29, 3ime et 4iéme yolume de ce journal. Il parait que Mr. Gauss
élait déja 4 la fin du dernier siécle en possession des pricipaux théorémes sur ces fonctions;
en effet dans ses disq. arithm. il a promis un ouvrage étendu sur ces fonctions,. mais
il parait que les circonstances et d’autres travaux I'ont empéché d’exécuter son projet.
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on aura donc dans tous les cas
rw

. "
sin am pooy
— ’
nr = r'——— 77— (mod. m),
sin am ——
m

d’ou, en observant que tous les ' coincident avec tous les », et que ITr n’est

point divisible par m, on tire
nrow

sin am p
(1) niD =1 —a (mod. m),
sin am ——
m

le signe IT s’étendant a tous les . Supposant que n, ainsi que m, soit un
nombre premier complexe impair et que le systéme de résidus pour le mo-
dule 7 soit aussi distribué en quatre groupes tels que leurs termes généraux
sont représentés par ¢, ip, —@, —%@, on aura d’'une maniére analogue

. mo w

sinam ——

(2) wmiH =1 -———':;— (mod. n),
sin am —9—7;—

¢ élant la norme de n et la multiplication se rapportant a toutes les valeurs de g.
Nous avons déja remarqué qu’on peut exprimer sin ammuv et par con-

sin amm v
sin am v

le numérateur et le dénomiteur de cette fonclion rationelle, qui sont du degré
p— 1, une relation remarquable qui dépend du résidu de mz par rapport au
module 2 4 2é.  Cette relation se réduit a sa plus simple forme si I'on
suppose m primaire, c'est a dire =1 (mod. 2-}-24); dans ce cas la valeur
P (x)

séquent aussi par une fonction rationelle de sinamv. Il existe entre

SnamMY prend la forme —*="L—  a étant = sinamov et () une
sinamv xi’“rp(i) .
- X
fonction entiere de « du degré p— 1. En effet, supposant la fraction z((“;))

réduite a sa plus simple expression et le coéfficient de la plus haute puissance
dans le numérateur égal a l'unité, ce qui est permis, si I'on fait

sinammv  @(x)
sinamv  ~ y(x)’
I'expression y ==¢ zgg qui s’évanouit avec x, satisfera a l'équation différen~

dy __ mdx
YI—y4) — /L —=)’
rentes puissances dans ¢ (x) et dans yw(x) sont des multiples de qualre; posant

tielle d’olt I'on voit que tous les exposants des diffé-

*
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Y= T=5p ou u désigne un entier indéterminé, I’équation différentielle

n
que nous venons d’écrire se changera par cette substitution en 7(-:%1_2—1—) =
dy _ mdg
vd—nt)  YU—=§)°
1
v (%)

mdé

YE—

et on pourra disposer de x de maniére que

Celte derniére équation sera donc satisfaite par l'intégrale 7= z"g—-ih, et
268N

. . L ()

comme il est facile de voir que celle-ci, réduite a la forme zl“g-———i——,

e ()

doit coincider avec l'intégrale y qui satisfait a la méme équation différentielle,
on pourra, a une unité complexe preés, égaler entre eux séparément les numé-
rateurs et les dénominateurs des deux intégrales dont il s’agit. Cela donne

w(x) —_—_i”mp“cp(%), v étant un entier réel. Pour en déterminer la valeur,

il suffira de donner a v une valeur particuliére. Posant p.e. v =1}w, on

trouvera & =— sinam}w =1 el sinam } (mw) :Tq:’f—:l)—)—_—: &~7; or pour une
valeur primaire de m on a sinam } (mw)== 41 (Tome II. Page 111 de ce journal)
et par suite ¥ =1, donc on a définitivement sinammy ____ ¢(2)

———-—, pour une
sin am v (1) P
79 (3)
valeur primaire de m; ce qu’il s’agissait de prouver.
Si donc on suppose que m et n tous les deux soient =1 (mod. 2} 23),
et qu'on fasse

sinammy @ (x) sinamnv __ f(x)
Csinamv 1y\’° sinamv 1\’
(0 (D)
?\% \z
. re . w
sinam = — o, sinam®2 = g,
m n

les racines de I'équation ¢ (a) == 0 seront données par tea, +ia, et celles
de Péqualion f(x)=0 par +/3, +if3, de sorte qu'on peut écrire

sinammv __ Il(x*—a?) sinamny _ I(xt—pg¢)

sinamv ~ II(1—atx*)’® sinamv ~  [(1—pgtx)’

De la et des deux formules (1.) et (2.) on tire

I(at
(3) nie-» = 11((1‘1_ ﬂ% (mod. m),

0



8. Eisenstein, Applications de VAlgébre & D Arithmetique transcendunte. 183

() m =

ot il faut combiner chaque valeur de « avec chaque valeur de 3. Le nombre
de ces combinaisons étant }(p — 1)} (¢ — 1), la seule inspection des formules
(3.) et (4.) suffit pour en conclure immédiatement le théoréme fondamental sur
les résidus biquadratiques.

(mod. n),

S. 3.
Remarques.

Pour démontrer la loi de réciprocité relative aux résidus cubiques,
il n’ y a qu'a mettre a la place de I'équation différentielle do = dvy/(1 —x*)
celle-ci do =dvy(1—a®) ou celle-ci do=dvy(x(1— x*)); etau lieu de
prendre des nombres complexes de la forme a--bi, il n’y a qu’a considérer des
nombres qui se composent des racines de I'équation *+4C- 1 == 0; au reste la
marche de la démonstration est parfaitement analogue a celle que nous venons
de suivre pour les résidus biquadratiques. Par cette raison et comme nous
croyons avoir exposé clairement I'esprit de notre méthode, nous remettons
a une autre occasion I'examen plus détaillé et les recherches ultérieures que
nous avons entreprises sur ces applications de l'algébre a Iarithmétique. Nous
traiterons alors surtout des résidus de puissances supérieures, dont les théo-
remes fondamentaux dépendent de I’élimination de plusieurs variables entre
trois ou un plus grand nombre d’équations algébriques.

Il se pourrait qu’on n’approuviat pas l;llsage des fonctions circulaires
et ellipliques dans les raisonnement arithmétiques; mais il y a a observer que
ces fonctions n’y entrent que d’une maniére pour ainsi dire symbolique, et
quil serait possible de les en chasser complétement sans détruire la substance
et le fond des démonstralions. Pour faire voir cela rélalivement aux résidus
quadratiques, reprenons la congruence ¢**" = CIT(«*—/3*) (mod. p), ou
toutes les letires doivent avoir la méme signification que dans le §. 1. Cette
formule donnant le characlére quadratique de ¢ par rapport a p, tout depend
essentiellement du signe du second membre. Si donc on met a la place des
o et des 3 d’autres quantités «’, 3’ soumises a la seule condition que a*— 3"
ait toujours le méme signe que o’— 3%, le produit CII(«"*—3'*) exprimera
loujours par son signe le caractére de ¢. Nous sommes donc conduits a ce
théoréme remarquable:

»Si Ton construit une courbe fermée quelconque, mais symmétrique
»par rapport a deux axes perpendiculaires, de sorte qu’elle ait quatre parties
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,congrus, dont les ordonnées vont en augmentant dans le premier quart: qu'on
,divise alors la circonférence de celte courbe en p et en ¢ parties égales et
»quon désigne par « et par /3 resp. les ordonnées positives qui correspondent
»a ces deux divisions, je dis que ¢ sera ou ne sera pas résidu quadratique
»de p selon que le produit (—1)}P=V3@=D [T(a* —3%) = IT(3*— ) pour lequel
»chaque valeur de o est a combiner avec chaque valeur de /3, aura le signe
»Plus ou le signe moins.”

Ce théoréme, dont la loi de réciprocité est une conséquence immédiate.
peul se démontrer d’une maniére purement arithmétique. Il existe quelque
chose d’analogue mais plus compliquée pour les résidus cubiques et biquadra-
liques, et on peut dire que pour la démonstration des lois de réciprocité qui
s’y rapportent, on n’a nullement besoin de la formule de multiplication des
fonctions elliptiques. Cependant il ne parait pas toujours préférable d’éviter
dans les recherches arithmétiques les fonclions analytiques, snrtout quand on
voit a postériori qu'elles n’entrent pas essentiellement dans les démonstrations
et qu'elles servent seulement a fixer les idées et a abréger les conclusions.

Berlin, 13. Février 1845.
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