Ueber den Cayley’schen Schnittpunktsatz.
Von
I. Bacrarace in Erlangen.

Einleitung.
Die zumeist auf Constanteneiihlung gegriindeten Beweise der Schuitt-
punktsiitze lassen noch gerechte Zweifel iiber deren allgemeine Giiltigkeit

bestehen, sind desshalb, wie sogleich gezeight werden soll, zu verwerfen,
und die daraus hervorgehenden Sitze selbst bediirfen wesentlicher

Modificationen.
Durch Abziblen der in einer Funection nt® Grades enthaltenen

Constanten beweist man den Satz:
wlme Curve n, Ordnung ist durch
5 #(n + 3)
Punlie bestimmt.*

Bei besonderer Lage dieser Punkte gilt jedoch das ausgesprochene
Theorem nicht mehr, und es giebt ganze Schaaren von Curven n. Ord-

nung, die durch jene Grappe von —%—n(n—i-- 3) Punkten hindurchgehen.

In bekannter Weise wird aus dem angefiihrien Satze der folgende

Schnittpunktsatz abgeleitet:
4] wEine Curve n. Ordnung, welche durch

-;—n(n-{—a)—l

Schuittpunkte pweier anderen Curven n. Ordnung hindurch-
geht, enthilt auch die

3 —1Dn—2)

weiteren Schnittpunkie der leteteren.
Eine Erweiterung dieses Satzes bildet der folgende von Cayley
ebenfalls darch Constantenzihlung abgeleitete Satz:*)

#) Vergl. Cambridge, Math, Journal, vol. 3, 1843, p. 211.
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(m nsdede Curve von der Ordpung v (r > m und r 2> n;
r<m -+ n — 3), welche durch alle bis auf |

Tt n—r—1)(mtn—r —2)

von den mn Durchschnitispunkten zweier Curven von den
Ordnungen m und n hindurchgeht, enthdll auch diese iibrigen
Schnittpunkte.

Wibrend man nun weiss, dass Satz (I) zu gelten aufhért, sobald

die in Rede stehenden —;— (m — 1) (n — 2) Punkte auf einer Curve

(n — 8). Ordnung liegen, sind von dem allgemeineren Cayley’schen
Satze noch keine Criterien fiir Ausnahmefille bekannt, wiewohl deren
nothwendig besteken miissen, was auch aus folgender Ueberlegung
hervorgeht :
Die Gleichung einer jeden Curve r. Ordnung lidsst sich offenbar
in die Form bringen:
C=A4, nCon+ B, 2 Co +VC + VC" 4 - - + 2OCO =0,

wo die C, =0 gesetzt, gegebene Curvengleichungen, ihre Indices
deren Ordnungen, ferner A =0 und B = 0 willkiirliche Curven,
endlich die ¢ Grossen 4 willkiirliche Constanten bedeuten, wenn noch

1 1 1
e=570+3)—50—m{r—m+3)— 5 r—n)(r—nt3)—1
ist (wo # < m + n). Denn alsdann enthilt ‘die homogen geschriebene
linke Seite genau -;—r(r -+ 3) + 1 Constanten, die gerade zur Be-

stimmung der C, ausreichen. Wenn nun diese durch @ Schnittpunkte
der C,, mit der C, hindurchgeht, so erhilt man ¢ lineare und homogene
Bedingungsgleichangen fiir die ¢ Grdssen 4; wenn daher die Deter-
minante der C,, C,” ... C® geschrieben in den Coordinaten jener
@ Punkte nicht verschwindet, so verschwinden simmtliche 4, also
verschwindet die ganze linke Seite obiger Gleichung auch noch fiir
die Coordinaten der tibrigen Schnittpunkte der (, und C,, mithin
geht die C, durch dieselben. Nun wird aber auch:

9..—=mn—%»(m+n—‘r¥—1)(m+n~r—2),

womit wir einen Beweis fiir den von Cayley ausgesprochenen Satz
erbracht bitten.

Aber es darf nicht unbeachtet bleiben, dass in besonderen Fillen
jene Determinante der C, verschwinden kann, alsdann werden alle
oder doch einige der Grossen 4 von Null verschieden sein, womit die
Moglichkeit von Ausnahmefillen des Cayley’ schen Satzes erwiesen ist.

Dagegen kann man ohne Bedenken dem Cayley’schen Satze die
folgende Fassung geben:-
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» Von den mun linearen Bedingungsgleichungen , welchen
die Coefficienten der Gleichung einer durch das ganze Schnift-
punkisystem zweier Curven von den Ordnungen m und n
hindurchgehenden Curve r. Ordnung geniigen miissen, sind

smtn—r—1m+tn—r—2

eine lineare Folge der #brigen.*

Jedoch welche dies sind, das bleibt einer weiteren Untersuchung
iiberlassen.

Besondere Erwihnung verdient noch ein Schnittpunktsatz, der,
nach dem unten zu erwdhnenden rein algebraischen Beweise, ohne
Jede Ausnahme gilt, obgleich bei Anwendung des iiblichen Beweises
durch Constantenziblung die Moglickkeit von Ausnahmefillen nicht
ausgeschlossen bleibt. Es ist der Satz:

» Wenn von den np Schnittpunkten einer Curve n. Ord-
nung mit einer Curve p. Ordnung pq auf einer Curve q. Ord-
nung liegen, so liegen die dbrigen p(n — q) Schnittpunkte
auf einer Curve (n — q)f= Ordnung.“

Und das Gleiche gilt sogar, wie sich spiter herausstellen wird,
fiir den speciellen Fall des Cayley’schen Satzes, in dem r—=m--n—3
angenommen wird, —

Diese Ausfithrungen mdgen gentigen, um die Mangelhaftigkeit der
Constantenzihlung zum Beweise der Schnittpunktsiitze darzuthun, und
trotzdem ist vielfach von denselben gerade in der Form, welche nicht
ausnahmslos gilt, Anwendung gemacht worden.

Zweck vorliegender Arbeit ist es nun, durch Beniitzung anderer
strengerer Beweismethoden, welche sich auf die algebraischen Theorien
von Herrn Noether (Math. Ann. VI) und der Herren Brill und
Noether (Math. Ann. VII) siiitzen, jene Liicke in den Schnittpunkt-
sitzen auszufiillen d. h. die Grenzen der Giiltigkeit derselben aufzu-
suchen und die sich ergebenden Ausnahmefille besonders zu behandeln.
Im wesentlichen ist die Abhandlung nur eine Umarbeitung des ersten
Theils meiner Inauguraldissertation®), welche aber insofern eine Er-
weiterung erfahren hat, als die Mannigfaltigkeit der Curven 7. Ord-
nung, welche durch das Schnittpunktsystem einer Curve m. mit einer
Curve n.'Ordnung oder nur durch einén Theil desselben hindurchgehen,
bestimmt wird. Ferner 'ist ein zweiter Béweis des Cayley’schen
Satzes hinzugefiigt und endlich ist gezeigt worden, dass die Grenzen,
innerhalb welcher sich die Zahlen », m und n dieses Satzes bewégen
diirfen, eirer gewissen Erweiterung fihig sind.

Wenn wir hier unsere Untersachung auf Curven. mit. nor: ein-

*) Ueber Schnittponktsysteme algebraischer. Curven, Erlangen 1881.
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fachen Schnittpunkten beschrinken, so geschieht dies lediglich der
Einfachheit der Darstellung wegen, und wir bemerken, dass eine Aus-
debnung der erhaltenen Sitze auf Curven wit gemeinsamen vielfachen
Punkten, wie im IL. Theile der Dissertation gezeigt ist, keine wesent-
liche Schwierigkeit bietet.

§ 1
‘Pundamentalsatz.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die ganze Untersuchung ist
der bekannte Satz der Algebra:

5 Verschwindet eine gamze, micht homogene Function f

von x und y fir alle Werthsysteme x, y, welche zwei ganze

Functionen ¢ und % z2u O machen, so ist f von der Form

f=A4A¢ + By,
wo A und B ebenfalls ganze Functionen von x und y sind.“*)

Wenn daber eine Cmrve f= 0 durch simmtliche Schnittpunkte
zweier Curven @ = 0 und ¢ =0 hindurchgeht, so ldsst sich ihre
Gleichung in die Form setzen:

=49+ By =0,
wo 4 =0 und B =0 ecbenfalls Curven bedeuten. (Immer voraus-
gesetzt, dass die gemeinsamen.Punkte der Curven ¢ = 0 und ¢ =0
keine vielfachen Punkte sind.*¥)

Seien f, ¢ und ¥ beziehungsweise von den Ordnungen %z, p und ¢
(> p und » > q), so sind zufolge obiger Identitit die Curven 4 =0
und B =0 von den resp, Ordoungen # — p und » —¢. Da pun
fir die Coordipaten der z»p Schnittpunkte von f mit ¢ diese Ausdriicke
verschwinden, so muss fiir ebendieselben anch By = O identisch er-
filllt sein. Nun verschwindet aber % nur fir die Coordinaten von pg
Jener np Schnittpunkte, also muss fiir diejenigen der p(n — ¢) tibrigen

= 0 befriedigt werden. Wir konnen somit den Fundamentalsatz
auch folgendermassen aussprechen:

,» Wenn von den np Schwitipunkten eimer Curve n. Ord-
nung mit einer Curve p. Ordnung pgq auf einer Curve gq. Ord-
nung liegen, so liegen die brigen p(n — q) Schwittpunkte
auf einer Curve (n — gy Ordnumg

Dieser Satz gilt ausnakmslos, also unabhingig von der Lage jener
p(n — g) Punkte und natiirlich auch, wenn f zerfallt; simmtliche

*) Der strenge Beweis dieses Satzes ist von Herrn Noether, Math. Amn.
Bd. VI, p. 354 gefihrt worden,

##) Diege im dbrigen nnnbthige Beschrinkung machen wir, weil im Folgenden
nur von dem speciellen Fall einfacher Schnittpunkte die Bede sein soll.
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Beweise durch Constantenzihlung sind zu verwerfen, da sie die Frage
iiber die allgemeine Giiltigkeit jener Sitze unentschieden lassen und
weil aus denselben nicht geschlossen werden kann, dass die Curve f
sowobl als auch insbesondere die Curve ¢ zerfallen darf.

Bemerkenswerth ist der specielle Fall p = n, der vielfache An-
wendung findet.

§ 2.
Der Restsatz*®).

Durch @ Punkte einer Curve F von der Ordnung p seien die
Curven ¢ von der Ordnung ¢, und ¥ von der Ordnung ¢, hindurch-
gelegt, von denen erstere noch weitere R, letztere noch R’ Punkte
aus J' ausschneiden mbge.

Wir bezeichnen die Gruppe der ¢ Punkte mit Gg, die der B
Punkte auf & mit Gr und die der R’ Punkte auf ¥ mit Gx, nennen
ferner zwei Gruppen wie Gg und Gy oder G¢ und Gg, welche zu-
sammen das vollstindige Schuittpunktsystem von F mit irgend einer
andern Curve bilden, zu einander residual, endlich zwei Gruppen, wie
Gr und Gg, welche zu einer und derselben dritten G¢ residual sind,
zu einander corresidual. Wenn wir nun noch durch die Gruppe G
eine Curve 4 der r. Ordnung legen, welche F in weiteren @' Punkten
schneiden mbge, so finden wir, dass von den (g, -+ #) p Schnittpunkten
einer (zerfallenden) Curve AY der (g, | 7)**® Ordnung mit einer Curve F'
der p. Ordnung pg, auf einer Curve ¢ der g, Ordnung liegen; der
Fundamentalsatz berechtigt daher zu dem Schlusse, dass die tibrigen
p(r-+g,—q,) Schnittpunkte auf einer Curve B der Ordnung r4¢,—¢,
liegen. Es muss daher die von A auf F ausgeschnittene zu Gz resi-
duale Gruppe G¢ von pr — E Punkten mit der Gruppe Gy auf einer
Curve B liegen, oder die beiden Punktgruppen G und Gy sind cor-
residual nicht bloss in Bezug auf die Gruppe Gy, sondern auch in
Bezug auf die zu G residuale Gruppe Gg¢.

Auf ®& liegen die Gruppen Gy und Gy
w Yo » ” Gq » Gr;
4 ” ” ” Gr GQ’;
mlthm auf B ,, ” Gg , Gg.

Wenn wir uns der oben definirten Bezeichnungen bedienen, so
konpen wir den Restsatz in folgender Weise aussprechen:

»yoind auf einer algebraischen Curve F die Punldgruppen
Gr und Gr emander corvesidual in. Beaug auf cine Punki-
gruppe G, so sind sie es auch in Besug auf jede andere Gy,
welche 2u einer von thnen (ctwa Gg) residual ist*.

: *) Wegen des Folgenden vergl man: Brill mnd Noether,.Math Ann.
Bd. VII, p. 271
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Die Bedeutung des Restsatzes liegt darm, dass man gewisse Punkt-
gruppen definiren kann unabhingig von der durch sie hmdurchgehenden
Curve. Um dies einzusehen,. denken wir uns auf einer Curve F' eine
ganze Schaar gq von Punktamppen von je @ Punkten, welche zu
einander in Bezug -auf die Punktgruppe G corresidual sind. Legt
man jetzt durch eine beliebige Gruppe G der Schaar gq eine beliebige
Curve, welche auf F noch eine . weitere Gruppe Gr von R’ Punkten
ausschneiden mdge, so ist die Schaar gq auch corresidual in Bezug
auf Gg, d. h. sie ist auch durch Curven ausschneidbar, welche alle
durch die Gruppe Gz gehen. Die Schaar g, ist uberhaupt corresidaal
in Bezug auf jede Gruppe G,, welche zu irgend einer Gruppe der
Schaar residual ist. 4

Als Beispiel fiir die Verwendbarkeit des Restsatzes zam Beweis
der Schnittpunkisitze moge das Chasles’sche Theorem entwickelt
werden. Dasselbe lautet:

»Falleu von einem Curvenbiischel der ». Ordnung die »* Basis-
punkte auf eine Curve Citw, der (n - ') Ordnung, so giebt es
immer einen zu Jenem Curvenbiischel der n. Ordnung pro;ectmschen
Curvenbiischel der #'. Ordnung, dessen Basispunkte ebenfa]ls auf die
Curve Ciiwy fallen, und welcher mit jenem durch den Durchschnitt
der entsprechenden Elemente die Curve Ciyx) erzeugt. “*)

Zum Beweise legen wir durch die n? BaSISpunkte eines Curven-
biischels #. Ordnung eine Curve der (z 4 #')*® Ordpung und wihlen
letztere als Grundcurve F. Der Curvenbiischel schneidet nun auf ¥
eine einfach unendliche corresiduale Schaar g.» von je nn' Punkten
aus, von der zu zeigen ist, dass sie auch durch eine Curvenschaar
der %*» Ordnung ausgeschnitten werden kann, deren n'* Basispunkte
ebenfalls alif der Curve F' liegen. Dies ist aber immer mbdglich, da
wir durch eine beliebige Gruppe G,m der Schaar G eine Curve der
#'. Ordnung legen kounen, wodurch wir eine weitere zu G,., residuale
Gruppe G- von %' Punkten auf F erhalten. Diese sind’ zufolge des
Restsatzes die Basispunkte des gesuchten Curvenbiischels der »'. Ord--
nung. Dass man durch die Gruppe G.y immer eine Curve n'er Ord-
nung legen kann,’ selbst wenn

nin +3)
2

ergiebt sich aui dem Umstand, dass von den (n--%")n Schnittpunkten
der Cuiay mit derjenigen Curve n. Ordoung, welche 'die Gruppe
G.v ansschneidet, %2 auf einer andern Carve n.'-Ordnung liegen (sogar

nw >

%y Chagsles, Deax théordmes généraux sux les cotrbes et les surfaced géo-
metriques de tous les ordres, (Comptes rendus, 28. décembre 185%).
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auf unendlich vielen); alsdann liegen nimlich die fibrigen nu’ Schnitt-
punkte, das sind die Punkte der Gruppe Gan, nach dem Fundamenial-
satze, auf einer Curve der »**® Ordnung.

§ 3.
Der Cayley'sche Satz.
In seiner gewdhnlichen Form lautet derselbe:
ndede Curve von der Ordnung r
(fir rzm und r>n, r<wm-+n—3),
welche durch alle bis auf

Fmtn—r—mt+n—r—2

von den Durchschniltspunkien zweier Curven von den Ord-
nungen m und n hindurchgeht, enthidlt auch alle diese iibrigen
Schnittpunkie

Zur Untersuchung desselben fithren wir folgende Bezeichnungen ein:
m4n—7r=4y,

5@ —1)@—2) =20
endlich sei »n 2> m.

Wir wihlen nun die Curve m. Orduung als Grundcurve F und
schneiden dieselbe durch diejenige Curvenschaar 7. Ordnung, welche
durch die mn — & festen Punkte auf F hindurchgeht. Zu dieser
Schaar gehort sowohl die gegebene Curve r. Ordnung, als auch die
in die gegebene Curve n, Ordnung und eine beliebige Curve (r —mn)*r
Ordnung zerfallende Curve 7t Ordnung, Wir untersuchen jetzt die
zu den mmn — & festen' Punkten residualen Punkigruppen von je
m(r — n) + 0 Punkten, die von der betrachteten Curvenschaar aus-
geschnitten werden. Gelingt es, nachzuweisen, dass & Punkte fest,
d. h. allen Gruppen gemeinsam sind, so ist der Satz bewiesen, denn
die gegebene Curve 7. Ordnung geht dann in der That durch die
J Punkte, in welchen sich die Curven x. und m. Ordnung (ausser den
festen) noch schneiden.

Zu den zu untersuchenden Gruppen gehtrt nun auch, wie schon
erwshnt, diejenige, welche aus den & zu untersuchenden Punkten und
weiteren m(r — n) Punkten besteht, die eine beliebige Curve Ci—y
der (r — n)» Ordpung suf F ansschneidet.

Wir wollen eine solche Grappe, weil sie von einer zerfallenden
Curve ausgeschnitten wird, eine zerfallende Gruppe und den . von den
4 fraglichen Punkten gebildeten Bestandtheil Gy derselben R&tgmppe
nenpen. Durch unsre zerfallende Punkigruppe legen wir. jetzt eine
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Carve (m — 2)r Ordnung. Diese muss nach dem Fundamentalsatz
zerfallen in die C,—, und eine Curve C,_; der Ordnung:

m—2—(—n)=m+n—r —2=yp—2

Wir lassen nun noch die €y, zerfallen in irgend- eine Gerade @
durch einen beliebigen a der 8 Punkte der Restgruppe und eine Curve
Cy-s der (y — 3)t» Ordnung durch die & — 1 iibrigen, was immer
mboglich ist, da

1

Von der C,—s nehmen wir zunfichst an, dass sie durch a nicht
hindurchgehe.
In Bezug auf diese zerfallende Curve

Coe=0C_, - Gy—s - @

suchen wir jetzt das Residunm der Gruppe der oben erwihnten
m(r —n) -4

Punkte. Da der eine Bestandtheil — nimlich m(r — ) Punkte —
dieser Gruppe das vollstindige Schuittpunkisystem der Grundeurve F
mit der C,_, bildet, so liefert diese Curve keine weiteren Schnittpunkte;
das Residuum besteht daher aus m — 1 Punkten der Geraden ¢
und aus

miy —3) — (8 — 1)

Punkten, welche von der (, s auf ¥ noch ausgeschnitten werden.
Nach dem Restsatz ist die fragliche Schaar von Punktgruppen von je
84 mr—mn
Punkten auch corresidual in Bezug auf das soeben gefundene Residuum,
d. h. sie konnen auch durch eine Curvenschaar (m — 2). Ordnung aus-
geschnitten. werden, welche durch letzteres hindurchgeht. Nun liegen
aber m — 1 Punkte dieses Residuums in gerader Linie @; es miissen
daber siimmliche Curven (m — 2)tr Ordpnung zerfallen in die feste
Gerade @ und in eine Curvenschaar (m — 3)*r Ordnung, welche durch
die iibrigen Punkte des Residuums hindurchgeht. Wiirden jene Curven
nicht zerfallen, so kdmen wir zu dem Widersinn, dass eine Carve
(m — 2). Ordnung von einer Geraden in mehr als m — 2 Punkten

getroffen wird.

Damit ist gezeigt, dass der Punkt a der Restgruppe fest ist, d. h.
dass alle Curven 7. Ordnung unsrer Schaar, mithin anch die gegebene,
denselben: enthalten. Da er aber beliebig war, so gilt gleiches auch
von den & — 1 iibrigen Punkten der Restgruppe, mithin enthalten die
Curven r. Ordnung, welche durch mz — & Sehnitipunkte zweier Curven
m. und 2. Ordnong hindurchgehen, auch die & iibrigen Schnittpankte
der lelzieren. In unserem Beweise war es nbthig, durch
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5—1=%7(r-3)

Punkte eine Cuarve (y — 3)tr Ordoung zu legen; es verdient hervor-
gehoben zu werden, dass bei specieller Lage jener Punkte mehr als
eine Curve (y — 3)tr Ordnung hindurchgelegt werden kann; der Beweis
bleibt aber derselbe, da es geniigt, wenn wir nur irgend eine dieser
iiberbanpt mbglichen Curven, welche a nicht enthalten, herausgreifen.

Es bleibt nun noch der Fall zu beriicksichtigen, dass die & Punkte
der Restgruppe auf einer Curve (y — 3)r Ordnung liegen.

Alsdann wird die Gerade @ iiberfliissig, und es geniigt letztere
Curve (y — 3). Ordnung zasammen mit der C,_,), um das Residaum
von m(y —3) — & Punkten auf F auszuschneiden, Durch dieses
Residunm sind jetzt alle moglichen Curven der Ordnung

y—383+r—n=m—3

an Stelle der frilheren Curven (m — 2)tr Ordnung zu legen, welche
uns wiederum die zu untersuchenden corresidualen Gruppen von
0 4 m(r — n) Punkien liefern. Es ist aber jetzt kein Grund vor-
handen, weshalb diese Curven (m — 3)*r Ordnung zerfallen sollen in
eine feste Curve, die etwa die 0 Punkte der Restgruppe ausschneiden
wiirde. Die & Punkte sind daher in diesem Falle nicht nothwendig
fest, wir haben somit einen Ausnahmefall des Cayley’sehen Satzes
nachgewiesen, und letzterer muss daher genauer in folgender Weise
ausgesprochen werden:

nline Curve der r. Ordnung, welche durch

mu—g@—1) (@ —2), [W y=mtn—1
Schnittpunkie zweier Curven m. und n. Ordnung geht
[r2m und r 2 n; r<m-+n— 3],
enthilt im allgemeinen auch die dbrigen
Fs@—1)@F—2
Schnittpunkie der letzteren; wenn dagegen diese

=2 -1 —2

Punkte auf einer Curve (y — 3y Ordnung liegen, so brauché
eine durch die mn — 8 Punkte gelegte, aber sonst willkiirliche
Curve r. Ordrung nicht zugleich durch die & #brigen Schnitt-
punkie der beiden Curvex m. und n. Ordnung zu gehen.“
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§ 4.
Besondere Behandlung des Aunsnahmefalles,

Wir haben gesehen, dass, wenn die § Punkte der Restgruppe auf
einer Curve (y — 3)% Ordnung liegen, dieselbe aufhort fest sein zu
miissen. In diesem kritischen Falle ist nun die weitere Frage zu er-
ortern, ob dann nothwendig alle 6 Punkte der Restgruppe beweglich
sind, d. h. ob die Curven ». Ordnung, die durch mu — & Schnitt-
punkte der Curven mtr und wter Ordnung hindurchgehen, keimen der
noch iibrigen & Schnittpunkte enthalten, oder ob sie durch einen Theil
der Punkte der Restgruppe hindurchgeken, durch den andern aber nickt,
oder endlich, ob sie doch durch alle 0 Punkte gehen.

Ein Beispiel mbge die Frage noch niher beleuchten. Gegeben
sei eine Curve 8. Ordnung C;, welche durch 36 Schnittpunkte einer
Curve 6. Ordnung C; wit einer Curve 7. Ordnung C; hindurchgeht,
wihrend von den 6 iibrigen Schnittpunkten der beiden letzten Curven
5 in gerader Linie 4 liegen, der 6. Punkt ¢ aber ausserhalb A liegen
soll. In diesem Falle ist =6+ 7—8=D5 Die 6 Punkte der
Restgruppe liegen auf einem Kegelschnitt, gebildet von der Geraden
A zusammen mit einer beliebigen Geraden B durch . Unser Satz
lisst uns daher schliessen, dass die C; durch diese 6 Punkte nicht
hindnrchgehen wird.

Wenn man aber den Beweis genau so wie im allgemeinen Falle
wiederholt und jeden der 6 Punkte der Restgruppe einmal dadurch
auszeichnet, dass man die Gerade @ (vgl. oben) durch ihn hindurch-
legt, so stellt sich heraus, dass zwar die O, durch die in Rede
stehenden 5 Punkte der Geraden A nicht hindurchgeht, wohl aber
durch den Punkt a.

Daraus miissen wir schliessen, dass in dem Ausnahmefalle einige
der & Punkte zwar beweglich, andre aber noch fest sein kbunen, und
wir haben uns jetzt die weitere Frage vorzulegen: Wenn eine Curve
r. Ordnung durch einen Theil des vollstindigen Schnittpunktsystems
zweier Curven . und %, Ordnung, niimlich durch mun — & Schnitt-
punkte, hindurchgeht, auf welche Weise ldsst sich alsdann ermitteln,
ob sie durch einen aus den d iibrigen Punkten beliebig ausgewihlten
weneren Punkt auch noch hindurchgeht? Um diese Frage zu ent-
scheiden, miissen wir uns erinnern, dass die im Beweis des allgemeinen
Falles benittzte Curvenschaar (m — 2)tr Ordnung in eine feste Gerade Q
und eme Curvenschaar (m — 3)r Ordnuiig zerfiel. Dies verhalf uns
zum Nachweise “des Umstands, dass’ ein' Punkt der Restgruppe, der-
jenige namlich, der auf der Geraden Q liegt, fest’ ist.” Wollte man
dasselbe fiir einen anderen der & Punkie nachweisen, so miisste man
ihn dadurch auszeichnen, dass man durch’ die noch dbrigen & — 1
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Punkte eine Curve (y — 3)tr Ordnung und durch ihn selber — falls
diese C,_s nicht schon hindurchgeht — eine Gerade @ legt So oft
nun ¢ auf diese Weise einzyfiithren ist, was z. B, bei allgemeiner
Lage der 0 Punkte der Restgruppe fiir alle der Fall ist, dann ist
immer der auf ihr liegende Punkt fest. Wenn aber die & Punkte auf
einer Curve (y — 3) Ordnung liegen, so kann man freilich diese
beniitzen, womit die Gerade ¢ iberflissig wird; damit ist aber noch
nicht gesagt, dass dann alle & Punkte beweglich sind. Denn es kénnen
dann schon & — 1 Punkte so speciell liegen, dass man uyendlich viele
Curven (y — 3)r Ordnung durch sie hindurchlegen kann, von denen
zwar ein Theil durch den letzten Punkt hindurchgeht, der andere aber
nicht. Sobald sich nun wenigstens eine unter diesen Curven befindet,
welche den letzten Punkt nicht enthilt, so kann man diese beniitzen,
und die Gerade @ ist dann durch jhn hindurch zu legen , Wie im all-
gemeinen Falle, er ist mithin fest. Also:

»Um zu erfahren, ob einer der 0 Punkie der Restgruppe
fest ist, lege man durch die & — 1 4brigen alle miglichen,
auch zerfallenden Curven (y — 3t Ordnung (im allgemeinen
giebt es nur eine); wenn sich nun unter diesen eine solche
befindet, die den fraglichen Punkt nicht enthdlt, so ist der-
selbe f &

In dem von uns gewihlten Beispiel (s. oben) ist der Punkt a fest,
obgleich er mit den 5 Punkten der Geraden 4 auf einem Kegelschnitt
liegt; denn es giebt nicht nur einen, sondern unendlich viele Kegel-
schnitte durch diese 5 Punkte, die den Punkt @ nicht enthalten. Da-
gegen sind die 5 Punkte der Geraden 4 beweglich, denn aile Kegel-
schnitte, die man durch o und 4 beliebige derselben legen kann, gehen
auch durch den fiinften, da sie alle in die feste Gerade A und eine
weitere dureh @ gehende Gerade zerfallen. Wir folgern daraus, dass
eine C, durch mehr als mn — & Schnitipunkte einer G, mit einer G,
hindurchgehen kann, ohwe dass sie darum nothwendig auch die iibrigen
Schnittpunkte derselben enthalten muss, Wiirden in dem von uns ge-
wihlten Beispiel 4 von den 6 Punkien der Restgroppe in gerader
Linie, die beiden anderen ausserhalb derselben liegen, so wiren letztere
fest, erstere aber beweglich, ynd wir hiitten eine Curve 8. Ordnung,
welche durch 38 Schnittpunkte einer Curve 6. mit einer Curve 7. Ord-
nung hindurchgeht, ohne zugleich die vier iibrigen zu enthalten (weil
sie in gerader Linie liegen). ,

Aus dem Beweis des Cayley’schen Satzes hat sich ergeben, dass,
wenn die 8 Punkte der Restgruppe auf einer C,_s liegen, dieselben
nicht nothwendig fest sind; es ist weiter das Kriterium dafiir nach-
gewiesen worden, dass in diesem Ausnahmefalle einzelne der 8 Punkte
noch fest bleiben; es eritbrigt noch, zu untersuchen, ob nicht trotz

Mathematische Annalen. XXVI, 19
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ihrer besonderen Lage (auf einer C,_3) doch alle 8 Punkte der Rest-
gruppe fest sein kimnen. Wir werden beweisen, dass dies unmdglich ist.

Seien a,, a,, ..., ag die 0 Punkte der Restgruppe, welche auf
einer Curve (y—3)te Ordnung C = O liegen sollen. Wiren nun die
0 Punkte g; fest, so gibe es & verschiedene Curven (y — 3} Ordnung,
von denen jede durch & — 1 Punkie der Restgruppe hindurchgeht,
durch den letzten aber nicht. Seien

C,=0;C,=0;..;C=0
die Gleichungen dieser Curven, so dass C, = O durch alle Punkte a;
bis auf a,, C, == 0 durch alle bis auf @, u. s. w., Cs = 0 durch alle
bis auf ag hindurchgeht. Nun lassen sich aber, da die C,, C,, ..., C;
linear von einander unabhfngig sind, Parameter
Wy, &y, ..., Uy
so bestimmen, dass die Gleichung einer beliebigen Curve (p — 3)ter
Ordnung, within auch derjenigen, auf welcher alle Pankte a; liegen
(C = 0), in die Form
0 + 04 - - 2505 =0
gebracht werden kann. Dieser Gleichung miissten daher die Coordi-
naten eines beliebigen der Punkte a geniigen; dies ist aber nicht der
Fall, da fiir die Coordinaten eines beliebigen Punktes g; der Rest-
gruppe alle C bis auf C; verschwinden. Also:

s Wenn 8 = % (7 —1) (y —2) Punkte auf einer oder unendlich
vielen Corven (y—38)' Ordnung liegen, so lassen sich immer § — 1
dieser Punkte so auswidhlen, dass alle durch sie hindurchgelegten
Curven (y—3)* Ordnung auch noch den letzten Punkt enthalten.®

Unter Beibehaltung der frilher gemachten Annahmen iiber m, #
und  kdunen wir nun den Satz aufstellen:

,» Wenn eine Curve r. Ordnung durch mn — & Schniit-
punkte emmer Curve m. mit einer Curve n. Ordnung hindurch-
geht, so giebt es unter den & ibrigen Schwittpunkten dann
und nur dann solche, welche die Curve r. Ordnung wicht
enthilt, wenn jene 0 Punkte auf einer Curve (y—3)e Ord-
nung liegen.“

Wir stellen uns jetzt die Frage, wie viele von den & Punkien der
Restgruppe im Ausnahmefalle, wo also y > 3, zum Mindesten beweg-
lich sein miissen.

Zu diesem Zwecke beweisen wir unter Beibehaltung der friiheren
Bezeichnungen zuerst den folgenden Hilfssatz:

» Wenn eine Curve r. Orduung durch mn — (y—1)
Schnittpunlde -ciner Cn mit einer G, hindurchgeht, durch die
iibrigen y — 1| Punkte aber wicht, so liegen lelztere in gerader
Lanie.©
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Wihlt man die C, als Grundcurve und denkt sich durch die Gruppe der

mn — (y—1)
Punkte alle mdglichen C, hindurchgelegt, so schneiden. diese die C,
noch in einer Schaar von Gruppen von je

y — 14+ m(r—mn)
weiteren Punkten. Zu dieser Schaar gehort auch die Gruppe von
Punkten, welche die C, ausser den festen Punkten, ferner eine will-
kiirliche C,_, auf C, noch ausschneiden. Durch diese Gruppe lege
man eine C,_;, welche nach dem Fundamentalsatze in die C,_, und
eine Cy,_; durch die fraglichen y — 1 Punkte zerfallen muss.
Letztere Curve schneidet C, noch in einer Gruppe &, von

(m—1) (y—1)

Punkten, Obige Punktgruppen von je
(r—1) + myg—n)

Punkten miissen daher nach dem Restsatze ausschneidbar sein durch
Curven (m— 1)t Ordnung, welche durch die Punkte der Gruppe G,
hindurchgehen. Wenn aber von den m(y —1) Schnittpunkten einer
Cn mit einer G,

(r—1) (m—1)

auf einer Curve der Ordnung m — 1 liegen, so liegen die tbrigen
y — 1 Schnittpunkte in gerader Linie (nach dem ausnahmslos geltenden
Fundamentalsatz). Das sind gerade die y — 1 Schnittpunkte von C,,
mit C,, durch welche die C, nicht hindurchgeht und unser Hilfssatz
ist bewiesen.

Aus dem Hilfssatze folgt sofort, dass im Ausnahmefalle wenigstens
y — 1 Punkte beweglich sein miissen, Denn wire noch einer der-
selben fest, so wiirden die y — 2 beweglichen Punkte mit jedem be-
liebigen der festen in gerader Linie liegen, was unméglich.

Dass das gefundene Minimum fiir die Zahl der im Awusnahmefalle
noch beweglichen Punkte sich nicht weiter begrenzen lisst, zeigen wir,
indem wir beweisen, dass von den & Punkten der Restgruppe noch

+ =D @—9)
fest sein kdonnen.

Man braucht bloss anzunehmen, dass letztere beliebig und die
weiteren y — 1 Punkte der Restgrappe in gerader Linie liegen. Wendet
man jetzt, um zu erfabren, welche der & Punkte fest und welche
beweglich sind, auf alle § Punkte das oben erbrterte Verfahren an,
8o stellt sich heraus, dass die

F@—1 (—9)

Punkte fest, die y — 1 Punkte jedoch beweglich sind.
19*



288 I. Bacaaracr.

Wir kommen daher zn dem Schlusse:

»ine Curve v. Ordnung, welche durch mn — & Schniti-
punkie einer Curve m. mit einer Curve n. Ordnung hindurch~
geht, kann, wenn dic noch ibrigen 0 Schnittpunkte auf einer
Curve (y—3) Ordnung liegen, hichstens noch weilere

T@-D—9)
der leteteren 0 Punkie enthalten, und wenn dies der Fall ist,
so liegen die noch iibrigen
y—1
Punlkie in gerader Linie

§ 5.
2. Beweis des Cayley’schen Satzes.

Unter Beibehaltung der fritheren Bezeichnungen sei
y=m-+n— 3.
Dann ist =3 und =1

Es handelt sich in diesem Falle um die Untersuchung der Curven
(m—+n—3)e Ordnung, welche durch alle bis auf einen der m= Darch-
schnittspunkte einer Curve m. mit einer Curve xn. Ordnung hindurch-
gehen. Wihlen wir wieder die Cy, als Grundcurve und verfahren wie
beim ersten Beweis, so ergiebt sich mit Hilfe der Geraden ¢ durch
den fraglichen Punkt, dass alle Curven r. Ordnung, welche durch
mn — 1 Schwittpunkte einer C,, mit einer Cn hindurchgehen, auch noch
den letzten Schwittpunki dieser Curven enthalten.

Es muss hier betont werden, dass sich fiir diesen besonderen Fall

r=m-4+n—3
Leine Ausnahme des Cayley'schen Satzes ergiebt.

Fir die Coefficienten der Gleichung einer Curve 7. Ordnung, welche
durch das vollstindige Schnittpunktsystem einer Curve m. Ordnung
mit einer Curve n. Ordnung hindurchgeht, hat man mn lineare Be-
dingungsgleichungen, und der Cayley'sche Satz sagt gewissermassen
aus, dass, wenn r < m + n — 3, 0 bestimmte, aber nicht beliebige
der Gleichungen eine Folge der iibrigen sind; ist aber r = m -+ » — 3,
also 6 = 1, so folgt, dass jede eine Folge der mn — 1 iibrigen Glei-
chungen ‘ist.

Es sei jetzt
r=m4+n—y; »>3.

Wir fragen: Enthilt eine Curve r. Ordnung, welche durch mn — &
Schnittpunkte einer Curve m. Ordoung mit einer Curve n. Ordnung
hindurchgeht, auch die § iibrigen Schnittpunkte dieser Curven?
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Durch
§—1=57@F—3)

dieser letzteren & Punkte legen wir eine Curve (y — 3)° Ordnung.

Diese erginzt die Curve r. Ordnung zu einer Curve der Ordnung
m-4+n—3,

welche, wie schon bewiesen, unbedingt durch den letzten der 4 Punkte

hindurchgehen muss. Dieser liegt somit entweder anf der Curve r. Ord-

nung, ist also fest, oder auf der Curve (y — 3)r Ordnung, womit wieder

das Verhalten der Curve 7. Ordnung im Ausnahmefall des Cayley’schen

Satzes charakterisirt ist.
Dieses Beweisverfahren giebt zum Unterschied vom ersten Beweis

unmittelbar zu erkepnen, wann einzelne der auf einer Curve (p—3)ter
Ordnung liegenden 0 Punkte der Restgruppe noch zu den festen Punkten

gehbren.

g 6.
Specielle Fille und Anwendungen.

Der Cayley’sche Satz gilt, wie sich aus unserem Beweise ergiebt,
auch noch, wenn r =1 ist. In diese Falle ist y = m, vnd wir
bhaben dann den bekannten Satz:*)

(A) »Alle Curven n. Ordnung, welche durch
nm — 2 (m—1) - (m—2)
Schuittpunkte einer Curve n. mit einer Curve m. Ordnung
(n2=>m) hindurchgehen, gehen auch durch die %(m— 1)-(m —2)

dbrigen Schnittpunkie der letzteren, vorausgesetet, dass diese
nicht auf einer Curve (m—3)e Ordnung liegen.“ Oder:

» Von den Schuittpurkien einer gegebenen Curve m. Ord-
nung mit einer Curve n. Ordnung sind, wenn m <n, im

aligemeinen + (m— 1) (m—2) durch die-iibrigen bestimmi;
wenn aber letztere auf eimer Curve (m — 3)'r Ordnung liegen,
so sind weniger Punkie durch die Wbrigen bestimmi.
Fiir » = m = » erhilt man den Satz:
(B) »Line Curve n. Ordnung, welche durch
n — _:_ (n—1) (1—2)

Schnittpunlie sweier anderen Curven m. Ordnung hindurch-

*) Vergl. Brill und Nther, Ueber die algebraischen Functionen ete. Math,
Ann, Bd, VII, p. 277,
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geht, enthiilt auch die 5 (n—1)(n—2) weiteren Schittpuniste
der letzteren, vorausgesetst, dass sie nicht auf eimer Curve
(n—3)er Ordnung liegen.*
Bisher lagen als Grenzen der Giiltigkeit des Cayley’schen Satzes
stets die Bedingungen zu Grunde
r>m und 72>n.
Wir wollen jetzt annehmen, » liege zwischen m und #, und zwar so, dass
n>r = m.
Die Zahl der von einander unabhiingigen Bedingungen, welchen in
diesem Falle eine durch simmtliche Schnittpunkte der €, mit der C,
hindurchgehende C, zu geniigen hat, ist, da die C, von der Form
AC, wird, wo A eine willkirliche Curve der (r—m)*® Qrdnung ist:
r(r+3) (r—m) (r—m—+8) .
2 2

Diese Zahl stimmt fiir y = # — 1 und fiir » = % — 2 noch mit der
anderen

mp — % m+n—r—1) (m+n—r—2)

tiberein, so dass der Cayley'sche Satz auch noch fiir » =n — 1 und
fiir # =n — 2 anwendbar ist. Auch kann der Beweis fiir diese
speciellen Fille ganz ebenso gefithrt werden wie friher, Freilich wird
eine Curve 7. Ordnung, welche durch mn — & Schoittpunkte einer C,,
mit einer C, und mithin ém allgemeinen auch durch die d iibrigen
Schnittpunkte derselben hindurchgeht, fir
n>r>m
in die C, und eine beliebige Curve (r—m)*r Ordnung zerfallen, aber
im Ausnahmefalle existiren eigentliche Curven #. Ordnung (fiir r=n—1
und ¥ = n — 2), welche durech mn — 0 Schoittpunkte einer C, mit
einer C, hindurchgehen, obgleich » < n ist.
Fiir r =n — 1 ergiebt sich y =m 4 1;

1
¢ =5 m(m—1)

und wir kdnnen somit den Satz aussprechen:
©) » Liiegen von den mn Schwittpunkiten einer C, wit einer C,

mnf——;-m(m——l)

ouf einer, wickt in Cn und eine weitere Curve zerfallenden,
Curve (n— 1y Ordnung, so liegen die Wbrigen

3 m(m—1)
Punkte auf eimer Curve (m— 2)e Ordnung
Dieser Satz lasst sich auch direct’ mittelst des Restsafzes beweisen.
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Der Cayley’sche Satz gilt ausnahmslos, wenn & == 1 ist. In diesem
Falle wiirde m = 2 sein miissen und vorstebender Satz noch nichts ans-
sagen, da es keine nicht zerfallende Curve (% — 1)t Ordnung giebt, die
durch alle bis auf einen der Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit einer
Curve #. Ordnung hindurchgeht.

Fir r = n — 2 erhalten wir den Satz:

(D) »Liegen von den mn Schnittpunkien einer Cn, mit einer C,

1
mn — 5 m(m+1)
auf einer, nicht i Cyn und eine weitere Curve zerfallenden,
Curve (n—2)e Ordnung, so liegen die ibrigen
5 m(m+1)

Punkte auf emer Curve (m-—1Ye Ordnung.«
Der Restsatz ergiebt auch noch die Richtigkeit vorstehender Sitze fiir
m = n, in welchem Falle sie iibrigens identisch werden, weil

n—tnm—1)=3a@m+1).

Es gilt daher der Satz:

(E) » Wenn von den n* Basispunkien eines Curvenbiischels
n. Ordnung .
5 n(n+1)
auf einer Curve (n— 1) Ordnung liegen, so liegen die wibrigen
% n(n—1)

auf eincr Curve der (n—2) Ordnung.«
Endlich gelten die Zahlen des Cayley’schen Satzes noech fiir den Fall
m=n—1; r=mn—2.
Daraus erhalten wir:
¥ ,» Wenn von den Schwittpunkten einer C, mit einer C,_,
die ecine Hilfte auf einer Cy_s liegt, so liegt auch die andere
Hilfte auf einer Cqp_3.%
Beispiel zu Satz (C).
r=6, n="7, m=4,
Dann ist:
y=D5b; d=26.

Alle Curven 6. Ordnung, welche durch 22 Schnittpunkte einer
Curve 7. Ordnung mit einer Curve 4. Ordnung hindurchgehen, ent-
halten im allgemeinen auch die 6 weiteren Schnittpunkte der letzteren,
miissen also zerfallen. Liegen aber diese 6 Punkte auf einem Kegel-
schnitt, so giebt es thatsichlich nicht zerfallende Curven 6. Ordnung,
die durch jene 22 Schnittpunkte der C, mif der C, hindurchgehen, ohne
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die iibrigen Schuittpunkte dieser Curven zu enthalten. Liegen ins-
besondere von den 6 Punkten der Restgruppe 4 in gerader Linie, die
beiden anderen ausserhalb derselben, so sind letztere fest, und wir
schliessen daraus, dass es Curven 6. Ordnung giebt, welche durch 24
Schnittpunkte einer C, mit einer €, hindurchgehen, ohne die 4 iibrigen
Schniftpunkte zu enthalten, wenn diese in gerader Limie liegen. Die
Curve 7. Ordnung gebt dann durch das vollstindige Schrittpunktsystem
der gegebenen C, mit einer beliebigen der Curven 6. Ordnung, und
es erhellt tberdies auch aus dem Fundamentalsatze (§ 1), dass diese
C, vou der ¢, noch in 4 Punkien einer geraden Linie geschnitten
werden muss.

Bevor wir nun zu Anwendungen der bisher entwickelten Sitze
tibergehen , miissen wir noch die wichtige Bemerkung vorausschicken,
dass, ebenso wie der Restsatz, auch der Cayley’sche noch gilt, wenn
die betrachteten Curven zerfallen, da an keiner Stelle des Beweises
Irreducibilitit verlangt war; nur miissen die Schnittpunkte der Be-
standtheile einer zerfallenden Curve als Doppelpunkte derselben gelten,
was aber so lange die Sétse nicht beeinflusst, als keine andere der
Curven durch einen solchen Doppelpunkt hindurchgeht. Dies wollen wir
aber hier voraussetzen.

Herr Olivier hat folgenden Satz aufgestellf:*)

»Schneiden sich drei Curven S,, S, nnd §; der n. Ordnung in
denselben

= am—1)+1
Punkten, so schneiden sie sich paarweise noch in weiteren
1
g= @—1) @®+2)

Punkten und bestimmen dadurch drei Curven E,, E, und E; der
(n—1)ter Ordoung. Diese gehen durch dieselben

u=5n@m—1)
Purkte der Ebene, wihrend ibre tibrigen
A= (n—1) (n—2)

Schnittpunkte, paarweise gemommen, beziiglich auf die drei Cuarven
Sy, S, und S; zu liegen kommen.*

Um diesen Satz zu beweisen, fassen wir die 6 Curven zu drei
Paaren, namlich (S, E,), (S, E,) und (S; E;) zusammen und haben so
drei zerfallende Curven der (2n—1)e Ordnung, von denen jede,
z. B. 'S, E,, durch

#) Borchardt’s Journal Bd. 70, p. 159.
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p+3¢g=02r—12 — i 2n—2)@n—3)
2

einfache Schnittpunkte der beiden anderen hindurchgeht.
Nach dem sich aus dem Cayley’schen Satz ergebenden und unter
den obigen Specialfillen unter (B) aufgefiihrten Satze geht nun die

Curve S\ E, im allgemeinen auch durch die noch tibrigen % (2n—2)(20—3)

Schoittpunkte der Curve S, E, mit S; E,. Von diesen Schnittpunkien
miissen nun je A aof jede der 3 Cuorven S fallen. Denn nimmt man
z. B. S, als Grundeurve an und schneidet sie mit S, und S; in der festen
Gruppe der p Punkte, so erhilt man 2 corresiduale Gruppen von je
g Punkten, welche nach dem Restsatze auch durch die beiden Curven
E, und E, ausgeschnitten werden konnen, die durch dieselben 4 Punkte
der S, gehen. Ebenso zeigt man, dass sich E, und E, in 1 Punkten
auf S,, ferner £, und E, in A Punkten auf S; schneiden miissen. Da
nun auf den Curven S keine weiteren Schnittpunkte liegen konnen,
50 miissen durch die noch iibrigen g Punkte alle drei Curven E hin-
durchgehen, wo

34+ p =5 (20—2) @n—3).

Damit hitten wir einen neuen Beweis des Olivier’schen Satzes
geliefert; nun verliert aber dieser Satz nach dem allgemeinen Theorem
seine Giiltigkeit, sobald die 341 4- g Punkte der Resigruppe auf einer
Curve der (2 n— 4)t» Ordnung liegen. Es fragt sich nun, unter welchen
Umstinden dieser Ausnahmefall eintreten kann. Um dies zu ermitteln,
miissen wir aufs neue unsere Schnittpunkisitze verwerthen. Bei der
erwihnten besonderen Lage der 834 - g Punkte, die sich schon aus
dem Schnitt der Curve S, E, mit S, F, ergeben, wiirden von den
Schuittpunkten einer Cyn—y mit der Curve E, der Ordnung n — 1

At p=(n-—-1)

Punkte auf einer weiteren Curve (% —1)t¢ Ordnung, namlich E,, liegen;
dann miissen aber nach dem Fundamentalsatze die noch tibrigen Schnitt-
punkte jener Curven Cioy und C._;(E,) nothwendig auf einer Curve
(n —3)tr Ordnung liegen. Zu diesen gehdrt nun noch die Gruppe der
A Punkte, in welchen sich E,, E, und S, schneiden. Es miissen
demmach von allen Gruppen der 4 Punkte jede fiir sich auf einer
Curve (n—3)er Ordnung legen, wenn der Ausnahmefall stattfinden
soll. Liegen aber von den Schnittpunkten einer €, mit einer €, ;

b= (1) (0 —2)

auf einer C,_s, 80 bilden (nach Satz (C) der spec. Fille fir r—=m=n—1)
die iibrigen
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¢ =+ —1) (n+2)

Schnittpunkte die Basispunkie einer einfach unendlichen Schaar, und
man kann daher durch solche g Punkte unendlich viele Curven (n — 1)t
Ordnung hindurchlegen. Der Olivier'sche Satz verliert daher seine
Giiltigkeit, sobald die 3 Gruppen von je ¢ Punkten, in welchen sich
die Curven S paarweise schneiden, die jedesmaligen Basispunkte eines
Biischels von Curven (n— 1)tr Ordnung bilden. Fir n—=2 und =3
sagt diese Ausnahme noch nichts aus.

Olivier hat dann analog dem fritheren noch den folgenden weiteren
Satz abgeleitet:

» Schneiden sich drei Curven #%. Ordnung 8, S,, S; in denselben

p=gn@+1l)+1

Punkten, so schneiden sie sich paarweise in noch weiteren

g=3 @—2) (a+1)

Punkten und bestimmen dadurch drei Curven E, E,, E; der (n —2)te
Ordnung. Diese drei Curven E,, E,, E; gehen durch dieselben

b= (n—2) (1—3)
Punkte der Ebene; ihre iibrigen
A=5(n—1)(®n—2)

Schnittpunkte, paarweise genommen, fallen beziiglich auf die Curven
Auch dieser Satz erleidet in dem Falle eine Ausnahme, wenn die

Bltu=7@2n—38)@n—4) =+ 2n—5)@n—2) + 1

Punkte der Restgruppe auf einer Curve der (2#n— 5)*® Ordnung liegen,
oder, wie sich auf eine der obigen ganz analoge Weise herausstellt,
wenn die drei Gruppen von je ¢ Punkten die Basispunkte eines Biischels
von Curven (n—2)ter Ordnung bilden, Die Ausnahme dieses Satzes
sagt ibrigens fiir » =3 und % =4 noch nichts aus.

Die soeben behandelten zwei Sitze sind von Herrn Lindemann
zu folgendem allgemeinen Satze zu erweitern versucht worden:¥)

nSchneiden sich 3 Curven G, C,, C; der n. Ordnung in denselben

= 5 #(n42r—3) — 5r(r—3)
Punkten, so schneiden sie sich paarweise in noch weiteren

*) (lebsch-Lindemann, Vorlesungen iliber Geometrie, I, p. 763.
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= —;— (n—r) (m—r+3)

Punkten und bestimmen dadurch 3 Curven K|, K,, K, der (n—r)ee
Ordnung. Diese letzteren gehen alsdann durch dieselben

a=(n—r) — (p—rn)
Punkte der Ebene, wihrend ihre iibrigen
y ! =P —Trn

Schnittpunkte, paarweise genommen, beziiglich auf den Curven C,,
C,, C,; liegen.*

Diese Verallgemeinerung lisst sich aber nicht aufrecht erhalten.
Fiir r == 3 miissten sich z. B. drei Curven 4. Ordnung (r=4) durch
dieselben 14 Punkte noch paarweise in je zwei Punkten schneiden,
wihrend doch solche drei Curven jederzeit einem Biischel angeh6ren.
Fir n =5 und r == 3 wiirde sich ergeben, dass 3 Curven 5. Ordnung
durch dieselben 20 Punkte paarweise noch je 5 Punkte gemein hitten,
wihrend doch im allgemeinen 3 Curven 5. Ordnung durch dieselben
19 Punkte schon einem Biischel angehoren; im besonderen kdnnten
die fraglichen 5 Punkte, wie sich aus § 4 ergiebt, beweglich sein,
dann miissten sie aber in gerader Linie liegen und die Lindemann’sche
Verallgemeinerung wird wieder illusorisch.

Der von Lindemann ausgesprochene Satz gilt also nur fiir »=1 und
r=2, woflir er schon von Olivier gegeben ist.

Analoge Bemerkungen lassen sich zu den heiden Sétzen machen,
zu welchen Herr Olivier in seinem Aufsatze: ,,Zur Theorie der
Erzeugung geometrischer Curven® gelangt¥).

Der erste jener Sitze lautet:

»Schneiden sich drei Curven K, K,, K; der n. Ordnung in dem-
selben Punkte P, ausserdem paarweise in noch n* — 1 Punkten und

nimmt man auf jeder der 3 Curven noch beliebige p-—-%n(n-—l)

Punkte, so treffen sich die 3 Curven X, %,, Z; der (2n—2)e Ord-
nung, welche beziiglich durch (%? — 1) Schnittpunkte zweier Curven X
und die auf diesen gewihlten 2p Punkte bestimmt sind, paarweise
noch in

s = (n—1) (n—2)

weiteren Pankten , die beziehungsweise auf die drei Curven K zu liegen
kommen; zugleich gehen aber auch alle drei Curven X durch dieselben

P — 112
Punkte der Ebene.“ r=3-1

#) Borchardt’s Joarnal Bd. 71, p. 1,



296 I. Bacuamaca,

Zur genaueren Untersuchung dieses Satzes kann man wieder wie
frither je eine Curve K mit einer Carve X zusammennehmen, so ‘dass
man drei Curven (3n—2)e Ordnung K, 3, K, Z,, K, %, erhilt,
von denen jede durch

Bn—2)* — 3 (3n—3) (3n—4)

einfache Schnittpunkte der beiden anderen hindurchgeht; nach dem
allgemeinen Schnittpunktstheorem geht sie dann auch durch die iibrigen

35+ 7 =5 (3n—5) Bu—2)+ 1

Schoittpunkte, welche sich, wie man durch leichte Rechnung findet,
in der angegebenen Weise auf die einzelnen Curven vertheilen, Nur
in dem Falle erleidet der Satz wieder eine Ausnahme, wenn die 3547
Punkte, die sich schon durch die Wahl zweier Curven z. B. X, 2,
und K, %, ergeben, auf einer Carve (3n—>5)' Ordnung liegen. Nun
zeigt sich aber, dass dieser Ausnahmefall nur dann eintreten kann, wenn
die 3 Curven X zusammenfallen (d. i. wenn die 3 Curven K einem Biischel
angehtren). In dem Ausnahmefalle ginge nimlich eine Cs,—s durch

r+s=(2n~2)’—%n(n-l)

Schnittpunkte zweier Cs,—3; nach dem Cayley'schen Satze gebt sie
daher auch durch die iibrigen

1
p —-——?n(n—-l)

Schnittpunkte. Hieraus ergiebt sich, dass, wenn die 3s - r Punkte
suf einer C,.5 llegen, auf dieser auch die 3p willkiirlich anf den
Curven K gewihlten Punkte liegen miissen. Dann wiirden aber von
den Schnittpunkten einer Cj,—s mit einer Cing

r4+s+p=4(n—1)32=(2n—2)
auf einer anderen Cp, , legen, also die iibrigen auf einer €, 5. Dazu
gehoren aber auch die

p+s=®m—1)

Punkte, die anf einer und derselben Curve K der n. Ordnung liegen,
was nur moglich ist, wenn letztere zerfillt; natiirlich miissten dann
die beiden anderen K auch zerfallen.

Wenn also ein Zerfallen der urspriinglichep Curven derart, dass
alle 3 einen gemeinsamen Bestandtheil haben, sowie auch der Umstand,
dass sie einem Biischel angehbren, ausgeschlossen wird, so ist der
Batz allgemein giiltigs Auf das gleiche- Resultat wiirde die Discussion
des weiter von Olivier behandelten Falles fiihren, in welchem sich. die
3 Curven K in denselben 4 Punkiten schneiden. KEine Erweiterung
des Theorems auf drei Curven, die dureh-dieselben ¢* Punkte gehen,
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zu geben, liegt auch hier wieder nahe, fiihrt aber wiederum zu keinem
Resultat, und zwar aus folgendem Grunde:

3 Curven 7. Ordnung, welche durch dieselben ¢ Punkte gehen,
schneiden sich paarweise noch in #»? — g? Punkien, und wenn durch
eine dieser 3 Gruppen von je n?— @? Punkten eine Curve der (27— 2g)t"
Ordnung (diese Ordnung wiirde nimlich im allgemeinen Falle der
Ordnung 2% — 2im speciellen, ¢ = 1, entsprechen) hindarchgehen soll,
die nicht gleichzeitig die iibrigen o? Schnittpunkte der drei gegebenen
Curven enthilt, so muss nach dem Cayley'schen Satze sein:

n— ot < w?— — (20—1) (20 —2).

Dies ist aber nur der Fall fiir ¢ = 1 und. ¢ = 2, wofiir der Satz
von Olivier gegeben ist.

Wollte man aber selbst den Fall, dass die (;,_z, jene @® Punkte
enthielte, noch gelten lassen, so wirde sich zeigen, dass die n* — o°
Punkte zusammen mit den beiden auf zwei Curven K beliebig gewdhlten
Gruppen von je

=1 (n—0) (n—30+3)

Punkten, die Czu—s nicht mehr bestimmen wiirden, sobald ¢ > 2 wird.

Weitere Anwendungen der Schnittpunktsitze sind von Herrn
Cremona in seiner ,,Theorie der ebenen Curven‘ gemacht worden;
die daselbst (§ 9, Anwendungen) abgeleiteten Sitze gelten alle ohne
Ausnahme, weil sie auf den ausnahmslos geltenden Fundamentalsatz
zuriickfijhrbar sind.

§ 17
Mannigfaltigkeit der Curven ». Ordnung.

Die Frage, wie viele Curven 7. Ordnung durch mxn — & Schnitt-
punkte einer C,, mit einer C, hindurchgehn, lisst sich nun sowohl fiir
den allgemeinen Fall als anch fiir alle moglichen Ausnahmefille mit
Leichtigkeit beantworten.

Im allgemeinen Falle, wo die 4 Punkte der Restgruppe keme
specielle Lage haben, ist C, von der Form:

C.= AC, + BC,.

Mithin ist die Mannigfaltigkeit ¢ der Curvenschaar r'r Ordnung:

= —21—(r—m) (r—m+3)+ 5 Lir—m (r—a+3)41.

Es ist natiirlich auch:
— 5 7(r+3) — (ma—3).
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Liegen aber die & Punkte der Restgruppe G5 auf einer Curve
(y —38)tr Ordnung, so bilden die corresidualen Punktgruppen von je

&+ m{ir—mn)
Punkten, welche die Curvenschaar 7. Ordnung auf der C,, ausschneidet,
eine Specialschaar, die durch Curven (m — 3)'r Ordnung ausschneidbar
ist. (Bin @hnliches Verhalten findet auf der C, statt). Daher asst
sich zufolge des Riemann-Roch’schen Satzes auch in den Aus-
nahmefillen die Mannigfaltigkeit der Curvenschaar st Ordnung be-
stimmen. Nach diesem Satze erhdht sich die Mannigfaltigkeit £ um so
viele Einheiten als die Zahl der linear von einander unabhingigen
Curven (m—3)* Ordoung betriigt, welche sich durch die Gruppe der

§ 4+ m(r—n)
Punkte, nimlich der 6 Punkte von Gs und m(r —n) Schnittpunkten
einer beliebigen C,—, mit der C,, hindurchlegen lassen. Da aber
diese Curven (m-—3)e Ordrung alle in die C,_, und in Curven
(y — 3)ter Ordnung durch G4 zerfallen, so brauchen wir nur zu bestim-
men, wie viele linear von einander unabhingige Curven (p — 3)ter Ord-
nung durch diese § Punkte gehen. Ist diese Zahl = ¢, so betrigt
die Mannigfaltigkeit der Curvenschaar r. Ordnung, welche durch die
dbrigen mn — & Schnittpunkte der C, mit der C, hindurchgeht,

' =t+4zq,

wenn ¢ deren Mannigfaltigkeit im allgemeinen Falle bedeutet.

Die Zahl ¢ hingt also (ausser von ¢) lediglich von der Mannig-
faltigkeit # — 1 der Curvenschaar (y — 3)tr Ordnung ab, die man durch
die d Punkte der Restgruppe hindurchlegen kann, dagegen wird sie
durch die Zahl derjenigen Punkte der Restgruppe, welche mdglicher-
weise noch fest sein kénnen, nicht weiter beeinflusst,

Die Maximalzahl der Mannigfaltigkeit der Curvenschaar r. Ord-
nung durch m#n — & Schnittpunkte einer C,, mit einer C, wird nun
offenbar erreicht, wenn die Maunigfaltigkeit 4 — 1 der Curvenschaar
(y—3)e Orduung durch die 8 Punkte der Restgruppe ihr Maximum
erreicht. Die Aufgabe, auf der Curve m. Ordnung die Gruppen von
je 0 Punkten anzugeben, durch welche sich eine Curvenschaar (y-—3)wr
Ordnung von grosstmoglicher Manuigfaltigkeit legen lisst, ist nun
gleichbedeutend mit der Bestimmung der Punkigruppen von je

0 + m(r—n)
Punkten auf C,, durch welche sich moglichst viele Curven (m - 3)ter
Ordnung legen lassen. Dieses Problem ist von Herrn N6ther in seiner

Abbandlung: ,,Zar Theorie der algebraischen Raumcurven‘ Borch.
Journ. Bd. 93, p. 287 gelost worden. Setzt man nimlich

0+ m(r—n) = aem — B, [0L 8 <m]
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so ist nach dem 1. c. bewiesenen Satze die Schaar g, von je

0 -+ m{r—mn)
Punkten immer dann von wmdglichst grosser Mannigfaltigkeit, wenn,
fiir e > —1, die

0+ m(r—n)
Punkte auf einer Curve a'*r Ordnung liegen und, fiir e < g — 1, wenn
(¢ — 1)m dieser Punkte auf einer Curve (¢« —1)%r Ordnung, die iibrigen
m — B beliebig liegen, wobei letztere feste Punkte der Schaar werden.
Nun liegen aber m(r—u) Punkte der betrachteten Gruppe auf einer
Curve (r —n)ter Ordnung, welche einen festen Bestandtheil der durch die
& + m(r—=n) zu legenden Curven (m——3)* Ordnung bildet. Unser
Kriterium fiir die Maximalzahl der Mannigfaltigkeit der Curvepschaar
rer Qrdnung, lisst sich daher folgendermassen anssprechen:

,, Es lassen sich durch mn — 0 Schuitfpunkie einer €, mit einer

C,, moglichst viele Curven r. Ordnung hipdwrchlegen, wenn, sofern

§—dm—p [0<p<m]
gesetet wird, fir o 4 r —n>f — 1 die 8 Punkte der Restgruppe auf
einer Curve der Ordnung o Uegen, und wenn fir  +r —n<{f — 1
von den & Punkien der Restgruppe (o'— 1Ym auf einer Curve der (¢ — 1)t
Ordnung, die iibrigen m — B beliebig liegen, wobei letztere zu den festen
Punkiten von Gs gehoren”

Die Bestimmung der Mannigfaltigkeit der Curvenschaar 7. Ordnung

in jedem gegebenen Falle sowie der Maximalzahl derselben bietet somit
keine Schwierigkeit mehr.

Erlangeun, im Mai 1885.



