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I sistemi lineari, a cui si riferiscono le cose seguenti, non sono 
tutti i possibili, ma quelli soltanto che soddisfano alla condizione di 
avere i punti fondamentali (cio~ i punti comuni a tutte le curve del 
sistema) affatto ind,pendent, fra loro. Nella qual condizione ~ compresa 
l'altra, che i detti punti sieno a distanza finita, e quindi che una curva 
generica del sistema abbia r rami variabili m ogni punto fondamentale 
rue t~ giacch~, se alcuno fosse fisso, Clb significherebbe che a quel punto 

infinitamente vMno qualche altro punto fondamentale. 
Inoltre supporremo che i sistemi hneari non soddisfino ad attre 

condizioni diverse da quelle date dalla esistenza dei punti fondamentali; 
il che non ~ alcuna limltazione nelt'argomento del presente lavoro. In- 
fatti, s e a l  sistema dato si sostituisce l'altro nel quale sono tralasciate 
le dette condizioni, non variano mamfestamente le propriet~ delle curve 
fondamentali. 

Dimostreremo qui, con procedimento dtrei quasi elementare, varie 
propriet2a delle curve fondamentali, e in particolare una (11 ~ IO), finora 
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non osservata, dalla quale si trae, in modo molto semplice, la dimostra- 

zione di un notevole teorema dovuto a C r e m o n a (*) 

I. 

I. Rappresenti S u n  sistema lineare, ~ ~, di curve di genere p e 
ordine n, avente punti fondamentah r~P ~~ r~ ~r176 . . .  in punti, di cui 
indicheremo le posizloni (affatto indlpendenti) con i,  2, . . .  Una curva 
generica del sistema sia semplice (cio~ irridumbile) (**); e suppongasi 

> I, perch~ le considerazioni seguenti non sono applicabili ai fasci. 

Sussistono evidentemente le due relazioni 

( x )  z lr, = n + - -  p - -  

(2) ~ r ,  --- 3 n - - r  + p - -  a. 

Due (o pifl) punti fondamentah i, ] di una stessa moltiplicit,~ per 
una curva generica del sistema, tah ctob che sia r - - - r ~ ,  si diranno 
eqMmultipli; e tutt, quelli (due almeno) di una stessa moltiplicit~t si dirk 
che costituiscono un gruppo. Un punto fondamentale, unico della sua 
moltiplicit~, si chiamer~t isolato. 

2. Cz,rva fondamentale del sistema lineare & ogni curva semplice 
che non incontri in punti variabih una curva generica deI sistema 
stesso. Una tal curva si indicherS, in seguito col simbolo [m,  s l ,  se 
m ~ il suo ordme e sono s , ,  s . . . . .  ordinatamente le sue moitiph- 
c~t/t nei punt~ fondamentali I, 2 ,  . . . .  Per la defimzione data si avr~t 

(*) Questo teorema fu trovato dal C r e tla o n a per mduzlone [g 2 5 delia Nota 

II a sulle Trafformazwn~ geometr~che delle figure p~ane (Memome dell'Accad, delle Sr 
& Bologna, serie 2 "~, tomo V.)], e poi fu &mostrato ngorosamente  da C I e b s c h 

(Mathem. Al, nalen, t. I V ,  p. 494-496). La dmaostrazlone dx C 1 e b s c 11 fu nprodotta 

con alcune modlficaziom neI n ~ 3 ~ deUe Mdlanges sur les transformatwns gdomdtrzques 
&s figures planes (Bulletzn des sciences math. et aslror~., s6ne I, tome V, ann6e I873 ). 

(*~) Cfr. la mla Nota &a s~stem~ hnear~ (Rendtcontt del R. ]stztuto Lombardo, 

vol. XV, serie II, pag. 9.4). 
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la relazione 

(3)  s  r, " -ran.  

S e u n a  curva composta non incontra in punti variabili una curva 
generica del sistema lineare, le curve semplici c h e l a  compongono go- 
dono della stessa proprietk e sono quindi fondamentali. 

Si chiamer~ gruppo di curve fondamentali l'insieme dl tulte le curve 
fondamentali (due almeno) di uno stesso ordine; e curva isolata una 
curva fondamentale unica del suo ordine. 

3. Una curva fondamentale 'e daerminata daUe sue moltiplicith nei 
punti fondamentali. Giacch~, se non fosse, per un punto arbitrario pas- 
serebbero (almeno) una di tali curve e una curva di S, semplici amen- 
due, e quindi, per la (3), coincidenti. Allora, avendosi, per la stessa 
(3),  xr ,  ~ - -n~ ,  il sistema S sarebbe un fascio di curve (razionali). 

4. Ne risulta, i punti fondamentali essendo affatto indipendenti Ira 
loro, che per una curva fondamentale [m, s,] si ha 

m(m + 3) t) 
2 2 

Ponendo 
p, --- (m - -  I) (m - -  2) ' ~  s, (s, - -  I)  

si ha quindi 

_a l s= , ' - -m  ~ + i - - p '  

~ l s , - -  3 m - -  I "t- P'. 

Ora le curve di S passanti per un punto arbitrario delia curva fon- 
damentale [m, s,], si spezzano, per la (3), in questa curva e in un si- 
sterna residuo S r, il quale + co ~'-*. Ma,  per rigore, deve farsi 1' ipo- 
tesi c h e l a  curva fondamentale possa staccarsi [3 vohe ([~ : ~  I ) ;  e al- 
lora una curva generica di S r sar/l di ordine n -  ~m ed avr~t i[ punto 
fondamentale i"s*m~ secondo r , -  [~s,. La qual ultima afferma- 
zione segue dall'osservare che, se la mohiplicitk fosse ~ r, - -  [~s,, ag- 
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giungendo ad S t la curva fondamentale [5 volte, si otterrebbe un siste- 
ma (appartenente ad S), c,o~-', di curve aventi nel punto i ~ . . . .  una 

moltiphcit.i ~ r ,  ll che condurrebbe alla conseguenza che nel punto 
stesso una curva generica dr S avrebbe tutte le tangenti fisse. Inoltre 
il sistema S' non pub soddisfare a condiziom che non sieno conse- 
guenza & quelle espresse dai detti punti 0 5 -  ~ s,) ~ , g,acch+ se ne esi- 
stessero altre indipendenti, tralasclandole, si awebbe un sistema pi{~ che 

- -  ~ volte infimto, e qu[edi, aggiungendo la curva fondamentale [5 
volte, si avr~bbe un smema (almeno) ~ ,  avente tutte le particolarith 
di S, il che non pub essere. Adunque il sistema S r ~ della st;essa spe- 
cie di S e si ha la relazione 

2 ( = - -  0 + ~ (~,--  B',) (~ , - -  ~', + ~) = (" - -  ~ ' )  ( ' - -  [5"* + 3), 

cio+, per le (r) ,  (2), (3) e per le due formole precedenti, 

- - . ,  - -  [5(~ + i ) ( p ' - -  I) = o. 

Dunque deve essere p ' <  I e p e r b p ' - - o ,  e allora [ 5 - - I .  Si 
conclude che una curva fondamentale ~ razwnale (*) : e inoltre che una 
curva fondamentale non pub avere punti nmltipli fuori dd  punti fon- 
damentali del sistema e che si stacca una volta sola da una curva del 
sistema obbligata a passare per un suo punto. 

Cio~ si ha per una curva fondamentale !m, s] 

(4) ~ l s :  = m ~ + 

(3) ~[~s,  = 3 m - -  I 

(*) Per la ngorosa &mostrazmne di questo teorema i[ C a p o r a l i  accenna ad 

un'ultenore hmitaztone per ,i s,stema hneare,  oltre queila gii ammessa [Cfr. Nota 
al 11 ~ 2 delia Memorm- Sopra ~ sistemt hnear~ trtplamente mfimti db curve plane al- 
gebrwbe (Memorte & Geometria d~ E. C a p o r a l i ,  Na.poh, i888 - -pag .  I73)]. Ri- 

suha dalla d,mostrazmne qm fatta che quella ulterlore hm~tanone non occorre. 
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e, per il sistema S',  

2 [ ~ ( r , - -  ;,)~ = (,~ - ,,,): + 2 - - p  - ~. 

( , - , -  s,) = 3 (~ - -  ~,) + b - -  ~ ;  

~TC. 9 

onde le curve variabili di S, S'  sono dello stesso genere. 

La curva fonclamentale [m, s l e una curva generica di S' si se- 

gano in 

I 

punto variabile. 

5. Se la moltiplicit~t d~ u~ punto fondamentale i 'e maggiore di quella 
di un altro punto fondamentale l ; sarh , per una curva fondamentale 
qualsivoglia [m, s ], la moltiplicith nel pmmo punto maggiore o eguale a 
quella nel secondo: cio6, se r, > rj, sar,~ s, ~ s r Giacch~ se fosse s, < sj e 

quindi 

S, (S,'-~ I )  _~SI(S]'+'I ) (~','q- I )  (S,'q- 2) (Sj--I)S,.S__SI__I:~.O ' 
2 2 2 :2 

pot remmo considerare una curva C di ordme m (semplice o compo-  

sta) avente nei punti i ,  2, : . .  le stesse moltiplicit,~ di [m, s,], salvo 

che in i la moltiplicit~ s, + I e in / la moltiplicit,~ s I ~ I. Questa 
curva C (variabile in utla oo'J - ' - I )  segherebbe una curva generica di S in 

un numero  di punu dato da 

n m - - r x s x - - r = s .  " ... r , ( s ,+  z ) - - . . . - - r , ( s , - - O - - . . . = r ~ - - r , < o ,  

il che 6 assurdo. 

Se si suppone 1", - -  r~ ed s, ~ sj la considerazione precedente non  

conduce ad alcuno assurdo. $1 trova anzi che C ~ fondamentale e 

quindi deve essere determinata (11 ~ 3), cio+ deve aversi sj ~ s, - -  i - -  0. 

T rove remo in segmto questa propliet,~ con altre che la comple t ano ,  

per diversa via (n ~ 8). 

Rend. Circ. Matem., t. III, parte i~.--Stampato il 23 gennalo I889. 2. 
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6. Steno Ira, s] ed Ira', sl] due cu,ve fondamentah qualunque. Si 
consideri una curva & ordme m q- m' avente n d  punto fondamentale 
i "'=~ la'moltiplicitg s, + s',. Per quests curva il numero delle condi- 

zioni ancora disponib,li ~, in virtll delle (4), (5), 

~y~( ' . ,  (,,, + , .9 (,,*+,,*' + 3) ~,+ ~,) ( s,+s,~- )=m,,;-- s /  
2 2, 

Se adunque fosse m m ' ~  x ~s  > o, slccome dalla (3) segue 

z:~ (s, + ~)". = ('" + ,a'),~. 

si avrebbe una curva vanabile, semphce o composta (& cui i'insieme 
delle due curve fondamentah costituirebbe una poslztone parucolare), 
che seghcrebbe una curva generics di S nei soli puntt fonclamentali: 
la qual cosa contcaddtce alle proprietY1 dd  n ~ 2. Adunque si ha 

(6) ~ s , s ;  = ,,z~,;, 

cio6 : dt,e carve fondamentah si segano soltamo ,lz punt, fondameutali. 

7. Se l'ord,ne d,. mza carva foMamentale Ira, s,] ~ maggiore del- 
l'ordme da zm'allra cl~rva foudamemale Ira', s~]; sara, i,, u,, p,,,,,o Jon- 
damentale qztalsavogha, la molt~hcith della pr,ma c~roa maggiore o e- 
gu,de a qaella della secoMa; cio~ se m 2> m', sar:t s~._s~. In vero, con- 
sideriamo una curva C, dl ordme m', avente he, punti z ,  2 ,  . . .  le 

stesse molttphcit:l d[ Ira', s~j, tranne che n d  punto i la moltiphdth s~-- I. 

Questa curva C [per essere 
2 

(s~ - -  t)s~__ _ _  s',] varia in una 
2 

oo ' '  e sega la curva Ira, s,] in 
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punti variabili. Ora, se fosse s, < s~, la curva [m, s,] dovrebbe coinci- 
dere o far parte di quella curva C the fosse condotta per s[ punti 
della stessa curva [re, s,]; il che non pu6 essere, essendo m' < m. 

L'assurdo cessa se ,  essendo sempre s ~ s[, s i am = m'. Allora 
la curva C, condotta per s, + I punti dl [m, s,] deve comcidere con 
questa curva e quindi (n ~ 3) essere determmata; cio~ deve aversi s ~ s , +  I: 
il che di nuovo rientra in una propnetk che dimostreremo nel n. ~ se- 
guente. 

8. Consideriamo due curve fondamentali (distinte) dello stesso 
ordine m e sieno [m, s,], [m, s;] Sussistono le relazioni (4), (6); c~o~ 

(_4) 

' S 

t m - ' +  I = ~ s : =  

1t12 l ---" S~ S; .  
\ 

Dalla somma delle due prime sottraendo 11 doppio della terza, si 
t r o v a  

( S  - -  S3 :  , 2 

il secondo membro della quale ~ una somma dl humeri mteri posittvi. 
Segue, non potendo essere (s, - -  s~) 2 - - -  2, che deve essere (s, ~ s~) ~ - -  I 
per due valori di ~ ed (s, - -  s~) 2 --- o per tutti gli altri valori di i. Quei 
due valor1 dl i sieno, ad esempio, I, 2 :  e sl avr,~ 

U3) 

+, 

( S~ ~ S~ - - -  

1 ' 
S ~ -  S 2 - - - "  ~1 

p 
S~ - -  S~ - - - -  0 0 - - 3 ,  4 , . . - ) ,  

ore ~, :.' rappresentano ciascuno "+- I. Ma la (3) d~. 

nnl. l- ! s~l~m ~ l s ~  
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e sottraendo, per le (B), 

da cui ~ - - ~  d, r , - - G  (*) Infine dal!a prima &lie ( d )  sottraendo 
la terza e tenendo presenti le (B), st ncava 

I = s , ~  + s_.g = ( s -  s:)-" ; 

o n d e  s e e - - I  : s _ , ~ s ~  I 

s e e - - ~  i : s = - ~ . s , +  i. 

Si conclude che due curve foudamenlah ddlo stessa or&he banno hi ogni 

punto fondamentale la stessa molti)hczth, salvo che in dt~e punt~ fon,ta- 

mentah equzmaltzph. S e u n a  carva ha zt, uno d~ q.teslz la molt,phcath r, 

avra nell'altro punto la molt,pl,citb s +_ ~, e l'allra cu~ va avra ordana- 

tamenle negh sless, due punt, le ,aoltM,c,th s-+" I, s (corrtspondendosi 

, segni inferiort e st~periori). 

Possiamo fissare arbttrartamente che abbia luogo uno qualunque 
dei due casi (per es. quello in cm le ncordate moltiplMtfi sono risFem- 
vamente s, s + , ; s + r ,  s) sceghendo opportune denominazioni. 

9 Si rod,chino con C, C le due curve fondamentah dello stesso 
ordine m, dianzl considerate, avenu nei punu fondamentah 

I, 2 ,  3, 4 ,  5, . . ,  

ordinatamente le moltiphcitfl 

s + I, s, q ,  s, ,  s~, . . .  ( c 3  

s, s + I,  s~, s,, s s . . . .  ( C ' ) .  

C) Anche dalla (5), clo~ dalle 
x: s ,  ~ 3 m - -  r ,  X s ' - =  3 m - -  r ,  

sottraendo sl ha, per le (B), ~ -t- ,=t __= o. 
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Vogliamo ricercare cib che accade pei punti del gruppo a cui appar- 

tengono I, 2 e per gli aim gruppi di Funti. 

Se r ~ - - r : - - r , ,  si consideri una curva C 't dello stesso ordine m 
di C, C ~ e avente nei detti punti fondamentali rispettivamente le mol- 
tiplicitX 

s~, s, s + I ,  s~, s~, . . .  ( C " )  

cio~ ie stesse moltiplicit~ di C, C r, colla sola differenza che nei punti 

~, 2, 3 le moltiplicit.~ sono diversamente distribuite. Questa curva C" 
esiste perch~ esistono C e C' e perch& i punti fondamentali sono af- 

fatto indlpendenti; ed & fondamentale, perch&, essendo r, 2, 3 equi- 
multipli, le intersezioni di C" con una curva generica di S sono quanto 

quelle di C e di C' Applicando alle due curve C', C"  il teorema del 
n ~ 8, si noti che i due punt~, fondamentali equimultipli, di cui ~ pa- 

rola m quel teorema, non possono essere che i ,  2 ovvero 2, 3, giac- 
ch~ in 2 la molt@icit,~ delle due curve 6 gi~ differente e, se ~ eguale 

in ~, deve essere differente in 3 e viceversa. Ne segue, per lo stesso 
teorema, che deve essere s~--- s ovvero s 3 --- s q- I. Facciasi un caso, 
ad es., s 3 - -  s. Allora, se fosse inoltre r, ~ r4, ripetendo il ragiona- 
mento fatto per C", per una cmva dt ordme m avente ordinatamente 
nei sunnominati punti fondamentah le moltiphclt21 

e conffontando questa curva con C si osserverebbe essere gi~t diverse 

le moltiplicit't in 2, 3, e per6 dovere essere, sempre per ~t teorema 

del n ~ 8, s 4 - -  s. Avendo supposto invece s 3 - - s  + I, avremmo con- 
cluso che si aveva s 4 =  s + r. 

Sla invece r 3 diverso da r~ ed r ~ - - r 4 :  dico che si avr,~ s 3 - -  s 4. 
Si f a u n  ragionamento analogo at precedente, cioa si considera una 
curva (d'ordine m) avente nei rk:ordati punti fondamentali rispettiva- 
mente le moltiphcit5 

e questa si paragona alia curva C. Le due crave hanno gi~ nei punti 
I, 2 moltiplicltk divelse; onde, per il teorema del n ~ 8, devono averle 

altrove eguali e quindi deve essere s 3 - - s4 .  
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Ricordando le definizioni dei n' r, 2 si ha dunque questo rlsul- 

tato che:  ciascuna cli due c~rve fon.4amentali dello stesso ord~ne ha in 

tutti i punti d~ ~tn gmppo, al qz~ale no~z appartengono i due punt~ eqm- 

multipli indicati nel teorema del n ~ 8, la slessa molttp!mth (la medesima 

per le due curve); mentre, se per i delt~ dz~e pzmtz .net curva ha orcI~- 

natamente le moltiplicllb s ,  s + I e l' Mira le s + I ,  s (teorema del 

n ~ 8). ciasctma curva ha in tz~tt~ gl~ altr~ pzmti del gruppo a ctd essi 

appartengono la stessa molttphcitb s, ovvero s + I (e pz~re la medesima 

per le due cttrve). 

Invece mm cttrva fondame~lale tsolala ha ~z l~ttlt ~ pm~ti d~ ~m 
gruppo qlmhmque la stessa molti?hczth Perch,,  se essendo r~ - -  r~, una 

curva fondamentale dl ordine m ha in I ,  2 le moltiphcit21 differenti 

s,, s~, esiste un'ahra curva d! ol'ditle m ,  &versa da quella, la quale 

ha in I, 2 le mohiplicit'~ s=, s e in tutti gli ahri punts fondamentah 

le stesse moluplic~tl delia cutva constderata e che 6 pure fondamentale 

e per6 ecc. 

IO. Si continu/ a considerate le dee curve fondamentali C, C t 

( no 9)- e si chiami G quel partlcolare gruppo dl punti fondamentali 

indicato nel teorema del n ~ 9. I punt~ fondamentah dl G s, eno 

I~ 2~. . ~ 2 

e, per fissare le idee, facciasi uno del due casl possibili, cio~ che le 

mohiplicitk dt C, C r sieno rispetttvamente net punti di questo gruppo, 

ad esemp~o, 

s +  I, s, s, . . .  ~ s (C) 

s ,  s + r ,  s ,  . .  , s .  ( C ' )  

Sta C r' una terza curva fondamentale qvaals~.voghct di ordlne m. Per 

C, C" (e cosi per C, C ' ) i l  particolare gruppo deve essere ancora G, 

perch,,  nei puntt di ogni ahro gruppo C ha, per 11 teorema del n ~ 9, 

una medesima mohipliciA. Dunque, per lo stesso teorema, in tutti i 

i punti di un gruppo dlverso da G le due curve C, C" (e cosi C, C') 

hanno una stessa mohiphcit2 b e net punti di G la curva C:r avr2b sere- 
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pre per qud teorerna, una moltiplicit~t s + I e tutte le altre s. Ma la 

moltiplicit~ s + I non potr~ essere in I, n~ in 2, ahrimenti C" coin- 
ciderebbe con C o con C' (n ~ 3). La moltlplicit~t s + I sar~t (ad es.) 
in 3 ;  cio& C" avr,\ in tutti i punti le stesse mohiplicit~ di C ,  C r e 

nel punti di G ordinatamente le moltiplicit,k 

S~ S,, 3"-~ I:~ $ ~ . . .  :, S. 

Deve essere adunque i ~ 3. Viceversa, se ci6 avviene, esiste sem- 
pre la curva fondamentale C 'r (cfr. n ~ 9). Coi[o stesso ragionamento, 

avendosi una quarta curva fondamentale C I'' di ordme m si dimostra 
che deve avere in tutti gli altri punti fondamentali le stesse moltipli- 
cit,~ di C, C', 01 e nei punti di G (ad esempio) le 

S~ S~ S, S "q- I~ S~ . . .  ~ S; 

onde deve essere i ~-_ 4; e viceversa, se ci6 accade, una tal curva C" 

esiste certamente. Continuando, si conclude l'esistenza di i curve fon- 
damentali dello stesso ordme m e di i sohanto. 

Alia stessa conseguenza sl arriva nell'altro caso, cio~ quando C, 
C r abbiano nei puntt di G le moltiplicifl 

s , s +  I , s +  I , . . .  , s +  I 

s + , , s , s +  I, . .  , s +  i 

ossia (ponendo s -  , in luogo di s) le 

S~ S ~ I ~  S~ . . ~ S.  

Si ha quindi il 

TEOREMA.- Ogni gruppo di i ( >  I)  curve fondamentali ~ coordi- 

nato ad un gruppo di i punti fondamentali. Ciascuna curva del gruppo 
ha in tutti i punti del gruppo coordinato la stessa moltiplicith s, tranne 

che m un punto ore ha la moltiphcith s + I ovvero s - -  z; ed ha in- 
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vece in tL~tt, ~ pu.~tt ~I~ uTz gr@po nol, coordmato la medesima molt ,ph-  

czth ~. 1 uumeri  s, ~ sono gh  stesst pet tutte le curve del gruS.,o - -  : nel 

quale sono conipresi i teoremi dei n * 6, 7. 

Cio6, se (ad esempm) si ha 

r , - - r=-- . . . - - - r l ,>r , ,+ , - - rh+,_-- .  --'-r l,+,~ r ,.+,+ ~ r  l,.,+ ,_--.. . ~ r  b**+t. ~ .  . 

e sono b q -  z, b - k  2 ,  . .  , b - { - ,  i punti  d e l g r u p p o c o o r d i n a t o  ad 

un gruppo di curve, l e ,  curve dl questo g m p p o  avlanno ordinatamente  

le moltiplicita 

G~ q ~ . . . ~ G~ S - - I - "  I , ,  S :  , . . :~ S~ T ~  T , ,  . . . ~ E ' ~  . . . 

0., G ~ , , . ~ G~ S~ S ~ I ~ . . . ., S~ T~ "T ; . . . ~ T:~ . . . 

dovendosi  prendere per tutte i1 segao q- ovvero  per tutte il s e g n o - - - .  

Si pu6 osservare c h e ,  per iI teorema del n ~ 5 , deve essere 

> s ~ ' ~  ~ . . .  ovvero ~ ~ s ~ v ~ . . .  , secondoch& si prenda Jl 

segno q-- ovvero  il segno - - .  

I I .  N o n  viceversa ogre gruppo di punti  6 coordinato ad un grup-  

po di curve. A d e s .  iI sistema dl quartlche aventi tre puntt  doppl e 

due punti semphci fondamentah  ha le tre sole rette fondamental i  con- 

giungenti  i punti doppi che costituiscono un gruppo coordinato al 

gruppo dl questi punti, ma  11 gruppo del due puntl sempl, cl non  ha 

alcun gruppo coordinato di curve fondamentaii .  

Sarebbe interessante ricercare le condizxoni necessade e sufficienti 

per Ie quali ha  luogo la proprlet~ inversa delia precedente. Per  o ra  

ci l lmitiamo qut ad un caso parttcoIare nel quale la inversa ~ vera.  
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II. 

12. Sl abbia uu sisterna S omaloidico di curve. ]~ noto che con 

esso si pu6 costruire una trasfo.:mazione univoca fi'a due piani e che 
quindi dal sistema dato nasce un nuovo slstema omaloidico S~. 1~ no- 

to inoltre che act ogni curva fondamentale dt S corrisponde un punto 
fondamentale di S, e reciprocamente; che l'ordme & una curva fonda- 
mentale e la molnphc~t,'~ dd  punto fondamentale cornspondente sono 
eguali, e infine che la moltiphc~th di una curva fondamentale in un punto 

fondamentale & S ~ eguale alia naolt~phclt~ del punto fondamentale cor- 
rispondente per la curva fondamentale corrispondente di S, (*). Colle 

quali propriet,'t, applicando al slstema S, il teorema del n ~ Io e ritor- 

nando poi al sistema S ,  si trova facilmente che anche ogni gruppo di 

punt i  ~ coordinato ad un gruppo di curve. 

E aitora facciasi 11 ragionamento noto:  cio~ si osservi che,  es- 
sendo il namero dei punti fondamentali eauale al numero delle curve 
fondamentah, e la totalm'l delle curve dei gruppi eguale alia totalit~ 
dei punti dei gruppi, deve essere il numero delle curve isolate eguale 
al numero de~ punn isolati. Adunque, raccogliendo : - - S e  un sistema 

omaloi&co ha ~ punt i  semplici, ~,_ punt i  doppi, "~3 punt i  tr ipl i ,  . . . 

fondamentah, e inoltre ~ rette, ~ coniche, ~ cubiche . . . .  fondamentah,  

m~meri ~ sono egtmh as numert ~ presa hello stesso o altro ordme--;che  

il ncordato teorema dl C r e m o n a. 

13. Dal quale teorema J u n g  ha dedotto un teorema analogo per 
i sistemi S che hanno 11 numero dei punti fondamentali (affatto indi- 
pendenti) eguale a quello delle curve fondament~li. Le considerazioni 

che conducono a questa generalizzazione sono le seguenti. 
In primo luogo si osservi che un szstema di punti  ~, 2, 3, 4, �9 .., 

affatto indtpendenti,  soltopost~ ad una trasformazione quadratica,  di 

cui i punti fondamentali sieno t/e, I, 2, 3, dei punli stessi, d3 origine 

ad un nuovo sistema d punli  i r, 2 ~, 3 ~, 4 r . . . .  (dr cui 11 , 21 , 3 r 

sono omologhi & I ,  2 ,  3 e 4 r, . . .  , ~ corrtspomlent; d 4 . . . .  ) pu-  

(*) Cfr. i gl~ citat, M~langes svr les transformatLons g~om~trtques des figures planes. 
Rend. Cwc. Maten~.~ t. III, parte I~.--Stampato il 23 gennajo 1889. 3. 
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re affatto ind,pendenti. Giacch6, se (ad es.) un punto 41 fosse successlvo 
ad 11, ne segmrebbe che i punti 2, 3, 4 sarebbero in linea tetra, con- 
trariamente al supposto E in generale, ad ogni relazione dl posizione fra 
i punn i ' ,  2 r, 3 r , 4', - corrisponde ,pet" la trasformazione quadra- 

t ica,  una relazione dt posizione ira 1 punti I, 2, 3, 4 . . . .  (*). 
Un sistema lineare S sottoposto ad una trasfonnazione quadra- 

tica di cui i tre punti fondalnentah smno punti fondamentah di S, pto- 
durr~t adunque un nuovo sistema della stessa specie (cio6 a punti 

fondamentali pure affatto lndipendenti) St effettumo successivamente 
tall trasformaztoni quadtatiche, adoperando t t r e  puntt fondamen- 
tall di ordine massimo e continuando fino a c h e  si trova un smte- 
ma lineare S~, ~1 costdetto s,stema mimmo,  nel quale la somma 

deIle mohiphcit't del tre puntt fondamentali di ordine massimo non 
supera l ' ordine delle curve del sistema. I1 slstema S, sar~ privo di 

curve fondamentali (*"); non potrfl cio& accadere t[ caso eccezionale (***) 
che prcseati due puntt fondamentah e una retta fondamentaIe (che li 
congiunge), quando, come sempre st suppone nel seguito dei presente 

(*) Se per  u n a  curva  I" dl o rdme 7~ a~ente  m I , 2 ,  3 ,  4 ,  �9 . pun t i  t ~u r  

t2uplo, t3 uplo, t4 upto, . . es~stessero 0 w n c o h ,  cmh delle condm~om espresse  da que -  

s te  molttphctt5, fosse ro  0 c o n s e g u e n z a  deile n m a n e n t  b sa rebbe  

k @ + 3 ) +  _ t , ( t , + 0  t~ ( t~+0  
2 ~, 0 =  a Jr a ~ - ' "  ' 

mdtcando  T ll n u m e r o  d '  mfinlt2l del s l s tema ne[ quale  lP v a n a  (se y ~ d e t e r m m a t a ,  

7 = o). 
La trasformata dl 1- 6 delFord,ne 21:--t~--t,--t 3, ha in I ~ 2, 3, 47 -.. 

punt l  ( k - - t 2 - - t 3 ) a p l o ,  ( k - - t ~ - - t 3 ) u F l o  , ( k - -  t, - -  tz )up to, t4aplo , . .  e var ia  

pure  m u n a  moltxphcttfl ~V �9  se fossero  0 f ~ w n c o h  per  Ia t r a s fo rmata ,  s i  avrebbe  

( 2 t~ - -  t, - -  t ,  -- t 3 ) (2~_1~ ---  t~ - t ,  --  t3 + 3 )_b  y - -  0 ~ = 

= ( k - - t 2 - - t s ) ( k  - - t . . - - t3 -  I- I)  _~ ( k - - t ~ - - t 3 ) ( k - - t ~ - - t 3 - + -  z) 
2 2 

+ ( ~ - -  t~-- t~) #~-- t~-- & +  z) + t4 (6+ z ) + . . .  
2 2 

DaUe due relsz~oni precedent t  s egue  0 = 0L Nel caso n o s t r o  ~ s empre  0 ~ 0 t - -  o.  

(**) C a p o r a l b  I. c ,  n ~ 3. 

(***) C a p o r a l l ,  1. c ,  n ~ 4. 
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n ~ ci limitiamo ai sistemi S dotati della proprieth che la  differenza fra 
il .numero dei ptmti fondamentali e quello deUe curve fondamentali sia 
zero. Giacch~ J u n g ha dimostrato (*) che questa differenza non si 

ahera per una trasformazione cremoniana e nel detto caso eccezionale 
la nominata differenza sarebbe eguale ad I. Segue poi ,  dull' essere 
quella differenza costante e daU'essere nullo il numero delle curve s 
damentali di S,, che ~ pure nullo 11 numero dei punti fondamentali 
di S, :  ossia S, ~ costituito da tutte le curve di uno stesso ordine e.. 

Onde S (come S,) + c~ 2 ' - ;  una curva variabile del sistema ~ di ge- 

here ( / z -  i ) (F  - -  2) e due curve si segano in e2 punti variabili. 
2 

Consideriamo la trasformazione cremoniana che conduce da S, ad 
S:  e dicansi R, la rete omaloidica nel piano di S, ed R quella nel 
piano di S, date dalla detta trasformazione. Un punto fondamentale 
di R, non giace sopra una curva generica dl S, e per6 la curva cor- 
rispondente a quel punto per la trasformazione, curva fondamentale 
per R,, ~ pure fondamentale per S :  e reciprocamente ad una curva 
fondamentale dl S deve corrispondere un punto, non una curva, per- 

ch+ una tal curva sarebbe pure fondamentale per S,. Ancora: una 
curva fondamentale di R, di ordine x + segata da una curva generica 
di S, in Fx puntx variabili e quind! le corrisponde un punto fonda- 

mentale, x"p l~ per R e (E.x)"p ~~ per S:  e reciprocamente un punto 
fondanaentale di S deve avere per corrispondente una curva, fonda- 

mentale per R,, e per6 ecc. Dunque z punti e le curve fondamentali 
dt R sono tuttz e sol1 ~ puntt e le curve fondamentali dt S ,  ecceno cbe 
la moltiplicith d~ uu punto fondameJztale per S ~ [~."Pt' dz quella dello 
stesso punto per R. 

Le propriet5 del sistema R, dette nel n ~ 12, si trasportano quindi 

immediatamente a[ sistema S; cio+, per u~z ststema hnearc (a punti fon- 
damentali affatto independent 0 , pd quale il numero de~ punti fonda- 
mentali ~ eguale a quello ddle curve fondamentali, anche ogni gruppo 
dz punti ~ coordmato ad un gruppo dt curve; e quindl: se un tal 

(*) Ricerche sui szstemz lmeari dt curve algeb~che d~ genere qualunque (.4nnali 
di Matematzoa p.ura e,t apphcata, sene  II ,  t o m o  XV) ,  n ~ ~o. 
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sislema ba oq pzmti Fph, ~,_ punl~ (2 I~'.) upq , ~3 P unti (3 F) "pi', . . .  fon- 
damentalt e inoltre ~,~ re#c, ~,_ com~be, ~% cubmbe, . . ,  fondamentali, 
i humeri o~ sono egual,, a~ m~mer* ~ p~es~ hello stesso o altro ordme (*). 

14. .Nel numero precedente abbiamo appticata la propriet.~, do- 
vuta a J u n g, c h e l a  d~fferenza fi'a a! numero dez punt, fi, ndamentali e 
quello delle curve fondamentah dt u~* sts/ema hneare S k costante per una 
trasformazione quadrattca (epperb per ulm successtone dt esse, c~o'e per 
una trasformazwne cremomalza). TenMneremo d presente lavoro col dare 
& questa propriet~ una dimostrazione assai semphce. S,a S il sistema 
primitivo, S, il trasformato; e dtcansi f;, s rlspetttvamente ,1 numero 
del punti fondamentah e quello detle curve fondamentah dt S. il trian- 
golo fondamentale (nel pmno dt S )de l l a  tcasformaz,one quadratica 
coil cui si passa da S ad S,, contenga z verttd e / lati pure fon- 
damentali per S (potendo avere cmscuno dei numen ,, / uno dei va- 
lori o, 1, 2, 3). I limanenti f e -  ~ puntt fondamentali di S produr- 
ranno altcettanti puntt fondamentah dt S, e t e  rimmenti f~ ~ l  curve 
fondamentah di S, altrettante d, S .  Inoltre S, conterra altri 3 ~ ] punt, 
fondamentah corrispondenti alle rette non fondamentali per S del det- 
to tnangolo (perch6 queste rette sono segate in punti var~abih da una 
curva generica d, S) e altre 3 ~ a rette fondamentah corrispondenti 
ai punti non fiaildamentall per S del tnangolo stesso (perch+ questi 
punti non eslstono sopra una curva genetica di S) :  e mamfestamente 
null'altro. Dunque S, possiede fp ~ i + 3 ~ l  punti fondamentali ed 

f,  ~ / "  + 3 -  i curve ~ondamentah e la dlfferenza d, questi due nu- 
meri + f # - - f ~ ,  c. D. 

Tredozlo, ottobre I888. 

AGGIUNTa..---I1 teorema del n ~ IO mostra che ogni gruppo di i 
curve fondamentah 6 coordmato ad un gruppo dt z punti fondamentah 
e a d  uno solo. 

Si aggiunga che non possono dtte gruppi d~ curve fondamentalt es- 

(*) J u n g ,  1. c., n ~ ~2. 
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sere coordinati al medesimo gruppo di punti. In vero, ritenendo l'esempio 

del detto n ~ IO, abbiasi un'ahra curva fondamentale d'ordine m' (> m) 

avente nei punti 

h +  I, h + 2 ,  . . .  , b + i  

ordinatamente moltiplicit~ 

0' ,  0 ,  . . .  , 0.  

Questa curva sega la prima curva del gruppo ivi considerato in 

0' (s __+ i)  + (i - -  0 s 0 + X = m m '  

punti, se si indica con X il numero totale delle intersezioni raccohe 
nei punti fondamentali dtversi dat punti (A);  e parimenti sega ogni 
ahra curva dello stesso gruppo in 

Ors -+ O(s'4- I) + ( i - -  2)s0 + X ' - -  mm' 

punti. Sottraendo una relazione dalt'ahra, risuha 

O r - - 0 ;  

il che dimostra che la curva- fondamentale d' ordine m r considerata 
non appartiene ad un gruppo coordinato al gruppo (A) ,  giacch~ in 
tal ca, o doveva essere 0 t~- - -0- I - i .  

Pavia, 30 dlcembre i888. 

E. B E R T I N I .  


