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RISOLUZIONE DEL PROBLEMA:

RIPORTARE I PUNTI DI UNA SUPERFICIE SOPRA UN PIANO
IN MODO eHE LE LINEE GEODETICHE

VENGANO RAPPRESENTATE DA LINEE BETTE

DEL PRO..'. E. BELTRA~II.

I.

Nella maggior parte delle ricerche che sono state fin qui istituitc dai geomclri

intorno alla teoria delle carte geografiche , si sono prese le mosse 0 dal principio
della conservazione degli angoli (cioe della similitudine fra Ie figure infinitesime),
° da quello delhi conservazi,onc dei rapporti d' area.

Benche questi due principii sieno da riguardarsi come i pill semplici ed i piu
importanti , puo darsi tuuavia il caso che se ne debba prescindere , per adottarne
qualche altro pill rispondente al fine speciale della carla che si vuol costruire.

Cosi, se la carla dovesse principalmente servire alia misura delle distanze, con­

verrebbe escludere quelle projezioni per Ie quali Ie curve di minima dis Lanza sulla

superfieie terrestre venissero ad essere rapprcsentate cia linee troppo sensibilmenie

diverse dalla retta. Fra quclle considerate fin qui, la sola projezionc centrale nella
sfera ha la proprieta di trasformare in linee rette Ie curve summcnzionutej e LAGRANG~;

riguarda a ragione questa proprieta come un pregio speciale di essa (*).

Siccome, fra Ie proprieta di cui puo essere dotata una carta , (luella di pI'£'­
starsi alia facile misura delle distanze 110n C certamcnLe la meno utile , cosi io aveva
pensato ehe la risoluzione generals del problema formulate nel titolo di questa scriuo

potrebbe essere di qualche giovamento. OILre 13 sua applicnzione alia lcoria delle
carle geografiche, essa mi sembrava promettere un nuovo metodo eli calcolo geode­
tico, nel quale tulle Ie quistioni relative a triangnli Iormati cia linee geodelicltc

sopra una superficie sarehbero ridotlc a semplici quistioni di ll'igonomelt'ia piana,

(,*) Nelle Me~llJrie di Berlino per l'auuo 1779.

Tom. VII. N. 4.
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Ma I'invesligazione da me istituita in proposito mi ha condotto a riconoscere

che il deuo problema non ammelle una risoluzione generale, e che il caso della
projezione centrale nella sfera e sostanzialrnento il solo nel quale sia realizzabile 13
eondizione prescriuu.

La singolarita di questo risultato mi sernbro atta a giustificare la pubblicazione

delle mie ricerche su questo soggeuo, quantunqne ne risulti dimostrata I' impossibi­

lit:1 di raggiungere pienamente 10 scopo pel quale esse vennero iniziate.

II,

Sieno x, y le coordinate rettilinee dei punti del piano, non irnporta se reuan­
golari od oblique; X, Y le coordinate curvilinee dci punti corrispondenti della su­

perflcie. SliPPOSlO che sin possibile soddisfare aile condizioni del problema, lc x, y
snranno legale aile X, Y da due relazioni

x = u (X, Y), y = v (X, Y) ,

Ia natura delle qU31i dovra esser laic che ad una rella qualunque del plano

ax + by + c = 0,

corrisponda sulla superficie una linea geodetica. Ora I' equazione in coordinate cur­
vilinee della curva corrispondente a questa reua t~ evidentemente

au. (X, Y) + bv (X, Y) -1- c= 0 ;

bisognera dunque che quest' cquazione rappresenti una linea geodetica, OVVCI'O che,

riguardando Ie a, b, c come costanti arbitrarie, essa rapprescnti I' integrale completo

dell' equazionc delle linec geodeliche.
Ma nulla impedisce di riguardare come coordinate cmvilinee, della superficie Ie

sresse funzioni It (X, Y) , v (X, Y), anziche le X, Y. Qllindi e chiaro che il nostro
problema si riduce a tl'OV31'e come e quando sia possibile intcgrare l'equazione delle

liuce geodctiche pel' mezzo della relazione lineare

au + bv + c = 0 ,

0, cio che torna allo stcsso, come e quando I' equazione difTcrcnziale delle linee gco­

dc~ichc sia riducibilc alia forma

(1)
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Trovato Ie superficie e Ie variabili per Ie quali cio abbia luogo, bastera porre

x= u,

od anche

x = au + bv + c,

od anche pill In generale

au+ bv + c
x=

a"u + b"v-r c" '

y=v,

Y= a'u + b'v + c',

a'u + b'v + c'
Y - - - - - ·- ·

- al/u'+ b"v + c''

Queste ulLime formole corrispondono ad una trasforrnazione omografica della figura
rappresentata dalle formole x = u, Y = v.

III.

Per trovare Ie condizioni sotto Ie quali l'equazione differenziale delle linee geo­
detiche e riducibile alia forma ('1), rammentiamo che, rappresentando al solito con

ds"= Edu~+ 2Fdudv + Gdv"

il quadrate dell' elemento lineare della superficie, la suddella equazione difTerenzialc
e la seguente:

0= (EG - F") (du d"v - dv d2u)

{(
ClF I aE) sc I iJG l+ (Edu + Fdv) '-- - - du"+ - dudv + - - dv"
(lU ~ (IV i)U ~ :lv

(F G f()F I 3G) 2 llE I 1lE 2\ (ill- du + dv) - - - - dv + -dv du+ - -du ).
(IV ~ 3u ilv 2 ilU

Dovendosi annullare i coefficienti di du3, du"dv, dude", dv3 si avranno queste qual-

(0) Ve~gasi per es. l'articolo XXI delle mie Ricerche di .tnalis! appllcato ul/rl Geometria nel Gill,·
nale di Napoli, tom. III.
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t ro condizioni:

(2)

(3)

(4)

(5)

ANNALI DI MATEMATICA

()E (()F ()G) ()G ()GG-+F -_1.- -F--1.E-=O
()V ilV 2 ()U ()u 2 ()V '

G(()F _ 1. ()G) __ 1. F()G = O.
\()V 2 ()u 2 ()V

II nostro problema dipende adunque dalla inlegrazione simultanea di queste
equazioni, e poiche il 101'0 numero e maggiore di qucllo delle funzioni da determi­
nare, si puo gia prevedere l'Impossibilita di risolverlo generalmente.

IV.

La (2) e la (5) Sl possono metlere sotto la forma

() (F) ()VE
()u VE =~ ,

c quindi esprimono che i due binomii

~(~)_() VG
i)V VG -- ()U

(6)
Edu + Fdv

VE
Fdu + Gdv

VG
devono essere differenziali esatti a due variabili.

E bene osservare che qucste due equazioni non impongono alia superficie ve­
runa condizione speciale, Infatti, annullandosi per esse i coefficienti di du 3 e dv3

l1eIl' equazione differenzialc delle linee gcodetiche, I' cquazione stessa e soddisfaLla
tanto per du = 0, quanto per dv = 0, il che signifies semplicemente die Ie linee
coordinate u = cost., v = cost. devono cssere geodetiehe. Cio si deduce anche dane
note espressioni delle curvature geodetiche relati ve alle linee u = eost., v = cost., le quali
sono annullate dalle (2) (5) (come si puo vedere nelle citate Ricerche, eq. (60)).
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V.

( E
· , dE I ()G

Consideriamo OJ'a Ie (4) 5). liminando - fra a (2) e Ia (3), e - fra la (5)
()v (\u

e la (4), si oUengono Ie due cquazioni:

E ()G _ ~ GaE _ 2F aF + 3F
2

()E = 0,
()U (\u au 2E ()u

G(\E _1 E()G _2F()F + 3F
2()G

= 0,
av 2 ()v . av 2G ()v

che hanno il vantaggio di contenere Ie derivate relative ad una sola variabile.

L' eliminazione effelluala e sempre possibile. Infaui quand' anche, per una de-

old II . hili I d deri aE ()G f 1 '"lermmala see ta e e vana 1 I, e ue errvate -, - ossero nul e, cesserebbero d es-
o ()v au

sere tali surrogando aIle u, v le nuove variabili au + b» + c, a'u + bJv+ c', sur­
rogazione che non altera punto Ie condizioni del problema,

Si pub verificare facilmente che le due precedenti equazioni sono riducibiIi alia
forma

() (EG - F2)- =0
()u EVE '

~(EG - F
2

) = 0
()v GVG '

laonde se indichiarno con U, V due funzioni da deterrninarsi, la prima della sola tt,

la seconda della sola v, possiamo porre

(7) EG - F
2

_ U3
GVG - -

Bisogna ora vedere se sia possibile determinate Ie U, V in modo ehe i due bi­
nomii (6) diventino diflcrenziali esaui.

VI.

Inlroducendo una funzione incognita di u e di v, che direrno A, possiamo sod­
disfare aile (7) ponendo

{9) r VE=AU, F = AP.UV , {G =AV ,.
t

dove si e Iatto per brevita

(9-)
1:

fL = VA (A - UV),
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I due binomii (6) diverranno

o pili semplicemente

ponendo

(t 0)

Wdu + p.Vdv, p.Udu -I- AVdv .

dvl = Vdv,

ed immaginando sostituite Ie U I , VI aile u, V tanto nelle funaioni A, p. quanto
nelle U,V.

Le condizioni per l'integrabilita dei due ultimi binomii sono

Se ne deduce

() (A + p.) :> (A + fl)
---'----'- = 0,

e quindi integrando

:l (A - p.) +:l (A - fl) = 0,
aUt aV t

dove tp, Iji sono caratteristiche di funzioni arhitrarie,

Ponendo finalmente

(11)
si ha

(12) A = tp (a) + Iji (~) ,

VII,

Restano ora a determinate Ie <p, Iji, U, V m modo che risulti soddisfaua la (9),
ossia la

AUV = j.'"- p.'" ,

eioe, per Ie (t2) ,
(<p + ~) UV = 4<p~.
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Pel' tal 110PO poniamo

(13)
1

1jJ=­'1'
Laiche la precedente equazionc diventera

(14)
4

eJ> (ex) + 1f (~) =--= UV'

log (<1> + \f) = log 4 - log U - log V.

O U . I' . di ex + ~ra e funZIOIIC {I ttl OSSIa I -2-'

(Juindi il secondo membro e della forma

di IX - ~.V e funzionc eli VI ossia
2

f (C/. + ~) + F (a - p)
eppero soddisfa all' equazione

alia quale dove quindi soddisfare anche il prime mernhro. Si ottiene cosi

d2

<1> (d<1»' d2 \f' (d'1') 2

(<1> + If) - - - = (<1> + If) -.-2 - -

da' da dj5 tI~

ossra

(15)

ponendo
d 2 <1> 'd<1»2

<1>-.2 - 1- = A (a),
da \tla

\y ~2\f' _ (d\f')'= B (P. ,
dW ,Ill' 1-')

Finalmeute rlerivando In ('15) due volte di seguito prima rispello ad ex, poi rr­

speuo a ~, si lIa

(16)

Se nessuna delle quauro quantita che cnlrano in quest' equazione I~ nulla, e
chiaro che I'mdipendenza delle variabili <7. e ~ richiede necessariamente che sia

(1. 7)
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dove r e una costante reale od immaginaria della forma r'i, ma sempre differenle
da zero,

Se invece qualcuna eli quelle quantita e nulla si dovra porre

(1. 7')

quando nessuna delle derivate prime e nulla; oppure

(17") '¥ = cost.

quando una delle derivate prime, per es. quella di '¥, e nulla.
Se Iossero costanti ambedue Ie funzioni <P, '¥, 13 supcrficie risulierebbe svilup­

pabile. Noi lion ci occuperemo punto di questa caso, per se stesso evidente.

VIII.

Consideriamo dapprima Ie (17) dalle quali si deduce

<t> (a) = Ao+ A1er ", + A2 e- r ,x,

donde
A (a) = r" { Ao (A,e""'+ A..e-r

", ) + 4A,A.. ~ ,

B (~) = r" { s, (B,er,s+ B..e-r,s) + 4B1B.. ~ ,

valori che riducono l'equazione (15) alia seguente .

Essendo r diverse da zero bisogna dunque porre

condizioni alle quali si pub soddisfare cambiando Ie costanti e ponendo

Ao=--Bo= - 2h ,

B,=k'A,
nel qual modo SI avra :

Ai= A,

B..=kA,

A:= kk'A,

(1. 8)

1> = A (er",+ kk'e-r",) - 2h,

'Y = A (k'e",s+ ke-r,s) + 2h.

Cosi tuue Ie condizioni irnposte dal problema alle funzioni w, '¥ sono soddisfaue.
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IX.

Bisogna ora determinare Ie U, V.
Per tal uopo osserviarno che si ha

e riponcndo Ie variabili U ll VI in luogo delle ex, ~ mediante Ie (11)

Confrontando quest' equazione colla (14) si vede doversi pone

193

(19)

purche si faccia A = mm'.
Si avra poscia, pel' Ie (13),

1
q> (ex:) = mIn' (er", + kk'e:-':l'«)~ 2h '

(20)
1

~ (~) = mm'Tllerp+ ke":"'1')+"2h '

e finalmenle dalle (8):

x.

Prima di dedurre dai risultati precedenli la forma finale delle E, F, G espresse

per u, V, osserviamo che dallc (21) si deduce:

ds2 = (ep +~) ~tp(Udu + VdvV+ ~ (Udu - VdV)2},

OSSIa, per Ie (10), (11)

(22)

Questo risultato c'insegna che Ie ex, (3 sono coordinate isolerme della superflcie,
e che la forma dell' elemento lineare ad esse corrispondenle e una di quelle che
danno luogo all' inlegrazione completa del problema delle liner gcodet.iche, come di­
mostrarono i Sig. LIOUVILLE e BRIDSCR"

Tom. VII. N. .{. 25
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Ma I' equazione (22) e susceuibile di una ulteriore trasformazione. Inlaui il suo

secondo mernbro puo riguardarsi come il prodotto eli due sommc di quadrati e pub
quindi, colla nota rcgola, esser messo souo la forma di una somma di due quadrati,

nel modo seguenle:

Quindi se si pone
(21) q;d" - ~d~ = dt ,

81 hanno Ie due espressioni

(22)

Ie quali insegnano che le linee geodeliche U 1 = cost., VI = cost. hanno per trajel­
torie ortogonali le Iinee t = cost., r = cost. rispettivamente.

XI.

Veniamo ora alia detcrminazione delle E, F, G, in funzione delle u, v.
Dalle (10) si ha :

U= J~"
quindi, vistc le (19),

U= ;:. (emI_ ke- r u I
) ,

ommettendo pel' semplicita Ie costanti .d' integrazione, che si possono riguardare come

implicite in U,V.

Dai valori precedenti si deduce

ru k -ru 2 Vr
2u 2 + km

2

e'+e '= ,, m

talche Ie espressioni di V, V in u, v, sono

1.V= ,
Vr%u2+ km2

Inoltre ponendo
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51 trova facilmenle

k' rj3 k -1'13 2 (W - r
2uv

e + e =------,
mm'

195

e quindi (20)
1

2ep = W + (r2uv _ h) ,
120/ - =~---,--;;-----:-

- W - (r2 uv - h) ,

Finalmente, cambiando km", k'm,2 in k, k', cio che e lecito ora che le costanti
k, m non compajono pill separate, e ponendo quindi

Sl trovano valori seguenLi

r
2v2 + k'

E = [WZ_ (r2uv _ h)2]2 ,

(24)
r

2u2+ k
G = [W2_ (r2 uv _ h)2y ,

EG - F
2
= [W2 _ (r~~v _ hn3'

XII.

DaIle cose delle alia fine dell' art II. risulta che aile variabili u, v soddisfa­
centi al problema possono essere surrogate alu-e variabili legale linearmente ad esse,
senza che le condizioni del problema vengano mutate, Poiche dunque Ie formole (24)
danno una soluzione del problema, bisogna che in particolare ogni sostituzione della

forma it =au'+ bv', v = a'tt'+ b'v'

lasci inalterata la composizione di quelie formole,
Verit1chiamo questa proprieta.
Rappresentando con
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la nueva espressione dell' elemento lineare, si 113

F'= Eab + F (ab'+ a'b) + Ga'b',

G'= Eb'+ 2Fbb'+ Gb".

Quindi ponendo pel' hrevita

k'a'+ 2haa' + ka l2
,

- . (ab' _ a'b)' = K ,

~'ab + It (l1b l + a'b) + ka'b' = H
(ab'- alb)2 ,

k'b
2 + 2hbb' + kb,2

(ab' - a'bV = K,
51 trova :

I (ab'- a'b)' (r!v'2+K')
E = lW 2

- (l,'uv-h)T '

F'- _ (al/ - albr' (r 2 u'v' -- H)
- LW2

- (r2uv _h)2J2 '

, (ab' - a'b)2 (r2u12 + K)
G = [W2_ (r'"uv _ h)2J'" .

Ma e nolo ehe si ha

E'G'- F'2= (a'b- ab')2 (EG - F2) ,
quindi, ponendo

si ha
eppero :

1. r2v'2+ K'
E' = (ab'- a'b)2 [W'2_ (r2 u'v' - H)2]'" ,

-1 r2u'v'-H

F'= (ab'- alb)2[W"- (r2u/2 + H)2]2

1. r2u'2_ K
G'= (ab'- a'b)! [W,2_ (r2 u'v'- H)2]'"
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Ora cgli e evidcnte che qucste espressioui hanno la stessa COI'ma delle (21~) e

ne diffcriscono sohanto in ci6 chc aile costauti 1'\ li, k, k' si trovano sostituite le

dove
2

fL = (ab'- a'b)3.

Dunque la proprieta in discorso e realmente veriflcata,

XIII.

Disponiamo delle costanti a, b, a', b' lalmente da rendere

H = 0, K =K',

cio chc c sempre possibile, ed in molti modi, quando non si escludano valori im­

maginarii di quei cocfficienti,
Osservando che in tal caso si ha

Sl trova
, r2v"+ K

E = fLaK2 (r'u" + r2v'2 + K) ,

, r'u" + K
G= 3K 2'2 2' K'p. 2 (r u + 7' v 2 + )

Poniamo finalmente, per maggiore semplicita

e scriviamo u, v In luogo di u', v': avremo

(25)
_ R 2 uv

F = (u2+ v2+ a2)2'
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XIV.

Abbiamo per tal modo determinate la forma dell' elemento lineare della super­
Iicie, vale a dire indi viduata una classe di suporficie, tutte applicabili I' una sull'al­
tra e tutte soddisfacenti al problema proposto

Per formarsi un' idea della natura comune di tulle queste superficie hisogna
dunque fare appello aile proprieta assolute, prima delle "quali e la misura della cur­

vatura, data dalla formola:

<;....

ovvero, nel caso nostro, visla la (3),

1. 1. ~ (*-~~)
R1R2 = - 2 'lEG --F" ilU 'lEG - F2 •

Ponendo per un memento

51 trova

(';If)

clonde
3G FllE
3ft - E;V 2a ~Ll

VEG- F2 = - v2+ a2~u ;

quindi
1. 1. Ll3 i)2 Ll 1.

R
1
R2= R2 v2 + a2~u2 = R2 .

Dunque le nostre superficie sono quelle 'di curvature costante. In particolare ,

se R e quantita reale, Ie formole (25) competono a tulle le superficie applicabili

sulla sfera di raggio R.

(*) Veggasi per. es, l'art, XXIV delle citate mie Bicerche,
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E noto che Ie espresstom finite in 'll, v delle coordinate ordinarie X, Y, Z rela­
tive aile superflcie di curvatura costante non sono ancora state determinate in ge­

ncrale. Quelle relative alia superficie sferica tiro sono Ie seguenti:

R'll
x= 7- + V'll2 +v 2 + a2 '

Rv
y == ~ + ./ 2 2 2 '

V'll +v+a

Ra
Z = "/ + V'll2 + v2 -+- ai •

donde eliminando tz, v, Sl trae :

(X - oY+ (Y _~)2+ (Z _ )')2= R2
,

0:, ~,)' esscndo costanti arbitrarie. Infaui Ie precedenti espressioni danno:

R 2 { (v
2 + a 2

) d'll2 _ 2uvdwlv + (u
2 + a2

) dv 2 ~
-

('ll
2+ v2+ a2

) 2

donde si deducono per E, F, G i valori precedenti.
Le u, v hanno un significato geometrico scmplicissimo.

Inlatti trasportiamo il centro della sfera nel punto di coordinate X=O, Y=O, Z::=-a,
talche si avra

(26)
Rv

y = V'll2-+- v2 + ai '

Ra
Z = .. - a

• / 2 2 •
, V'll + V + a2

II raggio passante pel punto (X, Y, Z) e rappresentato dalle equazioni :
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eppero le coordinate del suo punto rl'incontro col piano XV sono

aX
):
~=Z+a'

aY
'I) - Z+a'"

ossia pCI' le (26),
~= U, 'I)=V,

Dunque Ie variabili u, v lion sono altro che Ie coordinate reuangole della pro­
jezionc centrale di quella sfcra sulla quale tuue le noslre superficie sono applica­

hili, e questa projezionc, insiemc colle sue trasformazioui omograflche , costituisce

I' unica soluzione del problema, almena finche si cousidcrano Ie equazioni (17) dallc

quali siamo partiti.
Vcdrcmo ora che anche lc equazioni (17') e (17") conducono aile medesime con­

clusioni, l\Ia per abbreviate il discorso ci contentcrerno di dirnosu-are che ancli'esse

corrispondono a superlicie di curvatura cosiante , souza punto risalire aile espressioni

di E, F, G PCI' tt, v, che ognuuo potra Iacilmeutc ouenere procedendo in modo ana­
logo a quello che si e usato 01' ora, o che si possouo agevolmente ridurre alia me­

dcsima forma (26.)

XVI.

Incominciamo dalle (17'), Esse danno

eppero la (15) diventa .

2 (A2 + B2 ) (Ala + A2 o:
2

- BI~ - B2W) = 2 (Ao + Bo) (A 2 - B2 ) - A: + B:.

Porrerno quindi

A2 + B2 = 0,

Quesl' ultima relazione, ill forzu della precedente, PUC) scriversi

4 AoA~- A: = 4 BoB2 - B:.

Se fosse .'12 = B2 = 0, si avrebbe quindi

o piu semplicemente

(27) <I> = 2 Aa, 1J! = -+- 2 A~ ,

poiche in forza delle (10) (11) si puo aile el, (3 aggiungere una costante.
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Se invece A2 e B2 non sono nulli, si soddisfara alle condizioni trovate ponendo

o piu semplicemente

(2'7')

fO) Nel caso delle formole (27) si ha dalle (13)

1
tJi=-+-­

2A{3

1 (da: d~)erda: =t= tJid0 = - - -- .
2A a: {3

Scrivendo dunque indifferenternente t per 't" (ved. Ie eq. (21)) si ha

1. a:
t = 2A log~

donde U I sen hAt = VI cos hAt.

Quando SI prcnde il scgno superiore si ha

ct. "---= U I (1 + tghAt) , {3 = U I (1 - tghAt) ,

.r. = (COS hAt)lI
1Jl'j' 2Au '

1

eppero

d 2 _ d 2 (COS hAt):I(d I )2s - t + A og U I •

Prendendo invece il segno inferiore cd esprimendo ct., (3 per v I si trova

:I (sen hAt)lIds2= dt + A ' (d log V I)2.

Ora, quando I' elemento lineare di una superficie ha la forma

du2+ Gdv\

la misura della curvatura e espressa da

Tom. VII. N. 4. 26
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Dunque Ie due forme precedenti convengono entrambe ad una superficie di curva­
lura costante = - A2

• Nella prima A dey' esscre reale, rna nella seconda puo es­
sere immaginario della" forma iN. In questa secondo caso la superficie e applicabile

sulla sfera di raggio 1,·
2°) Adottando Ie formole (27') si ha

i

quindi

ossia

donde

vx= Vu: + 2cu1col hAct + c\

0:: = u 1+ v'u; + 2cu 1cot hAct + c",

(3 = u l - v'u~ + 2cu 1 cot hAct + c".

Sostituendo questi valori in ep e 'Ji si lrova
4 __ sen h

2Act

tf'Ji - A2C2U~'
l

e quindi scrivendo A in luogo di Ac,

Questa forma dell' elemento Iineare corrisponde di nuovo ad una superficie di

curvatura costante = _A
2

•

XVII.

Consideriamo finalmente la soluzione data dalla (17 11
) . Essarientra in quella che

abbiamo dedotta dalla (17). Infatti chiamiamo 2h if valore costante di 'Y: sostituen­

dolo nella (15) lrovercmo

(<I> + 2h) <1>" (0::) - <1>' (0::)2= 0,

donde



PURA ED APPLICATA. 203
essendo A, r costanti arhitrarie. Ora questi valori di <I>, 1f si possono dedurre dai

valori (1.8) ponendo k = k' = O. Non c dunque necessario sviluppare ulteriormente

questo caso.

XVIII.

Daile cose esposle emerge pienamente dimostrato il seguente teorema :
Le sole superficie susceuibili di essere rappresentate sopra un piano in modo

ehe ad ogni punta corrisponda un punto e ad ogni linea geodetica una linea retta
sono quelle la cui curuatura e douunque costante (positiva, negativa 0 nulla).
Quando questa curuatura costante e nulla, la legge di corrispondenza non di((e­
risce dall' ordinaria omogmfia (*), Quando non e nulla, questa legge eriducibile
alia projezione centrale nella s(em ed alle sue tras(ormazioni omografiche.

Siccome Ira tuue Ie superficie eli curvatura costante, la sola che possa ricevere
applicazioni nella teoria delle carte geografiche e nella geodesia e prohabilmente la
superficie sferica, cosi dal punto di vista di queste applicazioni viene in tal modo
ad essere confermato quello che si asseri in principio, cioe che la sola soluzione, del
problema e Iornita in sostanza dalla projezione centrale,

A rimuovere tuLlavia ogni equivoco circa I' estensione cd il significate del pre­
cedenle teorema sono necessarie due osservazioni.

Primieramente si deve rarnmentare che gli elementi primitivi della corrispondenza
considerata sono i punti, cosi della superficie come del piano. Se si volessero uni­
camente far corrispondere Ie rctle del piano aIle linee geodeliche della superficie la
quistione divenlerebbe assolutamenle diversa e non imporrebbe eondizione alcuna
alla natura della superficie. Infalli rappresentando can

f(u, v, a, b) = 0

I' equazione integrale delle linee geodeliche sulla superficie considerata, e con

Y =Ax+ B

quella di una rella del piano, basterebbe stabilire due relazioni fra Ie A, B, a, b, con
che ad ogni geodetica corrisponderebbe una retla e viceversa. Ma e chiaro che in
questo modo ad un punto della superficie, considerate come inlers~zione delle geo­
detiche uscenti da esso, corrisponderehbe sul piano l' inviluppo delle rette corrispon-

(") Cioe distendendo la superficie sopra un piano, si ottiene una figura omografica colla rappre­
sentazioue.
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denti. E soltanto ne! caso in cui si prescrivesse che quest' inviluppo dovesse ridursi
a un punto, si ricadrebbe sulla quistione trauata prccedeutemente , e quindi sulle
limitazioni ad cssa inerenti.

La seeonda avvertenza e relativa alia generalizzazione di cui c susccttibile I'enun­
ciato' del nostro problema, vale a dire: riportare i punti di una superficie so­
pra un' altra superiicie in modo ehe alle linee geodetiche della prima eorrispondano
linee geodetiehe della secotula. La soluzione di questo problema piu generale non
c punto deducibile da quella del caso gia considerato, come 10 e per es. quando la
proprieta caraueristica della corrispondenza e la similitudine delle parti infinitesime
o la conservazione dei rapporti d' area. La sola cstensione che si puo dare legit­
timamente al nostro teorema e questa: Affinehe i punti di una superficie possano
essere riportati sopra una superficie di curuatura eostante, in modo ehe le linee
geodetiche di quella sieno rappresentate da linee geodetiche di questa, e neeessario
e suffleiente ehe anehe la prima superfieie abbia la curvatura eostante.

Pisa 31 Maggio 1866.
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