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De transformatione integralium Abeliauortim primi
ordinis commentalio.

(Anctore Fried, Jul. Richelot, prof. in Acadimia Alberlina Region.)
(Cont. diss. No. 21.)

C a p u t s e c u n d u m .
De compuiatioiie iiilegralium Abelianorum primi ordinis.

XI.
Qnomodo integralia proposita indefinila et defiuita per traosformationes repctitas deteriuioeotar«

J. ransformationes in prioribus capitibus ex yero ipsarum f nte derivatae,
et in arlitmlo praecedente directe demonstratae facilem algorithmum com-
putationis integralium Abelianorum primi ordinis et defioitorum et iudefi-
nitorum suppeditant. Id quod, quomodo fiat? hie exponendum est.

Dum iotegralia defhiita, quippe quorum argumenta iuter limites 0
et l contmebantur, semper ad similia singula reduci vidimus, integralium
indefinitorum singulum quodque ab 0 usque ad z integratum ad bina re-
venit5 quorum argumentum alterum ab 0, alterum vero ab alio limite pro«
ficiscitur, et adeo in secunda transformatione non in primo, sed in quinto
integralis novi intervallo continetur. Ut igitur integralia indefinita, aeque
ac definita ad transformationem symmetricam reducamus, ante omnia se-
cundum integrale per Monoam transformationem fundamentalem ita trans*
formandum erit, ut ipsius argumentum in intervallo 0....1, simul cum
argumento dato z, ab 0 progrediatur.

Quem ad finem in prima transformatione ex art. IX« revocemus
thi'orema priu», quod hao aequat. integral! (23.) exhibetur:

ι Γ* ^^J?il̂ f — fYi ^J^^L _ fy* (*'- 'y*)*r*
*' J0 ν(Δζ) ~~Jo VWy*) Ji V(A'/a) *

ubi moduli et fornuilae eodem ioco leguntur. Argumentum y2 > argu-
mento z ab 0 crescente, ab unitate in primo intervallo decrescit, quam
ob cau^am integrale secundum per primam transformationem fundamenta-
lem classis (B.) transformare velimus. Ponamus igitur:
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286 22. Richelot, de transformatione integral. Abdian. primi ord. commentatio·

qua formula introducta, erit, (vid. commentationis allatae art. HL)
* fy

Λ
(a'~ ff') — (a* k'*— ')

Ut igitur argumentum χ ex argumento z directe inveniamus, formulam
antecedentem in formulam transformationis :

!_(!+*;*;)
introducamus; imde fit:

Λ_ -- (Λ. "' " /f_

Ut vero totam transformationem uno in conspectu videamus^ bis denota-
tionibus uti placet. Sit:

z = sin2

λ»/,

Demde ponamus:
n ak* — β

unde sequuntur quatuor hae aequatione» inter quantitates P et Q:
i P, —Q, = P2limi9 P* —Q2 = P,L,M19

'
quae docent, quantitates P2 et Q2 eodem modo compositas esse ex quan·
titatibus Po Qj , c, /, w, ac quantitates ΡΑ et (?Α ex qua titatibus P2 ,
Q2, £, M.

Deinde ponamus:
a/_F ^-0' a'~ / -P' «'*'*-? -G<-<*>— *u P— V t f λ; ̂ ; ~ * · » λ>; — v*>

unde prorsus similes rationes inter novas quantitates P\ , Q\ > Ρ'η> Q'9
oriiiotur, ac antea, nimirum hae:
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22. Richelott de tramformationc integral. Abelian. primi ord, commentatio. 287

^ ^His denotationibus adhibitis, ex aequationibus (l·) et (2.) baue uanciscimur:
g χ — Qt sioa

(P; — Q;sm3

Modul! novi per has aequationes determinantur , quae ex formula (23.)
mutatis mutandis sequuntur:

9.

— c\ c — lm

/» /i — c\Sc + Im\fc — LM
1 Vl + cAc — ZmAa + tar

7 ex coefficientibus P, Q, determioantur ope

w)

Coefficientes vero novi P7,
formularum :

10.

Qtiarum priores ex formulis (24.) art. IX. mutatis mutandis sponte pro-
deunt, et posteriores ita eruuntur· Habemus ex aequationibus (7.)

P _ ft-o; σ _ p\c'*-o\a /i^; 5 % 2 \i\m\ *
unde nanciscimur, valoribus ipsorum P\ et ()*x (formul. 10.) substitutis;

l (P,c—O x )
11.

<?',= 2c

37«
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288 22. Richelot, de transformatione integral Abelian. primi ord. commentatio.

flic valoribus ipsorum Po QL9 ex formul. (β.) introductis, erit:

lam vero habemus ex aequat. (5.)
L M — cx

atque:

quibus aequationibus in valore ipsius L\ adhibitis, sequit r:

lam vero magis arridet quantitates P1, Q' per modulos novos exprimere.
Quo facto habemus:

13.

Sive si P et <?' per P19 Qt , cx, /', m' exprimere malimus:

Aoguli φ^, φ'2, minimo positivo valore gaudentes e numero eorum erunt,
quorum siuus dantur hac formula:

atqne inter argumenta <p', et φ^ , quae atnbo per argumentum φ expri-
muntur, baec aequatio datur:

16. tang(p; = /'.tang^,
Adnotemus adhuc, ex hac transformatione iotegralium indefinitorum du-
plicem idtegralis definiti determinatioucm oriri. Nimirum habemus, iisdera
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22. Richelot, de transformatione integral* Abclian. primi ord. cornmentatio. 269

denotationibus adhibitis, has formulas;
' π nfJ o -Jn* siua<jp)]

(Ρ/
ί^Ο\^φ}άφ __ r

-c' : lsia 3)Xl- / ' 2siD 3Xl-m / 3sin a)J y0

__
-c* si ay) (1-x* sioa

Secl etiam tertio modo integrale definitum exprimere licet. Nimirum in
transformatione generali posito^ = ^-> nanciscimur hos valores argumen-
torum φ; et (P'a:

sive:

Aequatio rero integralis fit:
(P»·- (?,sinay)<?<p

arctangnzl/f-T-^

Vq(l_c'2siu2 <p) (l— l» siua φ) (l— m/a siu3

/
2

. 1 V"[(l— c /4sinay)(l — z,'asiua<p)(i—Μ /28ΐιι*φ)Γ
Si voro numeratores ad hanc formam:

applicare velimus, ponamus necesse est:

quibus valoribus in formulis (6.), (7.), (10.), (H·), (13·) et (14.) stibsti-
tutis, hae prodibunt aequationes:

- 19. ' Si ^

20.
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290 22. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentaiio.

vet ei coefficientes R'2 et S'2 per R^St exprimere malimus:

21.

Aequationes vero integrales (8.) et (17.), brevitatis gratia posito:
Δ (<?,/, i7i) = ^[(t~tf2s

ia has afceunt:

c, l, m)

cos y sina y) Jy
Δ (c, /, m)

_ Γ? (R\ cosa y +6; sioa y) cf y _
~ ~
_ Γ
~ J 0

_ /*
J ο

/*
y ο

cos 2 sioa (jp) c?y
Δ (c, x, M)

; sioa y) ̂ y
Δ (c', /', m') ~y ο Δ (c'f i/, M')

Denotationes nostrae iam ita praeparatae sunt, ut transformatio per
eundem algorithmum continuata facil me hie proponi possit. Utrunnqne
integrale indefiaitum, ad quod in aequat. (8.) vel (Ji2.) per primam trans-
formationem derecti sumus, in duo nova integralia eadem rationo discer-
pitur, quorura argumenta coeificientes et inoduli per easdem litteras, du*
plici virguia supra adiecta^ designantur.

Primura igitur integrale tertnini secund! aequat. (8.)

V"[(l— c" si a y) ( t
in haec duo nova transit:

/a sina y)] *

24 —
~

ubi has acquationes ponimus:
m") c/y, z", M") >
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22. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio. 291

~~"*

«· _ /t-c'\/c'-/'m'\/c'+x'M'\
ι — Vl--c'/ Vc ' - 'm ' /Vc '— i' M'/'

,/, _ /l- c'\ (c'+l'm'\ /C'—L'M'\
1 Vl+c'Ae'— l'm'J Vc'+i'M'/»

unde fluit haec rursus aequatio:
28. t

Secundum vero integrale termini secundi aequat. (8.):
r?* __ (P;— (>;sina^)c/y _ ^

/o V"[t— c/2 sin2 φ) (l— Z'3 si 3 φ) (i— m /3siaa φ)]
in has transit:

Δ (c'7, x'', M") » o Δ (c", Ζχ/, m'O *
ita ut nee ad duos novos uurmratores, nee ad alios perveniamus modulos,
sed eadem duo integralia, nonnisi limite superiori mutato, adipiseamur·
Quippe quae similitudo memorabiles eo demonstratur, ut formulae (25·)
doceant, quantitates P1^ Q") m11^ l"9 <?", z/x, na!1 eodem modo ex quan-
titatibus, P;, <?;, m1, /', c', iSm1 componi, ac P'/, Q'/, x", t!'> c", l",
m"9 es: P^, Q^, M', JL^ c7, /', m' compommtur·

Argumente vero φ'̂  et <£/'2 nova S"nt5 atque ex bis aequat. ema»
iiaut, aeque ac iu formulis (15.):

si"a y;

cos φ',
unde baec aequatio proditr

31.

_ /ι
~ \1
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32.
Δ(Ρ, i', M')

<e (P? — Q'l $\n* φ} dφ

202 22. Richelot, de tramformationt integral* ΛΜιο,η. primi orA commentatio.

Omnibus collectis hanc habemus iotegralis indefinit! transformationem:

J o Δ(<?, /, m)

5 /o l A(c', V, m1) ' r /o

/<.(!?-Q>n»y)rfΛ _ _ * /
/

T^,
.,

Nemioem folgere potest in quaque sequente transformatione, non-
nisi duo diversa integralia prodire, sed diversis argumentorum limitibus
gaudentia. Adhibito yero theoremate fundamental! Abeliano, quippe per
quod quatuor integralium, qtiae sdem modulis atque numeratoribus gau«
deut, aggregatum, ad duorum talium aggregatum reducitur, evictum est
memorabilissimum hoc t he o rein a:

„ Integrale Abelianum primi ordinis indefinitum continuo transfor-
5>mari potest in aggregata quaternorum prorsus novorum integralium eius-
5J>dem generis, quorum bina sdem modulis atque nuoieratore, sed diversis
5, limitibus gaudent*" Id quod theorema iam ante quatuor annos a nobis
inveiitum ante annum et quod excurrit geometris praedicavimus.

Prior methodus transformationis defmiti iutegralis continuata haud ad
quaterua, sed ad singulum integrale definitum perducit. Nimirum habe-
bimus;

33.
/u " A(C,/,TO; ~/u ' Ά^ν',ιηΟ J* \(ϊ«\1",τη!'}

t

^"iV^)~etC'
Altera vero methodus, uhi primum integrale defiuitum in duo discerpitur
integralia definita, ad quaterna ducit integralia defiuita.

Simili ratione alteram transformationem in capitibus antecedentibus
iuventam atque demonstratam tractare licet, quippe quae in aequatioue in-
tegrali (30.) art« IX· contiuetur, nimirum fuit aequatio haec:

34·

cuius inodulos, formulas limitesque argumentorum eodem loco iovenis.
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22 Richetot, de transformatione integral. AMian. primi ord. commentatio. 293

Duplex igitur bic discrimen ab antecedente transformatione observatur;

primum integrale, datum, argumento z limitem % , - · transgresso, in
l-- Λ

duas partes dividendum erit, quarum prior in sumruanv posterior in diffe-
reiitiam duorum novorura integral ium transit, deinde argumentum secundi

novi integralis non in intervallo 0 . . . . l , sed in intervallo co . . . . —p- rer-

satur. Ilanc ob causam, si integralis utriusque argumenta, simul cum ar-
guraento z9 ab 0 proficisci velimus, secundum integrale per quintam trans-
formationem fundamentalem classis (B.) mutandum est. Itaque ponamus:

y — -L.
~2 — μ<>* a? '

formula infroJucta, erit (vid. cotnraentationis allatae art. III.)

37.

Ut argumentum χ ex dato argumento z directe definiamus, formulam prae
cedentem in formulam transformatiouis argumenti v2

l—λ°μ,°)'2 __ l/ l ^ ^ΐ '

introducamus; quo facto babemus:

Etiam hie denotationes novas, ad analogiam perspiciendam aptissi-
mas introducere placet. Sit:
z = sin2 φ, γι es sin2 φ* , # c= sin2 φ^ (pro superioribus signis aequat. 34.),
z = 3ΐη2ψ, y\ = sin2 ψ^, α? = 8ίη2ψ2 (pro inferioribus signis aequat. 34.),

|̂  |̂* = C, λ = /, fA =s TW, — = l, y es f,

1-0 ... ^0 v() ^) .,0 »»»O f4 | P „— *0ff C , λ = / , μ = / Λ , ^ - l, j£ t ,
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294 22. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio.

Deimle ponamus:
~ ΓΤ £3 —- ΙΓ ** P TT

38.

ita ut habeamus aequationes symmetrieas has:

ί ΓΤ rrj·^ T£" , ^ 7 V ΓΊΓ >^,2 T7" r * ̂  ττ~l l i f / t l J\i Γ / Λ 2 > llo fffL j\2 — Γ l l\i 5
TTO τζθ == 0070ΓΤΟ ττα ττο —— f°|^TT0

Π^ w0^ —K0, = c°/°K!J, Π^ m(|a— K(^ = f ϊϋΚ".

Bis denotationibus iiitroductis ex aequationibus (34.) et (35.) adipiseimur has:
f9 (IIIcosa(p-|-KIsin*r^) drp

Jo

40.

A(c, /, m),
— /"^ (n ic o s ay+K°sinay) cfy . ^ < (Π^-os2 y 4- K^ sinay) tf φ
~ /„ A(c-,^m ) Γ/0 Δ(Γ,1°, m°) ?

«/
(IIr cos2 φ-}-Ky sin2 φ) c/y

arc sin =

^s in 3 t/;)
sin =

z

Moduli novi his aequat. dantur:
/»»* r* T \ 2(j2 f "ϊ τ """""" '-' | t· τ \

41.

m _ / t— m,\ /mr — c, ?1Ww,-f t, ΙΛ
Vl+in^Vwj + c, /!/>»,— {, U/»

_ /t— TO,\ /OT, — ο,/Λ /w,— f t t .V
— iAm1 + c I i I / \ m I - f - f I i I / '

m* _ / t—
~~ Vl+

! — P, I
VnH-M,/

Numeratorum coefficientes ex his aequat» determinantur:

' Π? = r— Λ

42.
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22, Iiichelot% de transforrna one integral* jibelian* primi ord. commentatio. 295

Sive si hos coefficientes per novos rcodulos praeferamus exprimere:

Anguli (p° et φ° , Ψ? et Ψΐ * mi iroi positiv! sunt, quorum sinus ex bis
formulis deducuntur:

(l— (l— c^ O s'"

(l— (l— c;zi)siiiag>) / ~ l+Tsin-1 ̂  »

ubi argumentum φ ab 0 usque ad arc sin = ^ ,\ , — τ-γ, argumentuni veroy (<i-f-c1 ίχ;
ψ ab arc sin 17=77-7- — p; usque a^ τ Perg*t* Inter argumenta denique novay ^i-j-Cj il ) £ Ό Ά
regnat haec aequatio:

45. 8ίηφ°2 = /°sin(p% βίηψ^ = Γβίύψ;.
Quoil attinot ad integralium definitorum transformationem inde ex bac
tbeoria seque tern, facile relationes deducimus has:

larc sin =

y| £»

A(c, Z, m)

/
*(I I?Cfi?

. '

/

7«°) ^ Δ(ί°, Γ,«')

(Ώ! cos2 y 4* ^ si°a y) ^ 9
/,

arc sin = ·
o

arc sin = -^r

unde sequitur:
. / ' ^ (n , rna 3 y4-K r Bin»qp)r f<jp __ „ />' (Π° cos8 y + K° sin3 y)

47g Δ (r, /, m)
38*
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296 22. Richelot9 de tramformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio.

Si numeratoribus formam:
(P—Ssm2(?>)

tribuere velimus, ponamus necesse est:
Πι =S Ρχ , K4 = P! 2i 5 Π2 = ?2 9 K2 = P2 — 22 9

quibus valoribus in form. (39.)? (40.), (42.), (43.), (47.) eubstitutis, habe-
mus has aequationes et formulas:

(P, —2 k s i r

48.

A(c//n)
(P; — 2? sin2 φ) d φ j_ / φϊ (P° — 2J sin1 <p) d<p= fW-ZjtoWy.f*

Jo A(c°,i°, m°) ~/οr
a:

_ /*< (P^_2° sm* φ) d_<p
~~ J π

Δ(ί°,Γ1 ?η0 ;

χ —2, sin2 φ) ί/φ

arc sin =

A(C°,/0,m°J
5Γ

7T

1 (g;—2;si ay) c/y
. 70 ""TTF, 1°, m°) ?

arc sin =: 1° ^ ' ^ y

50.

5l.

Δ (c, /, TW)

2, = P2c/,

P* T—

«c*·
^J —

s:=/_i^

_ «
—

S, —(t — inOP, \ / m , — c , ? ,

Prinao adspectu apparet, quanlitates in bac transformatione adhibitas:
τ«0 z" ^>° i° f° ττ° κ0 π° κ°m , i , c , » , i , i ij , J\, , iia, i\.a,

ex similibus in ordinem prioris transforraationis:
<, /;, /«;, L\, *(, P;, <?;, P;, g;,

protious emergere, ubique loco quantitatum:
m, /, c, Ϊ , f, IIlf KA , Π2, Ka

positis in ordinem:

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/28/15 5:23 AM



22. Richeiotf de transformatione integral. Abclian. primi ord. commentaiio. 297

Id quod ex natura ipsa utriusque transformationis sponte prodit. Forum-
lae enim transformationis posterioris ex, formulis prioris extemplo oriim-
tur, posito:

sin φ = /' tang φ, sin φ(| = / tang φί, sin (p£ = i tang φ^ ,
sive quod idem est, in utroque termino sexta classis B. transformatione
fundamental! adhibita· lam vero haec transformatio integrale

'(Pr — Οι^Λφ)άφ

oommutat in integrale:
., Γ (P; fOS7'

J Δ
unde illa quantitatum commutatio antea observata sponte oritur. Formu-
lae transformationis , illa mutatione facta , una ex altera, prodeunt; nimi-
rum sit:

l- (1— JX^BinV,

l— (I— M;) sin

_i!^sin* φ) (l— masin^» (t— ™' ~f^ sio^
C / ^ TW |

cos a</)(l~m a / i)sio29 (l—(l—-c\ /*) sin2»
Etiani haec secunda transformatio continuata ad integralia definita integra«
liaque indefinita adhibetur determinanda. Quaterni rursus oonnisi mime«
ratoris coefficientes, quinternique moduli computandi sunt; nimirum in se-
quenti transformatione hae quantitates:

Πίκ> τ;· oo n w Tfoo ôo 700 ,-^οο roo *oo
l 5 J-^-iJ A * 2 * **"2 9 9 9 9 l 9 * 9

quae aeque ex quantitatibus:
TTO Τ7Ό TTO T7"0 ^0 70 m® ϊ^ ί^

ac hae ex quantitatibus:
Π15 Κ0 Π2, K2, c, l, m, I, f

computantur. Argumenta nova (p^, (pj°2, φ^0,, (p^°2 ex formulis
l / / 7Τ°2 ·

l_i«°m° ..,,_,, ,"
(1_ (i _ c«> /'^ ) eio a 9>°y

(l—(Ι-ΙΐΜ1)·»»^ /

determinantur. Aequationea vero integrales, quia siogulum quodque inte-
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298 $2 Richelot, de transformatione integral Abelian* primi ord. commenta o.

grale, cuius argumentum limitem arc sin = γΤΓΓ — r\ superat, non in sum-

mam sied in difFerentiam duorum novorum integralium commutatur, for-
inam magis contortam assumere videntur, quam, quum primum de modu-
lis disseruimus, simplieiorem reddemus, nee non alio loco rursus ope theo-
rematis fundamentalis Abeliaoi semper ad qiiatuor summum integralium
indefinitorura aggregatum reducemus, Cootra rursus integrale definitum
ita continuo transformari potest? ut habeamus;

/
(Π7 ™$2φ + Ιίτβηι*φ)άφ _ Γ^ (II^cosay + K^ sioay) ά ψ

A(c, l, m) ~~ Jo Δ (c°, /°, m°)

Z^c00, Z00, m^)

XII.
De modulorum iitriupqne transformaliouis nalura.

lani saepius nobis aniinadvorsum est, transformatlones nostras ad
convergentem integraliura Abelianorum computatiouis algorithmum viam
sternere? <juam rem in soquentihus adbuc exponere velimtis. H ne ad
finem in naturam modulorum penetrare, qualemque sequantur legem mo-
duli in ordinem alterius ex altera transformatione derivatae transforma-
tionis perscrutari debemus^ adeo ut, quantopere, perpetuo transformationi-
fous repetitis, crescant vel decrescant, strenue iudicari possit. Praemitta-
mus vero plures utriusque transformationis modulorum relationes, quae fa-
cillime ex anteeedentibus emergunt nee non ad finem propositum perdu-
cent. Series in laeva parte paginae, ab serie in dextera eo deducitur, ut

*" ponamus loeo ipsorum:
c, /, m, Ϊ , f etc.

70 _ lc

~
_ /i— c\lc
"" \/r mj\lc / m, — !, l,/ ' * ~~ \l + c/\c+/7n/ "" \/r mc~~ LM

~~ mi\(m*— c* l \ r' — / ;imiVc— XM\ _ (l — c\(c—lm
lc Α/ιι,+f, ij9 λ ~ \l-f c/\c+'lm/ ~ \lt m, Ac-f LM

» — ( ic Vm« — l i g i \ — /i-^A/m.+c./A , _ /ltmt\(c—LM\ _ n — c\/c+lm
~~\l + nllJ\mL—llciJ~~\ lc Arnj-ff,!,/5 l ~ Vl + cAc— Im/ ~ \/x ml Ac+Jt

1
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22. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi or . commentatio. 299

Λ *· ftl L _

V .»-,0 _ /* — «Λ Λ"Γ — < > ι Γ χ \

"· t m — Vi+^Am, +c, I,/»

o «o wo __ (l— ™χ\ /«i - ί. ΪΛ8· l m — \r+^7AWl +!,(,/'

-
' *

l— l°m*_ TM^+C,?, _f"-m01 i —Z', < _ c» +/m <- e'/
" ^ ^ ) -<+<//'

»_ f°ffl°_ w»_ c,?, _ ι °— t°a >»;'— c; /; _ c»— im _ M;— x?
~~ ~" ~ ~~ '

— ο'1ζ'1_ ca— ng _τη'ι—1'ι1

+^< ~~ e(l-tar) ~

. /, c)

,. _~"

c—

J* ^ "" (l+mjcmj+lxl,) ' L\ms—ο,ίχ/Χιηΐ+ί, Ι χ ]
•(l-f-rM)7m\_

~"

i? ™o* __ 2m, (1:,
·'· m» — ΐι,χ"«^«! ' · )

(l+cXo+Zm)

18. mc;^ = 9"" '"•••LIY

c—

/2VWl\ /2V.\
° __ Vi+m,/ c/ \ l c /Ί Λ f , '* l »'*ir ^ «,̂ β l

/C°\ "™" " ' /^ v > ,/«-/\ """""" y /«^.v '

l'+rJ
f ·
i'+rV «χ-
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300. 22. Richelot, de transformaiione integral. Abelian. pnmi orJ. commentatio.

C^\
\l+c/

£M»ift'
01 TO? _M+"'i/ - c/ _ M-fe/
M l · ~ ' ~" l····»

*+
i!ii)M

v
X'

25. ^(P— P f )R "T V

o? /^7· \
Quibus relationibus expositisf ad gradum approximationis modulorum ad
nihil Tel ad uuitatem diiudicandum aggrediamur. Primum darum est ine-
morabile hoc

theorema:
..Modul!

09< rJ '
f, f, P°, f°° etc.

5>tam rapide ad nihil convergunt, ut alius a cjuadrato alius antecedentis
„«emper superetur, sive semper erit:

c 2 c ° c°^>c()0 etc.

üemons t r a t i o t
Habemus relationes per se ciaras:

unde sequuntur hae:

j_ c* ( f l fi

m. -^ l + c a 7 mt ^ iJ-^>
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22. Richelot, de iransformatione integral. Abelian» primi ori. commentatio. 301

unde gequitur, fores
mx — i Ct _ n

—
quae demonstratio ad omnes sequentes modulos extendi potest. Proraus
simili ratione demonstratur modulorum complementa in altera transforma-
tione eandem legem sequi. Nimirum habemus

theorema.
„ Modulorum complementa

ml 9 Ht'i 9 m'i9 Tn\ etC·

MI , M\ 9 M" , M'" etc.

9) decrescentem scriem constituunt, cuius terminus quisque ab quadrato ter-
??mini antecedentis superatur, sive semper erit:

„ m\ ]> M\ , M'* ;> m'[, etc."
lam vero adiiciamus alterum de modulis c et C

theorema.
„Semper erit:

1 — ^ 4 — Q°
-B ι etc.

1 £01 — 1 etc.

9>id quod eo demonstratur , ut ex aequat* per se claris:
^i ^ l ^r y^ l>?_-.^ ^ ^_^>-._

tj i x Cx tx l j l

de(lucamiis Las:5>

Simile t h e o r e m a iu altera transformatione erit:

»31.
1-Μ7, etc."

His quatuor theorematibus collatis, quatuor series modulorum com-
plomentorumque composuimus:

Crolle's Journal cl. M. Bd. XVI. Hft. 4, 39
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302 22. Richelot, de transformatione integral. Abelian.' primi ord. commentatio.

1... e"< r"", c'<c"% c < e", c" < c2, c°°< c°* ..

i... f< i"", r < f% f < r, r < f, r°< r
l ?'" i ' f" 1 f i f i1 f x/ V* *i *' \ χ M t ^ * *i fO *v. A — τι £00 ̂ ^ A —i... t -

m, < 777 , w < m

'
<«

Haec tabula docet, quam rapide moduli c et f in altera et comple-
menta m1, MJ in altera transformatione ad nihil appropinquent. Exempli
gratia posito: c2 = 0,5, habebimus hanc seriem:
c2=0,5, c°'<0,25, c°°2< 0,1025, c000' <0,0105063, c™*>9<0,0001104,
ita ut quantitates c000002 in calculo usque ad sex uonnisi decimales appro-
pinquato prorsus negligi possit.

Transeamus vero ad modulos P et 1° in altera cum modulis c et f
comparandos, dum in altera transformatione complementa 1\ et J\ cum
Complementis mt, WL comparare velimus. Primum formulae priores (24.) et
(25.) docent, semper fore

Inde vero sequitur, quantitates P et 1° semper respective minores esse,
quam quadrata pnmorurn modulorum antecedentium c et t, ita ut bis ad
nihil convergentibus, ipsae ad nihil appropinquent. Habemus igitur has
series modulorum:

/00<]c0* ... 0
r<f% ... o,'

In altera vero traasformatione per formula» posteriores (24.) et (25.) de-
monstratur, fore:

WB° ' ?.<»:, *;<«:,
ita ut complementa /i et z^ simul respective cum complemeotis mt et
ad nihil appropinquent. Habemus hie faas series:

,00» / ^n~M Γ ̂  m* l11

9 *l<*.ml 9 li<^mi 9 *i
O. . . U.
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22 Richelot, de transformation* integral, Abelian. primi ord. commertfath. 303

lam vero etiam plaeet, modulos /, P- etc., Ϊ, 1° etc. atque oomplementa
/, l( etc., L9 L\ etc. inter se ipsa comparare, quamvis lex hie regnans
non tarn concinna, (juam antea allatae, Hat. Habuimu* formulam (2.);

/o _ lc

~
unde sequitur:

Cum vero sit; ίι<Γϊι> et c1<^lti habemus;
c mr + f r t c

Valore vero ipsius l* = ™l~Ct substituto, erit :

Jl _ / _ £_\ /^ι + ̂ χ ΐ Λ ̂  /U ̂ i-c?\
l — \l + W l / \ m i + c I / I / ^ \ c / \ i / , I + ^ / ·

Cum denique sit:

sive

etiam erit:

unde eequitur fore:

c
atque banc ob rem:

Eodem modo formula (4.):
vo ^^-,

lc
τηloco ipsius / c introducto valore apquivalerrti -«j , haue auppeditat :

11 / tι "
lam vero erit:

~
Habemus rursus:

sive :

linde sequitur fore:
l ^C l·

39
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304 22, Richelot, de transformatione integral. Abelian* primi ord. comtnentatio.

Inde adhuc demonstratum est theorema hoc:
„Moduli

„35. /, P, *» /°°°.... atque l, f, P, P 0 0 . . . .
„iam ab initio seriem decrescentem constituunt, cuius terminus quisque a
„quadrato moduli pr imi cohaerentis antecedentis superatur."

Simile theorema in altera transformatione:
„complementa modulorum secundorum:

, }/., ^,, ^, '"', etc.
»dt>· U, Λ;, i![t <', etc.

„ita ab initio iam decrescunt, ut quisque a quadrato complementi moduli
„tertii cobaerentis superetur, eoclem modo ex formulis posterioribus (2.)
„et (4.) deducitur.3' Iam vero denique modulos minimos m, m® etc. in
altera | et eomplementa minima ci9 c\ etc. in altera transformatione con-
templemur, Habemus formulas ex form. (1.), (3.) et (5.) deductas:

0* — i— τητ 0 n — i— c ι ,

unde sequitur, cum sit:
m\ c«<c\ f<f ,

ϊψ~ «? ™\<m\> <«>
fore:

mQ<m.C.t, C\ < <?1β 77?! Jtfi

ita ut „moduli
„w, /w°, /τι00, . . . .

„ atque eomplementa
„37. cl9 c(9 c", . . . .

„seriem decrescentem Constituante eoque magis ad 0 convergentem, quo
„miuora producta:

„ c f , c°f, c°°f°, etc.
^mlMl9 ^\Μ'ι9 m" M", etc.

„Cant." Iam vero haec appropinquatio ad nihil multo arctius determioa-
tur, sequenti consideratione adhibita. Habemus ex formulis (2.) et (3.):

m· «(£)*" P, .<-(^)mX t >

unde, quia theoremata (28.) et (29.) ostendun t, fore:
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22. Richelot, de iransformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio. 305

atque ex theorematibus (33.) et (34.) sequitur:
z°

prode nt relationes:
38. m°<c2f% <<»ί,

et haec theoremata :
„Moduli

„39. m, m0, m00,
„in altera transformatione repetita ita decrescunt, ut quisque ab quadrato
„producti utriusque moduli c, t, antecedentis superetur, atque eodem modo
„in altera transformatione

„ Complementa
„40. CD cl9 cv 9

„ita decrescunt, ut quisque a quadrato producti utriusque modiili tertii
„τ//, Μ antecedentis superetur."

lam vero generalem adhuc legem quinternorum modulorum ad ni-
hil appropinquantium inde deducimus, ut animadvertamus^ dum fractiones:

τη _ γ τη & τη ^^ ·» τη— „ι, T = f, T=/, T~C >

ad nihil convergaut, fractionem: 1 _ I
τ - τ

mox ad unitatem appropinquaturam esse.
Similemque observationem de fractione — = — faciamus· Habe«^ mx ΛΓΧ

mus nimirum formulas sponte prodeuntes

neo non ex formulis (26.) et (27,) sequuntur bae:
^,o a ia O* ro»\— ι )

quibus inter se multipltcatis^ post faciles reductiones uanciscimur hanc
formulam:

lam vero ex form. (32.) sequitur, semper fore:
— C *
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306 22. Rictielot, de transformatione integral Abelian, primi onl commtntatio.

quibus valoribus substitutis erit s

ι/(ι-Π<:(Ι+0 ')(ί+ί ') nfd **\*\l ^^(Τ^οα^Τ!:)·772^^-^-)·
Unde colligere possumus, quia, complementis cl9 f0 119 f x , m* ad um'ta-

tem appropinquantibus, factor /. ί^!»" ' 1 ^? ipse ad nnitatem accedit,v«i-t-eiHtx+f.) r >// e*\ i i x .
quantitatem ] f ( l — ^) per primam transformationein denique ordinis
/ i3 \\l — -jj fieri, itaque postremo rapide usque ad nihil decrescere.

Eodem modo in aHera trausformatione complementa m't et /', si-
milem legem sequi, ex formulis bis demonstratur. Habemus:

-L — £L 1L _ ^
m, "~ ar, » m't ~~ Ίζ »

atque ex form. (26.) et (27.)
_ . - ,

quibus aequationibus coniunctis, erit:

lara vero antea habuiuius relatione.s :
t l — m , ^ I —

unde sequitur fore;
ι/Λ ^\ (((l+^)(t+^)\ . Λ ς\
r V1 </ <^\(z+m)(i+M)/ c · V1 ^/'

quae relatio, cum moduli m, M, /, /,, c in hac transformatione ad unita-
tem appropioquent, docet denique quantitatem :

fieri ordinis: (ι_4) β (t_4).
\ m*/ \ jtt*/

Itaque denlonetpaviniue hoc t h e o r e m a :
>?fra€lioni»8

/ 7° /*·41 _ * _"**· ^ > T5"' «o.·

„et
„42.

„dum illic moduli:
„/n, w°, m*,
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22. Richelotj de transformatione integral· Abelian* primi ord. commentatio. 307

„et hie complementa:
Λ//

ι 9 * *

„ad nihil accedunt, mox ad unitatem appropinquant."
lade ex hoc theoremate de modulis minimis adhuc, atque de cora-

plementis minimis in altera transformatione, memorabile deducere licet hoc
theorema:

„Moduli
„43. m, m°, m00, . . . .

„quos per primam transformationem repetitam adipiscimur, ita denique
„semper decrescunt, ut quisque a quadrato antecedeutis superetur, eam-
„que legem observant complementa:

„44. ^, c(9 c'(, etc.
„in altera transformatione repetita."

Demonstratio.
Ex formulis (6.) hae sponte sequuntur:

Λ . <& mi *C* — C* l\ \l+cf
lam vero secundum theorema antecedens quantitates:

~o „oo / //c c TWj τη j
p > ZQO > -ζ-, ,̂

ad unitatem appropinquant, dum igitur quantitatibus mL in altera, et c in
altera ad l appropinquantibus fractiones

i l l i

ad valores = f mox accedunt, sequitur, inde a termino quodam algo-
O 4 ' 4

rithnii, ubi primum ·ττ·7τ~Γ—^» vel -Τ^-ΤΤΊ—rr unitate minor fiat. theo-
l ( .-••'•"'"ly * v A™T"C)

rema quaesitum verum esse.
Ad ciamus adbuc duo theoremata de iisdem bis modulis minimis

w, m°, .... atque de complementis ci9 c\9 .... haud supervacanea, quae
ex comparatione cum modulis, quos per transformationem secundi ordinis
iutegralium ellipticorum adipiscimur, originem trahunt. Obtinemus enim,
„fore in prima transformatione:

| 4 J9 4 OO »1 cl *H^ .̂ 0 * ci -N*. „,00 f — c -x. »„000

,45. oo OOi-
l+f°°
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308 22. Richeloti d? trcms/ormatione integral, Abelian. primi ord. commmtaiio.

„secl fractiones:
i— Tffx i — m^

„denique ad imitatem quam proxime accedere, similiterque in altera trans-
„formatione fore:

, i — m' „ l— m" /;/

^*^c ^x-* Λ' * ci ̂  x," * — C7 ̂  ΛΗ»Τ+ϊ^°*> i+c,;^^» f+^<- c i ^ · · · *
„atque fractiones:

i-c i~c^
^+c 1+^w ' "c ; 5 < ...... > etCf

„rursus ad unitatem appropinquare,"
Demonst ra t ion

Habemus relationes;
(Wl_ri)(mi_ l^ > ο, (/ΛΙ — fi) (»i — ίι) > 0

uncle post faciles reductipnes, sequitur:
/i-mA/m.-c^A /l^CjWl^X /i-mA/m^f, ΙΛ /t
Vl+mj/Vm.+^l,/ ̂  Vl+cxAl+^/» Vi+m.Am.+f, lx/ ̂  Vl

lam vero formuli (7.) et (8,):

adhibitis erit:·»
eoque fortius;

(l-c*\νϊ+^7>
Deinde habeinus ex formulis (6.)

utide theoremate (41.) adiuti docemur, quantitates fractas:
l — mx l~m°

etc.m00 >
simnl oum — ad unitatem accedere.c
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22* Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio. 309

Altera pars theorematis eodem modo deznonstratur.
Deinde hoc theorema proponimus:

„Series:

»«· «
JE—J. f! — — £Ü_^Üfc — j j je ·—- j0 9 |00 —— joo> · ·

—-Ix. ^^1==:^ ü?i —-il

„si in illa c<^f, in hao mi^^i fuerit, ita decrescunt, ut quisque termi-
9>nus a quadrato antecedentis superetur, dum contrario oasu quantitates:

40 f f°° . Mx M\ <„48. —, — 5 , -öü, etc. — ̂ , —~, —7,. etc." c c° 7 c ° 7 77ix 7 7nt
 9 m[

„eandem legem sequuntur."
Demonstrat io .

Ex formula (21.) posteriori^ sequitur baec:

unde deducimus banc acquationem :
c* c° _ /1+fY

"F 2 f° ~ +70/ »
ita ut posito c°<f habeamus:

r° r*
— ̂  —jo ^N. ja >

contra posito, f°<c°i ßat:
l· fi

a?lam vero fractio . , simul cum argumento ab nihilo usque ad unita-
tem crescente, ipsa ab nihilo ad unitatem crescit, ita tarnen, ut semper sit :

— |unde darum fit, prout fuerit:
r <^ f r — tt, ̂  \9 c, —^i,

etiara fore:
r° ̂  f° r° — f° />° '̂ v f°C < ^ t , C l, C ^>\ m

quibus cum antecedentibus collatis, theorematis prior pars demonstrata est.
Alteram partein per formulam banc ex priori (21·) sequentem:

am\ __ VI + mj_

Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hft. 4. 40
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310 22. Richelot, de transformatione integral, jibelian. primi ord. commentatio.

similiter ostendere possumus. Utramque vero etiam per has formulas, ex
(l.),.(2.)> (4,), (5.) sequentes:

!— f x l x / m*— C'xi'T^
/c + ^^\ _ ca— Z 2 m2

\c — LM/ ca— x3M*
demonstrare Hcet.

Adiicere placet adhuc, has aequationes ex (1.) et (5.) seguentes:

1 }
ΐα.£ι_Ξ

mr m
docere, algorithmum^ quo moduli c et f deternnneiitur, denique ubi c
f = Ϊ , m 1 = 1 posuimus, bis formulis concmnis exhiberi:

sve:

quae ad algorithmum uotissimo medio arithmetioo geometrico similem du-
cunt, dutn sccundum theorema (45.) , sive secundum hanc formulam ex
formula (6.) derivatarp:

ι
determioatio tertii moduli, dum —« = l devenerit, ad illum algorithmum
ipsum reducitur. Ad similes observationes formulae:

(2V*c

Priusquam disquisitiones de natura modulorum finiamus nonnullos
casus speciales quinternoruin modulorum ponere placet. Primum sit f = l,
sive / = 77? , et M — L.

Habebimus :

c,
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22. Richelot, de transformatione integral, Abelian. primi ord. commentath. 311

Si c = l, sive #2 = 1 fuerit, habemus;

Si ATj = l ponitur , sive cl = l± , habemus :
,.o — *»ι— *i /o _ „υ mo — l— »», ;

^ ' ϊ ' '"
— m

Si /w1=l fuerit, habemus:
„o — l ^, c, m — ic _ o — Λ ϊ° — ̂  0 f° = Oc ~ " " » ~ ' ι —υ, t = 0 ,

XIIL
De computaiione moduloriiua.

Modul! utrlusque transformatioois sequenti methodo facillime com-
putantur. Altera in transformatione quantitatibus :

o , _ m t — οτ 7r

computatis, oalculare licet modulos /°, m°, 1°, .... bis i'ormulis (2.), (3.),
(4.) art. XII. :

Quem calculum ita trigonometricum faciamus. Ponamus:
7 · ·, / = s m , 772=81117, — = l = ,

c°= sina°, /°= ein °, /720=sin70, 1° =sin °, f = si
Determinentur aut auguli a° et AQ aequadonibus :
ri . / Λ Κ «°\2. tang 4o - -

aut moduli c° et t° ipsi aogulis auxiliarihus ε et £ introductis talihus, utsit;
0 coscucos/S « cos ̂ f cos Bo. cos ε = - -9 cos s= -- scos^ 7 cosy. 7

per aequationes:
4. c° = tang2 i ε, f = tang2i£.

Quo facto habebimus:
40*
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312 22. Richelot) de iransformatione integral, Abelian, primi ord. commenlatio.

= taug J γ tang J ε cotang | E = tang { 7

ί° = tang ^ y cotang |s tang££ = taoglvj/y^),

6. m° =5 tang £ γ tang £ ε tang J E = tang § 7 /"(sio a° sin.
Si vero formulae (5.) et (6.) angulis c&° vel -4° ad nihil maxime appro-
pinquantibus, haud magis exactos valores appropinquatos adipisci velie, hoc
casu hanc aliam methodum trigouometricam adhibere licet. Habemus for-
muias (7.) et (18.) art. XII.:

α w 'S f M ~ 1 \„~ ,~ /n I;ym I ντιΊ) 0 (0 *__
* fr M_J_W \ f-^ i - Ί \ > * """"

7.
c z/ \ 1̂  i/ v <

unde sequitur formulis (l·) substitutis:
li (gi *f"^r) + (l—m i)(w i — ^ j ?i)

2m, (f. + IT) + (i^-m^fm, -M,).cos(B°±70) =

unde facili reductione facta bae formulae emanant:

tang2i( °+7°) =

8.

sin2—.sin3 — . cos?>

/ «-t-jA/ a—r\( +y\( Ρ-Λ1
(cos -p) (cos -y) (cos Z- ) (cos !L-L)

\(· —) lsin -__-__«———.
cos2 — eosa —cos γ

. , ̂  · ί Β
sin* —sin1 — cos y

/ ^+Λ/ Λ—
(COS -f9 (C°S ~2 2

ein sin sio sin

2cos1 ls 2 - - cosy

quarum ope valores angulorum βσ, 7°, vel JB°, γα calculo logarithmico tri-
gonometrico exacto determinantur.

In altera vero transformatione primum quantitatibus m{ et m( ex
formulis:
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22, Richelot, de transformatione integral. Abelian· primi ord. commentaiio. 313

__ c — Im

computatis, habemus:
mi — 7+^>

JJJT SS»
C-f-£M>

Ponamus rursus:
nuem/?, ^=8ΐηγ, — = ̂ =8111 B, -^ = ̂ ss

771

atque nanciscimur v lores angulorum a' et A1 ex formulis:
10. tang (45 -f-') =

cos B
cos/

vel complementa m\ et m\ ipsa ex bis:
11. m\ = tang2f s,

ubi anguli auxiliares dantur per formulas:
ι Λ cos a cos β12. COS ε = -9cos γ *

Turn cetera complementa erunt:
/' = tang f 7 tangf ^cotangf E = tang §7

^ = tang|7cotangf β tangf £ = tangf y
14. c't s=s tang f 7 tang f ε tang f E = tang f 7 /"(sift a' sie

Tria ultima complementa, si angulus α vel ̂  minimus devenerit, etiam
bis formulis definiuntur:

_^ sinaf a sin2 f β cos γ

13.

15.

cos cos β —

tang2i( '-7/) =
sin . a — γ .sin - - sin . β — γSIQ ̂ ^

cosa f « cosa f β cos γ
sin* f ̂  sin* f B cos γ

COS C°8

Sin
tang'f (B'-yO =

_
^ Β+γ Β— γ*

^ "
/_r . Β+γ . Β—γ^sin~^-sin~^ ,

cos* cos* | cos γ
imde anguli 7 et y' vel B' et γ' computari possunt, quibus adhibitis m\
l y c , Zr", M determinantur,
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314 22. Richelot, de Iransfnrmatione integral. ^beiianf primi ord. coinmtntutio.

Si anguli in antecedentibus adhibiti ad tarn eignes valores reducti
eint, ut calculus logarithmico-trigonometricus haud satis sufficientem prae-
beat approximationem , alium algorithmum proponamus necesse est, quem
in secunda transformatione praecipue adhibeamus necesse erit , quippe in
qua exactissimi logaritbmorura modulorum valores, ad valorem integralis
ipsius computandum, desiderari postea elucebit. Ex theorematibus (47.)
et (48.) art. XII. patet, binorura modulorum complementa vel m\ et l(
vel M\ et L\ denique multo minoribus altera quam altera gavisura esse
valoribusj uno excepto casu, si fuerit c l == m. Itaque plurimis in casibus,
complementis m\ et l\ ut ordinis i° tertioque c{ ut ordinis positis, re-
spective complementa M\ et L\ ordinis fiunt, et inverse. Quam ob rem
ponamus illa maiora eomplementa fore m( et l(9 ipsaque ad aequaiitatem
appropinquare, atque quia anguli a, ß, 7, B, A ultimi parvis valoribus gau-
deaut, nee per primam nee per secundam computationem logarithmico«
trigonometricam logarithmos complementorum usque ad quaesitum decima-
lium numerum exacte computari posse. His statutis hac nova via ad com-
putationem exactam modulorum progredi licet.

Primum complementum m\ ssina' per formulam veterem;

computetur, cetera vero per formulas:

16

quae formulae ex form. (2.); (3.)> (4.)? (5·) art· XH. sponte emananf.
Logarithmi enim borum modulorum faciilime et quam exactissime hoc
modo computantur. Inventis quantitatibus :

iog~^, Ioß^j !°gc, ^g^i^i> 2 löge,
i> C/

indeque computatis logaritbmis:

habemus:
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2. Richelot, de transformatione integral. Äbetian. primi ord. commtntatio. 315

flog/; = log^m^ Iog(l + i

log< =

i', = logc'j -f- logcom/',.
Sed ctiam logarithmi logm^ et logM( ipsi, ad qualescunque valores decre-
veriut, tarnen haud minus exacte computari possunt per has formulas:

18.

m

< = -^ ·

quia logarithmi singulorum factorum exactissime semper inveni possunt·
Error Ultimi decimalis, per additionem quinque logaritbmorum ortus, ob
exiguitatem eomplementorum nullius momenti fit; formulae vero illae ex
formulis (I.) art. XII. facile deducuntur, atque, si 772^ et ̂  trigonome-
trice non amplius oomputari possunt ad computationem totius schematis
adhibeantur necesse est. Transformatione eatenus continuata, ut quanti-
tates m\ et postea 772* pro quaesito decimalium numero evanuerint, habe«
mus has formulas:

19.

T *Li 2

c\ =

quae, si adhuc log ̂  ab 0 usque ad quaesitum decimalium numerum haud
*I

discrepat, in has abeunt:
20. / /

* - TlT

—

»

"2*·
Oiversis bis methodis apte adbibitis^ per algoritbmum continuatura com-
plementa modulorum quantopere Übet deminuere possumus. In altera
transformatione, uhi, tantam certitudinem omnium modulorum logarithmo-
r um baud desiderari, postea videbimus, tarnen similes formulas propona«
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316 22, Ri helot, de transformationelintegral» Abelian. primi ord. commcntatio.

imis. Nimirum habemus ex form. (L),x(2.), (3.), (4.), (5.) art. XII. su
perioribus has:

ΤΗ,

τη"
T5"»

f> = Cl

21. < m ° =*£-*

,o _
-

°

quae, si quantitates c2 et f pro quaesito decimalium numero iam negligi
possunt, in has abeunt:

co _ £_ Λ .ι c*\ jo -.. £i

70 ^ iO/ = y, r = ~
772° =

τη"

vel »i adeo — = l poni possit, in has:
a

x ( > /O ° »ν,ί) "*c -i _ — , iw -^ f _ fo
—

XIV.
De natura et compntatione nameratorum.

Aggrediamur nuoc ad numeratores iDtegralium tractandos atque
computandos, atque disquiratnus, ad quos limites, transformatiouibus repe-
titis, illi appropinquent. Habuimus in priori transformatione quatuor for-
mulas (10.) art· XI., quae facilibus reductionibus factis, in bas abeunt:

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/28/15 5:23 AM



22. Eichelot, de iransformatione integral Atolian. primi ord. commentatfa. 317

2

1.
O' =V i (1+ c) ( 5 L

clm C

C+Z^

[f
Adiiciamus adhuc has formulas concinnas;

2
2.

p1 r y —~"

Hic quantitates P£ et ζ)Α coefficientes integralis Jati erant5 aeque ac P2 et
Q2 coefficientes integralie complementarii ita determinantur:

p - »J 2

Inde ex formulis (1.) darum fit, quia factores et

transforinationibus repetitis denique = f Hunt, nee non aliiL 1 2 5

— iOi et -f Q2 in l ~ l et = - * abeunt, ter-
tii vero factores rn\ et M't denique evanescunt, etiam quantitates PL et QL

ad aequalitatem rapide denique convergere^ eademque natura quantitates P2

et ()2 gaudere. Id quod hoc theoremate magis strenue pronunciatur·
„Quantitates:

55 ad eundem finitum certum denique limitem appropinquant, similique ra-
..tione quantitates:

„ad aliutn limitem eundem aceedunt."
Demonst ra t io .

Ponamus trafisformationibus toties repetitis5 ut usque ad certum
decimalium numerum babeamus:

«

ubi « nninerus transformationum desideratus fuit.
Crclle'* Journal d. M. IM. XVJ. Hft. 4. 4l
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318 22* Richelot, de transforma one integral Abelian. primi ord. commentatio.

Itaque erit, id quod fbrmulae (3.) docentr

atque
o(«-H) £j ZT_i_i_ _ 2"

id quod erat demonstrandum. Sim iter altera pars theorematis demon-
stratur. Indeque darum fit, denique fore:

p(m) o(m) p(m-l) n(m-l)
p(n) - n(m) - ̂ a — Vg - i p(n-l> - χ n(m-l) _ j[ ^g "" <Λ
A ι V ι / ^ m ) * 2 * 2 Vl - 2 ^-1)2 ?

p («— i) r^"z p(«-i) — i Ο(7ί^!) — i ±J _ ZliiJ
2 2 2 V2 — 2 -1

usque ad eundem certum decimalium Dumerura.
Si alteram formam numeratorum (/?!cos(p +^ »iV(p) praeferamus,

babemus ex form. (20.) artic. XL :

5.
/i' =

• (l + c)(e + /m)
Ex form. (19.) eiusdem art. sequittir adhuc fore:

6 7^^ .. l n/ o# rj
, .£1 !mi -5 7- O . O *""T* JLI

Hie theorema antecedens in hoc abit:
„Quantit ten

7 9* /?(») 2" .$(«) 7
„/. - ^2f j^m(n)-jz ^E ,

„ad eundem limitem appropinquant finitum, similiterque quantitates

5, ad alium limitem fioitum accedunt.'T

lam vero nihil rcstat, nis! ut expeditam methodum adiiciamus, qua
numeratores ad valorem integralis determinandum satis exacte computen-
tur, quippe quam hie ita iustituamus necesse est, ut in priori numeratoris
forma logarithmt coefficientium ipsorum P et Q in quantitatibus P[ , P2 ,
ίζ — Q(, P Ι — Q'2, in posteriori vero forma logarithmi coefficientium ipso-
rum R et S in quantitatibus ::, v,. *;, ^
in quaque transformatione usque ad uitimum decimaiem exacte determmentur.
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22. Richelot, de transform'itione intcg?

Ponamus faunc ad finem illic:
n = l,

8.

AbeUax. primi ord* cormnenialfo. 319

p, == p P + y Q ,

2F =n '

"_ ();») = n' n" n"' [//," P— f '/' Q] ,
etc.

Ex bis quantitatibus »ine ullo negotio emanant quantitates P2 et P2 — O2
nimirum ex formulis (3.) adbibitis erit:

9.

=«/«/X' ' [/»
etc.

lam vero ad quantitates p, y computandas habeinus ha» formulas
ex (1.) et (2.) seqiientes:

p=l, 7 = 0, /»! = !, 9Ί = 1,

10.

etc.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/28/15 5:23 AM



320 22. Rieh etot, de transformatione integral. AbeUan. primi ord. commentatio.

ita ut habeamus post n transformationes r
2 p™ = p^-» (l + c«"-1*) ~ /̂ "-D,
2;»« = [/»?-«—

2 f w ~ [ f (»-D _j_ ̂
quae formulae cum bis ad computationem aptioribus commutari possunt:

12.

quarum ultimae denique ia Las abeunt:
l O O (n) __ Μ(η·—Ι) *^>(κ) . Π Λ(") -η
JL ··* · / i * * / i i 5 7 i · "

Si vero alterain numeratoris formam expeditissime cornputare adhibere
ponamus:

14

'
?1=r — s S, 2< = n' n" (r" R— *"S),

unde sequuntur ex formulis (6.) hae:
i ,

15.

• -*iS),

etc.
Coeffioientee vero r, ,̂ etc. ex his formulis, quae ex form. (5.) se-

quimtur, determinantur:
r=l, tf = 0, ^ = 0, ^=1,
/ 2r' =

16·
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22. Richelot, de transformatione integral. dbeUan. primi ord. commentatio. 321

2r" =

2,»=

2*"«

etc.
ita ut post Λ iransformationes habeamus

17.

quae formulae mox in has abeunt, computatu faciliores:
rW =2 2/i('I~1) 4- r^"'"15

18.

2*«

quarum ultimae denique fiunt:
19. 2r(? — r(

Ex tbeorematibus (4.) et (7.) patet, termino» serierum
np, nn'p'j nn* nn p", etc.
η , nnj q\ . nn1 nu qn* etc.

20.

Γ,τη',

n n*n1'p'1

," 9

etc.

ut certos quosdam Kmites fioitos appropinquare, quos respective per Π>
H! , K! sig ilicahimus. Eadem modo termini serierura quatuor

nr^ n n1 r') n n'n" r"} etc.
n$, nn'o-', nn'nHs"9 etc*

21. M n' r'

7l 5r

nn'n"r"

n n n s etc»

ad certos quosdain Kmites accedunlr, quos per P,»S, > I 9 sigtiificabimm·
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322 22* Richelot, de transformatione integral primi wd. commentatio.

lam vero aggrediamur ad numeratores in altera traosform tione
aeque tractandos. Ex formulis (39.) et (42.) art.XI. hae formulae dedu-
cuntur, pro forma Π cos φ2 + & sin φ* numerat ris valentes:

n:
2l.

_ ~— _ —
( l+m x ) (m 1 +c x / 1 ) l2 I *
π^κ; KO _ n; n,y- K;

" -

Eodem modo pro altera forma numeratoris (P-
et (51.) art, XL hae sequuntur formulae;

2

ex form. (50.)

23.
PI =

2° =

24. P^ = ~^-,
Kursus hie theoremata habemus haec:

., Quantit ten:

2^Π^ 2^η)Κίη)

,24.

Σ Zx) L 2 2 XJ *

v(n)
'

25. v°

3,ubi per indicem n adieotum numerus transformationum repetitarum de-
5,siguatur? numero n crescente ad certos quosdam limites nitos accedunt·"

Ad numeratores facile rursua comparandos ponamus rursus:
_ Π, =^ -Π+*Κ, yel: Pt = ς Ρ —
~ l j Π, — Kt = ^Π— ̂ K, Si βα-iS—

4 2 Π0

f,oo. , 2 Pf =ν°

etc. etc.
unde formulis adbibitis sponte hae prodeunt formulae:
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22. Richelot, de transformatione integral. Abelian. primi ord. eommentatio. 323

Π — 7^" Ρ, er

26. Ο/Ί~~Ϊ° Ϊ^ΟΛ — ιιΟί,>(ΐια—&2; = ν \
1IW 1Jwt* * '*>w'»l®u

^ 2 "—™* ^οβ οο" ν^* ι Α Ι "~""Λ -"-/̂  ν, """"" Τ^ο—ΟΜ? \0"ι ^ "~~" P, l y jl C l C ^

22(Π^—Κ£°) = ̂ ^Ρί^^Π+^Κ)^ 2^°= y°i/)0pi00( 0i)p.
etc. etc.

Coefficientes vero ττ, k, ex bis forraulis computantur:

27.

et generaliterr

= l,

etc.

2 π™ =
2 π™ = [τ -̂15 — ̂ -^ (l

(l + m J-1)) — JT^"-15,

quae formulae mox ία has simplices abeunt:

28.
2 /t(n> = 2 /ti"-1)—
2 »·« = jr^-1) c<->,
2 /fcW = /t1,"-1) c(B).

Contra quantitates f, (T, in altera forma uominatorum computandorum ad
hibita, bis formulis ealculantur:

, (T = 0, i = 0, 0*1 = l >

29.

[ etc.
et generaliter:
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324 22. Richelot, de transformatione integral. btlitm. primi ord. commentatio.

2 £»> s-, [?(

2 <rw = o·'"-1' (l -{- iwS1-1)) + σ·?
2 β-ω = σ'""15 (1 — »ι«"-«) + <r<"-?,

quae formulae post nonnullas transformatiooes in has abeunt:
2 g« == 2 ξ(η~ν -f £-*>, 2 qf? = e'»-1' m<"> ,
2 <rw = 2 σ^"-1' -f of-1', 2 ̂  = σ(Γ1} m™.

Ex theoremate (24.) prodit hoc, „termini serierum:
„vir, wV°, vv^00^00, .... „vj, vv>,
„vt, vv°*°,- vi/W00, .... „v<r, vi/V,

„ad certos iinitos limites appropinquant, quos iii sequeutibus per
„P,

. Eodem modo termini serierum:

νατ vvo y ν»

>5ad certos denique limites respective:
??po ^15 ^15 su

99 appropinquant." Quae theoremata etiani directe, mutatis mutaudis, ex
similibus in altera transformatione deducere lieet,

XV.
Quomodo ttiites argumentorum , integraliaque iudefii)ita et definita ipsa computeniur.

Revocemus formulas (44.) et (45.) articuli XL, quibus limites φ^
et $1, ΨΙ ot ΦΙ determinandi eraut, ut satisfieret aequationibus integrali-
bus (40.) vel (48.) eiusdem articuli.

Ponamus brevitatis gratia bic et Ja sequentibus:

((l— wa sin3 φ) (l- ™*~f*** siua f f \ \

quae quantitas siaiul eum m± ad unitatem appropinquat. Qua denotatione
adhibita, ex Ibrmulis (44.) faoilibus reductionibus factis prodeunt, hae for-
mulae :

cos φ _ l __

IJA ein y cos y
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22. Bichelot, de transformatione integral» Abelian* primi ord. commenta o. 325

lam vero duos casus, quibus utraque aequat. in (40.) vel in (48.) discer-
nitur, accuratius disquiramus. Primum igitur posito:

4.

et minimis positivis valoribus ipsorum φ>° et φ* e numero eorum, qui for-
mulis (2.) et (3.) respondent, assumtis, habemus banc aequat· integralem:

- Γ V (IIcosay+K sin a qp)cfy
70 7\A"(c, Z, m»

(Hl cosa φ -f-K; sina y) d φ

Turn vero posito:
6.

integrali dato in duas partes divtso, habemus:
^ fy (R cos*cp-\-Ksiu2 φ) dφ7· Λ iM^)ι

arc sin Λ/ΙΛ Λ_Λ I N /ττ « C,a r^_l_ir ^:«a ^\ ^^, /»ix/+y
arc sin

quarum priori per priorem, posteriori per posteriorem aequationero (40.)
art. XI. transformata, habebimus:

8 Γ* (ncosay+Ksi>nay)c£y
*/0 Δ(ο, l, m)

, rVj (Π; cos2y + K; sin3 φ) d φ
'' Δ P i TΔ (P,

Posteriora duo integralia termini secundi in unum hoc transeunt:

/

In prioribus vero intfgralibus novis loco argumenti φ, posito π— Φ, poet
faciles reductiones, si nunc per ψ^, anguhim π — ψ \ > q«i igitur, maior
proximus formulae (2.) respondentititn , plerumque ad anguUim 2φ pro«
pius accedit, denotamus, habemus ex aequat* (8.) haue aequationem ea-
dem forma ac (5.) gaudentem:

Crolle^s Journal d. M. Bd. XVI. Hfl. 4. 42

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/28/15 5:23 AM



326 22. Rickelo19 de transformation* integral» ^ibelian. prnni ord. commcntatto*

9« / -r-r—ι \ "

ij sina y) c?y

Si porro φ> — et <ζττ fuerit, integrale datum ita representare licet, po*
eito ^) = 5Γ—'(f):

10· / · -rr r ·
•J o ^V^> 9 ̂ /

8iaay) Jy /^/y (Π cosay4-Ksma y) αφ__
A(c, /, m) * α A(c,/, m)

Huius aequationis termino ultimo per formulam (9.), qula argumentum 'φ
minor quam -̂ - est, transformato, atque hac aequationer quae ex eadem

aequationo (9.), ψ= -J posito, sequitur:

?sin*y) αφ
Δ (c> /, m)

adbibita, fit:

Δ(^ ?, m)
yT2?r (Π?οοβ2φ4-Κ^8ίπαφ^φ /°y? (Π* cos3 φ4-K^ sin

~~/0

_
Δ (c* /% ma ) o Δ (c% Z°, m»)

(Π; cosa y + K, sioa y)

ttbt aut (P* aut (zr — φ^) minimus positivus angulus foruiulae (2.) respon-
dentium est, prout fuerit:

aut, 8io(P<^-_=ssia'(p, aut, 8io (p > ̂ -_ = sin ̂ .
Ponamu» vero, ut rursus hie ad formam (5.) et (9.) revertamus, loco
ipsius :

quo facto ad aequationem rursus devehimur haue:
14 ΓΨ (ncosay+K sioay) αφ

J v Δ(ο, /^m)
— f** (n;co8^y4.K>in^y)dfy . r^? /Igcos'y
~

Qua consideratione continuata sequitur aequationem integralem (5.) sem*
per stare, st limite» determinantur, qu le* in sequenti tabula expositos
iuvenis.
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22. Richelot, de transformatione integral· Abelian. primi ord. commentatio. 327

Ponamus esse;- *» <P:> rc.
minitnos angulos positives, quorum quadrata einium et ex formulis (2.) et
(3.) et ita determinentur:

. o f l
em2 = 77-7 - r-r.

(l -H, M

(Posito: arg(p(>0<£), (><?<?), (>f<T-i), <>*·-*<
(p:,

—(p;,

etc.

ubi h quilibet numerus integer est. Prorsus similemque tabulam pro ne-
gativis valoribus aoguli φ adipiscimur« Quia vero formula (2.) docet an-
gulum φ'0 circiter duplioem esse anguli φ7, inde patet, ut verum valorem
argumentorum φ^ et φ°2 adipiscauiur, eum plerumque »rnox assumendum
esse angulum φ*, qui angulo 2 ψ proximus sit, angulumque φ* minimum
esse ex formula:

ei« cp;; == /o
sin (p;

prodeuntem poshivum vel negativum.

His positis, quomodo transformationem propositam continuemus, dis-
quisitio sponte emanat. Quo facto, videmus primum, limitem i, quo an-
tea utraque aequatio integralis discernebatur,

16. S = arcsin s=

appropinquare ad ^9 Turn videmus angulum (P° , si m =0, et /i=
devenerit ex formulis:

_
determinari, atque intogralia iu haue l'ormara ahire:

/
Vi (n.ros'y-f K r sin ay)cfy f* (Π, coa*y_+Ka fin»_ _

» sin^ y) » Λ, (i- f ' siiij φ)
42*
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328 22* Richelot, de transformaiione integral* Abelian. prirni ord. commentatio.

Postremo vero si adhue c evanuerit, erit
18. φ = 2<f>, φ* = 0.

Inde generalis argumentorum lex meraorabilis prodit, quam ut explicemus,
totamque transformationem brevi in conspechi ponamus, hanc denotatio·»
nem in art. XI. propositam atque confirmatam adbibere velimus.

Ponamus datum angulum numeratoris coefficientes et modulos re-
spective esee:

Φ, Π, K, c, /, κι;
post primam transformationem habebimus:

arg.

ig.

c«,
<p°, Γζ+Κ°, P, P, iw°,·

post secundam transformationem habebimus:
arg.

Π00 ΤΓΟΟ *00 ϊΌΟ mW·
2 & 2 > * > l 9 m >

post tertiam transformationem habebimus:
arg.

jjoooj£ooo ^ooo ^ooo jyjOoo.
nooo trooo jooo tooo y~ooo.

etc.\

ubi indices apud argumenta φ infra adiecti originem eorum ex anteceden-
tibus argumentts accuratissime indicat. lara vero sequitur hoc theorema:
„Termini serierum horizontalium angulorum

ο _οα ooo oooo i*x> ^oooa TKJOO
r l t 1,1 * -tj'»1«· » i jJ jJj l Λ|·Λ ι • t»4>^ ' *?'Α5·ί)* Afo *j*»^j·^ ^kfn
T» "4"» 8 » ~16~ eiC· 8 » 16 etc* ~I6~ eic*

0 00 000 0000 <XM ^»OWO OOOO
^2 %,l ^2 l l ^2,1^1,1 y2?2y2 y2y7?2yt ^ ^2 1,2,2

T> "T"' "^"^ "Te4" ""8^"^ ""it1" etc* "te2" etc'
_00 000 „ OiXJO ^(JOOO ^0000

T» T-» -le1 etc' - iT etc' ΊίΤ etc'
00 000 OOOO " „t)000 ^0000

^, ΐψ, **! e,o. ^ etc. ^ e(0.
OOO OOOO )0000

^f-y -ωώί etc. -^ etc. ·'
000 OOOO «,0000

SP2 l 2 Ψΐ l 2Λ ^ ^2,2,1,2 ,_^., _^ etc. _^. etc.
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22. Richelot, de transformatione integral. Abelian» primi ord, commtntatw. 329

ad certos denique limites appropinquant, et adeo, si post n transformatio-
nes /(n) evanuerit, ii anguli, quorum /ztus index 2 est, ipsi evanescant.

Ponamus illos limites respective:
19. = Φ, Φ2 , Φΐ,2 , Φ2,2 , Φΐ,Μ , Φ2Λ2 , ΦΐΑ2 , Φ2>2,2 -

ita ut brevitatis gratia omnes indices (1.) sequentes omittantur. Quo theo-
remate adiuti, cum integrale quodque, quantitate (Π — K) ex theor. (24.)
art. XIV. simul cum c ad nihil appropinquante^ ad Π . φ denique revenire
videamus, sequitur hoc

theorema.
Yalor approplnquatus integralis indefinit! Abeliani primi ordinis:

/

φ _ (Π cos φ -f- Ksiny) αφ _ _
V^t— ca siaa φ) (l— Z2 sioa φ) (l— ma sin4 ψ)]

erit:
l [Φ + Φ2,2 + Φν,2 + ΦΜ}2 etc.] (P Π +

Ve

ubi P9 K, PL KL limites in artic. XIV. determinati sunt. Eodem modo pro
altera numeratoris forma banc adipiscimur aequationem:

ί /* Ψ /"D "C · 2 \ >/ \± —— «£ 810 Cp) u (f) __
J 0 VTXl— c2 sin*φ)(l— f a siaa φ)(i—m* sin2φ)]

[Φ + Φ2,2 + Φ2Λ2 + <DW etc.] (R P - S S)
+ [Φ + Φΐ,2 + ΦΜ,2 + Φ2,2,2 etC.] (S^ — Rl P).

Animadvertatur in prima serie eos limites Φ stare, quorum indices parem
numerum signi (2.)9 in secunda vero, quorum indices imparem numerum
signi (2.) continent. In utraque serie hactenus progrediendum est, ut li-
mites Φ decrescentes usque ad quaesitum decimalium numerum evanuerint.
In bis generalibus valoribus integralis indefinit! posito φ = γ·, omnes limi-
tes evanescunt, primo Φ excepto, qui in ~ transit, ita ut babeamus:

n
Γ^ (Π cosy2 4· K siaaφ) αφ

22. -

Adootemus adhuc has aequationes ex formulis (25.) art. XIY. prodeuotes;
23. F'(Ttkclm) = v°F'(τ?k°c°Pw°) = ^v^F^i^c^l^nf0} etc.

ubi brevitatis gratia posuimus.

F(<*kclnf\ — Γ fan + ftKj-C^n-f
V.» ) —Jo V^t_ C>sin l9)(l— Ι»Η·*
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330 22. Richelot, de transformatione integrai. Aielian. p imi ord. commentalio.

atque eodem modo:
24. f'(q<rclm) = </'(e0<r

etc.
tibi positum est;

Quantitates 7T9k,%9 <r, in form, (27.) et (29.) explicantur.
lam vero ad alterius aggrediamur transformationes argumenta accu-

ratissime oomputanda. Quem ad fiuem revocemus formulas (15.) art. XI.,
quarum ope argumenta φ( et φ', determinabantur, ita ut satisfacerent ae-
quationibus integralibus (8.) vel (22«), quae nonnisi forma mimeratoris in*
ter se diiToruut. Ponamus hie brevitatis gratia:

25. — -- - 2 = E (φ, C, /, 777),^ — a a 2 a v^f ' ; y'
quatn quantitatem, simul oum niodulo c ad unitatem appropinquare patet·
Facilibus reductionibus factis, ex bis formulis (15.) art« XI.

hae prodeunt:

27.

ubi φ\ et φ'2 eemper ut anguli minimi posifivi bis formulis respondentes
assumendi sunt. Hinc methodus minus elegans atque minus expedita in-
tegralia nostra indefioita computandi derivatur, quam ita instituendam ex·
ponimus. 'Ponamue rursus fore:

datum angulum, numeratoris coefficientes et modulos respective:

post primam transformatiouem adipiecamur:
hos angulos: numeratoris coefficientes et modulos:

φ;, p;, <?;, , *',Λ«',28. (p; ,
post secundam transformationem hos:

^h" (h11 T>" Π" r" l11 m11
Ψι,ι > Ψ^2 > *Λ > vl > C 9 * 9 ™ ι

r //χ,

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/28/15 5:23 AM



22. Richelot, de Transformatione integral. Abelian. primi ord. commentalio. 331

'post tertiam transformationem:
hos angulos: numeratoris copfficientes: modulos:

28.

v · W · M »
etc.

ubi indices apud angulos rursus originem ex antecedentibus ordinemque
transformationis indicant.

Trausforinationibus repetitis denique ponere licet:
CL = 0 et: mt = lt

iotegraliaque in iotegralia elliptica tertiae speciei quorum modulus proxime
ad unitatem accedit, parameterque forma — <?2βΐο2θ gaudet, reducimtur,
quae secundum articulum (98.) primi tomi libri i ustrissimi „Tratte des
fonctions elliptiques par Legendre" computantur. Quem ad finem, n esse
numerum transfortnationum desideratarum, ponamus^ ita ut sit:

cc
t
n) = 0, /(;> = m^.

Denotemus porro per Φ^Λ) quemlibet eorum angulorum nfae transforma-
tiouis, quorum iodiccs ihi'eriores parem numerum sigui: 2 continent, et
qui igitur ad numeratorem

pC;)_Q(;)8;n^(p-
pertioent^ eodemque modo per Φ^} quemlibet eorum angulorum /2tae trans-
formationis, quorum indices numerum 2, aut semel aut ter eto. continent,
et qui ad numeratorem alterum

pw— (^β,νφω
pertinent. His positis dico, valorem integralis indefiniti exprimi per aggre*
gatum expressionum huius forrnae:

(
H—(tf0. A A f/ir-o , φ(ΐ\ P[n)m(")l—·0(Γ}, l-f-mWeinyf1)-—5-̂ -i- log nat tang 145 4- -^-1 L—^ ^-^- log nat i s-r-;—r-rin* ° e\ l 2 / 2mm; l—mwemepw

->(») (») (»> W (»)a W 14-»Wein 'n>2—~- log nat tang (45°-t- -~- ) *—-^—ΙΖ5ί»- log nat i τ-r—:—2?M* b to\ 2 / 2ΛίΜ^ b l— tW sin qpw
quae formulae, si angulus φ^} vel (p^n) proxime ad unitatem accedit > in
has abeunt:

l— m<») ein φ

f +
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332 22. Richelotf de transformationc integral Abtlian. pritmord. commentalw.

lam vero, si praeferre placet, transformationee toties adhuc per· formulas:

repetere possumus, ut usque ad limites Π Γ^ K K! in capite XIV. descriptos
perveniamus, quantitatesque ordinis M1* et m'* negligere possimus; qua-
rum transformationum numero per n rursus denotato, valor integralis in-
definit! ex terminis huius formae componitur

ΠΡ+ΚΟ

quae expressiones , si angul! φη proxime ad imitatem accedunt, cum bis
eommutentur necesse est

/Π, P— K Q\ / p\ d(f _ £ . i+m^siay^
\ 2n t\J 0 V"(l— c^)1 si a φ) ¥ g D l— m(O siii φ^)

33.

ΠΙΡ-ΚΙ() | /!+ sin φ[η\ /!+ mW ein φ(η\ Π Ρ — K Q f /1+mWsinyC»)
^p- log nai ̂ _ sifl ̂ (n)^ ^le_ m(n) sill y(n)y -f 2«^ g na \1— mC«) sio y(»7

/l+siny^ /1+M^sipyffv Π,Ρ-Κ,Ο , / 1+M^sin <p%
VI— sio yW/ Vl— *<«> «n φ(«)/ "« ^H 8 V l— M W sin φ£

,
8 l—

I jP— K t C >
'

n) ein y£)

Prorsus similes expressiones pro altera numeratoris forma adipiscimur.
Integralia vero definita, quippe in quorum transformatione bina sem-

per integral i a nova in unum coniungi possunt, nuilto expeditiorem praebent
determinationem* Habemus enim posito φ = - ·̂, ex formulis (30.) has :

7t

/ „o *[(!·—c2 sio2 φ) (i—l2 siua φ)(l—m2 sin2 φ)]
pC»)c(«) /)(n) 4x^. c —— \/. · *r

natTW 7Π

(;/)

nat—77^
m\

2

atque transformationibus safis continuatis ex formulis (33.) hanc:

2 . ΠΡ+ΚΟ, 4 2
nat

— Q1*m*<p)d<p TirP— Κτ
A(c < ml β 9"a ^c, «, m) £

Facile demonstratur transformatione sequenti peracia eundem ralorem in-
tegralis definiti prodirc, Novus enim valor:

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/28/15 5:23 AM



22. Rivhelot, de transformatione integral, ^ibelian. prifmi ord, commenfbtio. 333

Π,Ρ— K.O, * 2 . ΠΡ4-Κ-J—p-L log nat^ + 2

ibrmulis (20.) artic. XIII. substitutis bis;

in valorem antecedentem transit.

Expressiones integralis propositi antecedentes , ex loco cltato facil*
lime derivantur, tarnen ad computationem integralis indefinit! raulto minus
quam illae aptae sunt, quas ex altera nostra transformatione prodire, vi-
<limii8. Repetamus vero computationem ι integralium indefiuitorum propo*
sitorum, aliam multo faciliorem atque elegantiorem ope theorematis Abe-
liani, ex bis nostris disquisitionibns deductam, alio loco geometris DOS com*
municaturos esse.

XVI.
E χ € m p l a,

Quaecunque de computatione modulorum, numeratorum integra-
liumque ipsorum diximus, bis duobus exomplis adhuc magis explanare
placet, ubi duo integralia de oita, quorum moduli datis valoribus gaudent,
secundum utramque methodum in articulis praecedentibus expositam com«
putata invenis.

Exemplum priraiim.
Datum eit hoc schema modulorum per algorithmum repetitum di-

minuendorum·
Valores dati modulorum:

α = 11° 0' Oy/ log c = 9,2805988 log ̂  = 9,9919466
= 4° O7 0" log/ =8,8435845 log l, = 9,9989408

γ = 3° 0' Q" log m = 8,7188002 log mt = 9,9994044

i log 5. = 9,9957415, Υ — °° 16/ 51//>26^

= 0,2967923, log(i+mO = 0,3007323.
Valows modulorum primae fransformationis:

a == (f 33' 42",52 log c° = 7,991460 log c* = 9,9999791
β = 0° 18' 55"f 12 log /° = 7,740615 log l\ » 9,9999934
γ = 0° 4/12/y,003 log m» = 7,086981 log /< = 9,9999997
Crelle's Journal d. M. Bd. XVI. Hft.4 43
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334 22, Richelot, de transformatione integral* Abelian. primi ord. commentatio.

log v° = 0,0051310,
log»* = 9,6983744, log*0 = 9,6989700,

logi/V = 9,7035054, logv°*° == 9,7041010,
log£* = 4,8792, log (l +££) = 0,3010164,

= 0,6155, log (l -f /«·) = 0,3010299,
Valores secundae frans formationis:

a™ = 0°0'6",4427, löge00 = 5,4946,
ßoo _. o°0'5",4746, log/00 = 5,4239,
Y» = 000'0",09058, log mm = 3,643,

log pf = 0,0000140,
log ̂ TO = 9,6962398, log *w = 9,7010940,

log v? C »" = 9,701 3848 = log P, log v° p? /t00 = 9,7062390 = log * .
Fator integralis:

·* /*
/o ca sin» 9))(t— l1 6iua 9») (l— m* sina )] = 0,7897772 +0,7986541 K.

Ut legem, quam moduli sequuntur, exemplo hoc comprobemus,
adiioere placet adhuc calculum exactum priorum et sequentium transfor-
mationum, quae ad conaputationem integralis propositi haud amplius ad-
bibenhir.

log c = 9,2805988,
log / = 8,8435845,
log/7J = 8,7188002,
logi =9,4382014,
logf =9,8752157,

log cm = 0,6232302—10,
log/"00 =0,6175482—10,
logm^zs 0,6888536—14,
log l000 = 6,0656234 -10,
log f*0 = 6,0713054—10,

log c° = 7,9914604,
log/0 =7,7406152,
log m0 =7,0869810,
log P = 9,0955206,
log f° — 9,3463658,
logv° =0,0051310,
log 5r°= 9,6983744,
log*0 =9,6989700,
log <= 7,6898348,
log*0 =7,6904304,

log c0000 == 0,939786—20,
log ?***> = 0,939749—20,
log 77j°000= 0,775685—28,
logloü«o =0,835899— 9,
log f800^ 0,835936— 9,

log c°° = 5,4946461,
log F° = 5,4239323,
log m™= 3,6426158,
logt00 =8,1479697,
logf° =8,2186835,
logi;()0 =0,0000140,
log 7r°°= 9,6962398,
log*00 =9,7010940,
log ̂ °== 2,8834179,
log*',10 =2,8840795,

löge00000 = 0,578504—39,
log/00000 =0,578504—39,
log moeooo= 0,949309—56,

=0,370805—17,
—0,370805-17,
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22. Richclot, de transformatione integral. Abelian, primi ord. commeniaiio. 335

log v000 = 0, log v0000 = 0, log i/*000 = 0,
log 5^:= log , «» log s"000« log z"00, log*«»00 = log ff0000,
log /fc°°° = log /t00, log i0000 » log *°"°, log /t00000 = log A0000,
log <°°= 0,2056179— 17, log **?»= 0,8443735— 37, log of00^ 0,1218475— 75.
log *f =s 0,2062800—17, log C"° = 0,8450356—37, log A?0000 = 0,1225096—75,

Exeroplum secnodnm.

Datum sit hoc echema modulorum per alterum algorithmum repe-
titum augendorum.

Valores dati:
a SB 87° 0' 0",00, log mt = 9,9994044 = log sin a, log m = 8,7188002 = log cos a,

SB 06° 0' 0",00, log /, = 9,9989408 = log sin ß, log / = 8,8435845 = log cos ß,
7 = 79° 0' 0",00, log^ =9,9919466 = log sin y, löge =9,2805988 = log cos 7,
B = 79°24/43//,85, log^ =9,9925422 = log sinB, log B = 9,2642094 = log cos B,

= 79°44/41//,03, log ̂  == 9,9930058 = logsin^, log^= 9,2505030 = logcos^,
= 0, log^f = — °°>
= 0,0016548, logf^- = 0,0016548,' '

4 log — s= 9,1408930, = 88°54' 13", 27, | log — = 9,6170568, £'= 80°7'42//,29,
0 C

y=37°7/28//,84, log tang &' =9,9916896, ^ = 22° 30' 28", 1 2, tang|£/=9,9248017,

l°g (H- T) = °'0082309» loS (*+ v) = °'0687202» ]°g (i-H) =· 0,0758421.
Valores primae transformationis:

a! = 74° 14' 57",68, log m\ = 9,9833791, log m' — 9,4336919,
ß' =74° ^KX'^S, log/'t =9,9829924, log/' =9,4384959,
•y' es 42° 51' 15",40, log < = 9,8325958, log c' = 9,8651549,
JB/=44°57/52//,66, logi', =9,8492167, log L' =9,8497530,
'̂ es 45" 0' 50",24, log x\ = 9,8496034, log x' = 9,8493666,

log n' =1,2373882,
log />' = 8,9795688, log/ = 9,6989700,
log/»', =s 8,9629479, log /, = 9,682349 1,

log n «y = 0,2169570, log ««'/ = 0,9363582,
log !̂ £l' = 0,2339646, log ̂ 4 = 0,9533658,

lm 'mi

i log ! — 9,5035165, 6"== 84° lO'O^Sa, flog ~ sä 9,9169824, E" = 46° 58'3^",64,

ssariQ'^M, tangie"= 9,9557086, ~ = S^Ö'aS" ,̂ tang | E" r= 9,6380705,
*

log (l + !̂ ) = 0,0420368, log (l+ ~) = 0,2258992, log (l -K) = 0,2388202.
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336 22. Richelot, de transformatione integral. Abeiian· primi ord. comtnentatio.

Valores secundae fransforatationis:
a" es 54*38' 8",06, logrri( «9,9114172, logm"= 9,7625098,
" = 54°38' 5",87, log l"t = 9,9114139, log /" = 9,7625163,

y"= 8°51'34",23, l ge'; =9,1875549, l ge" =9,9947873,
B" = 10°53' 10",34, logz// = 9,2761377, logi" = 9,9921134,
A" = 10°53' 10",64, log M't' = 9,2761410, log m" = 9,9921132,

log n" =0,4560481,
log/' = 8,5653869, log 9" = 9,8285855,
l°g/>i ·= 8,4322769, log ̂  = 9,3990384,

log««'«"/'= 0,2588232, log/z«'« V= 1,5220218,
log ^f~P^ = 0,3028821, log ""!y = 1,2696436,

ι log 2̂ 1' = 9,7651194, ε'"=7θ°10'55",85, flog ̂  = 9,9947197, £'"=12σ35'31",61,
fftit /im Tf/j/
-̂=14°47'21",59, logtangfs'"= 9,8466955, ̂  = 0°20'53",895, log tang^-=±= 9,0424286,

log(l+ —-) = 0,1267906, log(l+^±-} = 0,2957818, Iog(l+e") = 0,2984315,

f log [cos γ" sin y sin ̂ ] =9,3208734, | log [cos y" cos y cos ̂ ] =9,8946851,

=8,6220015,

, o g 0 0 . 0 0 . 0 0 . 0 0 . « 9,7879939,'

= 9,4268764, log taogi (β'"—?'") = 9,4163157,
β'" = 29° 34' 43",178, y" = 0° 20' 37",8640.

Valores tertiae transformationis :
o!" = '"=29()34/43",18, log m'/' =9,69339 10 = log /',", log m"'= log /'"=! 9,9393589,
y" = 0° 20' 37",868, log <" =7,7782468, logc'"= 9,9999922,
Α"'=ζΒ'"= 0°41'47",793, logM;"=8,0848558=Iog£;", log ΛΤ'"= 1ο§̂ "'== 9,9999679,

log «"' = 0,1820506,
Iog/"= 8,3619780, log^'" = 9,9004659,
log /»'/' = 7,8175403, log /," = 8,8051 125,

leg« «'«"«"y'rrs 0,2374649, logn«'«//«'"y'"= 1,7759528,
log« n'n"n"'p'(' = 0,3062452 , log n n' n"n'"9"t' = 1,2938174,

= 9,9393628, €-=40()51/21",98, f ̂ ^ = 9,9999718, JS-^

=3°59'13",03, log tangi^ 9,5710728, eO^' '̂ O, IogtangiJT=7,g059..«
=0,2446123, log (l +2^)== 0,3010019, Ιοδ(1+*"0=0,3010262.
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Valores quartae transformationis:
a'v= 'r =7°58'26",06, log 7«·;= log /7=s 9, 142 1456, log m'T= log /"= 9,9957805,

YT=OP 0' l ",857233, log 07= 4,95444 1 3, logc'v=0,0..,.,
Λιν=Β'τ=0° 0'13",3S816, Iog^7=logi7=5,8122957, log^r'^Iogi^OA

log «" = 0,0564293,
log/)" =s 8,2950882, log y" = 9,9 175556,
log/>7= 6,6586285, log tf = 7,6463255,

lo$nn'n"n'"/Tpn == 0,2270044, log/zn'/z'^^^^rr: 1,8494718,
"'«"/)1;^^ 0,3062535 =Iogni, lognn//z//«//y«'Y;=l,2939505 =logK! ,
Valoren quintae transformationis:
; = log/1; ss 7,9874602, logwv = log/* = 9,9999795,

log< ss 0,3068226—11, logcT = 0,
logKT

t = logz,^ ss 1,3193624—10, IogarT = logz,T == 0,
log n" = 0,0041990,

Iog/)v ss 8,2900459, log/ = 9,9187169,
log/>; = 4,3450587, log^ =s 5,3327557,

log««' n" n'" n" tf p1 = 0,2261611, log nn' n" n!" n" rff = 1,8548321,
log n n' n" n'" n" r? p\ = logllo \ognn' n" n'" n™ r? </\ = logKi,

Valores sextae transformationis:
log m;1 s log/;1 = 5,6739109—10,

Iogc7 = 0,0115852—22,
log n" = 0,0000205,

log p" = 8,2900190, log f = 9,9187223,
log />7 ss 0,7179396 — 11, log fi = 0,7056365 — 10,

logn«//z"«///«ivrtv/2v>v=0,2261547= logO, log«flV«"'/i'T */fy = 1,8548580 a= logK.
Valor integralis:

_ (1,588429)P-0,798650(?.* Λ V 7 y * x

Exemplura tertium.

Datum sit hoc Schema modulorum per transformationem alteram
dimiouendorum :

Vatores dati:
a = 75°Q/0//

>00^ log c = 9,9849438, log ct = 9,4129962,
β = 54°0/ 0 ,̂00, log / =9,9079576, log k = 9,7692187,
γ = 25° (X 0",00f Iog/7i=: 9,6259483, 1οδ/τιλ=: 9,9572757,
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338 22. Richeloi, de transformatione integral. Abelian. primi ord. commentatio .

i log ̂ - = 9,6124696, e° = 80°20'12//,34,

= 22°43'15",31, logtangfe0 = 9,9264042,

= 0,0673897, log(l+iwt) = 0,2801930.
Valores primae transformationis:

a° sä 45°26' 30",62, log c° = 9,8528084, log c\ = 9,8461 100,
ß" = 40°23'20",22, log/0 =9,8115569, log/0, =9,8817630,
•/»s» 3° 5'53",185, log/w0 ==8,7327621, log /n?= 9,9993648,

log v° = 0,2972016,
logj^ r= 9,6562457, log *° ss 9,6989700,
log< = 9,5090541, log^ = 9,5517784,

logvv0*·0 = 9,9534473, logv i/°A° = 9,9961716,
f log ̂ § = 9,8642541, £°° = 57° 38' 35/7,47,

-^ = S^S^S'̂ O, . log tang |« = 9,7405565,

log(l+ ̂ 5) = 0,1861623, log(l+ w°) = 0,3007125.
* 7/t^ /

Valores secunäae transformationis:
aw = 1703r26",61, löge00 =9,4811130, log c«? =9,9791219,
ßoo_ 17o2g/ 17//>23, log f° = 9,4774550, log /f = 9,9794876,
7°°= 0° 2/32//,118, log ™°°= 6,8677572, log ̂ =9,9999999,

log v00 =-0,1158204,
Iog5r°° = 9,4644565, log*00 = 9,8310818,
log<x) = 8,688245, log V? = 8,732751,

log v i/W = 9,8774785, log vv° v00*00 = 0,2441038,
J!) — 0,2808277, ^(1+^=0,3010300, log (l +^^) =0,2845025.

Valores tertiae transformationis,·
anoo=2°43'45//,29, löge000 =8,677756, log cf> =9,9995071,
ß°üü = 2()43/44//,77, log/000 =8,677739, log/7 =9,9995071,

log m000 = 3,133, log m000« 0,0,
log v000 = 0,0202024,

log s*00 = 9,4264912, log *°°° = 9,8480606,
= 7,06497, log *7 = 7,10948,
«: 9,8597156, logvvny°v(K)0A-ü(W = 0,2812850, *

/ *«00 (OOOy

= 0,3005374, log (l+i-i-3it-)= 0,3010300 =^ ·** | *
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Valores quart e fransformationis:
l ge0000 = log/0000= 7,05496, l ge?000 = log/^=9,9999997,

log v0000=0,0004926,
logir0000 = 9,4255456, log*0000= 9,8484569,
log<°° = 3,819 —10, log*?00 = 3,863—10,1

= 9,8592626, logv ν°ι/Χ)ι/)00ι/)ΰ0ϋ*()000=0,2821739,
0000 jOOOOy

= 0,3010297.

Valores quintae frans formationis:
a00000 = {3<JO OO = 000'0'/,13...., log /00000 = l ge00000 = 3,809,

log v00000 = 0,0000003,
log«*"000 = 9,4255451, log /t00000 = 9,8484571,

Iogvi/Vx>v<xxV000(VO O(^<X)(X)0==9,8592624==logP, log v l^I/v°V)0(V™*aiOT== 0,282 1744 =log T.
Valor integralis:

Γ v m > ^C°w7+Ksif Τ)Λ . · . v. = (1,136011)Π + (3,008114) K.^ V [(l— casi j ; ) l — Z a s i n a p l — m's io 'p ^ ' ' * \ > v '

Exempluni qnarlom.

Datum sit hoc Schema modulorum per secundam transformationem
augendorum :

Valores dati:
a =65° 0' Oy',00, log m, — 9,9572757, log m = 9,6259483,
β =36° 0' 0",00, log/, =9,7692187, log/ =9,9079576,
y = 15° 0' 0",00, l ge, =9,4129962, l ge =9,9849438,
B=10°35/35",64, logz,, =9,4557205, logz, =9,9815270,
^=26° 7/29//,61, log *i = 9,6437775, log M =9,9531972,

— oo

log f££- = 0,2735056, log ̂  = 0,2735056,
f x TWj tj 7WX

| log ̂  = 9,774481 1, ff = 69°16'll//,58, f log ~ = 9,9748902,

|i = 14°14/57",95, logtangf i = 9,8393236, ~ = 1°39' 19'/,52,

log(l+ τΟ = 0,1316079, log(l+ — ) = 0,2766457, log(l+<?) = 0,2935671.
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Valores primae frans formationis .*
a' =.28""29'55",91, logm\t= 9,6786471, log m' = 9,9439032,

' =22° 14' 7",30, log/', =9,5779651, log/' =9,9664408,
y 1°13' 8",16...., l ge', =8,3395401, l ge' =9,9998963,
B'.cs 2°37'30",83...., log ̂  =8,6608930, logi' =9,9995439,
-4' = 3°i8' 9",o5. .. . , iog< = 8,7615750, logif' = 9,9992745,

log n' = 0,19 19412,
log/)' = 9,6839138, log/ = 9,6989700,
log/>; = 9,3625609, log/, = 9,3776171,

log nn'p'sss 9,8758550, log/z«'/ = 9,8909112,
log ̂ ί- = 0,2978899, log-̂ 1 -. 0,3129461,tg τη^ ί Ε τΜ1

' = 9,99552239, £"= 35°32'38",54,

- = 2°56' S '̂̂ S, tangi e = 9,5058636,

l og (i -fi-^L')= 0,2585580, log (l + ̂ ) =0,3004915, log (l +c') = 0,3009782.
Faiore* secundae frans formationis:

a" = 5° 53' 48",50, log m"t = 9,01 17272, log m" = 9,9976958,
" =5°42'25",22...., log/'/ =8,9975674, log/" =9,9978420,

γ" = 0° 0'25",45 . . . . , log < = 6,091 2836, log c" = 0,0,
B" = 0° 4' 7",73·.·., log <' = 7,0795564, log Λ" = 9,9999997,
^" = 0° 4' 1 5",94 . . . . , log < = 7,0937162, log M" s 9,9999997,

log/z" = 0,0426275,
log/»" = 9,5654752, log 7" = 9,7918491,
log p" = 8,0730456, log ?',' = 8,08853 15,

\ognn' n" p" = 9,8000439, lognn'n" q"=. 0,0264178,
log nn'n"„p" = 0,2983197, log-^ϊ^ — 0,3138056,

£ iw i ^im i
log( l + /" "i") = 0,2988047, log(l+z."M") = 0,3010297,

Valoree tertiae trans formationis:
a"' = 0" 17' 39",61 . . . . , log m'," = 7,7107228, log m'"= 9,9999943,
'" =0° 17'39/y,05 . . . . , log /'," s 7,7104896, log /'" = 9,9999943,

·/" = 0*} 0' 0",00 . . . . , log <" = 0,5807404—9, log c'" = 0,0,
B'"s=& 0' 0",15...., log <' =3,87001 ,̂ log//" =0,0,
'̂" = 0° 0' 0",15...., log <' = 3,8702508, logj«t'" = 0,0,
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log n'" = 0,0022253,
log/»'" = 9,5584309, Iog/"= 9,7961276,
log//' = 5,4827333, log tf = 5,4982245,

lognn//z//«///X"=9,7952249, log n n' n" n'" g"'— 0,0329216,
log ̂ L^ILEL β 0,2983149 = logll, , log »^'»Γ«? = 0,3138061̂ 10̂  ,

ij W2I , *i mi |

log(l+7'" m'") = 0,3010244
Valores quartae transformationis:

alv = lv = 0°0'0",72...., logwf = log/? = 5,1201880,
y* = 0° 0' 0",00, log c·1; = 0,5594208 — 18,

Alv = Blv = 0°0'0",00, logaz" = logz.IV = 0,4392328—13, ^ -
log «w= 0,0000056, , . ' ' " "" ;>

log//T= 9,5584 127, r log /Ti= 9,79 6 1 38l,7 '
log/)1; =0,3018913 — 10, logyf = 0,317382^—10,

log n n1 n" n'" n" p" = 9,79521 23 a log Π, log n n' n" n'" n" f = 0,0329380 = log K,
, hn'n"n'"n"lv n n' n" n'" nlv o'T ' :

»og -ir- „i, m, Γ, m,
Fa/or iutkgralis:

(4,144126)P-(3,008H4)<?.v ' ' v * . . , . / v

Quia moduli primi et secundi ox^mpli iiilem sunt, nee nott moduli
in tertio et quarto exemplo, si in secundi et "quarti exempli iutegralibus
ponamus;

Π = Ρ, K = P-(?,
ad eosdem valores perveniamus neeesse est, quos in primo et tertio exetnplo
invenimus. Id quod calculo usque ad nltimum decimaleui comprobatur.
Habemus enim inde in secundo exemplo:

(0,789779) Πχ + (0,798650)^ ,
et in quarto exemplo:

(1,13β012)Π1 + (3,008114)Κ1
pro appropiaquatis integralitim propositorum valoribus, quippe qui valores
usque ad ultimutn decimaleui ciim valoribus eorumdem integralium in primp
et tertio exemplo cpngruunt. Quae cum ita siut, in utroque exemplo
egregiam theoriae nostrae confirmationem per se ipsam adepti sumus.
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