Berichtigung zu dem Aufsatze: ,,Ueber die Fourier’sche Reihe.“

{Mathematische Annalen, Bd. XIX, pag. 236.)
Von

Axer Harnack in Dresden.

1. Auf Seite 251 der citirten Arbeit habe ich den Satz: ,,Bei einer
in einem beliebigen Intervalle im Allgemeinen convergenten trigono-
metrischen Reihe ist Lim az =0 und Lim &; = 0 fiir £ = co, kurz
zu beweisen gesucht; jedoch ist, worauf ich in Folge einer brieflichen
Bemerkung des Herrn Cantor aufmerksam wurde, der Beweis unzu-
reichend, wenn nicht die Voraussetzung hinzugefiigt wird, dass @, und b,
tiberhaupt eine bestimmte Grenze besitzen. Da dies an jener Stelle unzu-
lissig ist, und da schon mehrfach die Versuche, den von Cantor (Annalen
Bd. TV) gegebenen Beweis zu umgehen, gescheitert sind, so mdge es
gestattet sein, die Principien dieses Beweises in neuer Form zu
reproduciren, um die Einfachheit desselben hervortreten zu lassen.
Der Sats selbst lautet: , Wenn fiir alle Werthe von 2 in einem beliebiy
Ieinen Infervalle Lim(a, sin nz - b, cos na) = 0 wird fiir » = oo,
s0 it Lim @, = 0 und Lim b, = 0. Man weist zuerst nach (S. 251
meines Aufsatzes), dass diese Bedingung nothwendig die andere in-
volvirt: Hs muss fiir alle Werthe von 2 in einem Intervall @ bis b
Lim a, sin nz (und ebenso Lim b, sin #2) gleich O werden. Dies
besagt, dass zu jedem z eine Stelle #n angegeben werden kann, von
der ab die Betrige [a,sin na] -« - [aups sin (n + k) 2] - - . simmtlich
kleiner sind als eine beliebig kleine Zahl 85 (jedoch ist nicht gesagt,
dass dasselbe  bei allen Werthen von x ausreicht). Diese Forderung
ist nieht erfilllbar, ausser wenn von einer Stelle % ab simmtliche
Betriige: [a,]. - - [@uqs] - - - kleiner sind als 8. Denn nimmt man
an, dass dieses nicht der Fall ist, so liesse sich eine Reihe von un-
endlich vielen Gliedern: ay,, a,, - - - @, + - - bilden, deren Betrige simmt-
lich gleieh oder grsser sind als 0. Dann kann aber auch ein Werth 2 im
beliebig vorgeschriebenen Intervalle ¢ bis b (und folglich in jedem noch
so0 kleinen Theile desselben) gefunden werden, bei welchem die Reihe:
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nicht die Null zor Grenze hat. Es wird niimlich aus der Reihe der
upbegrenzt W&Chsepdeﬂ pqsmven, ganzen Zahlen: m, #, « - - % - - - stels
eine andere unendliche Reihe: #,'n,--. .. entnommen werden kbunen,
zu welcher ein Werth « sich finden lisst, fiir welchen die Producte

w,/x, n@ .- w/x--- von einem ungeraden Vielfachen von 7 stets
nur um weniger als eine beliebig kleine Zahl & differiren, so dass
also der Betrag des Sinus beliebig nahe an der Einheit, und folglich
der Betrag des Gliedes a,; sin #’;x beliebig nahe an emer von Q ver-

schiedenen Grosse 0 liegh. Man setze:

. T x
M > Yoy und  mz <y + e,
also
ki n
Y5 — ¢ I‘/x"’.f-l-s
wm—nr <z >”1 T

wobei y, eine noch zu bestimmende ganze ungerade Zahl ist. Der
Werth von z fallt in das vorgeschriebene Intervall von @ bis 4, wenn
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Dieses Intervall enthilt sicher cine ungerade Zall, weun
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(n, (b — 0&)»—26)—;32, also my = 0,
gewihlt wird. Diese Forderung dient dazu, um cinen unteren Werth
fiir die zu bildende Reihe: #," zu fixiren, und in dem Umstande, dass
lediglich eine untere Grenze fixirt zu werden braucht, liegt der Kern
des ganzen Beweises. Denn wird nun g, irgendwie gemiiss der obigen
Ungleichung gewiihlt, so ist auf ein Intervall beschrinkt, das
kurz mit
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bezeichnet werden soll, und die Linge o besitzt. In diesem Inter

. e b . ,
valle soll pun z so bestimmt werden, dass fiir cine Zohl B, > 0
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wird.
Alsdann muss aber #, der Ungleichung gentigen:
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’ ¢ , 2
(e &) = <y < (n/f— &)

es ist grosser als y,; und dieses Intervall enthélt sicher mindestens
eine ungerade Zahl, wenn

Damit wird wiederum nur eine untere Grenze fixirt, nach der #,
aus der urspriinglichen Reihe der %, #, - - - zu entnehmen ist, und
nach dem y, der vorgeschriebenen Ungleichung gemiiss gewihlt ist,
bleibt die Grosse x immer noch auf ein endliches Intervall beschrinkt,

- dessen Linge nunmehr —Zj— betriigt. In diesem Intervalle ldsst sich
2

ein neues angeben, fiir dessen Werthe eine Grosse n, z der gestellten
Forderung gentigt, und sonach wird durch fortgesetzten Grenzprocess
eine Stelle x definirt, bei welcher die Betriige von sin »,'%, sin »,/, - - -
sin 9 - -+ beliebig wenig von der Einheit verschieden sind, so dass
anch die Reihe:
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der Voraussetzung zuwider nicht nach 0 convergirt. Es existirt daher
keine Zahlenreihe Cuy Oy * * + Oy » -, deren Betriige simmtlich gleich
oder grisser sind als eine heliebige Zahl 8, d. h. Lim @, == 0.

2. Einfluss auf die in meiner Arvbeit gegebenen Sitze hat aber
ein Fehlschluss, der sich bereits in meiner fritheren Mittheilung
(Annalen Bd. XVII) befindet, und in die zweite Abhandlung iiber-
gegangen ist. Auf Seite 255 dieser letzteren ist bewiesen: Bildet
man mit einer nebst ihrem Quadrat integrirbaren Function f(z) die
Coefficienten einer Fourier’schen Reihe, und bezeichnet R, , die
Summe:

k=n+4m
By = E a sin bz - by cos kx,
k=n

So ist, wenn & eine willkiirlich kleine Grésse bedeutet,
:{-71
Rl,dz < ¢
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lediglich durch Wahl von # unabhiingig von m, woraus hervorgeht,
dass auch zwischen beliebigen in das Intervall — z bis -+ 7 fallenden
Grenzen a, und g,
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jabs B, .dx, sowie absj R, ,.dx
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kleiner als jedwede Zahl gemacht werden kann, lediglich durch Wall
von % unabhinglg von m. Aus diesem Satze darf nun aber trotz der
Unabhiingigkeit von m nicht gefolgert werden, dass
o)
RbeRn,oodx < (j,

.

Zo
denn die Integrirbarkeit der Fumection R, , bel noch so grossen
Wertheu von m gestattet keinen Schluss auf die Integrirbarkeit der
Funection R, .. Damit werden die in den Artikeln Ul und [V. ent-
haltenen Aussagen, dass die Reihe ,jim Allgemeinen® convergirt und
so die Function f(z) ,,im Allgemeinen* darstellt, hinfillig, und es
muss bel den im Artikel VI. bewiesenen bekannten Sitzen sein Be-
wenden haben: Jede trigonometrische Reihe, welche eine integrir-
bare Function definirt, ist eine Fourier'sche Reihe; und wenn die

Fourier'sche Reihe an einer Stelle, an welcher e iq’)’:i"’f(mww

einen bestimmten Werth hat, dberhaupt comvergirt, so couvergirt sie
auch immer nach diesem Werthe. Die Convergenz der Reihe bildet
also stets die Voraussetzung. Dieselbe Voraussetzung ist auch bei der
im Avtikel VUL aufgesteliten Regel zur Differentiation einzufithren:
Die trigonometrische Reihe kann nach der angegebenen Itegel differen-
tiirt werden, vorausgesetet dass auch die Ableitung durch eine trigono-
metrische Reihe im Allgemeinen davstellbar ist.

Der oben erwihute Integralsatz weist aber auf folgendes Verhalten
einer Fourierschen Reihe hin, deren Cocfficienten ans den Integralen
einer stetigen (oder allgemeiner: einer nebst ihrem Quadrate integrir-
baren) Function f(z) gebildet sind, auch wenn die Reihe durchweg
oder theilweise divergirt: Bezeichnet 4 ein beliebig kleines Intervall
zwischen — m und - %, so kann man stets eine untere Grenze m
fiir » bestimmen, so dass das Integral der Glieder

k=mn
by 2 ap sin ka 4 by cos bz = 8,(x)

=1

x4+h
zwischen den Grenzen z und z -+ &, also f 8, (z) dx, fiir jeden Werth

ot
von z vom Integral J f(#)dz wm weniger differirt als eine beliebig

&
kleine Grosse & - hj convergirt & nach 0, so convergirt nach oo.

Daraus folgt, dass der mittlere Werth der stetigen Function S,. (x)
fiir » > m vom mittleren Werth der Function f(z) im beliebig kleme.n
Intervall von z bis & -7 bei jedem Werthe von z beliebig wenig
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abweicht. Wird in dem Falle, dass f(z) cine stetige Function ist, das
Intervall 1 so klein gewihlt, dass

z-+h
ff'(x)dx = hf(@) 4 (< 0h)

so liefern die mittleren Werthe der Function S,(z) in jedem Inter-
valle von der Grisse I die Function f(x) mit einer Abweichung, die
kleiner ist als 2d. Kin solches Verhalten einer Reihe kann als eine
Darstellung der Funection ,,im Mittel“ bezeichnet werdeun, und es bleiben
die Sitze, wie ich sie formulirt habe, auch die im Artikel V. ge-
gebenen, bestehen, wenn statt der Darstellung ,im Allgemeinent die
allerdings erhebliche Modification der Darstellung ,im Mittel ein-
gefihrt wird. FEine Reihe, welche durch ihre Mittelwerthe eine
Function darstellt, kann fiir jeden einzelnen Werth von & divergiren,
withrend der mittlere Werth einer aus den Gliedern der Reihe ge-
bildelen Summe fiir jedes beliebig kleine aber endliche Intervall & von
dem Werthe f(z) beliebig wenig abweicht; und um so weniger, je
mehr Glieder summirt werden. In diesem Siune ist jede stetige Fune-
tion durch eine Fourier’sche Reihe darstellbar.




