
Be~ich~igung zu dem Au fsd .ze :  , ,Ueber die  F o u r i e r '  sche  R e i h e . "  
(Mathematische Annalen, Bd. XIX, p,~g 2 3 6 . )  

Von 

AXEL HARNAOK in Dresden. 

1. Auf Seite 251 der citirten Arbeit habe ieh den Satz: ~Bei einer 
ill einem beliebigen Intervalle im Allgemelnen convergenten ~rigono- 
metrischen Reihe ist Lim a~---~ 0 und Lira bk -~- 0 ffir k ~ oz"~  kurz 
zu bewelsen gesueht; jedoch ist, womuf ieh in Folge einer brieftichen 
Bemerkung des Herrn C a n ~ o r  anfmerksam wurde~ der Beweis unzu- 
reiehend~ wenn nich~ die Voraussetzung hinzugeffigt wlrd, dass a~ und b~ 
[iberhaupt eine bestimmte Grenze besi~zen. Da dies an jener S~elle unzu- 
]~ssig ist, und da schon mehrfaeh die Versuche., den yon C a n t o r  (Annalen 
Bd. IV) gegebenen Beweis zu umgehen, geseheitert~ sind, so mSge es 
gestattet sein, die Prineipien dieses Beweises in neuer Form zu 
reproducireu, um die Einfachheit ffessetben hervortreten zu lassen. 
l)er Satz selbst lautet: ,, ]~Ve~m ~ i r  aZle W e r t h e  yon x in e i~em beliebi.g 

kleinc~ Interval lc  Lim(a,~ sin nx  -[- b~ cos n x )  -~- 0 w i r d  f i i r  n ~--- cx~, 

so ist l~im a~ ~ 0 u~d Lira b , , - ~ - 0 . "  Man weist zuerst nach (S. 251 
meines Aufsatzes), (]ass diese Bedingung nothweadig die andere in- 
volvirL: Es muss flit nile Werthe yon x in einem Intervall a bis b 
l,im a,, sin nx  (and ebenso Lira b~ sin nx) gleich 0 werden. Dies 
besagt, dass zu jedem x eine Stelte n angegeben werdea kann,  yon 
der ab die Betr~ge [a~ sin n x ]  �9 . �9 [a~+k sin (n -1- k) x] �9 �9 . sSmmtlich 
kleiner sind als eine beliebig kleine Zahl o~; (jedoch ist~ nicht gesagt, 
dass dasselbe n bei allen Werthen yon x ausreicht). Diese Forderung 
ist nieht erf~llbar, ausser wenn yon einer Stel]e n ab s'gmmtliche 
BetrSge: [ a , ] . . .  [a~+~] . . .  kleiner sind als ~. Denn nimmt man 
an, dass dieses nioht der Fall is~, so liesse sich eine Reihe yon un- 
endlich vielen Gliedern: a, , ,  a~, �9 .. a,, k . . .  bilden, deren Betr~ge s~mmt- 
lieh gleich oder grSsser sind also ~. Dana kann abet such ein Werth x im 
beliebig vorgeschriebenen lntervalle a bis b (und folglich in jedem noch 
so kleiaen Theile desselben) gefunden werden, bei welchem die l%eihe: 

a,~, s i l l n l x  ~ ctn~ s i n  n 2 x .  �9 �9 c t% s i n  ~ k x  �9 �9 �9 
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n ich t  die Null zur Grenze  hat. Es  w]rd n:,hnl]ch aus der l~eihe der 
unbeg renz t  wachsenden  posi~iven ganzen Zahlen: n t ,  n~ �9 �9 . n~ �9 .-  stets 
eine andere unendl iehe t~eihe : n(n2'.., n~'.., enLnommen werden kSnnen, 
zu welcher ein W e r t h  x sieh finden ]Ssst, ftir welehen die Producte 

�9 ' ~ stets n ~ x ,  n ~ x . . . n ~ ' x . - -  yon einem ungeraden Vielfachen yon .r 

n u r  um weniger  als eine beliebig k]eine Z~hl e differireu, so dass 
also der Be t r ag  des Sinus beliebig nahe an der Einheit~ and folglich 
de r  Betting des Gliedes a~;~ sin n'~x beliebig uahe an einer yon 0 ver- 
schiedenen GrSsse d liegt. Man setze: 

also 
~rg 

. . . .  ~,]- < x < **~ , 

wobei  y~ eine noeh zu best immende ganze ungerade Zahl ist. 
Wer~h yon x fiillt in das vorgeschriebene lnterval l  yon a bis b, 

Der 
w e n n  

a ] 8 0  W e l211  

ist. 

a <  . . . . . . .  , b >  
~l t pT, l 

(~  a + ~) ~ -  ~ -  

Dieses In terva l ]  enth:~il~ sieher eiue tmgerade Zah[, wenn 

( n l ( b - - a ) - - 2 ~ )  ~ > 2 ,  also n , >  ~ + ~ 

gew~hl t  wird. Diese Forderung dient dazu, um cinch uatereu Werth 
fiir die zu bildende Reihe:  n t' zu fixiren, und in dem Umstande ,  dass 
]ediglioh eine untere  Grenze fixir~ zu werden braueht ,  liegt der Kern 
des ganzen Beweises.  Denn wird nun y~ irgendwie gemiiss der obigen 
Ungle ichung  gewShlt ,  so is~ x auf ei~l Interval l  beschriinkt, das 

ku rz  mi t  

2e 
bezeiehnet  werden sel l ,  und die L.~nge ---= besitzt.. In  diesem Inter-  

n l  
t �9 

val le  sell nun  x so bes t immt  werden,  dass fiir eine Z~hl n2 > ~h 

7g 

, < x <  - , 

wird. 
Alsdann muss abe t  Ye der Unghdchung gentigen:  
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s (q~:~+~) ~ < y ~ < ( n / # _ ~ )  

es ist grSsser als Yl; und dies6s Intervall enth~lt sicher mindestens 
eine ungerade Zahl, wenn 

, ;  > , , ) .  

Dami~ wird wiederum nut eine untere Grenze fixitY, nach der ~ '  
aus der urspriinglichen Reihe der nl, n~ . . .  zu entnehmen ]s~, und 
nach dem Y2 der vorgeschriebenen Ungleichung gem~iss gewiihlt~ ist~ 
bleibt die GrSsse x immer noeh auf ein endliches Intervall beschr~inkt, 

dessen Li~nge nunmehr ~e, betriigt. In diesem Intervalle liisst sieh 

ein neues angeben, ffir dessen Werthe eine GrSsse ~z~'x der gestelltea 
Forderung gentig G und sonach wird dutch fortgesetzten Grenzproeess 
eine Stelle x definirt, bei welcher die Betr~ge yon sin n, 'x,  sin n 2 x~- �9 �9 
sin nk' x �9 �9 . beliebig wenig yon der E~nheit verschieden sind, so dass 
auch die l~eihe: 

t t 

der Voraussetzung zuwider nicht nach 0 convergirt. Es existirt daher 
keine Zahlenreihe a , , a , . . . . a , k . . . ,  deren Betri~ge s~mmtlich gleich 
oder grSsser sind als eine beliebige Zahl ~ d. h. Lim a~ ~ 0. 

2. Einfiuss auf die in meiner s  gegebenen Siitze ha~ aber 
ein Fehlschluss, der sich bereits in meiner friiheren Mi~theilung 
(Annalen Bd. XV]l) befindet, und in die Zweite Abhandlung fiber- 
gegangen ist. Auf Seite 255 dieser letz~eren is~ bewiesen: Bildet 
man mit einer nebst ihrem Quadra~ integrirbarell Functioa f(x) die 
Coefficienten einer F o u r i e r ' s c h e n  R, eihe, und bezeichnet R .... die 
~UlII  I l le  : 

k ~  n--l-m 

/~""~ = Z ak sin kx --~ G cos kx, 
k : n  

~o ist, wenn b' eine willkiirlich kleine GrSsse bedeu~et, 

d ,,,,,dx < d 

lediglich durch Wahl yon n uaabh.~ngig yon m, woruus hervorgeht~ 
dass auch zwischen beliebigen in das Intervall - - ~  bis q - ~  fallenden 
Grenzen x~ und x~ 

j ' a b s  It dx, sowie a b s j  l~ dx ...... ..... 
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kleiner als jedwede Zahl gemaeht werden kann, ]ediglieh durct~ Wahl 
yon n unabhi~ngig yon m. Aus diesem Satze darf nun aber trotz der 
Unabhihlgigkeifi yon m nieht gefolgert werden, dass 

abs.[_ e,  < 
.Zr o 

denn die Integrirbarkei~ der Function /~ ...... bei noeh so grossen 
Werthen yon m gestattet keinen Sehluss auf die Integrirbarkeit der 
Function _g,,,,~. Damit werden die in dell krtikeln Ill. und IV. en{:- 
halgenen kussagen, dass die Reihe ,ira Allgemeinen" eonverg'irt und 
so die Function f(x) ,ira Allgemeinel)" darstellt, hitff{tllig, trod es 
muss bei den im Artikel VI. bewiesenen bekam~ten 8"~ttzen ,eiu Be- 
wenden haben: aede trigonometrisehe l{eihe, welchc cine integrir- 
bare ~htnction definirt, ist eine Fourier'sche [teihe; und wenn flic 

Fourier'sche Reihe ~ut einer Stelle, an welcher f!x_Wo)-+_f(x-o) 2 

einen bestimmten Werth hat, iiberhaupt convergirt, so convergirt sic 
auch immer nach diesem Werthe. Die Convergenz der Reihe bildet 
also stets die Voraussetzm~g. Dieselbe Voraussetztmg ist auch bei der 
im Ar~ikd VIII. ~ufgesteltten Regel zur Differentiation einzufiihren: 
Die trigonometrisehe l{eihe kann nach der angegebenen l{egel differen- 
flirt werdm~, vorausgeselzt class auch die Ableltuug dutch ci~e t,'igo~o- 
metrischc Rcihc im Allgemcincn darstdlbar ist. 

Der oben erw.~h~te Integralsatz weist abet auf folgendes Verhaltcu 
einer Fourier'schen Reihe bin, deret~ Coefficien{en aus den Integralen 
einer stetigen (oder allgemeiner: einer nebst ihrem Quadrate integrir- 
baren) Function ['(x) gebildet sind~ auch wenn die Reihe durehweg 
oder theilweise divergirt: Bezeichnet h ein beliebig kleines lntervall 
zwisehen - - ~  u n d +  ~v~ so kan~ man stets eine untere Grenze m 
f'ilr n bestimmen, so dass das Integral der Glieder 

b0 + ~ ak sin kx  + b~ cos kx = &(x) 
k ~ l  

x T h  

zwischen den Grenzen x und x + h, ~lso i S ,  (x) dx 

d i  

fi'~r j del  Werth 
X 

In tegra t l ' f ( x  ) dx  um weniger differirt als eine beliebig 
u X v e t o  

kleine Grbsse 6 .  hi eonvergirt 8 naeh 0, so convergirt n nach oc. 
Daraus'  folgt, dass der mittlere Werth der stetigen Function ~,,(x) 
ffir n :> m yore mittleren Werth der Function f(x) im beliebig kleinml. 
Interwll  yon x his x + h bei jedem Werthe yon x beliebig wemg 
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al)weicht. Wird i~ dem Falle, (lass f(x) ehie s~etige Function is~, das 
h,terva]l h so klein gewShlt, dass 

:s-bh 

f = + (< 

so Jiefern die mittleren Werthe der Function S,, (x) in jedem Inter- 
valle yon der OrSsse 7t die Functioll f(x) mit eiuer Abweichung, die 
kleiner ist als 2& Ein solches Verhalten eiuer t~eihe kann als eine 
Darstellung der Function ,ira N[ittel" bezeiohnet werdeu, und es t)leiben 
die S:,'ttze, wie ich sie formulirt habe~ auch die hn Artikel V. ge- 
gebenen, bestohen, wenn stat~ der Darstellung ,,im Allgemeinen" die 
allei'dings erllebliche Modification der Darsiellung ,ira Mittel" ein- 
gefiihrt wird. Eine Reihe, welche durch ihre Mittelwerthe elsie 
Function darstel]i, lcann ftir jeden einzelnen Werth yon x divergiren, 
w~hrend der mittlere Werth einer aus den Gliedern der I~eihe ge- 
bihleteu Summe fiir jedes bellebig kleine aber endlichc ]ntervall h yon 
dem Werthe f(x) beliebig wenig abweicht; und um so weniger, je 
mehr Glieder smnafir~ werden. In diesem Sinne ist jede s~etige Func- 
tion durch eine Four ie r ' sche  Reihe darstellbar. 


