
Ein Beitrug zur Transformationstheorie der elliptischen Func- 
tionen mi t  einer A nwendung auf Zahlentheorie. 

Von 

HEL~IRICH WF-~ER ill GSttingen. 

w 

Die Schliifli'schen rgodulargloiohungen. 

In meinem Buche ,,~Tliptische Functionen und aTgebraische Zahlen" 
(Braunschweig 1890) babe ich fiir die Darstellung der Transformations- 
theorie drei Functionen des Periodenverh~tltnisses r(ol), fl(eo), f2(~) 
benutz~, die mit den Jacobi'schen Moduln k, k' durch die G]eichungen 
zusammenh~ugen: 

7/7 ~ ~- ~ / ~  ~ , -  ~ t - ~  
(1) f(rg) ~ ' V ~ "  f i  (rg) ~ V 2 V - ~ - '  f2 (co) ~--- V 2 l l / -~ ~-" 

Zwischen diesen Functionen besiehen die identischen Relationen 

f /,  f~ = ll~, 
und die Transformation erster und zweiter Ordnung is~ in den Formeln 
enthal~en: 

(3) 

(4) 

t , ( < o + ~ )  = ~ '~ r(<o), / , ( -  -~) = r~(<o), 

ea--I  r(~) r(;-~)=/~. 
Aus (3) lassen sich die allgemeinen Formehi ffir die lineare Trans- 

formation gewinnen~ yon denen ich eine, die in w 35 meines erw~hnten 
Buches abgeleite~ ist, bier anfiihre. 
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Shad a,  ~, 7, ~ ganze Zahlen, die der Gleichung 

mad ausserdem der Congruenz 

a -~- ~ -~- 7 q- ~ ~ 0 (rood. 2) 
geniigen, so is~ 

(5) e(~ + ~ ~ . ~ + ~ j  = ~f(~), 
wenn e eine 24 t" Einheitswurzel ist und n~her bes~immt wird durch 

(6) 

Die Functionen f, fl ,  f2 sind also nach der Bezeichnung yon Kle in  
Modulfunctionen 48 t~,' Stufe. 

Ist nun n eine Primzahl, grSsser als 3, so besteht zwischen den 
GrSssen 

u = f(eo),  v -~- f ( n  co) 

eine algebraische Gleichtmg, die in Bezug auf u und v symmetrisch, 
ffir jede der beiden GrSssen yore n - ~ - I  re" Grade ist und rationale 
Co~ffieienten hat. Die iibrigen Wurzeha dieser Gleichung sind 

= o (rood. 4S),  (7) 

wenn h ein vollst,~ndiges Eestsystem nach dem Modal n durchl~uft 
und durch 48 theilbar angenommen wird. Diese Gleichung habe ich 
die Schl i i f l i ' sche  Modularg le ichung  genannt. 

Ich beseh~iftige reich in dieser Mittheilung mit dem Falle dass 

(8) n ~ - -  1 (mod. 24), 

nnd besonders mit den beiden Primzahlen n ~ 23, 47, bemerke abet, 
dass dieselbe Methode auch ftir andere Primzahlen mit Nutzen an- 
gewandt werden dfirfte. In diesen F~llen kann man, wie ich in w 77 
meines Buehes gezeigt babe, der Modulargleichung folgende Form 
geben: Man seize 

(~) (~_y2 2 (9) A =  l ~ q _ x ~ ,  / ~ = u v + , - ~ ;  

dana hat die Modulargleichung die Gestalt 
n-l-1 ~--1 

(lo) A u _/~-~- + r = o, 
we r (A, :B) eine gauze rationale Function yon A und B ist, yon den Graden 

nq- I  1, n - - t  1 
24 2 

in Bezug auf diese beiden Variablen. 
Ffir n = 23 ist also r yon A manbh~.agig und veto 10 ~* Grade 

in Bezug auf 2~ ffir n ~ 47 ist r linear in A und yore 22 te~ Grade in 2~. 
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w  

Hflfsmittel zur Berec]mung der gc~fficienten dot Modulargleichuag. 

Friiher pflegte man die Co~fficienten der Modulargleichung dadurch 
za berechnen, dass man in die mit unbestimmten Co~fficienten ge- 
schriebene Modulargleichung ffir die Functionen u,  und v Reihen- 
entwicklungen einsetzte, und dann die nSthige Anzahl linearer Glei- 
chungen ffir die Co~fficienten dadurch erhielt, dass man die Co~fficien~en 
der einzelnen Potenzen gleich Null setzte. 

Einen anderen Weg babe ich fiir die Transformation 23 ten Grades 
in meinem Buche eingeschlagen (w 99), und dieser Weg ist es, den 
ich bier noch etwas wetter verfolgen will. Er beruht darauf, dass 
man aus der Theorie der complexen Multdplication ftir besondere 
Werthe yon A die zugehSrigen Werthe yon ~ ,  oder wenigstens die 
Gleichungen, dutch die diese Werthe bestimmt werden, berechnen 
kaun, und so direct zur Kenntniss der Function r  B) gelangt. 
Fiir die F~.lle n ~ 23, n -~- 47 fiihrt dieser Weg leicht zum Ziel, und 
zwar f/Jr n ~--23 in zwei verschiedenen Formen, dereu Vergleichung 
ein interessantes Resultat ergiebL 

Wenn wit  
(11) u l~ = ~_+ v l~ 

setzen, so wird 
(12) A = + 2, 
und wenn wit fiir jeden dieser beiden Wer~he die zugehSrigen Werthe 
yon :B, deren es n - -  1 : 2 giebt, kennen, so kSnnen wir nach (10) 
ftir den Fall n ~ 23 die Function e), die yon A unabh~ngig is~, in 
zwei versckiedenen Formen berechneu, und fill n ~ 47, w o r  in 
Bezug auf A linear ist, erhalten wit zwei Gleichungen, um die beiden 
Co~fficienten dieser linearen Function vollstiindig zu berechnen. 

Wir haben also die Beflingung aufzusuchen, dass ftir eiuen der 
Werthe (7) die Relation (11) befriedigt ist. Nach (5), (~) ist hierfiir 
die hinreichende (und wie sich anderweitig beweisen liisst auch noth- 
wendige) Bedingung 
(13) h + o  = ~ +  ~o 

n ~+#0;  

(14) a*  - -  f l r . -~  l ,  a -[-- ~6 -{- 7 + 8 ---~ 0 (rood- 2) - 

Es ist also eo die Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Co~fficienten~ die wir in der Form 
(15) aeo 2 + ~beo + c ~ 0 

annehmen wollen, worin a ,  b, c gauze Zahlen, a ~ 1 oder ,=  2 und 
a, ~b, c ohne gemeinsamen Theiler stud, und wenn ff ~-- 1 ist, auch b 
ungerade vorausgesetzt werden kann. 
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08) 
also 

Aus (13) aber folgt 

I ~  ~ + (a + ~h - -  n~)  o~ + ha  - -  ~V ~ O, 

und die Vergleichung mit (15)ergieb~, wenn x ein noch unbestimmter 
ganzzahliger Factor ist. 

f l  ~ -  a x ,  a + f l h  - -  n ~  ~ a b x ,  

h a  - -  n 7  ~ -  c x ,  a - -  ~6h -{- n ~  ~ 2 y ,  

worin y eben durch die letzte Gleichung definirt ist, und wegen (14) 
eine ganze Zahl sein muss. Ebenso ergiebt sich aus der zweiten 
Gleichung~ dass, wen-, x ungerade is~ a ~  2 sein muss. Wir er- 
halten nun hieraus 

abx  
a ~ - -  + y ,  h~: - -  n T  - =  c x  

(16) 2 h ~ 0 (rood. 48), 
= a x , ,  h f l  - -  n , ~  = a b x  2 - - Y ~  

und wenn wir die Determinante bilden und 

4 a c  - -  ~2b~ ~ 6 2 m  
setzen: 

a2m X 2 y2. (1D n = -~- + 

Wenn m so best, imm~ is~ und ausserdem 

(a + c) x _ ~  0 (rood. 2), 
so lassen sich die Gleichungen (16) und (14) befriedigen und aus 
(5), (6) ergiebt sich 

r r -- .r(o), 

(19) 

wenn 
(20) 
und hierin ist 

A =  (-- l) ~4 
2 

w---~l 

- 2 ,  

- 6b + ~V:--~ 

so dass ~ aus den Gleichungen f'fir die complexe Multip]icafion be- 
stimmt werden kann. 

:[st x u n g e r a d e ,  so ist a ~ 2 und a -I- c gerad% als% da a ,  a b ,  c 

keinen gemeinsamen Thefler haben sollen, a u n d c  ungerad% also 
nach (17) (da n ~ -  1) 

m ~ - -  1 - -  y2, a c  ~ -  b 2 - -  1 - -  y2 (rood. 4), 
also 

b ~_. y (rood. 2) 



Etllptische Functlonen un4 Zahlentheorie. 

mad folglich 

also 

oder 

und daher nach (19) 
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b ~ ~_ y2 (rood. 4) ,  

ac  ~ - -  1 (mod. 4) 

a -~- e ~ 0 (rood. 4),  

= 2 (- i),. 
1st abe t  x gerade,  so muss 6 ~ 1 sein, und x kann nicht durch 

4 theilbar sein, da sonst nach (17) 
n ~_ y~ (rood. 4),  

was tier vorausgese~ten Congruenz 

n ~ -  1 (rood. 4) 

widerspricht; also ist b ungerade und mithin m ungerade, y gerade, 
also 

a c - -  m -4- t __ y (rood. 2). 
- -  4 - - 2  

Wenn wit also voraussetzen, dass a und c nioht beide gerade 
sind, so folgt hieraus naeh (19) 

A = 2 ( - -  1) . 

Ftir unsere Aufgabe haben nut  die beiden Wer~he x ~ 1 und 
x ~--2 Ymteresse. Beschrinken wir uns darauf und nehmen ausserdem 
an,  dass a u n d c  n iemals  beide gerade s ind ,  und a nieht durch n 
theilbar ist ,  so kSnnen wit, wenn r eine ganze Zahl bedeutet, 

y ~ -  rX~ X~  ~ 2 

setzen und unsere Formeln gehen in folgende fiber: 

a --~ b -{- r x , ,  h a  - -  n 7 ~ c x ,  h ~ 0 (rood. 48), 
~ - a x ,  h E  - n ~ = b  - -  r x ,  

(22) x % c  - -  b: ~ m ,  m ~--- n - -  x 2 r  "z, 

- -  b . + l / ' m  

A ~ 2 ( - -  i f  +~+1, 

(23) B ~ w~ + ~ ,  w ~ ~ ~f(~)~. 

Zur Besfimmung yon h erh~l$ man aus (22) die Congruenz 

(24) h a x  ~___ b - -  r x  (rood. n). 

V e r w a m ~ l t  m a n  r m - - r ,  so bleibt m unge~indert, wtihrer~d sivh 

h iindert,  werm nicht  r - ~  0 ist. 
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w  

Die reellen Wertho yon ~B. 

Die Werthe yon ~ ,  wie sie in (23) festgestellt sind, geniigen als 
atgebraische Zahlen der complexen Multiplication gewissen ganzzahligen 
Gleichungen, deren Grad der Zahl der Classen erster oder zweiter Art 
der Determinante - - m  gleich ist. Die verschiedenen Wurzeln dieser 
Gleichungen entspreehen den verschiedenen nieht ~quivalenten Formen 
der Determinante - - m .  Um diese Gleichungen aufzustellen, miissen 
wit die Werthe yon B etwas genauer betrachten, wobei es librigens 
genfig~, wenn wir fiir jede Discriminante eine speeielle Form betrachten, 
wenn wir nur fiber die Realit~t and das Vorzeichen yon ~ ur~eilen 
kSnnen. 

In dem FaUe x ~ 1 kSnnen wir uns auf die Betrachtung tier Form 

a ~  l ,  b ~ - - - r ,  c.~--, q~ 

beschriinken, wodurch wir aus (23) und (6) erhalten 

('25) w ~ ~__ f( f /~mm)~, f~ ( ~ 2 ,  

worin das erste bei geradem r u n d  ungeradem m ,  alas zweite bei un- 
geradem r u n d  geradem m gilt. 

Es ist also w ~ and mithin auch B reell und  positiv. 
Fiir x ~ 2 werden die Werthe yon w 2 nicht reell; unter den 

Werthen yon B ist aber ein reeller positiver, den wir aufsuchen 
miissen. 

Schreiben wir zu diesem Zweck nach (4) B in der Form 

B = + r ,  

Wenn nun co der Gleichung 

(27) aco~ ~ boo Jr- c ~ 0 

geniigt, so ergiebt sich flit 

eo, fffi ~ ~  
~-t-1 

die Gleichung 

(28) ( a  - -  b -{-- c) e~ "~ -~- 2 (a  - -  c) co" -J- (a -{- b -{-- c). 

Wean r and mi~hin a and c ungerade sind, so ist diese Gleiehung 
primit iv  und ist, nach der Gauss'schen Bezeiehnung, yon tier ersten 
Art ;  es ergiebt sich also dana ftir B kein Werth,  der nieht sehon in 
dem Falle z ~ 1 mit bebandelt ist. Ist aber r gerade, so hat diese 
Gleichang den Theiler 2. 
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Sie wird zu (27) e ~ l g e ~ g ~ d ~ ,  also f(r eorjugir~ imagin~r zu 
f(co), wenn 

a ~ b .+- c ~ 2 a ,  
also 

b ~ e ~ a  

angenommen wird; dies fiih~ fiir m zu der Bestimmung 

4 a c - -  ( c - -  a) ~ ~ m. 

Ohne uns auf die allgemeine Untersuchung dieser Gle!ehung bier 
einzulassen, bemerken wir nut, da.ss sie fiir die einzigen bier in Be- 
traeht kommenden Fiille dutch folgende Anna]amen befriedigt ist: 

m ~  7, ( a , b , c ) = ( 1 , 1 , 2 ) ,  

= 23,  (a, b, c) -=- (2,  1,  3) ,  

m = 31, (a,  b, c) ~ (2, 3, 5), 

�9 m ~ 47 ,  (a,  b, c) = (3 ,  1 ,  4 ) ,  

und die Berechnung yon /~ naeh den 
ffir diese F~lle zu folgenden Wer~hen: 

Formelu (22), (23), (6) ffihrt 

(27) 

Dass diese Wetthe positiv sind, ergiebt sich aus der Discussion 
der Function 

fl(~ + ia) 2 + f~(-- ~ + ia)~ 
fftr ein beliebiges positives constantes a. Diese Function ist fiir reelle 
Werthe yon ~ reell~ ist posifiv fiir ~ ~ 0~ und verschwindet ff~ ~ ~ 6 
abet fiir keinen kleineren Werth. 

Diese GrSssen ~B sind Wurzeln yon irreducibeln algebraischen 
Gleichungen der Grade 1, 3~ 3, 5, die immer ~ur  eine reeUe Wurzel 
haben, die Qbrigen Wurzeln erh~lt man, wenn man in den Ausdruck 
fiir w 2 start co die Wurzel einer zu einer anderen Classe gehSrigen 
Form setzt. 

FRr die wirkliehe AusfRhrung der Rechnung ist es bequemer, in 
den l~Uen m ~ 23~ 31, 47 ffir ~B nicht die Wurzeln (27) sondern 
die zur Hauptform geh5r/gen Wurzeln zu benutzen. Diese sind~ wenn 
wir m ~ 7 nochmals hinzuffigen: 
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m ~  7~ 

m ~-- 23, 

(28) 
~ 31, 

m ~ 47, 

w 

Die Aufstol lung der 

In  meinem vorhin erwiiJanten 
gestellt`, deren Wurzeln  

f (//------m) bei 

2 

2 
B = r ,  0 + 

. B - -  f, \ 2 ,] - -  fi (21 .-t_ ~__ 4---~) 9" 

4. 
61eichungon fiir /7. 

Buche babe ich Gleichungen auf- 

geradem m, 

[1 ( ~ / ~ )  bei ungeradem m 

sin& In  den F~llen ~ ~ 2, w o e s  sich um Formen erster Ar t  handett`, 
ist` oben (25) .B direct durch diese GrSssen ausgedrfickt, mad die Be- 
r echnung  der Gleichungen fiir B aus den Formeln ,  die im A n h a n g  
meines Buches zusammengestellt` sind, bietet keinerlei Schwierigkeiten. 

Man fmdet` so die Gleichungen 

m ~  7,  . B - -  3 ~--- 0,  

m ~ 11, ~ -I- 2.B~ - -  1027 - -  22  ~-- O, 

m ~ 1 4 ~  B ~ - 4 ~ + 2 ~ 0 ,  

m ---~ 19, 273 - -  627 ~ + 10.B - -  6 --~-- 0 ,  

m ~ 2 2 ,  2 7 - -  4 ~ O, 

m = 2 3 ,  .B  a - -  5 . t ~  + 4 . B  - -  1 = O, 

m = 31,  /73 - -  1727 - -  27 ~--- 0,  

m = 38,  273 - -  2 2 2 7  - -  4 0  ~ O,  

m -~- 43,  .Ba _ 2 6 B  - -  5 4  - ~ - 0 ,  

m ~ 46,  "B ~ - -  4 /7  - -  14 -~-- 0 ,  

m ---- 47. 2 s - -  4 B  4 - -  2227  s + 35272 + 8 2 B  - -  121 ~-- 0 .  

Et`was umstZ~ndlieher ist` die Reehmmg ffir a ~ 1~ wo die Formen 
yon  der zwei~en Ar t  sind; dariiber sei hier noch  folgendes bemerl~. 

W i t  setzen~ indem wit  die Ausdrfieke (28) anwenden (mad x je tz t  
in einem anderen Sinne brauchen wie oben) 

V2 x = f (V~--dm). 
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Dann haben wit in den vier F~len (28) f'tir x die Gleiehungen 

m~--- 7, x - - 1 ~ 0 ,  
m ~ 2 3 ,  x 3 - -  x ~ 1 ~ O, 

(30) ~ 31, - -  X3 ~ ~2 1 ~ 0 

m ~ 4 7 ,  x ~ x  3 -  2 x  ~ -  2 x ~  l ~ O .  

Wit setzen 

v _ ~ f ( S b + ~ - - ~ ) ,  b -~-3  f~rm~--- 7 , 2 3 ,  

( 3 1 1  

Nach (3) und (4) ist aber, 

also 

und demnach fo]gt; aus (2) 

vsvls _~_ - -  16x s, 

also, weaa  t eine unbest~mmte GrSsse ~s~ 
$ 

( t - - v 1  +) ( t + v ~ )  ~-  t 2 - -  -~ -}- 1 6 x  s. 

Wenn wit also aus der Gleichung 

(32) 16x 16 -~- t2x s - -  t ~ 0 

und aus einer der Gleichungen (30) x eliminiren, so erhalten wir eine 
Gleichung, die in t yore Grade 2, 6, 6, 10 ist, und die eine Warzel 
vl s hat. 

Es zeigt sich aber, dass diese Gleichung nut  yon der Verbindtmg 

16 
t - ~  T 

abh~ngig gemacht und also in eine Gleichung ffir B 4 verwandelt 
werden kaan. Aus dieser Gleichung l~ s t  sich ein Factor abspalten, 
der eine Gleichung ffir ~B 2 liefert, und daraus wieder einer ffir ~ .  Die 
Auswahl des richtigen Factors wird eben dadurch besfim~t,  dass eine 
seiner Wurzeln reell und positiv sein muss. 

Die Elimination wird am leichtestea dadurch vollzogen~ class man 
aus (30) zun~chst eine G!eichung ffir x s ableitet, und dann (32) Ms 
quadratische Gleiebung ffir x s auffasst. 

Mathsmatische Anualem XY.IIL 18 
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So sind folgende vier Gleichtmgen bereehnet. 

m-~-  7,  / r  1 = 0 ,  

m ~ 23,  B a - -  5 B  2 + 8 B  - -  5 ~ -  0 ,  

m ~ - 3 1 ,  -B 3 + 4 B  2 - B - 1 3  ~ - 0 ,  

m ~-- 47,  / ~  + 8 B  4 + 1 4 B  a -  4 1 B  2 - -  1 6 2 B - -  145 ~-- O. 

w 
Die Modulargleichung fiir den 23 ~ und 47 ~ Transformationsgrad.  

W e n n  wir die Resul tate ,  die wir gewonnen haben,  zusammen- 
stellen, so erhalten wir fo]gende Uebersich~ 

n~---23. A...~-+2, m ~ 2 3  
m ~ 19 ~-~- 2, 
m ~  7 

A--~--2~ m -=22} 
m~---14 a--~-2, 

m ~ J 3 }  a..~_ 1 
m ~  7 

n ~ 4 7 .  A-~- --}- 2, m = 47 I 
m -~- 43 

m ~ 3 1  / 

m---~ l l  ) 

A ~ - - 2 ,  m ~ 4 6  

m = 38 
m ~ - - 2 2  

m -~- 47 

m - ~ - 3 1  

} 6--~2, 

} ~ 1 .  

Die Modulargleichung ist fiir n --~-- 23 in Bezug auf  A linear,  in 
Bezug auf B yore ] l tea Grad,  fiir n ~ 47 in Bezug aaf  A quadratisch, 
in Bezug auf  B yore 23 ~e~ Grad. 

Fiir n - ~ - 2 3  setzen wir die Modulargleichung in eine der beiden 
Formen 

(33) A -- 2 ~ O 1 (/~), n -~- 23.  
A + 2 = % ( ~ ) .  

Fiir n ~ 47 setzen wir sie in die Fo rm 

(34) A ~ - -  4 ~-  a + A - -  2 (P4 (.B) 
4 ~ % ( B )  ~ . 
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Dann sind 0 , ,  02 ganze rationale Functionen vom I1 t~ Grad, 03, �9 4 
yore 23 re" Grad, in denen die hSehste Potenz den Coefficienten 1 hat. 
Diese Funcfionen sind abet, da wir die Werthe yon B ffir A ~--4-2  
kennen, (oder wenigstens die rationalen Gleichungen, deren Wurzeln 
sie sind) vSllig bekannt. Es ist nur noch zu beachten, dass jeder 
Factor, der einem Werthe m < n entsprieht, doppel~ vorkommt, nnd 
nur die Factoren, die dem Werthe m ~---n entspreehen, einfaeh. 

Hiernaeh ist 

r  --~ (B--3)~(B 3 - - 6 B 2 +  10B--6)  ~ ( B S - - 5 B 2 + 4 B  - 1), 
q)2(B) = (B- -1 )  2 (B ~ -  4B-{- 2) 2 (B- -4) :  ( B 3 - - 5 B 2 + 8 B - - 1 ) ,  

r ~ (B a + 2 B ~ -  10_B ~ 22) 2 (B a --  17 B - -  27) 2 x 

(B 3 --  26 B - -  54) ~ (B 5 - 4/~4 _ 22 B 3 + 35 ~2 + 82 B - -  121 ), 

q)~ (B) = (/~--4) ~ (-B3 - -  22 B - -  40): (B 2 -  4B--14)  2 

(B s + 4 B - -  B - -  13) ~ (B 5 + 8B4+ 14Ba--41 B2~ 162B--145), 

w  

Anwendung auf die Pell'sche 91eichung. 

Es ha~ sich im Vorhergehenden die Modulargleichung fiir die 
Transformation 23 ten Grades in zwei verschiedenen Formen ergeben, 
yon denen die erste ~bereits in meinem Buche mitge~heilt ist. Abet 
die Vergleichung der beiden Formen ergiebt ein merkwilrdiges Resultat. 

Es folgt n~imlich aus d6n beiden Gleichungen (33) die Identittit 

% (B) - -  r  (B) = 4, 

die wir in der Form schreiben wollen 

(35) X 2 M - -  Y ~  1 

wenn 
2X = (B--1)  ( B 2 - - 4 B + 2 )  (B--4) ,  

2 Y -~ (B- -3)  (Ba-- 6B:-t- 10B--6) ,  

M ----/~a __ 5B ~ + 8B - -  5, 
Z r = B  ~ - 5 B  2 + 4 B - 1 .  

Setz~ man fiir ~ irgend eine beliebige ganze Zahl, so gehen 

X,  Y, M, l~ 
in ganze Zahlen 

~, 7, t~, v 

fiber, die der Gleichung 
(36) ~ - -  , f v  = 1 
geniigen. Diese Gleichungen sind abet specieUe F~lle der Pell'schen 
Gleichung. 

13" 
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Die Pell'sche Gleiehung ist, wenn D irgend eine positive nieht 
quadratische ganze Zahl ist 
(37) x ~ - -  D y  2 -~- 1, 

und soll in ganzen Zahlen gelSst werden. Wenn D eine zusammen- 
gesetzte Zahl ~ ~v  ist,  so kann man in manchen F~llen~ aber bei 
weitem nicht in allen, die Gleichung (36) in ganzen Zahlen ~; 
15sen und man erhiilt daraus eine LSsung yon (37)~ wenn man 

+ y - - -  + n 
setzt. 

Solehe 15sbare Gleiehungen (34) und zugleich ihre LSsung ergiebt 
die Gleichung (35) in beliebiger Menge, wenn man ffir 2~ eine beliebige 
ganze Zahl setzt. 

Ffir /~ -~-0  erhRlt man z. B. 

92 - -  5 . 4 2  ~ 1. 
Ffir B ~ 2 ergiebt sieh 

12 . 5 - -  22 ~-- 1, 
und ffir ~ - ~  7 

~--- 207, ~ ~ 2 2 6 ,  

~k~--- 149, ~, ~-- 2 5 . 5 ;  

es sondert sich also im letzten Fall yon v noch ein Quadrat ab,  was 
mit ~2 vereinigt werden kann,  trod man erh~lt 

2072 . 149 - -  11302 . 5 ---- 1. 
Erhebt  man 

2o7 + 13o 
ins Quadrat, so erh~lt man die LSsung der Pell'schen Gleichung 

x 2 - -  745y2 ~ 1, 
n~mlich 

x ~ 12769001, y ~- 467820, 

und dies ist in der That  nach der Legendre'schen Tafel die kleinste 
L5sung. In den Beispielen die ich berechnet habe, ergab sich immer 
die kleinste LSsung, indessen ist es doch sehr zweifelhaft~ ob dies 
allgemein gilt. Man kommt natfirlich bald auf sehr grosse Zahlen, 
die tiber den Bereich der vorhandenen Tafeln hinausgehen.*) 

Eine Identit~t dersetben Art,  noeh etwas einfacher, l~s t  sich auch 
aus der Transformation 11 ~ Grades ableiten: 

(B  - -  1) 2 (B a + 2 2~ ~ + 2 B + 2) - -  (:B + 1)-+ (B a - -  2 232 -{- 2 B - -  2 )  ~ -  4 .  

G S t t i n g e n  im Februar 1893. 

*) Legendre ,  Zahlentheorie Bd. L Degen,  Canon Pellianus, Kopeahagen 
1817. Degen giebt zwei den unsrigen ~+hnliche Identit~ten an, die sich ebenso 
zur L~smag der Pell'schen Gleichung anwenden laasen: 

x ( x  - s)~ - (x -- 4) (x - 1)~ ~ 4, 
(xS + ox~ + o x  + ~)~ - x ( x  + 4) (x  + a)' (x  + 1)~ .~  ~. 


