Ein Beitrag zur Transformationstheorie der elliptischen Func-
tionen mit einer Anwendung auf Zahlentheorie,

Yon

Hemrice WesBER in Gottingen.

§ 1.
Die Schlifli'schen Modulargleichungen.

In meinem Buche ,,Elliptische Functionen und algebraische Zahlen®
(Braunschweig 1890) habe ich fiir die Darstellung der Transformations-
theorie drei Functionen des Periodenverhiltnisses f(®), f,(@), f,(@)
benutzt, die mit den Jacobi'schen Moduln %, %’ durch die Gleichungen
zusammenhéingen:

o 12 E"é 12 TC;
W fe)= T, h@=E re=1)F
Zwischen diesen Functionen bestehen die identischen Relationen
B+ rR=1
ffife=V?2,

und die Transformation erster und zweiter Ordnung ist in den Formeln
enthalten:

(2)

fe+h=c *f(@), f(—1)={f@),
®) ot =e¢ *f@), H(—3) =Fflo)

ho+l)=c2fh@), A—1) =f),

fi(2w) fr(w) = V2,

4 —1
flo) () =72
Aus (3) lassen sich die a.llgememen Formeln fiir die lineare Trans-
formation gewinnen, von denen ich eine, die in § 35 meines erwiihnten

Buches abgeleitet ist, hier anfithre.
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Sind «, B, y, 0 ganze Zahlen, die der Gleichung
gd —fBy==1
und ausserdem der Congruenz
a4+ 24 0=0 (mod. 2)
geniigen, so ist v

(5) FEE2D) = ef (@),

wenn ¢ eine 24'* Binheitswurzel ist und niher bestimmt wird durch

(6)

Die Functionen f, f;, f, sind also nach der Bezeichnung von Klein
Modulfunctionen 48ter Stufe.

Ist nun # eine Primzahl, grésser als 3, so besteht zwischen den
Grossen

o —

— () -3 (co-p~@-188) - Za—pratptr—o
= B 4 e .

u=f(®), v=f(nw)
eine algebraische Gleichung, die in Bezug auf % und v symmetrisch,
fir jede der beiden Grossen vom % - 1t» Grade ist und rationale
Cotfficienten hat. Die iibrigen Wurzeln dieser Gleichung sind

@ u =39, =0 (wed. 48),

wenn % ein vollstindiges Restsystem nach dem Modal » durchliuft
und durch 48 theilbar angenommen wird. Diese Gleichung habe ich
die Schlifli’ sche Modulargleichung genannt,

Ich beschiftige mich in dieser Mittheilung mit dem Falle dass
® %= — 1 (mod. 24),
und besonders mit den beiden Primzahlen % — 23, 47, bemerke aber,
dass dieselbe Methode auch fiir andere Primzahlen mit Nutzen an-
gewandt werden diirfte. In diesen Fillen kann man, wie ich in § 77
meines Buches gezeigt habe, der Modulargleichung folgende Form
geben: Man setze

wW\12 p\12 2
®) 4=G)+@% B=w+g;
dann hat die Modulargleichung die Gestalt

e »—1
(10) A* ~B* 4 ¢4,B)=0,

wo @ (4, B) eine ganze rationale Function von 4 und B ist, von den Graden

741 n—1
=1, M-t
in Bezuog auf diese beiden Variablen.
Fiir » = 23 ist also ® von A unabhiingig und vom 10% Grade
in Bezug auf B, fiir =47 ist ¢ linear in 4 und vom 22t Grade in B.
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§ 2
Hilfsmittel zur Berechnung der Coéfficienten der Modulargleichung.

Friiher pflegte man die Coéfficienten der Modulargleichung dadurch
zu berechnen, dass man in die mit unbestimmten Coéfficienten ge-
schriebene Modulargleichung fiir die Fanctionen %, und » Reihen-
entwicklungen einsetzte, und dann die nothige Anzahl linearer Glei-
chungen fiir die Coéfficienten dadurch erhielt, dass man die Coéfficienten
der einzelnen Potenzen gleich Null setzte.

Einen anderen Weg habe ich fiir die Transformation 23 Grades
in meinem Buche eingeschlagen (§ 99), und dieser Weg ist es, den
ich hier noch etwas weiter verfolgen will. Er beruht darauf, dass
man aus der Theorie der complexen Multiplication fiir besondere
Werthe von A die zugehdrigen Werthe von B, oder wenigstens die
Gleichungen, durch die diese Werthe bestimmt werden, berechnen
kann, und so direct zur Kenntniss der Function ®(4, B) gelangt.
Fiir die Fille n = 23, n == 47 fiihrt dieser Weg leicht zum Ziel, und
zwar fiir #n = 23 in zwei verschiedenen Formen, deren Vergleichung
ein interessantes Resultat ergiebt.

Wenn wir
(1) ul? = | 12
setzen, so wird
(12) A= * 2,

und wenn wir fiir jeden dieser beiden Werthe die zugehdrigen Werthe
von B, deren es % — 1:2 giebt, kennen, so konnen wir pach (10)
fiir den Fall % = 23 die Function ¢, die von .4 unabhingig ist, in
zwel verschiedenen Formen berechnen, und fix #n =47, wo ¢ iu
Bezug auf A linear ist, erhalten wir zwei Gleichungen, um die beiden
Coéfficienten dieser linearen Function vollstéindig zu berechnen.

Wir haben also die Bedingung aufzusuchen, dass fiir einen der
Werthe (7) die Relation (11) befriedigt ist. Nach (5), (6) ist hierfiir
die hinreichende (und wie sich anderweitig beweisen lisst auch noth-
wendige) Bedingung
(13) hto v+ de

n et fo
(14) @0 —fy=1, e+4p-+y+ =0 (mod2)

Es ist also @ die Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganz-
zahligen Coédfficienten, die wir in der Form
(15) a@? 4+ 6bo +c¢=0
annehmen wollen, worin @, b, ¢ ganze Zahlen, 6 = 1 oder = 2 und
a,6b, ¢ ohne gemeinsamen Theiler sind, und wenn ¢ = 1 ist, anch b
ungerade vorausgesetzt werden kann.
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Aus (13) aber folgt
o’ +{atBh—nd) w4 ha —ny =0,
und die Vergleichung mit (15) ergiebt, wenn z ein noch unbestimmter
ganzzahliger Factor ist.
B=ar, a«a+4 ph—nd=c¢bz,
he —ny = cz, a-—fh+nd=2y,
worin y eben durch die letzte Gleichung definirt ist, und wegen (14)
eine ganze Zahl sein muss. Ebenso ergiebt sich aus der zweiten
Gleichung, dass, wenn z ungerade ist, 6 = 2 sein muss. Wir er-
halten nun hieraus
a=%$—+y, he —ny = cx

(16) % = 0 (mod. 48),

= az, W —nd =222 _y,

und wenn wir die Determinante bilden und
dac — 620 = 6*m
setzen:
2

b n=""a 4y

Wenn m so bestimmt ist und ausserdem

(a + ¢) 2 =0 {(mod. 2),

30 lassen sich die Gleichungen (16) und (14) befriedigen und aus
(5), (6) ergiebt sich

3
(18) FCED) = of (),
also
@toz

v+

(19) A=(—])2 2
.B = w2 + 'l;i’

wenn
(20) w* = &f(w)?;
und hierin ist
(@1) © = :,f_b_jg%’__ V=m

so dass B aus den Gleichungen fiir die complexe Multiplication be-
stimmt werden kann.

Ist = ungerade, so ist 6 =2 und a 4 ¢ gerade, also, da a, 6b, ¢
keinen gemeinsamen Theiler haben sollen, & und ¢ ungerade, also
nach (17) (da n=—1)

m=—1—y% ac=0b"— L— 9 (mod. 4),

b=y (mod. 2)

also
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und folglich
b2 =y* (mod. 4),
also
gc= —1 (mod. 4)

oder

@+ =0 (mod. 4),
und daber nach (19)

A=2(—1).
Ist aber x gerade, so muss 6 = 1 sein, und z kann nicht durch

4 theilbar sein, da sonst nach (17)

n=y* (mod. 4),
was der vorausgesetzten Congruenz

n=— 1 (mod. 4)
widerspricht; also ist b ungerade und mithin m ungerade, y gerade,
also

se=2F1=Y (mod. 2),

Wenn wir also voraussetzen, dass @ und ¢ nicht beide gerade
sind, so folgt hieraus nach (19)
L)
4=2(—1)°
Fiir unsere Aufgabe haben nur die beiden Werthe # — 1 und
7 = 2 Interesse. Beschrinken wir uns darauf und nehmen ausserdem
an, dass a und ¢ niemals beide gerade sind, und a nicht durch »
theilbar ist, so kénnen wir, wenn 7 eine ganze Zah!l bedentet,
y=rz, 26=2
setzen und unsere Formeln gehen in folgende tiber:

e=>b+4rz, ha—ny=cz, =0 (mod. 48)
= d ?

B=azx, h —nd="b —rz,
(22) 220 —b2=1m, MWm=n— 3
— V=
@ =25,

4= 2("" I)H-:H-l)

(23) B=w+2, = sf(a)

Zur Bestimmung von } erhilt man ans (22) die Congruenz
(24) hax="b — rz (mod. n).

Verwandeli man v im — r, so bleibt m ungedndert, wihrend sich
h dndert, wenn wicht r = 0 4st.
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§ 3.
Die reellen Werthe von B,

Die Werthe von B, wie sie in (23) festgestellt sind, geniigen als
algebraische Zahlen der complexen Multiplication gewissen ganzzahligen
Gleichungen, deren Grad der Zahl der Classen erster oder zweiter Art
der Determinante — m gleich ist. Die verschiedenen Wurzeln dieser
Gleichungen entsprechen den verschiedenen nicht dquivalenten Formen
der Determinante — m. Um diese Gleichungen aufzustellen, miissen
wir die Werthe von B etwas genauer betrachten, wobei es tbrigens
geniigh, wenn wir fiir jede Discriminante eine specielle Form betrachten,
wenn wir nur {ber die Realitit und das Vorzeichen von B urtheilen
kbnnen.

In dem Falle £ =1 kbnnen wir uns auf die Betrachtung der Form

o=1, b=—1r, c=n

beschrinken, wodurch wir aus (23) und (8) erhalten

(25) w? = f(]/'— m)2’ f1 (’/ - M)2,

worin das erste bei geradem r und ungeradem m, das zweite bei un-
geradem 7 und geradem m gilt.

Es ist also %® und mithin auch B reell und positiv.

Fiir £ =2 werden die Werthe von w? nicht reell; unter den
Werthen von B ist aber ein reeller positiver, den wir aufsuchen
miissen.

Schreiben wir zu diesem Zweck nach (4) B in der Form

_ w — 1\2
(26) = ef(o) + (G5
Wenn nun @ der Gleichung
(27) aw? 4 bw 4 ¢c=0
geniigt, so ergiebt sich fiir
, w—1
®=zF1

die Gleichung
(28) @—b+c)o?+2(a—c)o + (a+b+c).

Wenn » und mithin o und ¢ ungerade sind, so ist diese Gleichung
primitiv und ist, nach der Ganss’schen Bezelchnung, von der ersten
Art; es ergiebt sxch also dann fiir B kein Werth, der nicht schon in
dem Falle # = 1 mit behandelt ist. Ist aber » gera.de so hat diese
Gleichung den Theiler 2.
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Sie wird zu (27) enigegengesetzt, also f(@") conjugirt imaginir zu
f(»), wenn
a—b+4 c=2a,
also
b=c¢—a

angenommen wird; dies fihrt fir m zu der Bestimmung
4ac— (c — a)* =m.

Ohne uns auf die allgemeine Untersuchung dieser Gleichung hier
einzulassen, hemerken wir nur, dass sie fiir die einzigen hier in Be-
tracht kommenden Fille durch folgende Annahmen befriedigt ist:

m= T, {(a,b,0)=(1,1,2),
m=23, (a,b,¢)=(2,1,3),
m=31, (a,b,c)==(2,3,5),
m==47, (a,b,¢)=(3,1,4),

und die Berechnung von B nach den Formeln (22), (23), (6) fihrt
fiir diese Fille zu folgenden Werthen:

m= 1, B—f(SHE) 4 (2T,

—7\2 — 34 V=32
m =23, B=f‘(L 1;‘“‘3) +f1(__,3_ﬁ4_.__2.3),
. 2 —_ - 2
m =31, B=f1(15+4 31 +f1( 154;1/ 31)’
2 2
m—41, B—f (“——*5”5_47) +1, (—_____54-6 —)’.
Dass diese Werthe positiv sind, ergiebt sich aus der Discussion

der Function

fi§ +iap + fi(— &+ ia)
fiir ein beliebiges positives constantes @. Diese Function ist fiir reelle
Werthe von £ reell, ist positiv fir £ = 0, und verschwindet fir § — 6
aber fiir keinen kleineren Werth.

Diese Grossen B sind Wurzeln von irreducibeln algebraischen
Gleichungen der Grade 1, 3, 3, 5, die immer nur eine reelle Wurzel
haben, die tibrigen Wurzeln erhilt man, wenn man in den Ausdruck
fiir w? statt ® die Wurzel einer zu einer anderen Classe gehdrigen
Form setzt.

Fir die wirkliche Ausfihrung der Rechnung ist es bequemer, in
den Fallen m =23, 31, 47 fir B nicht die Wurzeln (27) sondern
die zur Hauptform gehdrigen Warzeln zu benutzen. Diese sind, wenn
wir m = 7 nochmals hinzufiigen:
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et 1A
(28) N
m=3l, B—f, (QI+F)2+ﬂ(21 +—Z/:E)2’

1 2 —

§ 4
Die Aunfstellung der Gleichungen fliir B.

In meinem vorhin erwihnten Buche habe ich Gleichungen auf-
gestellt, deren Wurzeln

f (Y — m) bei geradem m,
fi(¥/— m) bei ungeradem m

sind. In den Fillen 6 = 2, wo es sich um Formen erster Art handelt,

ist oben (25) B direct durch diese Grossen ausgedrlickt, und die Be-

rechnung der Gleichungen fir B aus den Formeln, die im Anhang

meines Buches zusammengestellt sind, bietet keinerlei Schwierigkeiten.
Man findet so die Gleichungen

m= 7, B—3=0,

m=11, B*+2B*—10B —22=0,

me=14, B*—4B+2=0,

m=19, B*— 6B+ 10B —6=0,

m=22, B—-4=0,

m=23, B3 —5B*4-4B - 1=0,

m=31, B?—1TB—27=0,

m=38, B —22B —40==0,

m=43, B?—~26B—54=0,

m=46, B*—4B—14=0,

m=47. B>—4B*—-22PB° -} 368} 8B — 121 =0.

Etwas umstindlicher ist die Rechnung fiir 6 == 1, wo die Formen
von der zweiten Art sind; dariiber sei hier noch folgendes bemerkt.

Wir setzen, indem wir die Ausdriicke (28) anwenden (und z jetzt
in einem anderen Sinne brauchen wie oben)

V28 =f{y—m).
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Dann haben wir in den vier Fillen (28) fiir x die Gleichungen

m= 71, & —1=0,

m=23, z2*—2—1=0,

m=3l, 2B—z—1=0,

m==47, a°®—2%—22°—22—1=0.
Wir setzen

. _—_f(3b+2’—_”‘), b—3 fir m= 7, 23,

(30)

(31)
v, =ﬂ(3‘—b—“}— ]"’”) b==1 fir m = 31, 41.

Nach (3) und (4) ist aber,
bai

AR fymm =t 2,

also
bmi
£ (31) +2V:n) e’ ’
und demmach folgt aus (2)
v — 9 = — %9
® 0,8 = — 1628,

also, wenn ? eine unbestimmte Grosse ist
(F—v,%) (t40*) = 2 — & -+ 1625
Wenn wir also aus der Gleichung
(32) 162 + 225 —t =10
und aus einer der Gleichungen (30) z eliminiren, so erhalten wir eine
Gleichung, die in ¢ vom Grade 2, 6, 6, 10 ist, und die eine Wurzel

98 hat.
Es zeigt sich aber, dass diese Gleichung nur von der Verbindung

t 42

abhingig gemacht und also in eine Gleichung fiir B* verwandelt
werden kann. Aus dieser Gleichung ldsst sich ein Factor abspalten,
der eine Gleichung fiir B? liefert, und daraus wieder einer fiir B. Die
Auswahl des richtigen Factors wird eben dadurch bestimmt, dass eine
seiner Wurzeln reell und positiv sein muss.

Die Elimination wird am leichtesten dadurch vollzogen, dass man
aus (30) zunichst eine Gleichung fiir 2° ableitet, und dann (32) als
quadratische Gleichung fiir 2® auffasst.

Mathematische Anuvalen. XDIIL 13
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So sind folgende vier Gleichungen berechnet.

m= 17, B—1=40,

me=23, B'—-5B'+8B—5=0,

m=31, B'4+4B*—-B—13 =0,

m=47, B4 8B4 14B% —41B82 — 1628 — 145 = 0.

§ b,
Die Modulargleichung fiir den 23%* und 47“* Transformationsgrad.
Wenn wir die Resultate, die wir gewonnen haben, zusammen-
stellen, so erhalten wir folgende Uebersicht
n=23 A=42, m=23
m =19 I 6 =2,
= 17

A=—2, m=22 .
m=14}6=3’
m =13
" 7}6=17
n=47. A= 42, m=47
m = 43
= 2
m=31}6 ‘
m =11
A= —2, m=46
m=38}6= ,
m = 22
m = 47
6 =
m=3l} 1

Die Modulargleichung ist fiir # = 23 in Bezug auf A4 linear, in
Bezug auf B vom 11t Grad, fiir n = 47 in Bezug aaf 4 quadratisch,
in Bezug auf B vom 23t Grad.

Fir n = 23 setzen wir die Modulargleichung in eine der beiden
Formen

(33) 4 =2=5(B), 023,
A +2=0,(B).
Riir » == 47 setzen wir sie in die Form
A
(34) 2—4=2F20 (B —422¢ (B).
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Darn sind ®,, ®, ganze rationale Functionen vom 1l1t® Grad, ®;, ®,
vom 23'0 Grad, in denen die hdchste Potenz den Coefficienten 1 bat.
Diese Fonctionen sind aber, da wir die Werthe von B fir 4 = -4 2
kennen, (oder wenigstens die rationalen Gleichungen, deren Wurzeln
sie sind) vollig bekannt. Es ist nur noch zu beachten, dass jeder
Factor, der einem Werthe m < # entspricht, doppelt vorkommt, und
nur die Factoren, die dem Werthe m == » entsprechen, einfach.
Hiernach ist
&, (B) = (B—3)*(B*—6B*4+10B—6)* (B3—5B*1-4B—1),
®,(B) = (B— 1) (B*— 4B+2)? (B—4)* (B*—~5B*4+8B—1),

&,(B) = (B*+2 B*—10B — 22) (B, —17TB—27)? >

(B — 26 B—54)? (B® — 4 B —22 B3 435 B*4-82 B—121),
0, (B) = (B—4) (B3 —22 B—40) (B — 4 B —14)?

(B3 4B — B— 137 (B°+8Bi4 14 B>—41 B*—162B—145).

§ 6.
Anwendung auf die Pell'sche Gleichung.

Es bat sich im Vorhergehenden die Modulargleichung fiir die
Transformation 23% Grades in zwei verschiedenen Formen ergeben,
von denen die erste bereits in meinem Buche mitgetheilt ist. Aber
die Vergleichung der beiden Formen ergiebt ein merkwiirdiges Resultat.

Es folgt nimlich aus dén beiden Gleichungen (33) die Identitdt

®,(B) — &, (B) = 4,
die wir in der Form schreiben wollen
(35) XM~ Y:N=1
wenn
2X = (B—1)(B*—4B+2)(B—4),
2Y = (B—38) (B*—6B*+10B~—6),
M—=B—~5B+8B -5,
N=B*—~b5B*+44B— 1.
Setzt man fir B irgend eine beliebige ganze Zabl, so gehen
X, Y M N
in ganze Zahlen
E n ou, @
fiber, die der Gleichung
(36) Pu—nv=1
geniigen. Diese Gleichungen sind aber specielle Fille der Pell'schen

Gleichung,
13*
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Die Pell'sche Gleichung ist, wenn D irgend eine positive nicht
quadratische ganze Zahl ist
(37) 22— Dy*=1,
urd soll in ganzen Zahlen gelost werden. Wenn D eine zusammen-
gesetzte Zahl = pv ist, so kann man in manchen Fillen, aber bei
weitem nicht in allen, die Gleichung (36) in ganzen Zahlen &; 5
l6sen und man erhilt daraus eine Losung von (37), wenn man

24V Dy = (EVe+ 1y
setat.

Solche losbare Gleichungen (34) und zugleich ihre Losung ergiebt
die Gleichung (35) in beliebiger Menge, wenn man fiir B eine beliebige
ganze Zahl setzt,

Fir B = 0 erhilt man z. B,

92—-5.4=1.
Fir B = 2 ergiebt sich
12.56—22=1,

E=207, n—= 226,
Ek= 149, v =25, 5;
es sondert sich also im letzten Fall von v noch ein Quadrat ab, was
mit 5 vereinigt werden kann, und man erhilt
207%. 149 — 11302. 5= 1.

und fiir B =17

Erhebt man N
207 /149 + 1130 /5
ins Quadrat, so erhilt man die Losung der Pell’schen Gleichung
2 — byt =1,

z = 12769001, y = 467820,

und dies ist in der That nach der Legendre’schen Tafel die kleinste
Losung. In den Beispielen die ich berechnet habe, ergab sich immer
die kleinste Losung, indessen ist es doch sehr zweifelhaft, ob dies
allgemein gilt. Man kommt natiirlich bald auf sehr grosse Zahlen,
die iiber den Bereich der vorhandenen Tafeln hinausgehen.*)

Eine Identitit derselben Art, noch etwas einfacher, lisst sich auch
aus der Transformation 1lt» Grades ableiten:

(B—1*(B*+2B*4+2B+2) — (B+1)* (B*—2B2+2B—2) = 4.
Gottingen im Februar 1893.

namlich

*) Legendre, Zahlentheorie Bd. L. Degen, Canon Pellianus, Kopenhagen
1817. Degen giebt zwei den unsrigen #hnliche Identititen an, die sich ebenso
zur Losung der Pell’schen Gleichung anwenden lassen:

@ —32 — (2 —4)(x— 1)t=14,
(2% 4 622 + 9z + 2 — &z + 4) (& + 3)? (2 + 1)2 = 4.



