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Einleitung. 
Bei der Un~ersuchung yon Variationsproblemen kann man sieh auf 

drei voneinander prlnzipie]l verschiedene Standpunk~ stel]en. 
Mathematisch am einfachsten zu behande]n ist die ]?rage nach dem 

Versehwinden der ersten Variation. Diese Ar~, das Problem zu stellen~ 
s~eh~ hn Vordergrund in der Mechanik, der Optik und der Charakteri- 
stikentheorie der partiellen Differentialgleichungen ers~er Ordnung. Dureh 
die Arbei~en yon E u l e r  und L a g r a n g e  is~ diese Theorie der ers~en 
Variation entstanden und in erschSpfender Weise ausge]~au~ worden. 

In zwei~er Linie kommt die Frage nach den Extremumseigenschaften 
dieser ,,station~ren" Kurven und Fl~ehen (d. h. derjenigen~ die dureh die 
Euler-Lagrangesche Me,bode geliefert werden). Die analytische Behandlung 
dieses Problems, die durehweg auf der Ber~icksichtigung der ersten Glieder 
yon Taylorschen Entwicklungen beruht, hat zur naturgem~Ben Folge, dab 
die bezfiglichen Aussagen auf die l~achbarschaft der sta~ion~iren Gebilde 
beschr's werden mfissen, l~ach den Untersuchungen yon Legendre  und 
J acob i  sind es bekann~lich diejenigen yon Weie r s t raB,  welche diese 
Fragen, mindestens bei der Variation eines Kurvenintegrals in der Ebene, 
vollkommen erledigt haben. 

Die WeierstraBsehe Theorie ffihrt dazu, zwei Arden yon Nachbar- 
schaf~en yon Kurven zu unterscheiden, die man als die weitere und 
die engere ~achbarschaft bezeichnek*). Hierunter ist folgendes zu ver- 
stehen: ~ und ~ seien zwei beliebige aber festzuhal~ende positive Gr5~en. 
KSnnen wir die gegebenen Kurven so au_feinander abbilden, dab ent- 
sprechende Punkte um weniger als e voneinander ent~ernt sind und die 
l~eigungswinkel entsprechender Tangenten umPweniger als ~ voneinander 
abweichen, so Iiegt eine engere l~achbarschaft vor. Is~ dagegen nur 
ersteres mSglich, so reden wit yon einer weiteren Nachbarscha~. 

Wenn man nun ein Stiick einer station~en Kurve untersucht, so 
sind zwei F~ille mSgl~ch. Entweder ist das betreffende Kurvenin~egral, 
l~ngs eines solehen Kurvenstfickes genommen~ ein Minimum, wenn man 
zum Vergleich Kurven mit denselben Endpunkten heranzieht, die in einer 
gewissen weiteren 1~achbarschaf~ der ersten liegen; oder man mut~ sich 
auf Kurven besehri~nken~ welche einer engeren 1~achb~rschaft jener an- 
geh5ren. Im ersfen Falle sag~ man, dat~ die Kurve ein star~s, im zweiten, 
dab sie ein schwaches Extremum lieferk Da ffir hinreichend kleine S~(icke 
einer regul~ren s~ationgren Kurve immer mindes~ens ein schwaches Ex- 
~remum ein~it~, hat Knese r  diese Kurven Extrema/en gen~.nn~. Dem 

*) A. Kneser, Lehrbuch der Variv~ionsrechnung. Braunschweig 1900, pag. 5~. 
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eben gesagten entsprechend wollen wit die Ex~remalenstiicke kurz in 
starke und schwache unterscheiden. 

Wir kommen endlich zu den Fragen der dri~en Kategorie, denen 
diese Abhandlung besonders gewidmet ist; die Variationsrechnung ver- 
dankt Problemen dieser letzten Art (die in ganz einfachen F~illen, wie dem 
der k~irzesten Linie, schon seit dem Alter~ume gelSst waren) ikren Ur- 
sprung. Hier gibt man sich a 2riori ein Gebiet T und sucht zwei Punk~e 
dieses Gebietes dutch eine Kurve, die T nicht refinish, so zu verbinden, 
dab ein gegebenes Kurvenintegral - -  l~ngs dieser Kurve genommen 
kleiner ist als ffir eine beliebige andere Kurve yon T m i t  denselben End- 
punkten. F~ir  spezielle Probleme kann unter Umst~nden die Weier- 
stra$sche Methode auch bier zum Ziele ffihren. Der erste aber, der ein 
auf allgemeine Prinzipien ruhendes Yerfahren vorschlug, das zur um- 
fassenden Beantwortung der be~reffenden Fragen f~ihren konnte, war 
D. H i l b e r t  in seiner Arbeit Uber das Dirichletsche Prinzip.*) 

Hi lbe r t  beschr~nkt sich zwar dor~ auf die Existenz einer aller- 
k~irzesten geod~tischen Linie zwischen zwei Punlr~en eines regul~iren Fl~ichen- 
stiickes; nach einem nicht ganz befriedigenden Versuche yon C. Noble**) 
wurde abet das Hilbertsche Verfahren dutch O. Bolza auch auf allgemeinere 
Probleme ausgedehn~.***) Letzterer erkannte, dab das Gelingen der 
Hilbertschen Methode yon zwei Ums~iaden abh~ngt. Ers~ens muB das 
gegebene Kurvenintegral die Eigenschaft haben, da~ der In~egrand in 
jedem Kurvenelemente des Gebietes T ein und dasselbe Vorzeichen be- 
sitzt~ d. h., dab das VariationsproMem, wie wir sagen wollen, definit is~. 
Zweitens aber mug sich die Umgebung jedes P u n k ,  s yon T mit einem 
Felde yon starken Extremalen, we!che dutch diesen Punk~ gehen~ eindeutig 
und lfickenlos ausfiillen lassen. 

Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbei~ wird nun gezeig~, da~ die 
zweite dieser Bedingungen, welche Bolza an die Spitze s~ellt, im wesen~- 
lichen eine Folge der ersten ist, wenn man auch solche LSsungen zul~B~ 
die m~t Unstetigkeiten in der Fortschreihmgsrich~ung ihrer Tangen~e be- 
haf~et sind. 

Wit werden n~mlich zeigen, daB~ nach Adjnnl~ion dieser sogenannf~n 
diskontinuierlichen Li~sungen, die Umgebung eines jeden Punktes P, wo 
das Varia~ionsproblem definlt is~, sich auf eindeutige Weise mit einem 
Biischel yon s~arken Extrem~en dutch P einfach und liickenlos iiber- 

*) J~hresber. d. Deutsch. Mathematikerverein., Bd. VIH (1899), p. 18&, 
gedruc~ in Crelles Journ., Bd. t~ ]  (1905). "~' 

**) Eine neue Meflaode in tier Variationsrechnung. Diss. GSttingen 1901. 
* ~  O. Bolz~, Lectures on ~he Calculus of VaCations (Chicago t904), chalx VII. 

$0" 
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decken D.Bt. Ausnahmen bilden nur solche Punkfle, for welche eine der 
beiden sp~iter deilnier~en Invarianten ~(x, y) oder Q(x, y) versehwindet, 
d. l~ Punkt, e, die im allgemeinen auf Kurveu verteilt sin& 

Da wir nun ferner auch zeigen werden, dab die Ex]st~nz einer einzigen 
starken Extremalen dutch den Punkt P genii~, um das Problem durch 
ein ~quivalentes zu ersetzen, das in der Umgebung dieses Pun]des definit 
ist, so sehen wit, dab die Theorie der starken E~tremalen durch die Heran- 
ziehung diskontinuierlicher LSsungen vollkommea erledi~ werden kann. 
Die Punkte der Ebene, die bei dem vorgele~en Variationsproblem sich 
mit einem Bfischel yon starken Extremalen umgeben lassen, wollen wit 
der K~irze wegen in dieser Abhandlung rerjul~ir nennen. Hierin weichen 
wit yon der Terminologie ab, die Bolza*) ira AnschluB an H i l b e r t  
benutzt. Bolza nennt n~mlich nur solche Punkte regul~ir, welche sieh 
mit einem BOschel yon starken ~ntinuierlichen Extremalen umgeben 
lassen ~*) Diese wollen wir regul~ir im engeren Single nennen. 

FOr ein Gebiet, das laufier reg'ul~ire Punkte im engeren Sinne enth~lt, 
gilt ein Satz, den Osgood***) gefunden hat, und tier for die Variations- 
rechnung yon hSchster Wichtigkeit ist. Viele Schwierigkeiten, welehen 
man bei der Behandlung yon Doppelintegralen begeg~et, sind nur dem 
Umstande zuzuschreiben, dab der betreffende Satz ffir diese Probleme auf- 
hSrt richflig zu sein. Der Osgoodsche Satz l~t~t sich auf reg~l~ire Probleme 
in unserem Sinne iibertragen; um dies in bequemer Weise zu tun, werden 
wir gewisse Un~ersuchungen und Resultate von G. A. Bliss  t )  ~ in en~- 
sprechender Weise mo~fiziert ~ zu Hilfe ziehen. 

Die Ergebnisse des ersten Kapitels erlauben uns dann, die HilbCr~che 
Methode ganz allgemein auf positiv definite Probleme a n z u w e n d e n , - ~  
keine Schwierigkeite n bietet. Dagegen wird im letzten Paragraphen an 
einem Beispiele gezei~, dab die Eigenschat't eines Problems, in jedem 
Punlr~e eines Gebietes T regml~ir zu sein, nicht hinreich~, um auf die 
Existenz yon allerkiirzesten Wegen zwischen zwei Punkten dieses Ge- 
bietes zu schliet~en. Die Voraussetzung, dal~ das Problem definit ist, ist 
also wesentlich. 

*) a. a. 0., pag. 29 und pag. 125. 
**) Dies trifft zu, wenn die WeierstraBsche Invariantm F 1 (x, y; cos 7, sin 7) f ~  

jeden  Wef t  yon ~, yon Null verschieden ist. 
***) Transactions of the .~nerican Mathematical Society, vol. ILl (1901), p. 273. 

t )  Transactions of the American Mathematical Society, vol. V (1904), p. 113. 
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Die V e r t e i l u n g  d e r  

Kapitel I. 

s tarken E x t r e r n ~ e n  
eines Pnnktes .  

in der Umgebung 

w 

Zuriickfiihrung der Fragestellung auf diejenige bei positiv 
definiten u 

Es sei .F(x, y; x', y') eine eindeu~ige, regul~re, analytische*) Funl~ion 
ihrer vier Argumente fiir jeden Punkt eines gewissen Bereiches T der 
xy-Ebene und ffir jedes endliche Wertepaar yon x" und y', das yon 
x'.= y '=  0 verschieden ist. Ferner sei F eine homogene Fnnl~tion erster 
Ordnung ihrer letzten beiden Argumente, d. h. es gel~e die Gleichung 

(1) ~ (x, y; kx, ky') = kF(x,  y; x', y~ 

unter den Voraussetzungen 
k > 0 } .  

x'~ + y'2 > O 

Setzt man insbesondere x ' =  cos@, y'----sin~, so muff die Funktion 
F(x,  y; cos ~, sin ~) eine eindeutige periodische Fnnlrtion ihres Argumentes 
a mit der Periode 2 ~ sein, die fiir jeden tbmlr~ yon T und ffir jeden 
reellen Wert yon @ reell und regular bleibt. 

Es sei endlich dutch 

x = x(t), y  (t)l (2) 
t , ~ t ~ _ ~  ! 

eine regal~ire analytische Kurve C dargestell~, die zwei gegebene P u a l ~  
x~, Yl und x~, y~ des Bereiches T verbinde~ und vollst~indig innerhalb T 
verl~uf~, und es seien durch x', y" ~ "Ableitungen der Funk~onen (2) 
nach t bezeichnet. 

D ~ n  ha~ das bes~immte Integral 
t~ 

(3) J y; y')dt  
t l  

einen endlichen Were, der sich wegen der Eigenschaft (1) nich@ ~mdert~ 
wenn man t durch einen Parameter v ersetzt, der mit~ t dutch die" Be- 
ziehungen 

*) Man kSnnte ~, indem man die Ausdrucksweise entsprechend modifiziext 
~,hnlich wie B o l z a  es in seinem oben zitierten Buche r u t - - ,  im allgemeinen nut 
die Stetigkeit der partiellen Ableitungen der drei ersten Ordnungen voraussetzem 
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verbunden is~, w~ihrend die Ungleichung 

~'(t) > o 
im ganzen In~ervall t~ < t ~< t~ gilt. 

Es sei ferner bemerk~, daB, da die Fun~ion F(x,  y; cos ~, sin ~) yon 
& zwar die Periode 2~, nicht aber die Periode ~*) besitzt, der Weft 
des Integrals (3) yore Sinne abhiingt, in welchem man die Kurve C 
durchl~uf~. Die Extremalen, sowie sKmtliche andere Kurven der xy-Ebene, 
die im folgenden benutzt werden, besitzen alle einen ausgezeichneten 
positiven Sinn~ der in den Figuren durch die Spi~ze eines Pfeiles aa- 
gedeutet sein mSge. 

Die erste Variation des bestimmten Integrals (3)verschwindet be- 
kanntlich, wenn die Funk~ionea (2) die Eulersche Differenfialgleichung 

(4) ~(x, v; x. y'; . ' .  y") = ~ .~ , -  F ~  + F ~ ( x T ' -  y'x'3 = o 

befriedigen**); bier und im folgenden bedeu~en die Indizes par~ielle Ab- 
l lei~ungen nach x, y, x', y,  wghrend ~'1 die WeierstraBsche Invariante 

, 1 F ~ ,  1 1 (5) F~(x, y; x ,  y') r  = , ~  

darstellt. 
Um aus der Gleichung (4), d. h. einer gewShnlichen Differential- 

gleichung zweiter Ordnung ffir die zwei Funktionen x(t), y(t), Gleiehungen 
fiir die Ext'rremalen zu bekommen, mug man zu (4) eine zweite willkfir- 
liche Beziehung zwischen x(t) und y(t) adjungieren, wodurch erst eine 
bestimmte Parameterdarstellung erhalten wird. Wir werden dazu be- 
sonders die Gleichung 

(6) x '~ + y ' ~ =  1 

benutzen, wodurch die Lgnge der Extremalen als Parameter eingeffihrt wird. 
Die Eulersche Differentialgleiehung zeig~ sofort, dug die Ex~e- 

malen in jedem Elemente (x, y; x,  y)  des Gebietes T regulRr sind, wo 
JF,(x, y; x', y')=b"O ist, denn es kann in diesem Falle das Cauchysche 
Exis~nztheorem angewandt werden. 

l~ach der WeiersbraBschen Theorie ist nun eine Ex~remale, die alas 
Linienelement (xo, Y0; Xo, Yo') enth'filt, im Punkte (xo, Yo) s~rl~ wenn die 
Weiers~aBsche .E-Funl~ion 

E(xo, yo; Xo. yo'; x .  r  = [ ~ ( x . / )  - -  ~ ( X o .  ,,g)]~ 

(~) + [~Ar r - ~ (*o ;  Vo3]r 
*3 Dies is~ nut dann der Fall, wenn F(x,y;--x ' , - -y ' )  ~---F(x,y; ~,y') ist, 

was z. B. f'~r F = VX ~ + g" zut~:if~. 
**) Diese Differentialgleichung wurde gew6hn];ch die Lagrangesche genanng; 

wie ~ber Bolz~ ~. a. 0. pag. 22 bemerlrk ha$sie Lagrange selbst Euler zugeschriebem 
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y t  ausschlieglich ffir diejenigen Wertepaare x', versehwindet, for welehe 

(8) x'yo'-- y'xo'= 0 und X'Xo" + Y'Yo" > 0 
is~.*) 

Weierstra$ hat schon in seinen Vorlesungen die Bemerkuag gemaeht, 
da$ es Probleme gibe, bet welehen keine einzige Ex~emale sfark is~**); 
solehe Probleme sehliegen wir na turgem~ aus unseren Un~ersuehungen 
aus und machen also die Annahme, da$ xo, Yo, Xo', Yo" in der Weise ge- 
wi~hlt sind, da$ die E-Funk~ion (7) far alle W e r e  yon x' and y,  welche 
(8) nicht befriedigen~ positiv ist. 

Man sehreibe: 

(9) 

x -= cos ~, y ' =  sin @, 

Xo t =- cos ~o, Yo' = sin ~o, 

zul~ssig ist, da man, wegen der Homogeneitiitseigensehaft (1), den w a s  

Parameter t immer so wKhlen kann, dall die Gleiehung (6) erfiillt ist. 
�9 �9 t Wit  setzen in (7) die GrSgen x,  y,  xo, Yo' als FunkCionen yon @o 

und (p ein und erhalten 

~(Xo, Yo; cos eo, sin eo; cos~, sin e) = ~(r ~,  sin ~) __> 0; 

die Funktion ~p verschwindet, wegen unserer hnnahme~ nut fiir diejenigen 

W e r e  yon cp, die rood. 2z  kongTuen~ Null sin& F~ir ~ ~ ~p ~ y hat 

sie also eine positive untere Grenze ~ und for diese Werte ist 

2e  
(cos r sin (p) + V cos ~ > ~- ; 

diese letzte Ungleichheit grit abet auch fiir die tibrigen Werf~ yon tp, weft 
1 

for diese ~ ~ 0 und cos (p > ~- sin& Man kann somit ~. positiv und sa 

O(cos ~, sin ~) + ~ cos ~ ~ 2h > 0 

klein wi~hlen~ da$ 

(10) 

is~. 
Nun ist aber 

m a n  

�9 " " ~ (x' cos ao + y" sin ao) 
~/,(cos ~p, sin cp) = -E(xo,yo;1/x, ~-t- Y ' ' x ~  ,yo ,x ,y ' ) ,  ,l cos ~ = xt/~.t_ y,, 

hndererseits erhiilt man aus der Homogeneifiitsgleiehung (1), wenn 
beide Seiten nach /~ differenfXier~ und k-~  1 setz~, die Identif~t: 

(11) F(x ,  y; x .  r  = + r162 

*) Die le~zte Ungleichheit ist no~endig,  weft die Gleichung (1) nut for posi~ve 
zu gelten braucht. 

~) 0. Bolza, a. a. 0., pag. 142; cf. meine Disser~., pag. 10. 
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so dab man start (7) ftir die E-Fun~ion  

(1~) E(x0, y0; co~ a0, s ~  ~0; x', y~ = P ( x ,  y') - x '~ . ( cos  ao, s ~  ao) 
! 0 --  y .Fy,(co~ eo, sin So) 

schreiben kann. 
Je~zt f~hre man die Konstanten a und b und die Funktion q) durch 

die Gleiehungen 
a --  - F~(cos So, sin ao) + Z cos So / 

(13) b = - ~..(r ~o. sin eo) + z s~. So 

dP(x, y; x'~ y') ~- E(x ,  y; x', Y3 ~- ax" -[- by" 

ein. Dann besagt die Beziehung (10) nichts anderes als dab 

r Yo; cosS, sin S) ~ 2h 

ist. In einer gewissen Umgebung des Punktes (Xo, Y0) wird also 

r y; cos a, sin a) ~ h 

gelten; mit anderen Worten: es is~ die Funktion q ) i n  diesem Gebiete 
positiv definit. 

Wh- kSnnen nun im Integrale (3) die Funktion E durch O(x, y; x', y') 
ersetzen, da diese letzte Funktion ihrer Definition (13) gemiiB homogen 
erster Ordnung in x' und y' ist. Nun bleiben abet sowohl die Extremalen 
wie auch die WeierstraBsche E-Funk~ion unver~indert~ wenn man F dutch 
(l) ersetz~, so dab die Eigenschaft einer Extremalen, stark zu sein, bei 
unserer Transformation erhalten bleibt. Indem wir fel ler  bemerken, dab 
wir, wenn die E-Funktion negativ ist, die auf iihnliche Weise erhaltene 
Funktion q) dutch --(P ersetzen kSnnen, kommen wir zu folgendem 
Resulta~: 

Um die Verteilung der starken Extremalen in der Umgebung eines 
t)unktes zu untersuchen~ geniigt es, die positiv definiten Variationswobleme 
zu beri~cksichtigen. 

w 

Die Indikatrix und ihre Eigenschaften. 

Es sei jetz~ das Variationsproblem (3) selbst positiv definit, d. h. es 
gelte ftir jeden Punkt des Gebietes T and ffir jeden Wer~ yon ~ die Un- 
gleiD, heit; 

(14) F(x, y; co~ s ,  ~in a) >= h > O. 

Wit  betrachten das Biischel der Radienvektoren, die yon einem Pnn~e  
(x, y) ausgehen, lind suchen auf jeder dieser Geraden den Pv_ukt 

(x + x'dt, y + y'at) 
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zu bestimmen , ffir welchen das Differential Fdt  einen gegebenen Wer~ 
d9 annimmt: 

(15) F(x, y; x', y')dt ~- d~. 

Die so erhaltenen Pun~te bflden wir dutch die _~halichkei~sLrans- 
formation 

y'dt ~- ~d~ f 
auf eine ~-Ebene ab; die Achsen dieser Ebene seien denen der xy-Ebene 
parallel und gleich gerichtet. 

Die Beziehung (14) lehrt uns, dab Fdt, also auch d~ positiv ist; 
die Homogeneit~tseigenschaft (1), die nut fiir positive k gilt, liefer~ also 

F(x, y; x', y')dt -~ F(x, y; x'dt, y'dt) 
= F ( x , y ; ~ d y ,  vd~) 

= F ( x ,  v; 

Der Oft der in der ~-Ebene  abgebildeten Punkte ist also nach (15) 

(16) F(x, y; ~, ~) = 1. 

Fiihrt man die Polarkoordinaten 

=0cos@, ~ = 0 s i n  

ein, so bekommt man ffir diese Kurve 

1 
(17) P = F(x,y; cosa, sin~)" 

Die "Gleichung (16) resp. (17) stem eine Kurve dar, die in ihrer 
Kons~ruktion Ahnlichkeit mit der Dupinschen Indikatrix hat, und die wit 
datum Indikatrix des Variationsloroble~s nennen wollen; der AnCangspunk~ 
der Koordinaten in der Hilfsebene der ~, ~ soU Grund2unkt der Indikat-rix 

Die Gleichung (17), mit (14) verglichen, zei~, dab der Radius- heiBen. 
vek~or 

1 

ist. Aus der Gleiehung (17) lassen sieh flit die Indikatrix, wenn man die 
fiber ~' gemachtenVoraussetzungen berfieksiehtigt~ folgende Schl~isse ziehen: 

Die Indikatrix eines definiten Variationsproblems ist eine regul~re~. 
analytische, geschlossene Kurve, die gKnzlich im Endlichen liege; jeder 
Radiusvel~or dutch den Grundpunk~ schneider sie nut elnmal und folglich 
lieg~ der Grundpunl~ im Innern der Kurve. 

Wenn man umgekeln~ in der ~/-Ebene eine zweiparameta~ge Schar 
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yon Kurven gibe, welche s~mfliche soeben genannten Eigenschaften besitzt, 
so kann man ihr ein positiv definites Variationsproblem zuordnen, dessen 
Indikatrix in jedem thmkte eine Kurve der vorgelegten Schar ist. Es 
sei z B. die Gleichung der Kurvenschar in Polarkoordinaten 

0 = Z (x,y; cos@, sin@). 

Dann hat man nach (17) fiir das zugeordnete Variationsproblem 

F (x,y; e o s a ,  s i n e )  = 1 Z (x,y; cos I~, sin IY) ; 

andererseils aber wegen der HomogeneitKtseigenschaft (1) 

�9 (x ~" y_2' ) 

-=-}/x'~+y "~ F (x, y; cosa, sina), 

so dab man schlieBlich 

(17) _~ (x, y; x ,  y') -= 

erh~ .  

y 
r 

Die Einffihrung der Indikatrix wird unsere Betraehtungen viel iiber- 
sichtlicher gestalten; in der eigentlichenVariationsrechnung ist diese Kurve 
noch nicht benutzt worden; dagegen spielt sie schon liingst in der 
geometrischen Opgik unter dem Namen ,,S~rahlentl~che" eine wichtige 
RoUe. 

Die Tangente t im Punkte A(~, 7) der Indikatrix 

( is)  ~ (x, y; ~, 7) = 1 
wird dutch die Gleichung 

(19) ~ (-~--~) -4- Fr (H--T)= 0 

in den laufenden Koordinaten - und H gegeben, und die Gleichung (11), 
die sich bier mit Rttcksicht auf (16) 

(2o) ~ , i  + F r  1 
schreiben l~Bt~ lehr~ uns, dab keine dieser Tangenten durch den Grund- 
punk~ der Kurve gehk 

Es ist nun bekannflich*) die Bedingung daftir, dab in der Ebene der 
x , y  ein Bogenelement 6x, 5y die Extremale x(g), y(t)  im Punkte x, y 
transversal sehneide, 

*) gneser, Lehrbuch, pag. 32. Bolza a. a. o, pag. 155. 
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Die Gleichung (20) kann also folgendermaBen gedeubt warden (Fig. 1): 
Wenn man im Bunkte x, y der xy-Ebene zwei B a r ~  r~, t t zu 

dem Radius Vektor r u n d  der Tangente t an die Indikatrix zieht, so 
schneidet die Gerade t~ diejenige Extremale e 
transversal, welche im t)unkte x, y die Richtung 
r 1 besitzt. 

Die Kriimmung K dar Indika~ix wird in 
jedem Pnnl~te durch die Gleichung 

(2i) K=~'~"--~'~" 
gegeben, wenn man ~ und ~ als F-nl~ionen eines 
Parameters v be~achb~ uad die iblei tungen 
n~.ch diesem Parameter aus der Gleichung (16) 
der Kurve und aus o .ly 

berechnet. Die Kurve mSge, wenn v w~hs~, so durchlaufen werden, wie 
es die Pfeflspitze auf der Tangente t der Fig. 1 zeigt. Dann ist die 
Krfimmung K im P,lnl4e A positiv oder neg'ativ, je nachdem die Karve 
in der Umgebung yon A auf derselben oder auf der entgegengesetzten 
Seite ihrer Tangen~e l i e~  wie der Grundplmlct G. 

Durch Differentiation yon 
(x, y; ~, 7) = 1 

bei konstanten x und y erh~lt man: 

(22) F ~ ' +  ~ ' =  0, 
�9 �9 #�9 F I# (23) Fx.=,~ "~ + 2 P ~ , ~  ~ + Fr + F ~  + ~,~ = o .  

Es lauten aber bier die Gleichungen (5) 

so dab man (23) ktirzer schreiben kann: 

(24) F i ( ~ ' - -  ~ ' )~ + F ~ "  + Fv~"= O. 

Nun zeigt abar die Gleiehung (20), dal~ Fx. and F v nieht zugleich ver- 
schwinden kSm~en; es ist zum Beispiel F~ =b 0. Indem man F v aus (22) 
and (24) ellminle~, erh~lt man fiir K 

K =  ~'~"-- V'~"= F,n' (~n'-- n ~')'. 
F~ 

u~d wenn man F v aus (20) und (22) eliminier~ erh~ilt man ~hnlich 

so da~ sch|ieBlich 

ist. 
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Die Kurve schneider aber nut einmal jeden Radinsvektor und keine 
Tangente geht dutch den Grundpunkt; folglich ist der Winkel a zwischen 
t u n d  r (Fig. 1) i~mer kleiner a~s = trod die GrSSe (~V'--V~') immer 
positiv und yon :Null verschieden: K und F1 haben dasselbe Vorzeichen. 
Das Vorzeichen yon ~'1 is~ aber entscheidend, um zu wissen~ ob die be- 
treffende Extremale ein Maximum oder ein Minimum liefert; wit kSnnen 
also sagen: 

Ist  fiir die t~ichtung r die Indikatrix nach auflen konvex, so liefert 
die Extremale, die im t)unkte x, y die zu r parallele t~ichtung r 1 besitzt, ein 
Minimum in der Umgebung dieses t)unktes; ist die Indikatxix dort konkav, 
so liefert die Extremate ein Maximum. 

In iihnlicher Weise is~ die Indikatrix eng mit der WeierstraBschen 
/i~-Fun~tion verbunden. Es sei t ~ ig .  1) die Tangente im Pnnkte A(~,~) 

tier Indikatrix, B (~, ~) ein anderer willkfirlicher Punkt dieser Kurve. Ferner 
sei der Abstand zwischen B uad t mit b bezeicbnet und mSge positiv 
oder negativ gemessen sein, je nachdem /~ auf derselben oder auf der 
entgegengesetzten Seite yon t liegt wie der Grundpunkt G. 

Dann hat man mit ttilfe der Gleichung (19) der Tangerine 

F~. ( - - - 6 )  + Fy, (H--~) = 0 

fiir die Entfernung b die Beziehung 

V~:, + ~;~. 
(das Vorzeichen ist bier richtig gew~ihlt, denn ftir ~ ~-0,  ~----0 mut~ tier 
Ausdruck positiv sein). 

Wir b~z~io~.~n ~ (x, ~; ~, ~), ~ .  (~, ~; ~, ~) mi~ ~ ,  ~ , ;  ~. . .  is~ 
nach (20) 

(2~) ~ + ~ , ~  = ~ , ~  + ~ = ~, 
und man kann schreiben 

b-= (~ , - -  ~'~,) ~ + ( ~ , -  F~,) ~ 

Die Weiers~aBsche E-Ftmk~ion 

erlaubt uns endlich zu schreiben: 

(27) 
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Die beiden GrSl~en b und ~ haben folglieh dasselbe Vorzeichen und 
verschwinden zugleich. Nun war aber eine Ex~emale im IAnienelement 
(x~ y; x ,  y') dann uncl nur dann stark~ we,  n die E-FunkCion 

f f ~ 

F~ (x, y; x ,  y i x ,  ~'), 
als Funktion yon ~', y' be~rachtet, definit ist. Die Gleichung (27) liefert 
also den Sa~z: 

~ine Extremale ist im Linienelemente (x, y~ x;  y') dann und nut dann 
stark, wenn die Tange~te im entsFrechenden 1)unkte der Indikatrix au~6er 
dem Beriihrungsl?unkte keinen anderen t)unkt mit der Kurve gemein hat, 
und folglich giinzlich aufierhalb dieser Kurve verlduft. 

w  

Bestimmung der starken Extremalen, die durch einen Punkt gehem 

Der soeben bewiesene Satz gestattet durch den bloflen Anblick 
der Indikatrix die starken Extremalen yon den auderen zu unterscheiden. 
Um uns aber auf den allgemeinen Fall zu beschr~inl~en, is~ es not- 
wendig, solche Punkte1(x , y) unseres Variationsproblems auszuschlieBen, 
fiir welche die Indikatrix mi.~ einer ihrer Tangen~en eine vierfache Be- 
rtihrung besitzt. Der Grund dieser Beschriinklmg 'ist folgender: die 
Extremalen sin d fiir ein gegebenes FAement (x~ y; x ,  y') reguI~, wenn 
/~1-~ 0 ist, d. h. die I_udikatrix im entsprechenden Ptmkte eine yon :Nlfll 
verschiedene Krtimmung hat. Damit nun andererseits die Indil(atrix, in 
einem Pun~e~ wo sie ihre Tangente nicht durchsetzt~ die Krtimmung Null 
babe, mu~ sie diese Tangente mindestens vierfach ber~ren .  Durch die 
Bed~ngung, die wir der Kurve auferlegen, scbl~eBen wir also solche Punk~e 
aus, wo die Weierstral~sche Bedingung fiir die E~istenz einer s~arken 
Extremalen ffir derar~ige Richtungen erfiill~ sein wttrde, fiir welche keine 
regxfi~ire Extremale existier~. 

h~alytisch l~t~t sich diese Bedingung folgendermal~en ausdriicken: 
Die Tangente der Indikatrix hat mit tier Kurve 

im Punkte ~, ~ d~nn eine vieffache Ber'~hrung~ wenn die Koeflizien~en 
t, t ~ und t 3 in der Taylorschen Entwicklung yon 

y; 

flit geeig=aete Werte yon ~ und fl zugleich verschwinden. 
Abex diese Entwicklung lautet: 

t ~. 
(28) 1 + (aF~+flF,) t  + (a~F$~+2aflF~,+f l~F, , )  

t a 
+ v + o. 
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Mit Hilfe der bekannten Gleichungen far F~ 

F~  = V~ F~, 

kann man ferner schreiben: 

(29) 

(30) 

~ ,  = - ~vF~, ~ = ~ '~  

= ~ 

~ =  - - ~  ~ 

Man bemerke nun, (tag F~ homogen in ~ und ~ ist, und da$ die 
Gleichung gilt 

~y~ (t4, ~ )  = ~1 (~, 7); 
wenn man beide Seiten dieser Oleichung nach k differentiier~ und k = 1 
setz~, so erhJil~ man 

a$~ ~/~ = o .  (3~) 3~1 + ~ W + ~  ~ 

Setzt man diesen Wer~ yon .F~ in (30) ein~ so kom/n~ 

= ~ a-W- - ~ / ;  
auf ~.hnllche Weise werden die Beziehungen 

F~,~,~ = -~ a--T- -~-~-/ 

= ~ F ~  

abgeleitek 
Dutch Einsetzen aller dieser Wel~e in (28) erhJilt man 

Far die Werte yon ~ und fl, far welehe (~F~ § flF~) verschwindet, 
ist nun der Ausdruck (a~--fl~) sicher yon Null verschieden~ wie aus der 
Gleichung (20) 

folgt. 
Eine vierfache Bertihrung der Indikatrix dutch die betreffende Tan- 

genie kann also nut dann stattfinden, wenn die Gleichungen 

(32) 
zugleich erfallt sin& 

(33) 

F I = O  ) 

Die ersfe dieser Gleichungen zieht wegen (31) die Gleichung 

- g ~ - + ~  = o  
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nach sich; und die Gleichungen (32) und (33) kSnnen w e g e n  des Nicht- 
verschwindens ihrer Determinante (a~--fl~) auf die einfache Form 

(34) ~F'----0,  ~F' ---- 0 '  

gebracht werden. Diese Ausdriicke sind in den Arg~lmenten ~ und 
homogen; die Ptmkte der xy-Ebene, fiir welche das System (34) befriedigr 
werden kann, bflden also im allgemeinen eine Kurve, deren Gleichung 
wir mit 
(35) (x, y) 0 
bezeichnen wollen. 

Es sei jetzt P ein Punkt der xy-Ebene, der nicht auf der Kurve 
W = 0 lie~.*) Die Indikatrix des positiv definiten Variationsproblems, 
das wir untersuchen, ist eine ganz im Endlichen liegende Kurve mit 
stetiger Krfimmung; sie wird also Sti~tzgeraden besitzen, d. h. Tangenten, 
welche durch keinen inneren Punkt der Kurve gehen, und zwar wird es 
fiir jede Richtung in der ~ - E b e n e  zwei solche Stiitzgeraden geben, 
zwischen welchen die Indikatrix verltiuft. In den Beriihnmgspunlden 
irgend einer Stiitzgeraden ist die Indikatrix nach auBen konvex und hat 
eine yon Null verschiedene Kriimmung, well sonst die Stiitzgerade die 
Kurve vielfach bertihren wiirde. "Das entsprechende /~'i ist also nach 
unserem Satze yon pag. 460 immer positiv und yon Null verschieden. 

Die Punkte der Indikatrix werden demnach in zwei Klassen geteilt: 
diejenigen niimlich, die yon Stiitzgeraden beriihr~ werden, und die anderen; 
jedem Beriihrungspunkte einer Sttitzgeraden entspricht eine regul~ire 
Extremale, und wenn die Sttitzgerade die Indikatrix in keinem zweiten 
Punkte berfihrt, so is~ diese Extremale stark. 

~ wollen annehmen, dab die Indikatrix nur eine endliche A nTah/ 
yon mehrfachen Tangenten besitzt; dutch die Radien- 
vektoren, die yon dem Grundpunkte der Indikatrix 
zu den Bertihrungsp, nl~en der mehrfachen Stfitz- 
geraden geftihrt werden, ist eine Reihe yon Sektoren / 
definier~; mit Hilfe dieser Sektoren (Fig. 2) kann \ 
man im P u n k t / )  diejenigen Richtungen, fiir welcho 
die Extxemalen ein starkes Minimum in der Um- 
gebung yon ~' liefern, yon den anderen (in der Pig. 2. 
Figur schraffierten) unterscheiden, ftir welche 
ein schwaches Minimum oder auch ein Maximum exis~iert. 

Zu gleicher Zeit ergibt sich die Umkehrung des Satzes, den wir in 
w 1 bewiesen haben: 

*) Probleme, bei welchen ~ ident~isch verschwinde~, lassen wit grunds~t~lich auger 
Be~acht. " 
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]~ei jedem definiten Variationsprobleme gibt es in jedem Punkte Bich- 
tungen, wdche regul~iren starken Extremalen ents2rechen. ~) 

Fiir diejenigen Richtungen, die den Beriihrungspunl~en einer mehr- 
fachen Tangente der Indikatrix entsprechen, ist die Frage, ob die ent- 
sprechende Extremale stark ist oder nicht, noch unentschieden und 
bedarf einer n~iheren Untersuchung, die im folgenden durch das Studium 
tier diskontinuierlichen LSsungen gefiihrt werden soll. 

w  

Die  d i s k o n t i n u i e r l i c h e n  Li isungen des Var ia t ionsprob lems .  

Bei Festhalten der Endpunkte 1 und 2 eines in 0 geknickten Kurven- 
zuges 102 verschwindet bekanntlich die erste Variation des Integrals 

t2 
J= f F(x, y; x', v')dt 

tl 

dann and nut dann, wenn die Kurven 10 und 02 Extremalen sind, und 
in der Ecke o die Erdmannsche  Bedingung erfiillt ist.**) Letzteres ist 

der Fall, wenn die GrSi3en ~'r and F~, liings des 
~ ganzen Kurvenzuges 102, also auch im Knickpunkt~ 

e l l Y ~ ~ < . ~  0 kontinuierliche Funktionen yon t sind. 
Wenn wit mit Xo' ~ Yo' and x-o' , Yo" die WerCe 

2 der Ableitungen yon x(t) und y(t) und iihnlich 
Fig. ~. mit r ~ die Werte irgend einer Funktion r y') 

dieser GrSBen an beiden Seifien des Knick-punktes 0 
bezeichnen, so lassen sich die Erdmannschen Bedingangen folgendermal3en 
schreiben: 

( 3 6 )  = o ,  = o .  

Diese Bedingungen kann man mit ttilfe der Weierstr~schen E-Funk- 
~ion in eine neue Form einkleiden, die ftir das Folgende niitzlich ist. 

Mit Kneser***) sagt man, dab ein aufierordentliches Verschwinden 
t �9 der E-Ftmktion vorliegt, wenn diese GrSBe fiir ein Rich~ngspaar x ,  y ;  

a?, ~' verschwindet, fiir welches x'y '  -- y'~' + 0 ist. Die Gleiehungen (36) 
ziehen nun nieht nur das aul3erordentliche Verschwinden yon 

• ( x , v ;  x , v ;  + , -  v ,  

*) Dieser Sa~z is~ auch ohne die Einsct~-~nkungen rich~ig, dab die Indika~_x 
nut e~ue endliche Anzahl yon Doppel~angen~n haben soll und dab ~ ~ 0 is~. 

**) cf. Kneser, Leh~buch, pag. 172; Bolza, a. a. O., pag. 36 und 125 
***) Lehrbuch, pag. 78. 
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sondern auch das yon 

E(x,  y; ~, ~; ~', y3 = ( F ~ -  ~ ) ~ '  + ( ~  - ~r  

nach sich. 
Wegen der Homogeneit;4tseigenschaften yon ~' tmd deren Ablei~angen 

sind ebenfall~ 
E = Z(x,  y; ~, 7; ~, ~) = 0 (37) 

and 

(38) E = E(x,  y; ~, ~; ~, 7) = o. 

Nun hatten wir aber gesehen, dab die E-Fun~ion proportional der 
Eatfernung eines Punktes der Indikatrix yon der Tangente in einem anderen 
war. Die Gleichangen (37) und (38) besagen also niehts auderes, als da~ 

die Tangente der Indikatrix im Punkte ~, ~ den Punkt ~, ~ dieser Kurve 

enthiilt, und dab ebenso die Tangente im Punkte ~-, ~ dureh den Punkt 
~, ~ geht. 

Die Gerade, welche ~, ~ mit ~ ~ verbindet, ist also eine Doppel- 
tangente der Indikatrix. Umgekehrt bestimmt aber auch jede Doppel- 
tangente dieser Kurve durch ihre Beriihrungspnnkte Richtungen, ffir 
welche die Erdmannsche Bedingung gilt, weft aus den Gleichungen 

~ - 0  und ~ ' -~ 0 die Beziehungen (36) folgen, da bier ~ - - ~  ~= 0 ist. 
Wir machten schon bei der Definition der Indikatrrix auf die hn~  

logie aufmerksam, welche zwischen dieser Kurve und der Strahlenfl~iche 
in der geometrischen Optik existiert. Nun besitzt die Strahlenfl~iche ffir 
doppelbrechende Kristalle bekanntlich singul~ire Tangentialebenen, welche 
dio Fliiche l~ings der Peripherie eines Kreises berfihren; ihnen en~- 
sprechen ~ihnlich wie bei unseren ebenen Problemen gebrochene Wege des 
Lichtes. Nur ist das Licht nicht in einer bestimmten Ri:chhmg gebrochen, 
wie es bei einer Doppeltangentialebene der Fall sein wiirde, welche die 
Strahlenfl~iche in zwei bestimmten Punkten berfihrt, sondern lrmgs eines 
ganzen Kegels. Dieses ist das bekannte yon Hami l ton  enMeek~ Ph~- 
nomen der konischen Refraktion. 

w 

Der Satz yon tier Vertauschung der starken Extrema. 

Es en~sprechen den beiden Richtungen, welche den Grundpunk~ 
der Indikatrix mi~ den Berfihrungspunkten einer Doppeltangente vex- 
binden, zwei Extremalen, die wir mi~ 102 und 1'02'  bezeichnen 
woUen (Fig. ~). 

Math~m~tische A'~n~lan. LYTT_ 31 
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Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen verschwindet die erste 
Variation fiir die zwei gebrochenen Kurven 102' und 1"02. 

z. Wir nennen eine diskontinuierliche Extremale 
z stark, wenn diese Kurve in der Umgebung jedes 

Punktes ihrer beiden Zweige, der nicht mit dem 
Knielrpunkte zusammenf{illt, ein s~arkes Extremum 
liefert. 

Wir wollen jetzt zeigen, da6, wenn die Doppel- 
1' tangente der Indikatrix eine Sttitzgerade dieser Kurve 

~g. ~. ist, und wenn man die vier Punkte 1, 2, 1', 2' hin- 
reichend nahe an 0 w~ihlt, yon den vier station~iren 

Kurven 102, 1'02', 102', 1'02 eine einzige stark sein wird; diese starke 
Extremale ist im aUgemeinen Falle, den wir allein bet:rachten, immer diskon- 
tinuierlich. Hierdurch werden auch die am Ende des {} 3 ausgeschlosseuen 
Richtungen in solche, die starken, und solche, die schwachen Extremalen 
entsprechen, un~erschieden. 

Es sei Xo, 'Yo ein Punkt der xy-Ebene, dessen Indikatrix folgende 
Eigenschaften hat: 

a) Die Invariante W ist fiir den Punkt Xo, Y0 yon Null verschieden: 

Yo) # O. 

b) Keine Stii~gerade der Indikatrix bertihr~ die Kurve in mehr ~.ls 
zwei Pnn~en. 

c) Die Kurve besitzt eine einzige ,,Doppelstfitzgerade", d. h. eine ein- 
zige Doppeltangente, die zugleich Stiitzgerade ist. Diese letzte Ein- 
schr~inkung hat nut den Zweck, die Bet-rachtungen tibersichtlicher zu 
gest~lten; unsere Ergebnisse lassen sich n~imlich ohne weiteres auf all- 
gemeine ~iille iiber~ragen, wo die Kurve eine endliche A nzahl-yon Doppel- 
stiitzgeraden besitzt. 

Um nun zu zeigen, da$ die Eigenschaf~n a), b), c) auch f/Jr eine 
gewisse Umgebung des Punktes xo, Yo gelt~n, bemerken wir zun[ichst, da~ 
die Kurve notwendig die Gestalt der Fig. 5 (p. 468) haben wird. Es seien 

nun A A  die Doppelstiitzgerade und So, ~o die Winkel, welche die Geraden 
G A  und G A  mit der positiven ~-Achse machen; man kann diese Gr56en, 
die his auf Vielfache yon 2• unbestimm~ sind, derar~ w~ihlen, da6 

(39) o < *o - < 

isk Es mSgen den Rich~ungen 

(40) = ao +  (ao- So) 
0<~<1 

die schwachen, dagegen den Richtungen 
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(41) r  go -4- Z(2~ -4- go--  go) 
0 < Z < l  

die starken Ex~emalen in xo, Yo en~spreehen. 
Da ~(Xo, Yo)# 0 is~, so ist die Kriimmung der Inelil~atrix fiir sKm~- 

liehe Richtungen (41) der starken E~remalen, und auch ffir die Rieh- 

tungen ~o, ~-o selbst, ebenfalls yon Null versehieden, und die Invarian~e 
F1 besitzt in diesem Sektor ein positives Minimum. 

Es sei jetzt x, y ein beliebiger Punkt der xy-Ebene; dureh die Ge- 
raden, welehe den Grundpun~ tier entsprechenden Indikatrix ~nlt den Be- 
r~ihrungspunk~en einer ihrer Doppeltangenten verbinden, werden die Forf~- 
schreitungsrichtungen einer LSsung bestimmt, die ira Punlcte x, y diskon- 

tinuierlieh ist; man bezeiehne mi~ ~ und # die Winkel, welehe diese 
Richhmgen mit der positiven x-Aehse maehen. Die GrSSen 

( 2 )  = ' -" - '  4 x' cos#, y----sin#, x = c o s # ,  y = s i n #  

miissen dann, wie wir sahen, den Erdmannschen Beclingnmgen 

(43) {F~,(x,y; cos#, sin #) =-- F~,(x, y; cos#,_ sing)_ } 
~ , ( x ,  ~; r ~, sin ~) = ~,~(x, ~; ~o~ ~, sin a) 

geniigen. Dieses Gleichungssystem lii~t sich in einer gewissen Umgebung 

des Pnnl4es x0, Yo nach ~, ~ auflSsen; man bet-rachte niimlich die Funk- 
tionaldeterminante 

oder 

A =  
- -  F ~  sin a + F~,~ cos a, 

- -  F~r sin a + Fr162 cos a, 

2 ~  sin a - F~r cos~ 

~ sin ~ - F-r162 cos 
Fiihrt5 man in dieser De~erminante die GrSBen 

und 

1 
F1 = ; ~  F ~ X =  

F l =  1 F ~ = -  
sin ' 

1 1 
sin a cos a ~ r  = cos' a ~'r 

sin ~ cos ~ cos'~ 

ein, so reduzier~ sie sich einfach auf 

(44) A = F~ ~V, ~ ,  ( a - -  a). 

Aus unserer Voraussetzung, dab die lndika~rix des Pnnk4es xo, Yo 
eine Doppeltangen~e besitzt~ folg4 nun, daft die Gleichungen (43) fiir ein 
System yon GriiSen wie 

p # 

(45) Xo, yo, xo, yo, ~o'~o" 
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befriedigr sin& Die Gr6Ben 

F~(Xo, v o; ~OSSo, sin~o) und F~(Xo, y o; ~OSSo, sin~o) 

.sind aber, wie wit bemerk~en, yon Null verschieden; das gleiche gilt yon 

sin(#o-- no)" Also ist 
z~ (Xo, yo) + o 

und es existieren zwei Funktionen 

(~) ~ = s Cx, v) , s =  ~ (x,  v)  , 

die in der Umgebung des Punktes Xo, Yo reguliir sind, ffir diesen Punkt 

die Werte So, S o annehmen und das Gleichungssystem (43) idenfisch er- 
ffillen. 

Man gebrauche jetzt den bekannten Satz fiber die Eindeutigkeit der 
LSsungen eines Systems yon impliziten Funktionen in der Umgebung 
eines Punktes.*) Dieser Satz lautet bier: Man kann zwei positive GrS•en 
01 und e angeben mit folgenden Eigenschaf~en; ffir jeden Punkt der Kreis- 
fliiche, deren Mittelpunkt in xo,/40 liegt und deren Radius Pl ist, genfigen 
die GrSfien (46) den Ungleichheiten 

(47) ! S - ~ o ]  =<~, t ~ -  Soi_<~. 
S und # sind umgekehr~ die einzigen GrSgen, welche im betmchteten 

Gebiete das Gleichungssystem (43) und zugleich die Ungleiehheiten (47) 
befriedigen. 

Wir wollen jetzt zeigen, da]~ die Indikatrix, welche den Punkten einer 
gewissen Umgebung yon Xo, Yo entsprich~, folgende Eigenschaffen b'e- 
sitzt: Von den Richiungen, welche den Grundpunl~t der Kurve mit den 

Berfihrungspunkten einer Doppelstfitzgeruden ver- 
binden, kann 1. keine einzige innerhalb des Sek- 
tors (.BD_B) fallen, 2. nicht die eine inner- 
halb des Sektors (BCEC.B) und die andere 

~ ~ \  ln]e]erh~b des Sektors (GEe) falleno 3. ko~en 
A nieht beide entweder in nerhalb des Sektors (BAC) 

oder innerhalb des Sel~ors (CAB) fallen. 
Die erste Behauptung begriindet man, indem 

Pi~. ~. man bemerkt, dat~ ffir die Indikatrix des Punktes 
Xo, Yo die Punk~e /) des Sektors .BDBG keine 

Berfihrungspunk~e yon Stfitzgeraden sind; das Produkt der Entfernungen 
der Tangente in D yon den ihr parallelen Stfi~zgeraden hat ein positives, yon 

*) of. z. B. }f. A. S c h w a r z ,  Zur Lebxe der unen~ickel~en Fl~nkkionen. 
$i~zungsber. d. Bert. &kad. XLV, pag. 948 (1897). 



Starke Maxima und Minima. 469 

Null verschiedenes ~dinimnm, wean / )  den betreffenden Sektor besehreib~*) 
Da nun diese Fnnktion eine stetige Funktion nicht nut der Riehhlug des 
Vektors GD, sondern auch ihrer Parameter x und y is~, so wird sie 
ebenfalls fiir siimtliche Richhmgen B D B  G yon Null verschieden bleiben, 
wenn x und y innerhalb einer gewissen Umgebung yon x o und Yo bleiben. 

FOr keinen Punkg dieser Umgebung wird also die Tangente in einem 
Punkte der Indikatrix, welcher einer der Richtungen GD entspricht, S~fi~z- 
gerade sein kSnnen. 

Die zweite und dritte Behauptung lassen sieh ebenso leicht beweisen. 
Man betrachte niimlich die GrSBe 

g(x, y; #1, ~'~) = (E(x,y; 
COS ~1, sin ~1 ; cOS ~ ~ sin 2 

(4s) 

Diese GrSBe verschwindet nur dann, wenn @1 und #~ die Richtungen 
der Beriihrungspunkte einer Doppeltangente der Indikatrix sind; auBer- 
dem kann g(x, y; ~'~, "~2) nur dann mit (#1--#~) gegen Null konvergieren, 
wenn die Indikatrix eine sie vieffach beriihrende Gerade besitzt, d.h. wenn 
�9 (x, y ) =  0 ist. Nun ist Afi~ die einzige Doppelstiitzgerade im Punk~ 
xo, Yo und die tibrigen Doppeltangenten sind in endlicher Anzahl vor- 
handen; man k~nn also B und ~ SO nahe an A und .~ wghlen, da~ keine 
andere Doppeltangente einen Punkt des Sektors ( ~ A C . E C A B )  beriihrt; 
ferner ist ~(Xo, Yo)=b 0. Hieraus folgt, daft g im Punkte Xo, Yo fiir die 
Richtungspaare, die unter 2. und 3. beschrieben waren, ein positives, yon 
Null verschiedenes Minimum besitzt. Nun ist aber g eine stetige Funk- 
tiQn seiner vier Argumente und bleib~ daher in einer gewissen Umgebung 
yon Xo, Yo yon Null verschieden~ wenn ~1 und @3 das betreffende Gebiet 
durchlaufen. 

Wenn wit aUe diese Resultate zusammenfassen, so kSnnen wir sagen: 
Man kann eine positive GrSBe 0 angeben derart, dal~ for alle Punkte der 
Kreisflgche mit dem Radius O, deren Mittelpnnkt Xo, Yo ist, 1. die Pnnkbe 
der Indika~rix, welche einer der Richtungen des SekCors (/~DB) enb- 
sprechen, nich~ Beriihrungspunkte einer Stfitzgerade sein k~innen; 2. die 
Punkte der Indika~rix, welche den Richtungen des Sektors ( B A C . E C A B )  
entsprechen, eine einzige Doppeltangente liefern, n~mlich die, welche dutch 
die Gleichungen (46) bestimmt ist. 

Da nun eine ganz im Endlichen liegende geschlossene Kurve, wenn 
sie tiberhaupt eine Doppeltangente besitzt, auch ganz sicher eine Doppel- 

*) Dieses folg~ aus der Vorausse~zung, die wit machtea, dat~ die Indlkah4x im 
PunkCe xo, y~ keine St~itzgerade besi~t, welche die Kurve in drei vexachiedenea 
Punk~en berfihrt. 
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stiitzgerade haben muB, so sehen wir, daft die Richtungen (46) den Be- 
riihrungspunkten einer Doppelstiitzgerade entspreehen mfissen. Diese 
Doppels~tzgerade kann die Indil~atrix in keinem dritten Punkte beriihren, 

da sonst die Richtungen @ und @ nicht eindeutig bestimmt sein wfi_rden, 
was ja der Fall ist. 

Ffir sKmtliche Punkte eines gewissen Gebietes T, das den Punkt 
xo, ?4o umgibt, bleiben also die Eigenschaf~en a), b) und c) tier Indikatrix 
erhalten und es sind s~mtliche durch die Gleichungen (42) definierten 
Richtungen x', y', ~', y', dutch die Beziehungen (43) und die Anfangs- 
wer~e (45) eindeutig bestimmt; dabei geniigen die in (42) vorkommenden 

GrSBen ~, ~ den Gleichungen (46). 
Diese Gleichungen (42) kSnnen aber, wenn man (46) beriicksichtigt, 

als zwei Systeme yon ~ Differentialgleichungen 

x" = x ' ( x ,  y) ,  
z '  = z ' (x ,  y), 

angesehen werden, deren Integrale 

r = r  
y'=y'(x,y) 
nach dem Cauchyschen Existenz- 

theorem - -  zwei Scharen C und C yon Kurven bilden, yon denen jede das 
Gebiet T einfach und lfickenlos fiberdeckt. 

Auf jeder der Kurven C und C ist ein positiver Sinn ausgezeichnet; 
die Winl~el, welche die positiven Richhmgen der Tangenten dieser Kurven 
mit der positiven x-Achse machen, werden durch die Werte (46) yon ~ 

und ~- geliefert. Den Richtungen 

(49) r = ~ + , ~ ( a -  a) ,  0 < ). < 1 

entsprechen im Ptmkte x, y Extremalen, die in diesem Punkte sehwach 
sind; den Riehtungen 

(50) ~ = ~ + ~ (2~ + a - a ) ,  o < x < 1 

dagegen Extremalen, welche in diesem Punkte stark sind. 
Wenn endlich eine Extremale e (Fig. 6) im Punkte P die Kurve C 

beriihr~ und denselben positiven Sinn wie C besitzt, wenn zudem die 
Kriimmung yon e yon der Kriimmung yon C in P verschieden ist, so 
daft die Extremale in der N~ihe yon /) ganz auf der einen Seite yon 
C zu liegen kommt, so trennt der Punkt ~ auf der Extremalen e Punkte, 
wo die Extremale stark ist, yon anderen, wo sie schwach ist. 

Einen aualytisehen Beweis dieser Tatsache erh~ilt man beispielsweise, 
indem man dutch eine Punkttransformation 

xl = x~(x, y), y, = y~(x, y), 

die Kurvenscharen C und C in 

x t = const, und Yl -= const. 
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tiberftihrt, wobei die Kriimmungsverhiiltnisse erhalf~n bleiben; dureh 
geometrische Be~raehtungen leuch~et abet der Satz direk~ ein. In 
der Fig. 6 z .B.  verliiuf~ die ExCremale e in jedem Punl~te vor P 
innerhalb des Winkels, den die positiven Rich- 
tungen yon C und C bilden, und au~erha~ 
desselben Winkels, nachdem sie P ge~roffen 
hat. Das Extremum ist auf e zun~hst schwaeh 
und dann stark. 

Wit  wollen _jetzt, um die Existenz 
yon starken diskontinuierlichen LSsungen zu 
begrtinden, nachweisen, da$ fiir die Ex~e- 
male ~ die im Punkte P die Kurve C be- 
riitn4 (und denselben Sinn wie C hat), genau 
das Gegentefl stattfinden mu$: d. h., dab das 
ExCremum fiir y zuerst stark ist und dann 
erst schwach werden wird. 

T 

:Fig. 6. 

Mit anderen Worten: es vertauschen sich die Teile, fiir welche das ~Ex- 
tremum stark ist, in jedem Diskontinuitiitspunkte. 

Damit dieser Satz gelte, ist notwendig und hin.reichend, dab die 
Extremale y dieselbe relative Lage zu C besitze, die e zu C haf~ Sind 
also �9 und ts die Krtimmungen yon e und C, u und ~ diejenigen yon 

und C im Punkte /), so miissen die GrSBen ( ~ -  ~) und ( 3 -  ~) 
dasselbe Vorzeichen haben. 

Die grrtimmung einer Kurve ist - -  aueh dem Vorzeichen nach = 
durch die Formel bestimmt 

X" y" K~-- --y 'x" .  
@,~- + y, ,)=l~ , 

sie ist positiv oder negativ, je nachdem die Kurve links oder rechts yon 
ihrer Tangenf~ sich befindet, wenn man sie im positiven Sinne durch- 
l~uf~. 

Die griimmung a der Kurve C l~nn aus dem Systmme yon Glei- 
chungen (42) und (43) berechnet werden, das diese Kurve defniert;; be- 
riieksichti~ man die Gleichung 

x '2 + y'~= 1, 

die aus (42) folg~, so erts man 

z'y" ' " 

oder mit Benutzung yon (42) ~ ~ @'. Durch Differentiation der Glei- 
chungen (43) l~ings der Kurve C ert~l~ man nun, nach E~n~h~noa 
GrSBen F 1 und F1, die Gleichungen 
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F,w cos e + F~=, sin e --  ~ sin e .  e '  
. . . .  d~ 

= F . ~  cos e + F ~  sin e - - / ~ 1  sin # d~ ' 
(51) 

F,r  cose + F~,  s ine  + F~ cose .e"  
. . . .  a~ 

= ~',~, cos e q- 2 '  w, sin e q- F1 cos # d-7" 

d~ Die GrSSe -g~ wird bier dutch die Gleichung 

d-t =- ~ cos # + ~-~ sin e 

bestimmt, wo man ftir e seinen Wert  (46) eingesetz~ hat; um diese 
GrSSe tibrigens zu eliminieren, multipliziere man die erste .der Gleichungen 

(51) mit cos e ,  die andere mit sin e and addiere. Man erhiilt 

+ ( ~ -  ~ )  ~in e Cos ~ + (F,~z - ~ . , )  ~in e ~in e. 

Die Kriimmang v der Extremale e wird durch die Lagrangesche 
Gleichung (4) mit Berticksichtig~mg yon 

x '~' + y"~ -=- 1 
gehefer~: 

Man mulfipliziere diese letzte Gleichung mit s i n ( Y - - e )  und sub- 
~rahiere yon der vorherigen; dann kommt: 

(52) - _ 
+ (F ,e - -F+y, )  sin e c o s e  + (~+r sin+ s i n e .  

Nun liefm+ abet die Gleichung (11) 

F--= F~x '  + F~, y' = F~. cos e q- F~, sin # 
und ihre analoge 

~ =  ~ ' +  ~ r  cos e +  F r  s ine  

nach x und y pa~iell  differentfiert 

~ = F,~  cos e + F , r  sin #, 

2 . =  2 . ~  cos ~ + 2 ~ ,  sin ~, 

(sa) 

Fy = F ~  cos a + Fyr sin a,  

Fy----- 2 ' ~  cos e -4- F ~  sin e .  

Wenn man diese Identitiiten in (52) einse~zt, so kommt endlich 

F ,  sin (e  -- a )  (6 - -  , )  -~ cos #/~'~ -{- sin e t~'~ -- cos e F , - -  sin e Fu. 

�9 if, Durch Vertausehung yon x', y mi~ ~'~ hiitte man auf analoge 
Weise erhal~en: 

( ~ )  .F~ ~ i n ( ~ - ~ )  ( ~ -  ~) = ~ o ~  ~ + ~ i n ~ F ~ - -  cos ~ - -  
i 

sin & .F~. 
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Endlich folg~ durch Addition yon (53) und (54), wenn man bemerk-~, 

dab sin (a -- •) Jr 0 ist, 

( 5 5 )  F 1  - -  = - 

2' 1 und 2 '  1 sind abet, wie wir sahen, beide positiv und yon Null ver- 
schieden, weft die Indikatrix in jedem Bertihnmgspunk%e einer Stfitzgerade 
nach augen konvex sein muB. 

Es haben also ( y -  ~) und ( ~ -  u dasselbe Vorzeichen, wie wir be- 
weisen wollten, und das Verschwinden der einen GrSge zieh~ immer das 
der anderen nach sich. 

Setzt man auf der rechten Seite yon (53) an Stelle yon #, ~ die 
Funk~ionen (46) ein, so erh~ili man eine GrSge 

(56) Q (x, y) = cos e 2"~ -t- sin e Fy  - -  cos I} F~ -- sin e 2"~, 

die in jedem Punkte defmier~ ist, wo eine diskontinuierliehe L~isung mSg- 
lich ist, und deren Vorzeiehen fiir die Bestimmung der starken diskon- 
tinuierliehen LSsungen yon Bedeutung ist. 

In der Fig. 6 ist z. B. Q(x, y ) >  0; der Punkt P ist Anfangspunk~ 
des starken Teiles der Ex~remalen e und Endpunkt des s~arken Teiles 
yon g. Wgre Q(x~ y) negativ, so wfirde das Umgekehrte stattfinden. 

Unsere Resultate kSnnen in folgender Form ausgesprochen werden: 
Wenn man eine starke Extremale e bis z~ dem Punkte P ver/blgt, wo sie 
aufh5rt stark zu sein, und wenn im ~ankte ~ die betreffende Invariantv 
Q nicht verschwindet, so gibt es eine Extremale y, wdche dutch ~ 9eht, 
yon diesem Punkte an erst stark wird und mit e eine starke diskontinuier- 
liche L6sung des l~roblems bildet. 

"Die Punkte, ftir welche die Indikatrix den Bedingungen a), b),-c) 
des Anfangs dieses Paragraphen gentig~ und ftir welche auJ3erdem Q yon 
Null verschieden ist, sind nach unserer Terminologie regulgre Punkte des 
Varia~ionsproblems. In eiaem Gebiete, dessen s~mttiche Punkte regular sind, 
sind die mSgliehen gniclrpun~te einer fes~n Extremalen immer isolier~; 
denn in reguliiren Punkten werden die Kurven C und C yon den Extre- 
malen e und g einfach ber[ihrL*) 

Die Bedingung, dami~ zwei aufeinander folgende Knic]cpunkte einer 
Extremalen e in P zusammenfallen, ist also das Verschwinden der In- 
varian~en Q in diesem Punkte. Dann fallen aber auch, wie die Formel 
(55) zeig~, zwei aufeinander folgende Knickp, n ~ e  der Ext:remalen g zu- 
sammen; eine der Extremalen eoder g wird eine s ~ k e  kontin~i~rliche LSsung 
des Varia~ionsproblems geben. Man kann sich ein vorl~ufiges Bild der 

*) Einen analytischen Beweis dieser Ta~sache fmde~ man in meiner I)isser~., 
laag. 24. 
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Verlgiltnisse in diesem Falle machen, indem man die Fig. 7 be- 
trachtet. In dieser Figur sind die Kurven C und C geradlinig an- 

genommen. Es sei ~ ein 

Fig. 7. 

Punkt, ~ r  welchen die In- 
variante Q verschwindet; P~ 
ein zweiter Punkt in der 
N'~he des ersten, ffir welchen 
aber ~ ~= 0 ist. Die Extre- 
male ~ besitzt die zwei auf- 
einander folgenden Knick- 
stellen /)1 und P3; die Ex- 
tremale e~ die zwei auf- 

einander folgenden Stellen /)1 und P-2. Man be~achte die starke zwei- 
real gebrochene LSsung el el e.~- Wenn /)1 gegen P konvergiert, so 
n~hern sich die zwei Punkte /)1 und P~ unbegTenzt, und der Teil e 1 des 
Extremalenzuges g~ e 1 ~ konvergiert gegen Null. Schlie~lich erh~il~ man die 
starke Extremale ~ die durch P geht, w~hrend die entsprechende Ex- 
tremale e schwach ist. 

HShere Oskulationen der Extremalen e mit den Kurven C wfirden 
zu noch verwiekelteren Verh~iltnissen ffihren. Es ist aber zu vermuten, 
dab der Satz yon der Vertauschung der starken Extrema auch in diesen 
F~llen richtig bleibt, so dab yon den vier mSglichen LSsungen in einer 
]~-icks~lle immer eine und nur eine stark sein wird. 

Wenn nun endlich die ]nvariaate ~ identisch in x und y ver- 
sehwindet - -  ein Fall, den ich in meiner Dissertation pag. 23 betrachtet 
habe - -  so geht aus dem Vorhergehenden (speziell aus den Gleichungen (53) 
und (54)) hervor, dab die zwei Kurvenscharen C und C Extremalen des 
Variationsproblems sind. In diesem Falle sind diese Kurven die einzigen" 
Extremalen, welche Knickpunkte zulassen, w~ihrend die Lage dieser Knick- 
pnnW~e auf ihnen unbestimmt ist. 

Im folgenden wol]en wit diese siimtlichen Singularit~iten des Varia- 
tionsproblems beiseite lassen, um die Betrachtungen fiber das Feld yon 
starken Extremalenzfigen nicht unnStig kompliziert zu gestalten. 

w  

Existenz eines Feldes yon starken diskontinuierlichcn L~sungen. 

Die MSglichkeit des Beweises, daft das Integral J, l~ugs der ge- 
brochenen Extremale 102 genommen (Fig. 8), einen Extremwert erreich~, 
berttht im wesentlichen dnxauf, dab man dieses Km-venstilck mit einem 
Felde umgeben kanm D. h :  Wit miissen durch eine einparumetrige 
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Schar yon Ex~remalen ein einfach zusammenh~ngendes Gebiet erfaUen 
und einfach fiberdecken, in dessen tnnerem 102 g~inz]ich verl~uft. 

Wir  bezeichnen die Koordinaten des Knickpnn~es einer beliebigen 
Extremalen des Feldes mit a, b, die Fortschreitungsrichtungen der dis- 

kon~inuierlichen Extremalenzweige mi~ @, O; die en~sprechenden Gr61ben 

im Punkte 0 sollen ao, bo, @o @o genann~ werden. 
Es sei jetzt eine im Punkte 0 reguliire Kurve 

(57) [-(a, b) = 0 

gegeben, deren Tangente im Inneren des Winkels 102 lieg~ die also 
keinen der beiden Zweige 10 und 02 beriihr~. 

Es ist daher 
r(%, bo) = o, 

~md mindestens eine der GrSl3en 
~ r  ~ r  
~a ~ ~b 

ffir a -=  a o und b = b o yon Null verschieden; wir haben also z. B. 
~r 

Die ge~rochenen Extremalen 1'0'2 '  (Fig. 8), deren Knickl~unkte auf der 
~:urve F(a, b ) =  0 liegen, bilden in der Umgebung yon LF=o 
ao, b o ein lZeld, das den JKurvenzug 102 umgibt. 

Wir wollen dies zunichst fiir denjenigen Tell der 
Ebene beweisen, welcher in der Umgebung yon 0, auf / i 
derselben Seite der Kurve lie~, wie das Extremalen- _ / ~ ' \  
sttick 10. 1 1 : ~ / /  \ ~ ' ~ ,  z 

Da ! - ~  =t= 0 ist;, kann man die Gleiehtmg (57)nach z" 
5 auflSsen und bekommt: 

(59) b --  b o = b (a --  %). r~. s. 

Setzt man in den Gleichungen (43), pag. 467, a, b flu: x, y ein, so 
wird man nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen diese G!eichungen 

in der Umgebung des Wertesystems ao, bo, ~o, ~o naeh 0 , #  auflSsen 
kSnnen, wenn nur das Varia~ionsproblem in %, b o regul~ is~. Man erh~il~ 
so die Beziehung 

(60) @ --  @o = r --  %, b --  bo). 

Es lassen sieh nun die Liisungen der Lagrangeschen Gleichungen (4) 
aueh dutch regulire Funktionen in t, a, b dars~ellen, wetchr durch fotgende 
Bedingungen eindeuti_g bestimm~ sind:*) 

*) Knesex, Lehrbucb~ w 29, pag. 108. 
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x ~- X(t;  a, b; #), 
y = Y(t ;  a, b; O), 

X(0; a, b; a)  = a, Y(0; a, b; a) = b, 
(61) ~ r 

Darch Einsetzen des Wertes (60) und hierauf des Wertes (59) 
yon b in diese letzten Gleichungen wird die Extremalenschar 1 '0 '  dar- 
gestellt dutch Gleichungen der Form 

(62) x = ~(t, ~), s = ~(t, a), 

die ftir das Wertepaar  t = 0, a - ~  a o regular sind. 
Um nun zu beweisen, dab dutch diese Kurvenschar die Ebene in 

der Umgebung des Punktes 0 einfach, abet ltickenlos itberdecld; wird, ge-- 
nfigt es zu zeigen, dab die Funktionaldeterminante 

(63) D($, ~) + 0 
D (t,  a)t = 0 ,  a = ao 

ist. Man kann niimlich dann die Gleiehungen (62) nach t and a in der 
Umgebung yon t = 0, a = %  auflSsen. 

L&zteres zeig~ maa am leichtesten, wenn man die FunkCionaldeter- 
minante der Funktionen 

(64) 

x -~  X(t;  a, b; 0), 
y = r ( t ;  b; 

o = r (a, b), 

o = ~ ( a ,  b; cos ~ ,  sin ~)  - F~(a ,  b; cos a ,  sin e), 
o = F,,(a, b; eosa, sin ~) - F~(~, b; eosa, s~- ~) 

n ~ h  t, a, b, ~, ~ betracht&; sie lautet n~imlich: 

x ~  x~ x ~  o 

F,, F b 0 0 

( F ~ , -  2 , 2  ( F ~ -  ~ )  - ~; ~in ~ ~ ~in 

z~ 

L 
D =  0 

0 

o ( t ' ~ -  ~ . ~ )  ( F , ~ -  ~ )  F~ cos ~ - ~ cos 

Wenn man in dieser Determinante die dritt, e bis f?infte Kolonne 

der Rei.he nach raft; db d a  d ~  d---a' d--a' ~ multiplizier~ und zu der zweit~n addier~ 

and hierbei die Gleichtmgen 
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o,  = o ,  

[ ' = 0  

berticksichtig~ infolge deren die drei letzten Element:e der zwei~en Spal~e 
verschwinden, so erh~lt man 

(65) 1) = I ~' ~a ~" - -~5  s i n ( ~ - - a ) .  
1 

Die letzten Faktoren sind in der Umgebung yon aob o s~mflich endlich 
und yon Null verschieden; die Funkfionalde~erminan~e 

k~,nn also nur f~r solche Wer~  yon t verschwinde~ b fiir welche D = 0 
ist. Nun reduzieren sich die zwei ersten Reihen yon 2:) f i i r t  = 0 wegen 
der Gleichungen (61) auf 

cos @ 1 0 0 0,  

s in#  0 1 0 0, 
und hieraus folgt 

D,=o = s i n ( a - a )  (r r .~ sina rbg. 

Es ist also /) (f' (t, a) ffir den Pun~  0 yon 1gull. verschieden, da 

cos ~ [-o + sin @ [-~ + 0 

is~, d. t~ die Kurve [" = 0 und die Exi:remale 10 sich nicht in 0 be- 
riihren~ was wir vorausgese~zt haben. 

Ahn]ich kann man f'tir den Teil der Ebene in der Nachbarschafr yon 
02 verfahren~ indem man fiberall in den Rechnungen ~? mi~ @ ver- 
tauseht. Es seien jetzt t 1 und t~ zwei Wer~e, deren absolu~er Betrag 
so klein gewiihl~ is~, dag die Funkfion 

1)(t, a)~=,o 
einerseit~ und 

anderersei~s f'tir keinen Wer~ yon t, welcher den Intervallen 

tl<_t<_o, o<_t<_t2 
angehSr~, verschwinde~. Wir definieren die P u ~ e  1 und 2 durch die 
Koordinaten 

xl  = ~(t l ,  ao) , y l  = ~l(t~, ao), 

x~ = ~(t2, ao), Y~ = ~i(t~, ao). 

Man kann den Kurvenzug 102 dutch ein einfaeh z u s a m m e ~ n d e s  
Gebiet umgeben~ das dutch die Kurve F ~-0  in zwei Teile gef~il~ 
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in welchem die be~reffenden Funktionaldeterm~nanten yon Null verschie- 
den sind. 

Der eine Tefl dieses Gebietes wird durch die E~remalen 1 '0 ,  der 
andere durch 0'2 '  einfach, abet auch lfickenlos tiberdeck~, und man kann 
das so konstruierte Feld dazu benutzen, um das Integral l~ngs 102 mit, 
dem Integrale l~ngs einer wil!]rtirlichen Kurve, welche 1 und 2 verbindet~ 
zu vergleichen. 

w 

Anwendung der WeierstraBschen Theorie auf starke diskontinuier- 
l i the  Extremalenstiicke. 

Wir betrachten jetzt ein Feld, das die gebrochene Kurve 102 um- 
gibt; ein solches ist z. B. das Gebiet, welches dutch zwei der Kurve 102 
bi~reichend benachbarte Extremalenztige des Feldes A B C D E F  und zwei 
willktirliche regul~ire Kurven AD, ~'C begrenzt wird (Fig. 9). 

B 

A C 
5C 

39 
l~ig. 9. 

Es sei 

t x =  ~(~) 
y = ~(~)  | 

ein Kurvens~fick 142, das ganz innerhalb 
des Feldes verl~iuft und die Punkte 1 mad 
2 verbindet. Diese Kltrve braucht nicht 
analytisch zu sein; sie muB nut eine wolff- 

bestimmte vordere*) Tangente besi~en und dem Intergrale 
% 

= f ~(~, ~; ~', ~')d~ (66) 
% 

einen endlichen Wer~ erteilen.**) Es sei 3 der Punkt, wo die Ex~re- 
male 01 den Rand des Feldes schneider Um die In~grale l~ings der 
Feldkurve 102 mad unserer willkfirlichen Kurve 142 zu vergleichen, be- 
trachten wir die Funktion yon v 

M(~) = 4,o,~ + ~ ,  
indem wir mit ~ die Integrale l~ngs der u mit J die In- 
f~grale l~ngs einer Feldkurve bezeich-en. Es ist 

M(~I) = Z,t + ~ ,  

*) Da man in einem ganz bes~nm~en S~-e ,  n~,ml~ch yon 1 nach 2, integrierk 
**) Kneser, Lehrbuct~ w 17. 
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folglich 

f~dM 
= j - g -  dr .  

Wit  nehmen an, da$ 4 auf derselben ~eite yon F = 0 liege wie 02;  
dann ist 

0 t t~ 

t a' 0 ~ "~ 

Hier haben ~ = ~(t, a), ~i = ~(t, a), f =  [(t, a), ~ = ~t(t, a) dieselbe 
Bedeuttmg wie im vorigen Parag'raphen, t a, ist eine best~immte Funk~ion 
yon a; a und t~ werden als Fnnktionen yon ~ dureh die Gleichungen 

{ ~(~,; ~) = r 
~(ta; a) ~p(v) 

bestimmt. 

In tier Ableitung d M verschwinden nach der fiblichen partiellen In- 

tegration die Integrale, und es bleiben nur noch ~renzgheder iibrig, die 
sich auf die Punkte 3', O' und 4 beziehen. 

Es is~ leicht zu zeigen, dab diejenigen Glieder, die zu 3' gehSren, 
die Form haben 

da 
g(a) d r '  

ferner verschwinden die Grenzglieder im gnickpunkte ,  d. h. 
+ (F~ - ~r &(o)_~a} ~'da 

wegen der Erdmann~chen Bedin~mgen; endlich k~nn mall die yon 4 
herrtihrenden Grenzglieder folgendermaBen schreiben 

~, ~, (p~ ~ ~ ~ 

benutzt man noch die Gleichungen 

~-~(t3 aa ~(t,) at, , 
~a d , - 4 -  ~----t dr =~' 

~ ( t , )  da ~ ( t , )  at, , 

so erh~ilt man schlieglich 

dM da 

t 
d a ~(~,, ~, ~, ~3. 

= g(a )  d ,  
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Diese Funktion hat fiir diejenigen Punkte der Vergleichskurve, welche 
zwischen i und [ - ~  0 oder auf diese Kurve fallen, genau dieselbe Form; 
nun verschwindet aber 

f g(a) ~ d~, 

aa a far beide Punkte 1 und 2 denselben Wert amfimmt; es gilt also 
die Gleiehtmg 

f , (67) ~s~ -Jx0~ = E(~', 7'; ~ ,  O')d~, 
~t 

indem wit jetzt mit ~', 7' die fortschreitende Riehtung l~ings der Feld- 
kurve bezeiehnen. 

Da~s Vorhandensein des Kn~ckpunktes ~indert also keineswegs die 
~:-Funktion, und es l~Bt sich ihre Theorie auf diskontinuierliche LSsungen 
direkt tibertragen. Diese Theorie beruht darauf, dab /~ verschwindet, 
wenn die Fortschreihmgsrichtung der Feldkurve und der Vergleichskurve 
zusammenfallen, und ein festes Vorzeichen hat, wenn diese Richtungen 
hinreichend wenig vonein,,nder abweichen; E und /7' t haben d,,nn das- 
selbe Vorzeichen. 

Wenn das Feld aus lauter diskontinuierlichen stark+m Extremalen be- 
steht, so kgnn die Gr5ge E nur auf Punkten der Kurve ['----0 auBer- 
ordentlieh verschwinden. 

Die Vergleichskurve 
x = ~(~) ,  y = ~(~) 

hat abet nach unseren Annahmen in jedem Punkte eine vordere Tan- 
genre, ttieraus folgt, dab die Punkte vi, ffir welche die Gr5Be E(~', 7'; cp', ~') 
aufferordentlich verschwindet, eine Menge bilden, die links isoliert ist. 
Wenn n~imlich z' ei~en H~iufungspunkt der Menge v i darstellt, uud ftir 
jedes positive e unendlich viele PunkCe der Menge zwischen ~' und v' + 
liegen, so f~illt im Punkte v' die vordere Tangente der Vergleichskurve 
mit der Tangente der Kurve V = 0 zusammen; in diesem Punkte kann 
also E nicht auiierordentlich verschwinden, der Pn,l~t z" gehSrt also der 
Punktmenge v i nicht an. 

Wenn also die Gr6ge (67) Null sein so]J, so muff die Vergleichskurve 
aus lauler S~icken bestehen, innerhalb deren die ~'-Funk~ion ordent- 
lich verschwindet. Jedes solche Sttick ist aber mit einem Stficke einer 
Feldkurve identisch; der Beweis ist genau so zu fiihren, wie Weierstrag 
ihn ~ kontinuierliche L6sungen aufgest~llt hat.*) 

*) cf. Kneser, Lehrbuch, pag. 40. 
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Die Feldkurven iiberdecken das Feld in eindeutiger Weise und die 
einz~ge Feldkurve, die den Ptmkt 1 enth~lt, ist die Extremale 102. 
Fiir jede andere Kurve, welche 1 mit 2 verbinde~ und das Feld nicht ver- 
l~ t ,  ist also 

- + O. 

w 

Das Biischel der starken Extremalen durch einen Pu.kt .  

Ehe wit jetzt den Osgoodschen Sa~ in einer ffir unsere Anwendungen 
brauchbaren Form ableiten, is~ es notwendig~ einige weitere Eigenschaften 
der Felder yon starken Extremalen alffzustellen. Wir werden einerseits 
zeigen~ dab sieh jeder r eg~ i re  Punk~t _P_~mit einem Felde yon starke_nn 
Extremalen nmgeben l~ t ,  die s~mtlieh yon diesem Pun~e ausgehen und 
das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkte P und dem Rv~us 0 aus- 

�9 ffillen. Andererseits, daft fiir sgmtliche P ,  nkte eines regul~ren Gebietes T ~ 
(d. h. eines solchen, das lau~er regulgre Punkte entlZ~lt) dieselbe GrSBo 0 
gew~Llt werden kaum 

Die Konstruk~ion des erw'~hnten Feldes ist sehr einfach; man be- 
trachtet s~mtliche Extremalen, die yon P ausgehen und im Anfange ibxe~ 
u stark sind, schneider sie an der Stelle ab, wo sie aufhSren s~rk 
zu sein, und erg~nzt das auf diese Weise erhaltene partielte Feld durch 
den anderen Zweig der starken diskontinuierlichen LSsung, die an dieser 
Stelle gekniekt is~. 

Der Beweis, dab man durch diese Operationen Felder konsta~iert, 
we]the sgmtliche oben erw~hnten Eigenschaf~en besitzen, erfordert elnige 
Vorbereitungen. 

Es sei T O ein perfek~es Gebiet der xy-Ebene; f'dr jeden Punkt dieses 
Gebietes soll die zugeh5rige Indikatrix die Eigenschaften a), b )und  e) 
besitzen, die wir in w 5 (pag. 466) benutz~ haben; auBerdem soll noch die 
Invariante Q(x~ y) yon Null verschieden sein. 

Dann gibt es, wie wit damals sahen, in jedem Punk~e x, y yon T o 

zwei Richtungen~ die mit der x-Axe die Winkel # und # bflden, und 
die man derart w~ihlen kann, dab 

(68) o < # - a < 

ist, und daft ferner den Richtungen 

= a + z ( a - a )  
(69) ! 0 < X < I  

schwache, dagegen den Richtungen 
Mathems~ische Annslew L Y ~  3~ 
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(70) { ~, = a + z ( 2 ~  + a -  a)  

0 < Z < l  

s~arke Extrremalen entsprechen. 

Die GrSl$en ~ und & gentigen den Gleichungen (46) und sind 
daher im ganzen Gebie~e T o stetige Funk~ionen yon x und y; das 

gleiche gilt folglich yon der GrSBe ( O - - a )  und es folg~ aus (68), da~ 
jeden Ptmk~ yon T o 

(71) 0 < h < a - - a = < H < ~  

ist, wo h trod H bestiromte Konstanten bedeuten. 
Es ist ferner flit s~mffiche Werf~ ~p, die man ethYlS, indem man 

in (70) 
o._<Z_<l 

macht, das Minimum der GrSt~e 

/~(x, y; eos~, sinV) 

positiv. Wit  ~hren  jetzt zwei neue Richtungen 

(79) ~' ~- ~ - 4~' 

ein, die mi~ # und # den konstanten Winkel 4e' machen (Fig. 10), und 
~vghlen dabei die positive Konstante e' so klein, daft im ganzen Gebiete T o 
einerseits 

(73) a ' -  ~' = (a  - ~)  - s~' _> h - s~" > o 

sei~ und andererseits flit s~imtlicheRichtungen 

v* (74) = + ~.(2~ + - - e ' )  
0___Z~l 

a die Beziehung 

~ ~0. (75) P~(~,  v; ~o~ ~ ,  sin ~ => ~ > o 

gelid. 
Es seien j e s t  /)1 und 2~2 irgend zwei Punk~e des Gebietes T O; man 

bezeicb~e mi~ ~1, ~1 und ~2, ~2 die Werte yon & und ~ in diesea 
Ptmk~en; dann gibt es wegen der Stetigkeit dieser zwei let~en GrSl~en 
eine fftr das ganze Gebie~ T o gtiltige Konstante 5, so da~ die Beziehungen 

gg~n ,  sobald die En~ernung 

isk Wit  ff~ren jetzt die neuen Bezeichntmgen 
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(77) 

l , ~ , ,  , 

i + + a " - a " )  
I 0<__ J,__< 1 

und durch eine Translation und eine Drehung neue Veffmderliehe 6, ~/ 
ein; der neue hnfangspunkt der Koordinaten liege in einem Punk~ 
des Gebie~es T O und eine den Beziehungen (77) genfigende Richtmag ~p" 
sei zur positiven Richtung der ~-Achse gew~hlt. S~mtliehe Richhmgs- 
elemente, welche dem Gebiete T O angeh5ren mad die Ungleichheiben 

a V~' ~ idnl ~ g 

befriedigen, geniigen dann der Beziehung (74), mad ffir diese Linien- 
elemente ist in den alten Ver~alderlichen x, y die Gr5Be 

(TS) iv1 _> m > o. 
T Nach diesen u gelingt es, die Methode an~uwenden, 

die Bliss in Bd. V der ,,Transactions of the American Mathematical 
Society" (pag. 113) benutzt hat. 

Diese Methode beruht darauf, nach Einfiihrung der neuen Koordi- 
naten ~ mad ~ auf die transformierte Lagrangesche Differentialgleichmag 

d~ = f 7, 

das Schwarz-Picardsche Verfahren der snk~zessiven Approximation an- 
zuwenden, wie es f'~ diesen speziellen Fall im Traitg d'Analyse des Herrn 
Pic.ard*) zur Bestimmmag yon LSsungen mit vorgesehriebenen hnCangs- 
und Endwerten entwickelt ist. 

Die UngleichheR (78) erlaubt, einerseits - -  fiir das gauze Gebiet T 

giiltige - -  obere Grenzen yon If!, '!gf Unlmad l I 8ff'l aufzustellen, wie sic 
p 

den Picardschen Konvergenzbeweis notwendig sind, andererseits eine 
max]male endliehe Krtimmung ffir s~mtliche betrachtete Extremalen zu 
bestimmen. Dieser letzte Umstand erlaubt (wie Bliss, L c. p. 118 aus- 
fiihrlieh'bewiesen hat), s~imtliche Extremalenstiicke~ deren h nfangs- und 
Endpnnkte hinreichend nahe an einander mad auf einer Geraden liegen, 
welche den Winkel ~'" mit der x-Achse macht (wo ~" den Bedingangea 
(77) genfi~), mit denjenigen zu identifl~ieren, die man dutch das Approxi- 
mationsveffabren erh~lt. 

Indem man den Beweis yon Bliss Schritt flit Schritt verfoIgt, wofftr 
wir auf die zitierte Arbeit verweisen, erl~lt man folgendes Resultat: 

~) Tome m,  p. 94. 

32* 
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Es sei rail T ein Gebiet bezeichnet, das vollst~indig im Inneren des 
Gebietes T o hegt, und m i t a  eine behebige positive Konstante, welche 
der Bedingung 

~ $ '  

geniigt. Es existier~ dann eine positive Konstante 9o, ffir welche folgen- 
der Satz gilt: 

Wen,  Bi(xl, Yl) ein Punl~ des Gebietes T ist, und x2, y~ die Koordi- 
naten eines zweiten Pnnlr~es B~ sind, die den Bedingungen 

/ x~ = xi + ~) cos ~p, Y~ = Yl + e sin ~, 
(79) ~ = ~1--  e + i (2: t  + @I --  a I + 2a) 

e=<r 0 < i < i  

e" welches yore gentigen*), so g ib t  es ein reguliires Extremalensttiek %., 
Punkte /)1 ausgeht and den Punkt P~ enthilt. Diese Kurve ist die 
einzige, welehe, der Lagrangesehen Differentialgleiehung gentigend, ginzlieh 
irmerhalb des Sektors 

x = x~ + Qcos  ~ ,  

(80) Y = y~ + ~ sin ~,  

0 s  9o , 0 s 1 6 3  

verl~uft, und deren Tangenten rail der positiven x-Are einen Winkel 
bilden, der denselben Bedingungen wie V in (80) unterworfen ist; diese 

e, besehreibt, und Tangenten drehen sich ferner kontinuierlich, wenn man e~, 

bilden mit der Geraden B 1Pg. einen Winkel, der ~iberall kleiner als ~ ist. 
Wenn man die Linge s dieser Extremalen, yore Punkte B 1 aus ge- 

messen, als unabhingige Variabeln einffihr~, so nehmen die Gleichangen 
der Kurve die Form an 

x = g(s;  x~, y~; e ,  ~'), 

(81) y = ~(S; Xl, ~1; e'  ~), 

s~ = k (x l ,  y~; 9, ~P); 

g, h, k,~ ds'dg d--s ~dh ds 2d~g ~ d~'hds ~ mid die ersten partiellen Ableitungen" dieser 

Funktionen nach xi,  Yl, 9, ~P sind eindeutige mid kont-inuierliehe Funk- 
fionen ihrer fiinf resp. vier Argumente, wenn 

O s<=s  
ist, xl, Yl die Koordinaten eines Pun l~s  yon T bezeichnen, und sowohl Q 
wie ~/, die Botingungen (79) befriedigen; man hat fibrigens 

*) @I, ~1 haben dieselbe Bedeu~mg wie in (76). 
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g(sz;  yz; e ,  ---- x 1 + 

h(s ; xl, yl; o,V)=Yx + 0cosy. 

Aus der Tabache, dab die Enffernung des Pun]des B(x, y) eines 
gegebenen Extremalenstfickes mono~on mit s w~chs~, wenn die G.rSl~en 
s, x l, Yl, e, ~P innerhalb der erlaubten Grenzen liegen~ folg~, dab dieses 
Extremalenstfiek jeden Kreis ~ ~ ~o h5chsbns in einem Punk~ sehneiden 
kann; so daB~ wenn man umgekehr~ in den Formeln (81) ~ fes~h~t~ die 
Tangentenrich~ung der Extremalen im Anfaugspunkte B 1 monoton m Jr 
waehsen mu~. 

Die Richtungen @i, ~i liegen im Inneren des Sektors, der durch (79) 
bestimmt ist; man wird folglich eine Konst~nte Pi ~-~o derar~ w~.h!en 
k5nnen~ dat~ die Ex~remalen e und y (Fig. 11), die im Punk~e B i die Tangential- 

richtungen ~i und ~ besitzen, ffir s~mtliche Werte yon ~ ~ Pi mit den 
geradlinigen Stricken des Randes B~A und Pi C keinen Punkt gemeinsam 
haben. Es seien dagegen ~ und ~' die Schnittpunkte dieser Extremalen 
mit dem Kreise p = Pl, der in der Fig. 11 mit AE.B.EC bezeichnet is~. 

Der Sektor .PlEBE.P1 wird eindeut~ig 
und liickenlos durch ein Biischel yon Ex- 
tremalen fiberdeckt, deren Anfaugspunkt in 
~Pi l ie~ und die sgmtlich auf dem Kreis- 
bogen ~ B E  endigen, wie in der Figur 
angedeubt ist; diese Ex~remalen bilden ein 
Feld, das ich mit ~i bezeichne. Jede Ex- 
tremale, die im Punkte ~l einen Winkel 

r 

mit der positive n x-Achse macht, gehSr~ 

C ~ 

Pig. 11. 

dem Felde ~l an. Von den zwei Extremalenstficken BiB  und JPl~, 

welche im Punkb /~l den Wlnlreln @l ~ d  ~ entsprechen und in 
diesem Pu~]rb eine diskontinuierliche LSsung bilden, ist das eine, z.B. 
B i E  , stark in der N~ihe yon B1, w~hrend das andere bei dem Dutch- 
gauge dutch diesen Punkt schwach geworden ist. 

Dieses folg~ aus unserem Satze fiber die Vertauschung der s ~ k e n  
Ex~rema wegen unserer A~n~.hme g2(x, y) ~ 0 im Gebie~ T. Wema 
wir .abet yon der Ex~emale ~ absehen, so sind s~mfliche fibrigen Kurven 
des Feldes in der N~itm yon B i si~rk. 

Wit  schneiden~ wie wit sehon oben sagten, diese s~mflichen Exh-e- 
malen an dem Punk~ ab, wo sie aufhSren sba-k zu sein~ und erhalt~u 
ein neues Feld ~ ,  das aus lauJ~er st~rke~ Ex~remalen b~eh~. 
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Um den Rand dieses neuen Feldes zu ermitteln, beh~chten wir wieder 
die Kurvenschar C, die wir in w 5, pag. 470 eingeftihrt haben. Die Ex- 
~remalen des Feldes ~l werden aufhSren stark zu sein in den Punkten, 
wo sie die Kurven C beriihren. Der Ort dieser Punkte wird eine Kurve 

sej~u, die, wie wit sehen werden, den Punkt P1 enth~ilt, in diesem 
Punkte die Extremale ~ bertthrt, in der Niihe dieses Punlrtes regul~ir 
ist und im lnneren des Feldes ~i verl~uft. Diese drei letzten Eigen- 
schaf~n kommen tibrigens auch der Kurve C-1 der Schar C zu, die 
durch den Punkt PI geht, wie aus den Entwicklungen des w 5 zu er- 
sehen ist. 

Wir fiihren neue rechtwinkelige Koordinaten ~, ~ ein, deren An- 
fangspunk~ in den Punk~ Pi  fiiltt, und die derart orienfier~ sind, dab die 

positive Richh~ng der ~-Achse den Winkel @i mit der positiven x-Achse 
bfldet, die ~-kchse also die Kurven y und (~i im Punk~ B i beriihrk 
Die Koeffizienten, welche diese Koordinatentransformation vermitbln, sind 
regul~re Funktionen yon x i und Yi. 

Da nun die gurvenschar C eine LSsung des durch (42) und (46) 
gegebenen Systems yon Differentialgleichungen ist, so k,.,n man die 
Kurven dieser Schar dutch eine Gleichung 

(82 )  = x l ,  y l )  

darsbllen, wo die Funktion r in der Umgebung yon ~ = 0, # = 0 eine 
regul~e Fun~ion  ihrer vier Argumente ist und fiir ~ = 0  die Kurve C 1 
darstellt, so dab die Beziehungen gelten: 

[~-~ o = 0 '  (~-~),=0,, = 1 .  (83 )  = o ,  =o 

Die Extremalen des Feldes ~i werden ferner in den neuen Koordi- 
nabn  mit Hilfe der Gleichungen (81) dutch die Gleiehung 

(84) ~ = ~(~, ~; x~, y~) 

dargesbllt, und ~p ist in der U~ngebung yon ~ = 0~ v = 9  ebenfaUs regular; 
man kann femer dutch geeigneb Wahl des Parameters ~ erreichen, dab 

(85) (~)~=o--  ~ 

ist~ d. h. dab v den Winkel bedeutet, den die Tangente der Extremale (84) 
im Punkte B 1 mit der ~-Achse macht. 

Da s~imfliche Extremalen des Biischels durch /)1 gehen, i s t  auch 

(86) ~ (~, ~)~--o = 0. 

Die Kurve d wird, als Or~ derjenigen Punkte, wo die Ext-remalen des 
Feldes die Kurven der Sehar C beriihren, durch E~n~t~en derjenigen 
W e r b  yon ,~ und v in (82) mid (84) erhalbn, die das System 
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(87) 

befriedigen. 

(88) 

�9 (~, ~) = ~(~, ~,), 
O~(!, ~) = OV(~, ~') 

~ =  ~ , . ~  ~ g . ~  (8~), (85) = a  (86) 

bo~f~ + ~,, + (i, ~,)~,*) v(f ,  ,,) = -~ 

so dab die Gleiehmagen (87) die Form nelmaen 

I ao~ ~ + ali~/~ + I i bo~ ~ 
(89) ~ + ~ ~ " ~ ~  + (~' ~)~ = w + ~ + (~' ~)~' 

.o~ + - ~  + (~, ~)~ = ~o~ + ~ + (~, ~)~. 
Die letzte Gleiehung kazm man naeh v atffl5sen; es kommt 

= (ao~ - bo~)~ + a~,v + (~, ~)~, 
yon v in die erste der Gleichuagen (89) eingesetz~ 

(90) 

und dieser Wer~ 
liefer~ 

1 a ~ 2  + 1 1 
~ + ~  -~ a ~ o ~ +  (~, ,)~ = ~ b o ~  + (ao~-- bo,)~ + (~, ~ ) .  

woraus man 
1 

(9I) /z = ~ (ao2-  bo~)~ ~ + (~)s 

trod mit Hilfe yon (90) 

(92) v = (ao~ - -  bo~)~ + (~)2 

erh~ilt. Diese Wert~ (91) and (92) yon # and ~ in (88) eingeset~% liefera 
ffir die Kurve d die Gleichung 

1 
(93) ~7 = ~- (2ao~--b~)~ ~ + (~)s =.Z(~)- 

Diese Kurve ist also in der Umgebung yon ~ = 0 reg t~r ;  nm mm 
zu zeigen, dag sie im In,eren des Feldes 31 verl~tt~ wollen wit  die 
griimmungen % ~, Q yon ~, C trod d im P t m k ~ / ' 1  vergleichea. 

Da diese drei Kurven im Puakte P1 die ~-Achse berfihreu, so wird 
man haben 

:~ = [d~V'~ = bo~, 
ka~2/~=o,,=o 

*) Die Koeffmien~m a, b sind r e g ~ r e  Fn-k~ionen yon ~ ,  ~ .  
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Hiersus zieht man 

( 9 4 )  ~ - -  ~ = ~ --  ~ = ao~ -- b02. 

Nun ist nach (54) pag. 472 

(95) +o,  

folglich (aos -  bo~ ) yon Null verschieden. Die Kurve Ct liegt also zwischen 
und d (Fig. 12); da nun schon Ct, wie wir sag, ten, im Inneren des Feldes ~t 

verl~iuft, so ist dies auch i~ir d richtig. 
j Aus der Tatsache, daft (aos - -  bo2 ) =~ 0 

iSt, folgt nun welter, d ~  man die Glei- 
chung (92) nach g aufl6sen kann, d ~  also 
die Koordinaten ~ und ~ der Pnnkte yon d 

~ sich in der Umgebung yon v = 0 als eln- 
deufige regn!~re F~mktionen yon ~, dar'- 
stellen lassen. Die GrSBe ~, w~ihlten wir 
abet gleich der Tangente des Winkels, den 

rag-~- die Anf~ngsrichtung der Extremalen 

mit der Richhmg ~ der g-hchse m~cht, sie ist also eineindeutig auf die 
Extremalen des Feldes ~ bezogen. Jeder Extrem~len des Feldes ~ in 
einer gew~.ssen Umgebung yon ~ entspricht also ein einziger Punkt yon 
d;  da nun abet d innerhalb des Feldes ~ verl~iuft und jeder Punl~ yon 
~t eine einzige Extremale enth~lb so sehen wir, clag die Beziehung der 
Kurve d zu den Extremalen des Feldes eine eineindeutige ist. 

Wen-. wir ferner beachten, da~ 

( 

ao, - -  bo, ~ 0 

ist~ und dab die Koeftlzienten yon ~(~) in der Gleichung (93) s~etige 
l ~ k t i o n e n  yon x 1 und y~ sind, so kSnnen wir sagen: 

Es gibt eine ffir das ganze Gebie~ T giiltige Konst~nte N yon der 
Eigenschaft~ da~ flit s~mtliche Werte 

v_< v 
die Kurve d, welche irgend einem Pnnlr~e yon T entspricht, regu~r und 
auf die Extremalen des Feldes ~1 eineindeutig bezogen ist; clag ferner 
ffir die Koorflinaten ~(N), V(N) desjenigen Punktes dieser Kurve, der 
dem Werte v-~  A T entspricht, die Beziehung gilt 

+ P, 

wo P wieder eine flit das ganze Gebiet T geltende Konstaute bedeutet. 
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Man kann hierbei N so klein w~iMen, dab die GreBe 
+ 

monoton mit v w~hst, wenn diese letzte GrSBe das Interva!! 0 < v < N 
beschreibt. 

F~ihr~ man die positive, yon Null verschiedene GrSBe 

e = arc tg N < ~- 

ein, so sind fiir s~imfliche Punkte P1 des perfekten flebietes T die Ex- 
tremalen mit den AnCangsrichtungen 

+ + - 

starke Extremalen im Punkte /~1 und werden fiir diejenigea Pnnkte des 
Fe]des ~l,  die im Inneren eines Kreises mit dem Radius 0~ liegen, eben- 
falls stark sein; fiir 02 kann eine fiir das ga,  ze Gebiet T geltende Kon- 
stante gew~hlt werden, die der Bedingung 

0 < 0~. ~ e ~ ,o~ 
geniigt. 

Fassen wit diese s~ t l ichen  Ergebnisse zusammen, so sehen wir, da~ 
wir in der Umgebung jedes Punktes yon T ein Feld ~2 konstruieren 
kSnnen, das dutch die Kurve d, den Kreis mit dem Radius 02 und die 
Extremale e begrenz~ wird (Fig. 13). 

In jedem Punkte des Inneren yon ~ sind f 

gnickpunkte dieser Extremalen. 
Wenn wir jetzt zu den Ergebnissen des w 6 

zur~iekgre~fen, indem wir die dor~ vorkommende 
Kurve i - =  0 dutch unsere Kurve d ersetzen, so 
sehen wit, daft der zweite Zweig der in d ge- 
brochenen diskontinuierlichen LSsungen die Um- 
gebung des Extremalenstiickes e eindeutig und rag. 13. 
liickenlos fiberdeckt. 

Da ferner die K.urve d i m  Punkte P1 die Extremale e nicht bemVfl~, 
sondern diese zwei Kurven einen Winkel bflden, der nach (71), pag. 482~ 
grSBer als die positive GreBe h ist, so ist die der Deberminante (63) en~ 
spreehende I~mk~ionaldeterminante for den Punk~/~1 yon Null verschieden. 
Nun ist aber diese GrSBe eine kontinuierliche Funktion yon x 1 und y~, 
also kSnneIi wit wieder die Existenz einer positiven Konstan~e 

feststellen, mit der Eigenschaft, daft die zweiten Zweige der sire-ken dis- 
kontinuierlichen LSsungen, die wir be~rachte~ den yon ~ nicht ~ber- 
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deckten Sektor eines Kreises mit dem Radius 0s l~ickonlos ausffillen. 
Diese Kurven bilden folglich ein Feld, das wit mit Us bezeichnem 

D~e Felder Us und Us liegen auBerh-alb voneinander und bilden 
zusammen ein Feld U yon starken Extremalen, die s~imtlich dutch P1 
gehen und das Innere des Kreises mit dem Radius Q3 eindeutig und 
l~ickenlos ausffillen. HiermR ist die am Anfang dieses Paragraphen auf- 
gestellte Behauptung erwiesen. 

w  

Der Osgoodsche Satz. 

Das kreisf'drmige Feld U, das wir konstruiert haben, ist nicht derart, 
da~ man jeden Punk% yon U mit dem Mittelpunkte des Kreises durch 
eine Extremale verbinden ]~ann, die vollsttindig im Inneren des Kreises 
verl~iuft.*) Diese Eigenschaft besteht aber, wie wir jetzt zeigen wollen, 
wenn wir den Endpun~ des betrachteten Extremalenstfickes hinreichend 
nahe an ~P~ w~ihlen. 

Es geniigt offenbar, diesen Satz fib- diskontinuierliche LSsungen zu 
best~tigen. Wenn man die GrSBe 0s, die wit im vorigen Paragraphen be- 

A trachteten, kleiner als ~ w~ihlt, so macht nach dem Bliss- 

schen Resultate (pag. 484) die Tangente in einem beliebigen 
Pun~e der Zweige einer der diskontinuierlichen LSsungen 
PIPoPs (Fig. 14) des Feldes U mit den geraden Linien 
/)1/)o und Po/) einen Winkel, der kleiner als ~ ist. Der 
Kurvenzug t)1 ~PoP. ~ l ie~ also vollstiindig im Inneren eines 
Dreiecks P1AP~, dessen Seiten P1A und P~A mit den 

Pz /~.~ Geruden P1 Po und PoP.~ den Winkel ~ machen. AuBer- 
Fig. 14. dem ist der Wint~el, den die Zweige der diskontinuier- 

lichen LSsung am Knickpunkte machen, nach Fig. 6 immer 
grSBer als (~--H'),  wo H dieselbe Bedeutung hat wie in der Formel (71), 
pag. 482. Hieraus folgt nach Fig. 14 

die GrSBe fl ist positiv, wenn man e hinreichend klein gewiihlt hat. 
Man kann also eine GrSBe x < 1 angeben mit der Eigenschaft, dab 

s~mtliche Extremalenz'tige des Feldes U, deren Endpunkt yore Anfangs- 
pnn~e um wenJger als p enffernt ist, innerhalb eines Kreises verlaufen, 

dessen Mittelpun~ in P1 l ie~ Und dessert Radius gleieh ~ ist. 

Bedeutet jet~t /) einen belieb]gen Punkt des Gebietes T und Q 
einen P:,nkt, dessen En~ernung yore ersten 

*) Man vergleiche die Pig: 13. 
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im Ixmeren eines Kreises mi~ dem Radius ist, so l ie~ die Extremale e e 

~e__As dessen Mi~telpunkt~ in P liege: 

(96) r < (~, ~).  
Es sei S ein beliebiger Punk~ dieses K_reises und L eine willkfirliehe 

Kurve~ die innerhalb desselben Kreises verI~iuft, P mit Q verbindet und 
S enthiilk Es ist also 

~ - 4 '  Le'< P~ " 
Wir wollen den Wer~ des Integrals 

s Q 
L~ = Lp q- L s , 

l~ings L genommen, mR ee Q vergleichen. 

s ffir welche die Beziehtmg gilt eine Extremale %, 

L s geniigr verm5ge (97) derselben Bedingung; die WeierstraBsche 

Konstruktion mittels der E-Ftmk~ion is~ also m5glieh und man hat 

(99) g ~ L~. 

Ferner ist die Entfernung der zwei Punkte S und Q 

t t  O z 

_= ~_ T q- ---~ < ...~ . 

o und sie geniigt der Bedingxmg Also existiert die starke Extremale e s 

(~oo) ,~ < (s, ~-). 
F'~ir das Sttick L~s der Vergleiehskurve erhi41t man nun 

< < § < 

Da sowohl e~ wie aueh Ls ~ innerhalb des greises (S , -~)  liegen, ist 

aueh hier wieder die Weiers~ra~sehe Konstruk~ion mSglieh, und man erhKlt 

(101)~ es ~ =< Zs ~. 

Aus  (100) erh~lt man weRer 

(102) e~s -~ (P, ~ -k SP) • (P, ~ ) .  
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Q innerhalb des Kreises (1), qs) und die Weier- wie auch die Extremale e2 

stral3sche Konstruktion liefer~ 

s e ~ -  ~ e ( S , Q ) > 0 .  e e + ~ ee = = 

Die GrSl~e e(S, Q) ist immer positiv and versehwindet dann und nur 

dann~ wena S sieh anf der Ex~remalen e~ befindeh 

Dureh Heranziehen yon (99) mad (101) erh~lt man endlich 

L~e --  ep=~ > e(S, Q) >_~ O. 

Den hiermit bewiesenen 0sgoodschon Satz kann man etwas allge- 
meiner folgenderma~en formulieren: 

Ist t)1 ein 1)unkt der xy-~bene, fiir welchen eine einzige starke dis- 
kontinuierliche L6sung existiert rend die Invarianten T und Q nicht ver- 
schwinden, so kann man zwei perfekte Gebiete ~t  und ~ bestimmen, die in- 
einander enthalten sind, 1)1 umgeben also den Beziehungen 

@i >- >- 1)i 
geniigen ~ und folgende Eigenschaf~ besitzen: 

1. Jeder 1)unkt 1)~ des Gebietes ~1 kann und zwar auf eine einzige 
Weise mit 1)~ dutch eine starke Extremale verbunden werden, die das Ge- 
bier (~ nicht verliiflt. 

2. Ist S ein bdiebiger 1)unkt yon ~,., der nicht auf dem Extremalen- 

stiick eee: liegt, so kann man ibm eine yon Null verschiedene Zahl e(1)~, S) 

zuordnen; der Weft des Integrals J liings ether beliebigen Kurve, die voll- 
s~ndig innerhalb (~ verliiuft, 1)1 mit 1)~ verbindet und S enthiilt, ist um 
mindestens e(1)z, S) gr6fier als der Wert yon J, liings des Extrema~stiickes 

e~ genommen. ep I 

3. 1st T O ein perfektes Gebiet yon lauter reguliiren 1)unkten des Varia- 
tionsproblems, und T ein Gebiet derselben Beschaffenheit, das volts~ndig im 
Inneren yon T o sich befindet, so kann man, wenn 1)1 das Gebiet T ~urch- 
liiuft, fiir (~ und @~ Kreisfl~hen w~ihlen, deren t~adius fest ist u~zd deren 
Miftelpunkt in I)i liegt. 

Die Kurven, welche die Ex~remalen des Btischels transversal schneiden, 
sind geschlossene Kurven 1), deren Tangenb sieh kontinuierlich dreht, 
wenn man die Kurve beschreibt. Sie bflden eine Schar yon ineinander- 
liegenden Kurven, die in bezug auf maser Variationsproblem den Charakter 
ether Schar yon konzentrischen geodii~tischen Kreisen besikzt. Wiihlt man 
in dem eben ausgesprochenen Satze (~l derar~, dal~ der Rand dieses Gebietes 
mit einer der Kurven D zusammenfillt, so ist {~i mit (~ identiseh mid 
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der Osgoodsche Satz vere~nfacht sich in entsprechender Weise. Man 
kann iibrigens fib jeden Punk~ /) des (~ebiebs T diese Kurve D so 
wiihlen, dab das Minimum ihrer Entfernung yon P in gewShnlieher 
Mat~bestimmung eine Konstanb iiberschreibt. 

Den 1-~achweis dieser siim~lichen Tatsachen, der iibrigens sehr nahe 
liege, will ich nicht bringen, weil die Eigenschaften der Kurven D i m  
folgenden nirgends gebraucht werden. 

Kapi te l  II. 

Dio a l l o r k i i r z o s t o n  W o g o  i n n o r t l a l b  

Gobiotos.  
e ines  g e g e b e n e n  

w 10. 

Die Existenz einer Grenzkurve. 

Das Hilber~sche Verfahren, das wir in der Einleitung erwfi.hnt haben, 
ist eine Anwendung. des yon E. Zermelo ausdr~icklich formulierten ,,hus- 
wahlprinzips in der Mengenlehre"*); ausgehend yon der Existenz einer 
unteren Grenze des Kurvenintegrals ffir Kurven, welche zwei Punkte 
zo i und B~ verbinden, wird niimlich angenommen, dab es eine abz~ihlbare 
Menge yon Kurven gibt, fiir welche dieses Kurveninteg~al gegen seine 
unbre Grenze konvergierL Diese Schlu~weise w~re ohne Benutzung des 
e r w ~ t e n  Prinzips nicht denkbar. Ahnlich verhiilt es sich, wenn wir aus 
einer unendlichen Punktmenge eine Teilmenge aussondern, welche eine 
gegebene Hiuflmgsstelle der urspriinglichen Menge besitzt und sonst 
keine andere Hiufungsstelle hat. 

Der eigentliche Beweis yon Hi lbe r t  beruht auf gewissen allgemeinen 
Eigenschafbn yon Kurvenscharen, die unabh~ingig yon der Variations- 
rechnung sind, und deren Ableitung wir vorausschicken wollen. 

Es sei eine abziihlbare Menge ~r2 o yon ebenen Kurven gegeben, die 
s~mflich eine endliche L~inge haben und zwei fesb Punkte /)l, P2 der 
Ebene verbinden. Dann kann man aus dieser Kurvenschar immer eine 
Teilmenge ~ herausgreffen, die gegen eine ,,Grenzkurve" konvergier~. 

Letzbres ist folgendermal3en zu versbhen. Man bflde die Kurven 

der Gesamtmenge ~t~ o eineindeutig auf die Strecke 01 ab, auf eine be- 

*) Beweis, dab jede Menge wohlgeozdnet werden kann. Math. Ann., Bd. 59, 
p~. 51i. 
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liebige, aber ein- fiir allemal bes~imm~e Weise. Dam1 kann die Teil- 
menge ~ so bestimmt werden, dab die einem und demselben PunkCe der 

Stxecke 01 entsprechenden Punkte der Kurven yon ~ einen einzigen 
H~ufungspunk~ besitzen. Die Menge dieser H~ufungspunl~e ist perfek~. 

Jedem dieser Punkte entspricht ein einziger Punkt der Strecke 01, aber 
zdch~ umgekehr~. 

Es seien 
(t)  Sine: q% c3~ . . .  
die Kurven cler ]~enge ~o, 

l~ ~ 12 ~ 13~  �9 - 
die Liingen dieser Kurven, wen- man sie yon/)1 bis/)2 mii~t. Es ist der 
Voraussetzung nach fiir jedes n 

l~ ~ < A; 

hieraus schlieBen wir~ dab die Kurven selbst~ si~mtlich im Endlichen liegen. 
Auf jeder Kurve C~ ~ der Schar (1) bestimmen wir die Punkim 

/)o(~) durch die Eigenschaf~, dab die L~iz~ge yon C, ~ wenn man die 
Kurve yon /)1 bis /)o(@) mii~t~ gleich ~l~ ~ sei; hier bedeutet a irgend 
eine positive Zahl zwischen 0 and 1. Auf diese Weise haben wir die 
ei~fachste stetige einelndeu~ige Abbildnng der Kurven der Schar (1) auf 

die Strecke 0 l  realisiert; ffir das Folgende h~tte uber eine beliebige 
andere Abbildung dieselben Dienste geleislet~ 

Wir wi~hlen auf der Strecke 01 eine abziihlbare, fibera!l dicht~ Menge 
yon Ptmkten 

al,  

z.B. die Menge der rationalen Za]zlen. Dieser entsprich~ auf jeder der 
Kurven C~ ~ eine Menge derselben Eigenschaf~. 

Fassen wit nun zuaiichst diejenigen Punkte/ )  o(~) ins Auge, die dem 
Punkte ~1 entsprechen, so bilden sie eine unendliche, ganz im Endlichen 
liegende Punktmenge, die mindestens die eine Hi~ufungsstelle H(#I) besitzt. 

Aus der Schar (1) kanu man also eine Schar 

(3) ~ 1 :  C~ ~, C~ 1, C~, " "" 
absondern, derax~, dab die Punk~e /)~(#1) dieser Schar keinen anderen 
H~uftmgspunk~ als H(al)  besitzen. Fiir ~ede Schax yon u~endlich vielen 
Kurven, die aus lauter Kurven yon ~1  jede einmal genommen - -  be- 
s~eht, wird H(&~) ttiiufungspunk~ der Punk~e /)(~91) sein. 

Man sondere jetzr aus ~)~ eine Sehar yon unendlieh vielen Kurven 

derar~ ab, dab die Punkte /)~(#~) dieser Kurven eine einzige ttiiufungs- 
st~lle besitzen, die wir mit H(#:)  bezeictmen. 
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Dutch Wiederholung dieses Verfahrens bilde man die Sehar 

e,; 
mit der Eigensehaft, da$ jede der unendliehen Punkt-mengen 

a./(e,), P; (~) ,  ~; (~ , )  . . . . . .  
far 

k = 1, 2, 3, .-.~ i 

einen einzigen H~im%ngspnnkt H(I~) besitzk 
Man betrachte jetzt die Schar der Kurven 

q , ,  C/, C/, . . . ,  
die wit abkfirzend mit 
(4) 

bezeichnen. 

c;; Q, 
Ftir die Kurven dieser Schar hat jede der Punktmengen 

einen und nur einen His H(•k) s~und dieses ffir ein beliebiges k. 
Nun besitzen abet auch die Punkte ~(I~), die einem willktirlichen 

Wert @ der Strecke 01 entsprechen, ebenfaUs mindesteas eine Hiiufungs- 
stelle H(#). Ich behaupte, dag sie keine yon /i7(~ -) verschiedene IIiiu- 
fungsstelle H'(@) haben kSnnen. Den-, angenommen dies wiire der Fall, 
so sei ~' der Abstand. yon H(a) und H'(#);  far alle ~ der Reihe (2), 
die der Ungleichheit gentigen 

!a~--OIA<v, 
sind die Punlrte xO(#,) mad P~ (~) um weniger als T entfernt. Hieraus 

foigt, dag der Punk* H(e,) ebensowohl yon H(e) als auch yon H'(O) 
8 um weniger als ~- entfernt sein mtigte, was unmgglich ist. 

Durch die Kurvenschar (4) wird also eine Punktmenge defmiert, 

deren Elemen~ H(#) eindeutig auf die Strecke 01 bezogen sind; wit 
bezeichnen diese Menge mit g~. 

Jeder Punkt H(#) ist ein ttiiufungspunkt yon ~, da man P u a l ~  
H(#,) der Menge finden kann, die nm weniger als 5 yon H(e)  ent- 
r ea t  sin& 

Umgekehrt gehSrt abet jede Hiiufungsstelle yon Punk~n 

(5) B(al), H(a~), H(a,), . . .  
der Menge ~ an. Es gentig~ (5) so zu wiihlen, dag sie eine einzige 
ttiiufungsstelle H besitzen. Die Zahlen ~1, &~, # s , " "  werden ebenfalls 
mindesf~ns einen Hiiufungspun~ ~ haben. Der entsprechende Punl~ H(&) 
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wird, nach dem vorigen, H~iuftmgsptmkt yon (5) and folglich mit H 
identisch seim 

Die Pnnktmenge H(&) ist also perfekt; man k6nnte auch bemerken, 
dab sie zusammenh~ingend ist. Das Lemma, das wir im folgenden brauchen 
ist also bewiesen. 

w 11. 

Anwendung auf Variationsprobleme. 

Es sei ein Gebiet T in der xy-Ebene gegeben, innerhalb dessen 
das Variationsproblem 

t2 

J = x, y; x ,  y') dt 
t i  

positiv definit ist. Es mSgen also fiir alle Linienelement~ des Gebietes 
T die Beziehungen gelten 

fiir jede Kurve innerhalb des Gebietes T, deren Li~nge L i s t ,  hat man 
folgHch 
(6) > J >  

Sind A1, A 2 irgend zwei Punkte yon T, so ist der Weft des In- 
tegTals l~ings einer beliebigen Kurve, die A 1 mit A 2 verbindet und inner- 
halb T verliiuft, sicher gr6Ber als m .  A1Aa, wo A1A ~ die Enffernung der 
zwei Punkte A 1 und A s bedeutet. Die Integrale J liings solcher Kurven, 
die T nicht verlassen, haben also eine untere Grenze u, die yon Null ver- 
schieden ist; es sei 
(7) q o  C?, e ? , . - .  

eine Schar yon Kurven, ftir welche die entsprechenden Werte 

40, 4 o  j?,  . . .  

des Integrals gegen u konvergieren (also keinen anderen Hiiuftmgswert 
besitzen). Es genfig~ in die Schar (7) solche Kurven aufzunehmen, deren 
L~nge l die Ungleichheit 

(8) 1 < --~ 

befriedigt, denn fiir liingere Kurven ist nach (6) sicher 

J > u .  

S~mtliche Vorausse~zungen des vorigen Paragraphen sind al~o erfiiUt 
und man wird aus (7) e ine neue Kurvenschar 

(9) 01, C~, Os, - . -  
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absondern kSnnen, die gegen eine perfekte Menge yon Grenzpnn~en H(~,  
konvergiert. Die entsprechenden Werte 

J , . . .  
des Integrals konvergieren gegen seine untere Grenze u. Der Umstand, 
dab w i r e s  bier mit einem Variationsproblem zu tun haben, gestatbt 
abet, fiber die Pnn~menge ~ mehr auszusagen als bisher. 

Es seien ~1, ~ irgend zwei Zahlen zwischen 0 und 1 und man 
babe z. B. 

wir bezeichnen mit [J,]aa: den Wer~ des Integrals auf der Kurve C, yore 

Punkte P~(&~) bis z.m Punkb P~(~). 
Die GrSBen [j,~]:a: haben~ wenn man n variiert, einen einzigen H~ufungs- 

wert. Im entgegenges&zten Falle wfirde man zwei Scharen yon Kurven 
ans (9) aussondern kSnnen, n~imlich 

und 
c.,,, �9 �9 

so da~ 

Lim[J,,~]~:=a, Lira [ J~ ]  a" 

und , ~ fl sei. 
Dann wiirde man abet eine neue Kurvenschar konstruieren kSnnen, 

~fir welche die n te Kurve C~ yon A, bis P~(a~) und yon B,~(&2) bis A 2 

mi~ C~ zusammenf~illt, w~hrend das Intervall zwischen B~(#~) und 

P,~(a~) aus zwei geradlinigen Stricken bis P~(#~) und P~,(&2) und 

einem Stficke der Kurve C~ besteht (Fig. 15). 

Da die Pnn~e  /~ (~), B~(&~) beiae gegen H(&~), und folglich die 
geradlinigen Stficke mit n = cx~ 

gegen Null konvergieren, so wfirde 
die Gleichung gelten 

" L i m J ~  = u + f l - -  a ~ u, 

was unmSglich ist. 

C._/ Az 

A~ 
:Fig. 15. 

r j  1 ~ ttieraus folg~ die Existenz der GrSl~e Lira L ~aa,, die wit mit [~]a~ 
bezeichnen: ~ = ~ 

Diese GrSBe ]st, wie man durch ganz analoge Betracht-ngen zeigen 
kann, die untere Grenze der W e r b  des Integrals J l~ngs Ktu'ven, die 
H(O1) mi~ H(O2) verbinden. 
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Also hat man 

Im fibrigen ist wegen unserer Konstraktion 

also auch 
[U]8."9"~ ~_~ m(0" 2 --,t~,I)A1A2, 

und die Entfernung der zwei Punkte H(O~) und H(O~) ist ~5$er als 

,n(~2--a~)A~A~ also yon Null verschieden. 
M 

&hnlich gelten, wegen (8), die Ungleichheit~n 

also ist auch %:y,~ 

Mlt anderen Worten: Die Punktmenge ~ ist eineindeutig stetig auf 

die Strecke 01 abbildbar; sie stell~ eine stetige Kurve dar, die keine 
Do~dpunkte besitzt mid eine endliche L~inge im Jordanschen  Sinne hat. 

Wir nehmen jetzt an, daft innerhalb des Gebietes T die Invarianten 
S' und Q hie verschwinden, also die Gr51~e 03, die wir im w 8 definierten, 
existiert. 

Wenn ffir irgend einen Weft ~1 der Punkt H(~I) im Inneren des 
Gebietes T liegt, so kama man ] O ~ -  ~11 so klein wiihlen, da$ ftir jeden 
Welt  yon ~, ffir welchen die Beziehungen gelten 

der entsprechende Punkt H(~) im lnneren des Kreises mit dem Radius 
q3 liegt, dessen Mittelpunkt H(~I) ist. Die starke Extremale, welche 
H(#I)  mit H(a~) verbindet, mu$ mit unserer lqiiufungspunktkurve wegen 
des 0sgoodschen Satzes identisch sein. 

Die Kurven der Schar (7) n~ihern sich fiberdies gleichm~i$ig der 
H~ufungspunktkurve ~:  W~ihlt man niimhch 

m~ 0s 

so ist nach (10) die Entffernung der runkte P~(@0 und P~(@~) ffir jedes 

n kleiner als -~-; hierauf kann man v derar~ bestimmen, da~ fLir jedes 

n > v die Enffernungen 
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o3 werden. Dann verli4uf~ der ganze Kurvenzug, der aus den kleiner als ~- 

geradlinigen Stricken H(#I)P~(a~), H(a~)P~(#~)~md dem Sirick der 
Kurve C~ zwischen /~=(#~) und /).(#~) besteht, im Inneren des Kreises 
veto Radius ~3 und veto Mittelpunkt H ( ~ ) .  Wenn man nun mit (~ ein 
beliebiges Gebiet bezeiehnet, das das Kurvenstrick 

umgibt, und ganz im Inneren dieses letzten K_reises liege, so hat die GrSi~e 
e, die wit pag. 492 definierten, frir jede Kurve, die nicht vollst~indig inner- 
halb (~ verl~iuft, eine yon Null verschiedene positive untere Grenze; man 
wird also ~ so grol~ wiihlen kSnnen, dab frir jedes n > ,~ das Karvenstrick 

giinzlich innerhalb (~ liegt. 
Das Integral liings der ttiiu_fimgspunktkurve 

H(a): =< a _< 

ist ribrigens genau gleich [u]aa:; wKre dies nieh~ der Fall, so wiirde man 

inherhalb (~ Kurven konsiruieren kSnnen, frir welche das Integral J einen 
kleineren Wert n nne'nmen wrirde als frir die Extremale 

B(a): al =< a =< 

dieses ist abet mit den Eigenscha~en der WeierstraBschen E-Funlddon 
in direktem Widerspruch. 

Die angegebenen Resultute lassen sich auf ein beliebig langes Strick 
der H~ufungspunktkurve, das volls~ndig im Inneren des Gebietes T ver- 

t~iu~, ribertragen, da man dann immer das In~ervaH der Strecke 0-1, das 
dem ganzen Stricke entspricht, in eine endliche Anzahl yon Teilin~er- 
vaUen zerlegen kann, frir welche unsere siimtlichen Ungleichheiten gelten. 

w 12. 

Eigenschaften des Randes. 

Wit wollen jetzt masere Betrachtungen auf diejenigen Tefle. der H~iu- 
fungsplmk~kurve ausdehnen, die mit Stricken des Randes zusammen.fallen. 

Es ist zunKchst klar, dab man diejenigen Teile des Ra~des auBer 
]3e~raeht lassen mul~, welche die Eigenschaf~ haben, dab man zwei hln- 
reichend benachbar~ ihrer PunkCe durch eine s~arke Extremale verbinden 
k ann, welche vollsti4ndig im Inneren des Gebiet~ T verliiuft; solche 
Randst2icke kSnnem nie mi~ Teilen der H ~ u f u n g s p n n ~ e  zusammen- 
fallen. 
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Wenn man zweibns je zwei hinreiehend benaehbarte Punkte des be- 
trac-htebn Rands~iiekes dureh eine starke kontinuierliche Ext-remale ver- 
binden kann, die augerhalb des Gebietes T verliiuft, wean es also in 
jedem Punk~e dieses Rands~iickes eine starke Ex4-remale gibt, welche den 
Rand yon T beriihrt, so kann man mit Hilfe einer Methode, die Bl i s s  
angegeben hat*), ein Feld konsh'uieren, das die WeierstraBsehe Kon- 
struktion der E-Funktion ermSglicht. Es ist dana eventuell dieser Teil 
des Randes /~ mit einem Teile yon H(#)  identiseh; die Resulf~te des 
vorigen Paragraphen, was die GleichmiBigkeit der Konvergenz und den 
Wer~ des Integrals J betrifft, bleiben erhalten. 

Endlich kana es aber vorkommen, dab zwei hinreichend benachbarte 
Punkte des Randes dureh ein diskontinuierliches starkes Extremalensttiek 
verbunden werden kSnnen, das giiazlich aul~erhalb des Gebietes T verliiuft. 
Dana kann zwar der Rand einen Teil der Kurve H(@) bilden, aber der 

Wer~ des Integrals J l~ngs dieser Kurve ist yon [u].~ versehieden. 

Ein einfaches Beispiel far diesen letzten Fall erh~il~ man, indem man 
ein Variationsproblem bildet, dessen ]_udikatrix in jedem Punkte die 
pag. 466 erw~hnbn Eigenschaften a), b), c) besitzt~ also z. B. in Polar- 
koordinatdn die Gleichung 

q = ] / 2  - -  cos  

besitzt. 

oder 

Diese Gleichung liigt sich schreiben 

= V 2 #  - # c o s  # 

i~-F ~ - -  1 .  

Nun betrachte man das Problem: 
~2 

( i i )  j =  Fy . _+ 
~ !  1/2x "~ + 2y "~ -- m" ' 
tl 

das in der ganzen Ebene defini~ ist und in jedem Punkb  die Diskon- 
tinuititsrichtungen 

, 1 y , _ _ -  1 _, 1 _ ,  1 
x ] / ~ ,  l / ~ '  x V-2'  y 

V ~  

aufweist. 
Die Invariante Q nimmt bier den Wert  an 

Q = - -  4 y ,  

w~hrend ~/ fiberhaupt nich~ verschwinden kann. 

*) Sufficient Conditions for a Minimum with respect ~o One-sided Variations 
(Trans. Amer. Math. Soe., vol. V, No. 4, pp. 477--492) .  
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Wir betrachten als Variationsgebiet das Quadrat, dessen Rand aus 
der Geraden 

x=O, x = l ,  y-~l, y=2 
besteht (Fig. 16). 

Will man jetzt den Punkt A mit B durch eine Kurve verbinden, die 
innerhalb des Quadrates T verliiuft und ein ab- 
solutes Minimum liefert, so ist die Hiiufungs- 
punkCkurve H(&) mi~ dem Geradenstiicke A B  
identisch. Das Integral l~imgs dieser Geraden 
ist aber 

j~  __ V ~ 2  -- 4,283, 

wfihrend die untere Grenze 

ist; man n~hert sich dieser GrSBe, 

l 

Fig. 16. 

indem man das Inte~al  liings 
gezackter Polygone nimmt, deren Seiten 45 ~ mit den Koordinatenachsen 
bflden und eine unendlich abnehmende L~inge besitzen. 

Wir woUen jetzt die Bedingung, dab t2 im ganzen Gebiete T nicht 
verschwindet, f,.!!en lassen. Es kSnnen dann die Ptmkte der Kurve 

Q(x, y) = 0  

in zwei Klassen getrennt werden, je nachdem die Ric}ftung der Tangente 
yon Q = 0 mit der einer starken oder der einer schwachen Extremalen 
zusammenf~llt. Hierbei lassen wir den Fall unerledigt r w o  ~ = 0 mit 
einer der Kurven der Schar C, C (pag. 470)identisch ist. 

" Im ersten Falle wird man in der Umgebung yon hinreichend ldeinen 
Stricken yon t] = 0 ein Feld konstruieren kSnnen, und ein beliebig langes 
Strick der Kurve Q = 0 wird dutch eine endliche hnzahl solcher Felder 
sich tiberdecken lassen. 

Die Kurve Q ~ 0 wird mit keiner Hiiufungspunktkurve zusammen- 
fallen kSnnen und diese Kurve nur in einzelnen PunkCen begegnen. 

Im zweiten Falle wird die H~ufungspunktkurve mit endlichen Stricken 
yon Q = 0 zusammenfallen kSnnen, in der Regel abet wird das Integral 
I:4ngs H(•) einen Weft erhalten, der yon seiner unteren Grenze u ver- 
schieden is~. 

Wenn man z. B. beim Variationsproblem (11) das Variationsgebiet 
ganz unbeschriiakt liiBt, wobei in der ganzen Ebene W Jr= 0 ist, t~ aber 
liiags der x-Achse verschwindet, and nach tier Hiiufungspunl4kurve fragt, 
die zwei betiebige Ptmkte dieser Geraden, z.B. die Punk~e x ~ 0 and 



502 C. CAaATH~ovoar. 

abet ein schwac, hes Maximum und ist unter den gemaehten A,,ahmen 
1 

gleich V ~ - 1  oder 2,141, w~ihrend die untere Grenze u bier gleich 2 ist. 

Zusammenfassend haben wit also folgendes Resultat erlangr 
Ist ein positiv def~nites Variationsproblem J und ein G ebiet T gegeben 

yon folgender Beschaffenheit: 1. In  seinem lnneren und auf  dem l~ande R 
ist die Invariante v~ =b O. 2. Kein t)unkt des t~andes ~ kann mit einem 
unendlich benachbarten Punkte dutch eine star~ diskontinuierliche Extre- 
male verbunden werden, die au/3erhalb des Gebietes T verliiuft. 3. Die 
Kurven Q(x, y ) =  0 haben in jedem ihrer ~-Temente die t~ichtung einer 
starken ~xtremalen; dann kann man je zwei Punkte yon T dutch eine Kurve 
1t(~) verbinden, fi~r welche die untere Grenze u des Integrals J erreicht 
wird. H(@) besteht teilweise aus Stiicken yon t~ selbst. 

Die geschilderten Bedingungen sind meht nur hinreichend, sondern 
aueh notwendig in dem Sinne, dab jedesmal, wo eine derselben nieht er- 
fiillt ist, man Beispiele angeben kann, ffir welche der Satz nieht mehr 
gilt. Wir sind also in den Untersuchungen fiber starke Extremalen bei 
definitem Variationsproblem zu emem gewissen AbschluB gekommen; die 
singul~ren Stellen, die wit auBer Betraeht lieBen, sind solcher hTatur, 
dab sie nicht durch allgemeine Betrachtungen erledigt werden kSnnen, 
sondern in jedem einzelnen Falle eigene Methoden erfordern. 

w 13. 

Bemerkungen fiber nicht definite Variationsprobleme. 

In der Einleitung machten wir schon darauf aufmerksam, dab die 
Resultate der letzten Paragraphen sich auf regul~re, nicht definite Varia- 
tionsprobleme nicht fibertragen lassen. 

Ein Grund daffir ist schon der~ dab die Liinge der Vergleichskurven 
zwischen zwei Punkten nicht endlich zu bleiben braucht, wenn man die 
Kurvenschar (7) (pag. 494) 

qo, co,  c o, . . .  

durehliiuft; das Kilber~sche Verfahren ist folglieh nieht anwendbar. 
Die YerhiiJhlisse, die bier vorliegen, lassen sich sehon bei ganz ein- 

fachen Beispielen charakterisieren. 
Man betraehte z. B. das Integral 

ta 

J= f (vz" + Vx'  + V' )dt, 

d.h.  das Integral des gewShnlichen isoperimet~isehen Problems in der 
Ebene, bei welchem man die isoperimetrische Konstante gleich Eins ge- 
setzt hat. 
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Hier is~ 
I 2 

durchweg positiv. Das Problem ist in jedem Punk~e der Ebene schon 
im engeren Sinne regular mid liefel4 ein starkes Minimum; die Umgebung 
jedes Punl~tes k~nn mit einem Felde yon starken kontinuierlichen Extre- 
malen iiberdeckt werden. 

Hieraus fol~, dat~, wenn man r ugs einer geschlossenen Kurve in. 
tegriert, die innerhalb eines hinreichend kleinen Gebietes verl~uft, das 
Integral J einen positiven Wel4 annehmen wird; denn sonst wiirde yon 
einem Minimum gar nicht die Retie sein kiinnen. 

Trotzdem kann man, wenn man das Variationsgebiet vergrSBert,-den 
Umlauf so wiihlen, dab das entsprechende Integral einen negativen Wer~ 
erhiilt. 

Wenn man n~mlieh die Kurve im positiven Sinne durchliiuf~, so is~ 
das Integral gleich der Li~nge der Kurve verminder~ um den lnhal~ der 
Fliiche, die sie umschlieBt; also z. B. fiir ein Quadra~ erhiiat das Inicegral 
den Wert a ( 4 -  a) und wird nega~iv, sobald a > 4 isk 

Zu demselben Ergebnisse kommt man auch anf folgendem Were: 
Die Extremalen des Problems sind bekanntlich Kreise mit dem Radius 1. 
Die Enveloppe Nal le r  Extremalen, die dutch einen Punkt gehen, ist ein 
Kreis yore Radius 2, also eine reguliire geschlossene Kurve ohne Riick- 
kehrpunkk Nach der allgemeinen Theorie (die sich bier sofor~ bestiitig~) 
hat das Integral liings dieser Enveloppe h r den Wer~ Null, w~ikrend jede 
gescMossene Kurve, die vollst~indig innerhalb 2V verl~iuft, ein positives 
Ini'egral liefert. Die Kurve 2V hat ferner die Eigenschaf~, dat~, wenn man 
dem Gebiete, das sie umgibt, ein beliebiges, noch so kleines St~ick der 
Ebene hinzufiig~, im Inneren des erweiter~en Gebietes geschlossene Kurven 
existieren, die einen negativen Wert des Integrals liefern. 

Kurven, welche diese si~mflichen Eigenschaften besitzen, scheinen bei 
der Behandlung der nicht definiten Variationsprobleme eine wichtige Rolle 
zu spielen. 


