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Sulla t taht  delle curve algebriche tracciate sopra una 
superficie algebrica*). 

Di 

FRANCESCO SEVERI a Padova. 

Nelle ricerche sia di Geometria the d'Analisi, s'incontra oggi moho 
spesso, per categorie svariatissime di enti, la questione della base, che pub 
formularsi in generale cosi: 

Dato un insieme di elementi qualunque, fissare, se ~ possibfle, alcuni 
~ra essi, in guisa che ogni altro elemen~ dell' insieme risul~i legato agli 
elementi fissati, mediante operazioni ben de~n~e. 

La questione della base ~ fondamentale nella teoria dei campi di 
razionali~, e si presen~ inoltre nelle ricerche di Dedek ind  e Webe r  
sulle funzioni razionali appar~enenti ad una data curva algebrica; nelle 
ricerche di Hi lber~ sui moduli di forme algebriche; helle ricerche di 
H u r w i t z  sulle corrispondenze tra i punti di una eurva algebrica; nello 
studio degli in~egrali abehani e degl' in~egrali di P icard;  ecc, etc. 

In questo lavoro io stabilisco l'esistenza della base per l'insieme deHe 
curve (algebriche) traceiate sopra una superficie algebrica F, provando 
che, se pifi curve della superficie diconsi algebricamente legate quando una 
combinazione lineare (a coefficienti interi e positivi) di alcune di esse, 
sta in un medesimo sistema algebrico irriducibfle~ con una combinazione 
aualoga delle rimanenti, si pu~ determinate un intero positivo .% tale che, 
fissate comunque s~dla su~erfwie E ~ curve algebricamente distinte, ogni altra 
curva della F risulti algebricamente legata ad esse (Teor. VI). 

I1 numero Q dicesi il numera-base della superficie; e l'insieme delle 
# curve algebricamen~e dis~in~e si dice una base per la ~otalit~ delte curve 
algebrich~, tracciate su F. 

*) Un riassunto dei principali risultati di questa ]~emoria trovasi nei <<Comptes 
rendus>> del 6 febbraio 1905. 
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Dar6 un cenno della via seguiga per giungere a questo risultato. 
Fissato sopra F un gruppo di curve algebr che C1, C2,--' ,  Q, di 

orelini m l , . . .  , m~, definisco come matrice discriminante del grappo Is 
tabella: 

nn nt2 " - n t ~  

n~ot n 2 ~ . . . n ~  

nzl n~ . . .  n~ 

mt m ~ . - .  m~ 

eve ni~ b il grade vh~uale della curva Ci, ed n,k b fl numero dei punfi 
comtmi ane curve C,, 

Dimes/re poi, in mode puramente geometrico, che l'annullarsi delia 
suddetia matrice (cio~ l'anmfilarsi di t~tti i sue/ determinant/ d'ordine /), 
d~ la condizione necessaria e sufficiente affinchh le 1 curve siano algebl-i- 
camente legate (Teoremi I e H); e ne deduce che le curve logaritmiche 
di un integrale semplice di 3 ~ specie, appartenente ad F,  son sempre al- 
gebricamente legate. 

Di quest' ultima proposizione ~ vera anche la reciproca; sicch~ la 
condizione necessaria e sufficiente affinchh pifi curve siano legate algebri- 
careen/e, si pub esprimere so/to forma hmscendente mediante l'esistenza 
di an integrale semplice di 3 ~ specie, che possegga singolarit~ logarit- 
miche sol/ante lunge quelle curve (Teor. Ill). 

Profittando allora di un teorema fondamentale del sig. P / c a r d ,  sugli 
integrali di 3 ~ specie appartenenti ad una superticie algebrica*), media~te 
il criterio trascendente sopra riferito, ~ungo a risolvere la questione 
della base. 

Accango a questi risultati se ne presentano alia-i; ma per non dilun- 
garmi di soverchio, rfferir6 soltanto i pifi notevoli. 

Nel w 5, tenendo conto del fatto che una superficie regolare i~ carat- 
terizzaia dal!a mancanza di sistemi algebrici complefi, non lineari; nonch~ 
daUa mancanza d'integrati di P i c a r d  delia 2 ~ specie**), deduce dal 
teor. HI, che /a condizione necessaria e sufficiente affinch~ gl'integrali di 
.Picard appartenenti ad una superficie algebriva, riducansi a combinazioni 
algebrico-logaritmiche, ~ chela  superfivie sia regolare, cio~ che il sue ordine 
di connessione lineare Pt s/a ugua/e ad 1 (Teor. V). 

Resta cosl risoluta negativamente l'importante questione, pii~ volte 

*) Cfr. ad es. Picard et S/mart,  ~ des for~/o~s a Z # ~  de deaz 
variables ind, e'~ndantes (Paris, Gauthier-Villars, 1904); t. H~ faseicolo 2 ~ pag. 24t. 

**) Per le citazioni relative a quest/ teoremi, rimando al w 5. 
13" 
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pos~  dal sig. Picard*), di sapere r se esisf~mo superllcie eel.p1 = 1 
i cui i n ~  sempliei non si riducano ~t~i  a combinazioni a!gebrico- 
logarihniche. 

ll teor. V rende inoltre pifi streYm l'analogia che, da vari punf, i di 
v i s ~  sussis~e ira le curve razionali e le superficie regolari. 

lnfat~i anche gl ' in~grah abehani appax~nenti ad ,n~  curva razionale, 
riduconsi tutti quanti a combinazioni algebrico-logaritmiche. 

Nel w 7 studio l'effetto di una trasformazione birazionale sulla base 
e sul numero-base, e sfabiliseo, in particolare, the il numero-base ~ un in- 
variante rdativo, cio~ the rimane immufato per  quelle ~rasformazioni bi- 
razionali della superficie, the non introducono curve eccezionali di 
1 ~ specie.**) 

Per una trasformazione birazionale qualunque, il numero-base varia 
come il nnmero dalle curve eceezionali di i a specie. 

Nello stesso paragrafo si vedr~ inoltre come la considerazione della 
base dia hogo  ad un altro invariante (assoluto). 

Alia fine delia Memoria (w 8) d~duco dall' esistenza della base il te~ 
rema di .Bdzout sopra una superficie a~gebrica qua~unque, caleolando il nu- 
mere dei punti comuni a due curve qualsiansi C, D della superficie, in 
fn~7.ione dei numeri delle intersezioni di C, D colic curve della base. 

In par~icolare, nel case del piano, prendendo come base una retta~ si 
ha l'ordinario ~orema di Bdzout. 

Quando le due curve C, 1) coincidono, la formola che esprime fl 
f~orema di Bdzout sopra una superficie qualunque, cl~ il grade virtuale di C; 
e dalla conoscenza del g-fade si deduce poi anche respressione del 
genere wirhlale, in funzione dei humeri delle intersezioni di C colle curve 
della base. 

L'esisf~nza della base si conosceva, ol~ech~ sul piano (e in con- 
seguenza sulle superficie razionali), sulle superficie generali nel lore ordine, 
eve come base si pub assumere una sezione piana***); snlla superficie di 
K u m m e r ,  eve si pub pure assumere come base una sezione pianat);  
sulle superficie che rappresenf~no le coppie di punti di una o di due 

*) Ved. ad es. il rappor~o dal titolo, Sur Za thdorie des surfaces algeT~iques, 
riprodot%o nei Rendiconti del Circolo Matematzico di Palermo (t. IX, 1895, pag. 164); 
nonch~ il Cap. IX (n o 10, pag. 244) delia The'erie des fonctions a~geT)riques, t. H. 

**) k proposi~ della distinzione delle curve eccezionali in due specie, red. il 
w 3 delia Memoria di C a s t e l n u o v o - E n r i q u e s ,  Sopra aleune questioni fondamentaZi 
~el'la teoria delle superftcie algebriche (hnnali di Matematica, (3), VI, 1901). 

***) ~NSther, Zur Grundlegung dcr Theorie der algebraisehen thtumkurven (Ab- 
handlungen der Berliner Akad., 1882; w167 11, 12.) 

T) H u m b e r t ,  Theatric gdn~rale des surfaces hyperelliptiques (Journal de Math. 
1893; pag. 72). 
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curve algebriche*) (ed in particolare sulle rigate e sulle super~cie 
iperellitiche); e sulle superficie i cui integrali sempliei riduconsi a com- 
binazioni algebrico-logaritmicb e.**) 

I1 campo delle questioni the si connettono all' esistenza della base, 
ben lungi dall' essere esaurito dal presente lavoro! Accennerb p. e. alia 

questione della base minima, the si affaccia in primo posto, quando si 
vogliano proseguire le indagini in questo campo. ]_ntendo che sopra una 
superficie F., il cui numero-base sia Q, un gruppo di pl ~ ~ curve, cos~i- 
tuisca una base minima, quando nel legume algebrico the passa tra le 
~ curve ed una curva qualunque C di F,  sia uguale all' unit~ fl coeffi- 
ciente della C; senza peraRro the si verifichi la stessa propriet~ per meno 
di r curve. 

Sul piano e sopra una superficie generale del proprio or~line, una 
base minima ~ costRuita da una sezione piana; mentre sopra la super- 
ficie eli Kummer K una sezione piana non costit~fi~ce una base minima, 
perch~ ~ soltanto fl doppio di uua curva di K, che equivale ad un mult4plo 
di una sezione piana. Perb unendo ad una sezione piana le coniche di 
K, si ottiene ivi una base minima~***) 

La base minima si conosce pure sulle superficie che ~appresentano 
le coppie di punti di una o di due curve.t) 

Alcuni esempi {come quello sopra addo~o della superficie di Kummer) \ 

mostrano come per ottenere una base minima, occorre talora aumen~are 
il numero delle curve che costituiscono la base. 

w  

Definiz ioni  e notazioni ,  

1. Siano C~, C2 due curve algebriche, tracciate sopra una superficie 
algebrica (irriducibfle)F. Diremo the le due curve sono algebricamente 
equivalenti, quando esiste su F un sistema algebrico di curve, che le 
contiene enf~ambe totatmente. Parlando di un sistema algebrico, sottin- 
~endiamo sempre, salvo awiso contrario, ch' esso sia ,,irriducibfle", cio~ 
che riguardando le sue curve come elementi, si abbia come immagine una 
variet~ algebriea irriducibfle- 

Per denotare l'equivalenza algebrica tra le curve C~, C~, scriveremo 
cl  -= 

Se fl sistema algebrico che contiene C1,C2 ~ lineare, cio~ se esso 

*) S e v e r i ,  Sulle c o r ~ e n z e  tra  i ta tn t i  d i  u n a  cwrva algebriva e sotrta e ~  
classi d i  superfwie (Memorie della R. Acc. eli Torino, t. 64, 1903); n t 16, 21. 

**) P i c a r d  et S i m a r t ,  loc. cir., Cap. IX, n "~ 12. 
***) H u m b e r t ,  loc. oR. 

j-) S e v e r i ,  loc. cir. n t 17, 22. 
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cos~itui~ dalle curve di livello ex)sfanbe di uua fnu~.ione razionale dell' 
ent~ E, le curve C~, C~ si diranno linea~mente equivalenti, e si scriver~ 
C ~ -  C,. Riserveremo fl segno = per esprimere la coincidenza eli due 
c u r v s .  

Un sis~ema algebrico contenente una data curva C, s'indicher~ con 
{C}; mentre s'indicher~ con I CI il sistema lineare individuato dalla 
c u r v a  ~. 

Siano C~, C , , - - - ,  Q pifi curve ~racciate sulla superficie ~,  e sup- 
poniamo the sussista tra esse una relazione del tipo: 

(1) Z~Q + a , q  + . - - +  Z~q ~ F,+~q+~ + - . . +  ~,q ,  

ore le ~,/~ son numeri interi positivi, non tutti nulfi. Si dir?~ allora che 
le 1 curve dat~ son legate algebrieamente. 

Spesso il legame algebrico (1) verr~ scritt~ sotto ]a forma simboliea: 

+ . . .  + z , q +  + . . .  + z , q =  o, @) 
oYe: 

Z , + l  = - -  F t + l ,  " �9 ", Zz = - -  Fz- 

I numeri interi 11 , . . - ,  2, Z si chiameranno coefficienti del legame, e quando 
occorrer~ tenerne presenti i valori, si dir~ che le C1, . . . ,  C z son legate se- 
condo i humeri 11 , ' "  ", Z~. 

Se pot tra le C~,-- . ,  C~ non sussiste alcuna relazione del tipo (2), 
per valori non tutti nulli delle Z, si dir~ che le 1 curve sono a/gebriaz- 
mente distinte. 

In particolare parleremo di curve linearmente legate, quando sia pos- 
sibfle una relazione del tipo: 

(3) Z~q + - - - +  Z~q--  O, 

per valori non tutti nulli dei humeri interi, positivi o negativi~ 1. E nel 
caso contrario parleremo di curve linearmente distinte.*). 

Indicheremo col simbolo (C~ C~) il gruppo dei punti comuni alle curve 
C~, C~, e con [C~, C2] il nu~nero dei punti di questo gruppo. 

Se sopra la curva G~ esiste la serie caratteristica, il che, corn' ~ noto, 
avviene allora e soltanto allora che l a  C 1 appartiene ad un sistema con- 
tinuo almeno ~ * * ) ,  con (C~C~) si denoter~ un gruppo caratteristico, e 

*) Ho qui a d o t ~  le locuzioni ,,legate linearmente" o ,,linem'mente disbint~", 
perch~ le locuzioni ,,line~/rmen~e dipendenti o indipenden~i" (che ho usat~ nella 
mia nora dei Compf~ rendus), si sogliono riferire, in un senso diverso da queUo del 
testo, a curve di uno stesso sistema lineare. 

**) Ved. le mie No~,  Osservazioni sui sistemi con$inui di curve aIrpartenenti ad 
una superfwie algebrica (Atti della'R. Acc. di Torino, k 39, 1904); Intorno alZa co- 
struzleme dei sistemi completi ~on lineari ehe ap2oartengono ad una su2oe ~ irregolare 
(Rend. del Circolo Mat. eli Palermo, 19o5). 
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con [(71C1] il nnmero dei punti di f~le gruppo, eiob i] grado eli (7 I. M'a 
lo stesso simbolo [C 1 Cx] verr~ usat~ in ogni caso per indicare il grado 
v/rtua/e della eurva Ca, anche quando su quests non esis~ ls serie cara~- 
teri~ica. 

Consideriamo ancora sulla $ '  le curve C1, C ~ , - - . ,  Cx, di ordini 
ml, m 2 , . - . ,  m~, e poniamo per brevit&: 

n,~ = ~ ,  = [C,C~]- q, k ~- 1 , ' "  ", 0 

Per matrice discriminante dell' insieme delle 1 curve date, s'intender~ 
la mat-rice: 

~Zll ~Z12 " ' "  ~Zll 

(4) 

n n n~ . . . n n  

m I m 2 . . .  m z  

costituita da 1 vertical] e da 1 + 1 orizzontali.*) 
I1 determinante ]nik ] formato dalle prime 1 orizzontsli, si chiamer~ 

semplicemente determinante dell" insieme delle curve date. 

w  

Criterio aritmetieo per riconoscere quand' b che due curve dello 
stesso ordine, tracciate sopra una superficie algebrica~ son legate 

algebricamente.  

2. Se ~ra due curve algebriche A, .B, dello stesso ordine m, ~racciate 
su]la supedicie ~ sussiste il legame algebrico: 

sar~: 

e quindi risulters 

ZA + ~ B  ~ 0, 

Xm + tzm ---- O, 

cio~ il legame algebrico si ridurr~ alia forma: 

ZA ~ ZB, 
ore i ~ un intero positivo. 

Da cib segue che le A~ ~ hanno lo stesso grsdo virtuale n~ lo stesso 
genere virtuale ~r, e che segano neUo stesso numero di punti una mede- 

*) La mata4ce discr~m~nante definit~ nella mia Nora cit~ta dei Comp~es rendus, 
contiene una orizzontale di pifi, formata col numeri vir~ali delle intersezioni delle 
date curve, con una curva canonica della superficiv.- Si vedr~ dal seguit~o come la 
considerazione eli quest' orizzontale sia superflua. 
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sima curva della superficie. In par~icolare si deduce che il loro grado n 
uguale al numero [A_B] deUe loro inf~rsezioni. 

Dimostriamo ora, viceversa, fl 
Teorema I. Avendosi sulla superficie F due curve algebriche dello 

stesso ordine A,  B, soddisfacenti alle condizioni aritmetiche: 

[ A A ]  = = l A B ]  = > 0 ,  

esse hanno lo stesso genere "virtuale, e inoltre esiste un numero intero posi- 
tivo ~, tale d2e: 

Z A  ~ ~B.  
Indicheremo con: 
a, # i generi virtuali delle A, B, e suppo~emo ad es. fl ~ a i I C  [ il 

sistema delle sezioni piane o iperpiane di F;  ILl fl sistema canonico di 
non spogliato da!le eventuali componenti fisse eccezionali. 

Si pub sempre scegliere un mu]tiplo IEI cosl elevato del sistema 
"1 C[, ehe siano soddisfatte le condizioni seguenti: 

a) Le curve E abbiano l'ordine maggiore delle L, sicchb ogni sistema 
avente lo stesso ordine di ]E[ sia non speciale. 

b) La dimensione virtuale: 

, v - - O + P = + I ,  

del sistema [E[, di grado v e genere 0, tracciato suUa superiicie F di 
genere aritmetico p=, sia maggiore di zero. 

I1 grado e il genere della curva virtuale .E + A -  B*),  saranno ri- 
spettivamente ugaali a: 

v, 

sicch~ la dimensione virtuale di I/i: + A -  B I sar~ espressa da: 

v - -  ~ + p~  -l-- 1 + f l  - -  a .  

Poiehi~ la curva J~ + A -  B, in forza dell' ipotesi a) ~ non speciale, 
e d'altronde la dimensione vir~uale di IE + A -  B l, in forza dell' ipo- 
f, esi b), ~ maggiore di zero, esisteranno eert~mente curve effettive 

E + A - B**) 
ed avranno lo s~esso ordine dole E. Pos~o: 

IE I=IE+A--BI, 
si vede similmente che la dimensione virtuale di ]E  1 + A -  B I ~ es- 
pressa da: 

*) Veal. la mia ~ota, Sulle curve algebriehe virtuali  appartenenti  ad urea super- 
fivie algebrica (Rend. del R. Istituto lombaxdo, (2), t. 38, 1905). 

**) Cfr. Sever i ,  Sul  tearema di  l~iemann-t~och e sulle serie continue di  ewrve 
a p ~ n e n t i  ad una  superfie~e algebrica (Att~ della R. Acc. di Torino, t. 40, 1905); e 
Sulle curve algebriche virtuali  . . . 
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v- q +p. + 1 + 

e siccome la curva E t + A --  B ~ non speeiale, esisf, er~ anehe fl sis~ema: 

I E ~ I = I E  ~ +  A - -  B I = l E +  2 ( A - - / 3 ) 1 .  

Cosi prosegmendo si vede ehe esistex4 pure il sistema: 

tE, I = IE + t (A- -  B)' 

eve t ~ un intero positive, eomtmque grande. 
An~i le/i~ t avranno lo stesso ordine delle E, e inoltre la dimensione 

virtmale di I Ett sar~ espressa da: 

v - - q h - p , +  1 + t ( f l - - a ) ;  

dal ehe segue che, se fosse /~ > a, col crescere di t la dimensione vir- 
haale di !~7 t I, e quindi la sua dimensione effet~iva, si potrebbero render 
maggiori di un nnmero prefissato, eomunque grande. 

•a eib b assurdo, perch~ sulla/~' le curve dello stesso ordine delle E, 
si dis~ibuiscono in un numero finite di sistemi algebriei, e quindi, 
quahnque  sia t , - la  dlmensione di !Etl non pub superare la dimensione 
del pifi ample dei sistemi suddetfi. 

Si conclude ehe fl = a. 
Riprendiamo adesso in esame 1 a suecessione indefinita di sis~emi lineari 

(5) " I~ [ ,  IEl i ,  I ~ 1 , - . . ,  IE, I, . . . .  

Poiehb ~ t t i  questi sist~mi lineari debbono esser eontenuti tx)talmente 
in an nnmero finito di sistemi algebrici, due easi posson presentarsi: 

1 ~ Nella sueeessione (5) si trovn, soltanto tm numero finito di 
sistemi lineari tra loro distinti. 

2 ~ Esiste qualehe sistema algebrieo eompleto, non lineare, eont~nente 
totalmente infini~i sistemi lineari distinti della (5). 

~Nel 1 ~ easo l'operazione + A -- B b periodica, a parfire da tm eerto.  
termine della (5) (ehe potrebbe essere anehe fl primo); e quindi risulta: 

ZA ~- ;~B, 

eve ). b il periodo dell' operazione - 4 - A -  13. 
Nel 2 ~ case, indiehiamo con Z' un sis~ma algebrico eontenente 

gl'infinifi sisgemi hneari distinti: 

le t , ! ,  [E~!, iE~,i, . - -  ( ~ < ~ < ~ < - - - ) .  

I1 ~ado  ed fl genere della curva vir~ale:  

eve 2 ~ la differenza r , - - r  x tra i termini r~, r, della suecessione: 

(6) rx, r~, % , - - .  
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e D una generica curva di ~ ,  sono rispe~ivamen~e uguali  a: 

e qnindi la dlrnensione vir~uale di 

(7)  A-DI, 
espressa da: 

(8) n (z ~ 1) -- 2 ( a - -1 )  + p , .  

Ora, poieh~ n > 0, seegliendo r, abhastanza innn.nzi nella sueees- 
sione (6), la dimensione virtuale (8) risulter~ maggior di zero, e inoltre 
la curva vir~uale /i?,~ + h A -  D sar~ non speciale. Per quel valore di r, 
(e pei suecessivi) esister~ dtmque fl sistema (7), qualunque sia la curva 
D d i 2 7 .  

/ d  variare continuo della D entro 27, il sis~ema (7) variu con con- 
tinuit~ deserivendo tm sis~ema algebrico 27'. 

Riguardando come dementi di 27' i sistemi (7), e come elementi di 
27 i sistemi lineari I DI, dalla cos~ruzione di 27' si rfleva ehe le due 
variet~ algebriche 2:, 22' son riferite birazionalmente; e poich~ la 2: 
irriducibile, si conclude the 27' b irriducibfle come variet~ degli elemen~i (7), 
e, per conseguenza, anche come vaxiet~, delle curve _E,~ + ~ . A -  D. 

Quando D viene a coincidere con una Er, o con una E.~,, il sistema 
(7) vien rispettivamente a eoineidere con: 

I.E,. W;~A--E,. I -~[~A!,  ] ( E + r ~ A - - r ~ B ) W ~ A - - ( E + r , A - - r , B ) I = I ~ B I ;  

dunque le curve hA,  2B  appartengono al medesimo sistema 27'; ciob: 

ZA ~ ZB,  c. d. d. 

0 s s e r v a z i o n e  1 ~. ~ L'ipotesi che le due curve A, B abbiano lo 
stesso ordine, si pub snche abbandonare, senza the il teor. I cessi eli valere. 

Baster~ ripetere la dimostrazione sostituendo al sistema I EI ,  di cui 
sopra, il sistema: 

ik(a+B)!, 
ore k ~ ua intero positivo, ~.bbastanza grande. 

0 s s e r v a z i o n e  2 ~. Nel caso in cui le due curve A~ B dello stesso 
ordine, soddisfino alle condizioni sritmetiche: 

[AA] = [.BB] = [AB]  = O, 

aggiungendo alle A, B una sezione piana C, e ponendo A 1 = C + _4, 
B 1 = C + B ,  avremo: 

[A1A1] --- B,]  = > o; 
onde .risultel4: 

;~A t ------ ~B~ ,  



Curve slg~briche soprs uzs  superficie slgebrics. 

cio~ : 

(9) Z C +  Z A - - X C +  ZB. 

Ma da ci5 non si pus in ogni caso dedurre: 

hA ~-- ~B, 

perch~ non sempre togliendo una curva da un sistema algebrico irriducibile, 
si ottiene come resto un sistema algebrico irriducibfle. 

anzi facile costruire esempi di curve A, B, per le quali non 
soddisfatts nessuna relazione hA ~ ~,B, per quanto lo siano le conrliT.ioni 
[ ~ A ]  = [ B B ]  = [ A B ]  = 0"). 

Perb quel che si pub senz' alctm dubbio rilevare dalla relazione (9), 
che le A,  ~ segano nego stesso numero di punti non soltanto una sezione 

~iana della s u ~  ~ ma anvhe un" altra curva qualungue di t i'. 
Invero ,  se D ~ un' altra curva di 2', si ha: 

x [ c ~ ) ]  + ~[A1)]  = x [CD]  + ~[B1)] ,  

donde, essendo X > 0, si trae: 

[A1)] = [B1)].  

Se dunque D ~ lma curva di grazlo virtuale > 0, oppure uns curva di 
grado 0, che incontri ciascuna delle A, B _~lmeno in an pun/m, ponendo: 

A ~ = D + A ,  B~-----D+B, 
avremo: 

[ A , & ]  = [B~B~] = [ ~ B , ]  > 0, 

e quindi risulter~ pure: 

~D + ~A ~ / z D  + #B,  

ore $, ~ un intero posi~ivo convenient. 

w  

Criterio aritmetico per riconoscere quand' ~ ehe piii curve d'nna 
superfieie son legate algebrieamente. 

3. Dal teorema dimos~ra~o nel w precedente, si deduce il seguen~e: 
T e or em a II. La condizione necessaria e suffieiente affinch~ 1 curve 

algebriche C1, C ~ , . . . ,  C z trac~iate sopra una su~rficie .F, siano legate 
algebricame~te, ~ che sia nulla la matriv~ discriminante dell' a g g r u ~ t o  
( q  c ~ .  �9 �9 c,) .  

*) Si consideri ades .  ls superficie F che rappresen~ le coppie (non ordinate~ 
dei punti di una curva irrazionale r; e s'indichi con 2; fl sis~m~ algebrieo, d'indice 2 
e grado 1, iwm~gine dei punti di r. Si traafomi quindi bimzion~l~ente Is F,  in 
modo da mutaxe il punto .E di F in una curva eccezionale g ' ,  e si assnm~o come 
curve A,  B le trssforma6e ( a ~ z i o n  farts d~ g ' )  delle curve eli ~ che escono ds E. 



Detti ml, ~n~,. . - ,  m~ gli ordini delle C1, C~ , . . . ,  C,,, e post~: 

, , .  = [ e , e . ]  ( i ,  k = 1 , . . . ,  l ) ,  

dimosbiamo an~.ihatto the la condizione enunciata ~ necessaria; cio~ ehe 
se si ha ~ a  le C un legame a!gebrico: 

(10) Z,e~ + Z~A + . . . +  Z,C,-- O, 

ore le i sono interi, positivi o negativi, non tutti nn]] i ,  si a n n u l l a n o  in 
conseguenza tu~i  i determinanti d'ordine l, estmtti dalla matrice: 

I 

(11> �9 !. 
n a nz~ --.n. [ 

Invero, indicando con D una curva algebrica della F, dalla (10) 
si trae: 

Zl [C,1)] + I , [ A D  ] + . . .  + 1,[C,D] = 0. 

Facendo coincidere successivamente la D con una curva dei sistemi 
lineari t C, x], I C~I , . . . ,  !C~I , e con una sezione piana o iperpiana di F, 
avremo quindi le relazioni: 

'I1 hi ,  + / t ~  nl~ + �9 �9 �9 + i z nl~ = O, 

)'l n,)l -[- ~ ~ + " ' "  ~- Zz n2z = O, 
(12) 

i~  m~ + i~ m,. + . . .  + Z~m z -= O. 

Poiehb queste son soddisfatte per valori non tutti n.l l i  delle l,  
dovranno esser nn|li tutti i determinanti d'ordine 1 esfiratti dalla (11); 
come volevasi provare. 

0 s s e r v a z i o n e .  ~ Se la curva Q ,  ad es., non appartiene ad un sistema 
lineare (nb ad un sistema algebrico) infinito, si perviene lo stesso alia 
relazione: 

(13)  ~,inll _]_ ~,~ni2 _[_ . . .  2f_ ~t~nl~ = O, 

aggiungendo alla Ci una curva E,  non coincidente con alcuna delle (5', 
e tale the il sistema I C 1 + ~ i  risulti in~nito e irridueibfle. Si o~engono 
allora le relazioni! 

z,[e, + ~ ,  eli + z~ [q+~ ,  c;, + . . . +  z,[c, + ~ ,  e~ = o ,  
z,[~c,] + Z~[EC,] + . . .  + �94 = 0, 

le qua|i, sottratte membro a membro, d~nno la (13). 
Dimostriamo om che la eoneli~.ione enunciata b sufficiente. 



Curve algebridae sopra-~..~ superlieie algebriea. 

Supponiamo perCanto ehe la matriee (11) sia nu l l~  Poiet~ gli 
elementi della matriee son humeri inf, eri, si poh~mo determinate gl' irderi, 
non tutti nulli, 21, Z,., . . . ,  2~, t~li ehe risultino soddisdatCe le relazioni (12). 
Queste z mm potranno esser tutte d e ~  stesso segno, pereh~ gli ordini 
ma, ms, �9 �9 -, ms, ehe entrano come eoeflieienti delle Z nell' ulfima relazione 
(12), son tutti maggiori eli zero. 

hrnmet~iamo, ad es., ehe siano pbsitive le ;q, ~ , . . . ,  Zt e negative le 
altre. Posr allora: 

g t + l  "~- - -  2 t + l '  " " ' 1  g l  "~" - -  ~Z,~ 

eonsideriamo le due curve: 

a = z , q  + . . .  + x,c,, B=t,,+,c,+,+...+t,,q. 
I1 grado della prima ~ espresso da: 

= ~ t ,  Zkn,, ( i , k =  1 , . . . , 0 ;  [AA]  
i, k 

e fl grado della seeonda da: 

[BB] = , ~  tz~ tt~, n~ ( i , ~ = t +  1 , . . . , z ) ;  
i , k  

ed fl nnmero dei punti comuni are  A ,  .B da: 

(;:1, ,, ) 
[ A B ]  = 22~,u~,n . ,  t + 1, . . . ,1 " 

i, k 

Moltiplieando le prime t relaT.ioni (12) ordinatamenf~ per ,1~, ,kz,..-, Zt, e 
sommandole quindi membro a membro, avremo: 

t t 

~x,(~,~, + ~,,,,, + . . . +  ~,,,,,)~_ ~ , ( , ,+ ,  ,,,+,,, + . . .  + ,,,,,,) ~, 
i = 1  i = 1  

= 0 ;  

eioi~: 
[ A A ]  --  [ A B ]  = O. 

Similrnente, moltiplieando le 1 -  t relazioni sueeessive ordinat~_menbe 
per u t+ l , . .  ",/h, e sommandole membro a membro, si ha: 

I l 

.~ '( ,q ~,, + z~,,~, + . . .  + ~,,,,)~,,-~"(,,,,§ ~ n,+,., +. . .  +,,,,,,)~,, 
i = t + l  i = t + l  

ossia: 
[ ~ ]  - [ B B ]  = O. 

-= O, 
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Si conclude the:  
[AA] = [BB] = [AB]. 

E siccome inoltre le A, B, in forza dell' ultima relazione (12), hanno 
lo stesso ordine, applieando il teor. I, si deduce, se [AB] > 0: 

;~A ~ i B ,  

eve Z b un conveniente intero positive. 
quest' ultima relazione si pub pure serivere sotto la forma: 

(14) Z).xC~ + ).2, C, + . . . +  ~.Z,C,~O, 

ed esprime apptmto che le Ci, C~,..., C, sono algebrieamente legate. 
Se poi [AB]-----O, si potr~ soltanto serivere la relazione: 

ZC + ZA Z ZC + ZB, 

ore C b una eurva qualunque di grado ~ 0, ehe seghi eiaseuna delle 
A, B (n ~ 2, 0ss. 2"). 

Tuttavia continueremo a dire ehe le C1, C~, . . . ,  C, sono algebricamente 
legate, allargando leggermente il significato di questa locuzione; e seri- 
veremo ancora la relazione simboliea (14). 

Osse rvaz ione  1 ~. Se perb qualeuna delle Ci, C, , . . . ,  Ct, e sia 
p. e. la C1, ha il grade virtuale positive, le curve C~+A,  C 1 + B  hanno 
lo stesso grade virtualo maggior di zero, e di pifl il numero delle lore 
intersezioni ~ uguale al lore grade virtuale; onde risulta: 

ZC~ + ).A ~ ZC~ + ~B, 

con it intero positivo conveniente; ciob si ha la relazione: 

Z(1 + i l ) O  ~ + Zl, C, + . . . +  lZ, C ,~  ZC1 + Z#,+, C,+ 1 + . . . §  Z#,C,; 

e le Ca. . .  C~ risultano c algebrieamente legate~ nel sense pifl ristretto 
del w 1. 

Osse rvaz ione  2 ~. Se le C1, C,, ..., Q-1 sono algebrieamente distinte, 
in virtfl del teorema dimostrato, non dovranno essere nulli tutti i deter- 
minanti d'ordine 1 -  1, ehe si possono estrarre dalla matrice diseriminante 
dell' aggruppamento (C 1 C , . . .  C~_a); eio~ dalla matrice cae si ottiene 
dalla (11) sopprimendo l'ultima verticale e la penultima orizzontale. E 
similmente dicasi per 1--2,1--3,... curve scelte entre al gruppo C1, C~,..., C~. 



Out're a~briehe s o ~ : u ~  ~upor!ide~algob~iea. ~ ' ]  

w 

Criterio traseendente per rieon~eere l'esistenza di un legame 
algebrico tra due o pih curve algebriehe dana  sulmrfieie. 

4. Siano C1, C ~ , - . . ,  C~ 1 curve algebriche della superiicie F,  tra le 
quali passi il legame: 

1,c~ + i~c~ + . . . +  1,c,--- o, 
ore le i sono interi non tutti nul!i (e, necessariamente, non tutti dello 
sC~sso segno). 

Supposto ad es. che siano positive le )~, ~ , . . . ,  X, e negative le 
altre ~t, poniamo: 

e fissiamo l'attenzione suUe curve algebricamente equivalenti: 

A = ~ c~ + . . .  + ~,e,, B = ~,+l o,+1 + . . .  + ~,c,. 
Dicasi 2~ un sistema algebrico oo l, con~nente totalmente le A,  B; 

~ ( ~ )  = 0 

la curva algebrica piana (irriducibile) i cui punti rappresentano le curve 
eli 2~; e ~l, ~ , ' "  ", ~, i punti di (p corrispondenti alle v curve eli 2~, che 
escono dal punto generic'o x di F.  

Siano a, b i punti di r the rappresentano le carve A,  B ,  ed ~ un 
integrale abeliano di 3 ~ specie, the si conservi ovunque fmito sulla ~, 
tranne nei punti a, b, ore presenti due singolarith logaritmiche coi periodi 
polari relativi ~- 1 e - -  1"). 

Poichb il gruppo (~1 ~ " "  ~,) dipende razional~r~te dal punto x 
variabile su F,  la somma: 

05)  ~(~)  + ~(~)  + - . .  + ~(~,), 
si trasformer~ in un integrale di Picard: 

J(x) = f ~dx + Qdy, 

appar~enen~e aUa superficie F di equazione: 

F(~y~) = 0, 

(con B,  Q funzioni razionali di x, y, z). 
Sino a che x non appartiene a ~aessuna delle due curve A, ~ ciascun 

termine della somma (15) si conserva finito, perch~ i punti ~l, ~ , ' "  ", ~ 
risultano tutti diversi dai punti slngolari a, b; ma quando x cade in 

*) Cfr. p. e. Appell  et Goursa~, Thdorie des fonctions alge~riques et de leurs 
i~te'gra/es (Paris, Gauthier-Villars, 1895); n ~ 148. 
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A (o i n / ~ )  uno dei punti ~1, "" ", ~. c ~ e  in a (o in b), siceh~ la somma 
(15) diviene i . ~ n i ~ .  

Ne deriva the l 'in~grale J e~)nservasi finite in ogni pun~o di ~ non 
appar~enen~e alle A, .B; menivre diviene ~ o  nei pun~i di queste curve. 
Ed b facile vedere che in ciascuno di questi ul~imi punti si ha una 
singolari~ logari~miea; sieeh~ l'integrale J" r isul~ di 3 ~ specie, colle sole 
curve logaritmiche A, B (ossia Cx, C~,.. . ,  Cz). 

Se, invero, il p u n b  x di iv si muove sopra una sezione piana gener/ca 
descrivendo un cielo lineare infinifamen~ piccolo, che circondi un pun~  
x 1 di C1, passando pei ~ punti infinifmnente prossimi ad xl, segnati sut 
piano considera~, dalla cmwa di Z', infmitamen~ vicina ad A; dei v 
punki di q~, corrispondenti ad x, uno solo si muove nelle vicinanze di a, 
girando Q volte at~orno a ques~ p u n b ,  he1 medes/mo verso. Onde la 
somma (15), e qnindi l 'in~graIe J, aumentano d i i l  unifY; il ehe significa 
the x 1 b per J un punto singolare logaritmico, eel periodo polare t~. 

Analogamente si vede the le C~, . . . ,  Ct, Ct+l, "" ,  Q son curve 
logaritmiehe eel relativi periodi 

L 2 " ' ' 3 " t ,  - - : g t + l ~ ' ' ' , - - ~ z ~  ci0~ ~ ' ' ' ~ t ~  ~ t + l , ' ' ' , ) 7 "  
0 s s e r v a z i o n e .  - -  S e i l  legame ehe passa ira le C1 " -  C~ b de1 ripe: 

O + l ~ Q  + . . .  + l t C t Z  C +  #t+lC~+l + . - .  + t t zQ,  
eve le l ,  g son posi~ve, si fisser~ l ' a~nzione sopra le curve algebrica- 
m e n b  equivalenti: 

A = 0 + i~ Q + - . .  + i,O. 
B= C + g,+iC,+l + " "  + g~Q, 

e si ragioner~ come nel case precedente i osservando perb ehe la curva 0 
non risulta logaritmica per l'integrale ~ costruito come so~ra. 

Si conclude p e r f ~ b  ehe, quando su ~ si abbiano pifi curve alge- 
bricamenf~ legate, esiste sempre un in~egrale di 3 ~ specie, che diviene 
infinite logaritmicamenb nei punti di quelle curve, eonservandosi finite 
in tutti gli altri pun~i della superficie. 

Supponiamo ora, viceversa, the esistu su F u n  integrale semplice J', 
di 3 �9 specie, colle sole curve logaritmiche C1, C~,- . - ,  Q, e dimosbJamo 
ehe ques~e curve risultano algebricamente legate. 

Dei periodi polari c~, c~ , - - - ,  c~ relativi alle curve logaritmiche 
Q, C~, . . . ,  Q, alcnni potram~o esser nulli (ed ~ o r a  le corrispondenti 
curve o non saranno singolari per J, o saranno curve polari); ma b cer~ 
the due almeno delle c son diverse da zero, perch~ se una sola c fosse 
diversa da zero, per y = cost. non sarebbe nulla la somma dei residui 

dJ,~ 
della fimzione razionale ~-~ ~. 

�9 ) Cfr. aA es. A p p e l l  et Gour sa~ ,  loe. ci~.~ n ~ 96. 
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Se D ~ una curva arbih-aria irriducibile della superficie, l ' i n ~ e  J 
su D un i n t ~ a l e  ab~.li~no di 3 ~ specie ~, che diviene imqnito 

logaxitmaieamente nei punti dei gmppi (C~D), (U~9), . . . ,  (C,/)), e ehe 
rest~ finito in tutti gli altri punti della D. Poichb la somm~ dei pexiodi 
polari di ~ deve essex nnll% avremo: 

[QD] § [C2D] §  § c [QD] O. 

Supposto or~ che la / )  sia una curva tale the fl sist~ma lineare 
I C~-t-/) I risulti in~init~ e irriducibil% segando con una curva generica 
E di ques~ sistema, avremo shnilment~: 

c1 [C~  ] + ~ [ C ~ ]  + . - - +  c,[C,E] = 0; 

dal!a quale, sotCraendo membro a membro la precedente , si ricava: 

(16) c,,1, + ~ ,  + ' ' "  + c,n,, = 0 ( i=  ! , ' "  ", O. 

Segando infine con un piano genei'ico, si ottiene la relazione: 

(17) + + . . .  + c m, = O, 

ore ml~ m~, . . . ,  m~ son gll ordini deUe curve logaritmiche. 
Poich~ le equazioni (16), (17) coesistono per valori non tutti nnlli 

delle c, dovr~ esser nulla la matrice dei loro coeflicienti, che ~ precisa. 
mente la matrice discriminan~e dell' aggruppamento (C~ C~---C~); e quindi, 
pel teor. ]_I, le curve C1, C~.-- . ,  Q risul~eranno algebricamente legate. 

Riassumendo o~teniamo fl 
Teorema  TIT. La condizione nez~saria e sufficiente affinch~ 1~i~ ao.ve 

algebrivhe C1, C~,.. . ,  C~ tracciate sopra una superficie F~ siano algebriv, a ~ t e "  
legate, ~ che esista su F u n  integrale semlalice di 3 ~ ~ ,  ~7 quale divenga 
infinito logaritmicamente soltanto nei punti di C~, . . . ,  C v 

5. Un' osservazione notevole s'impone a proposito del teorema 
precedence. 

Siano 1, or due integrali di 3 ~ specie possedenti le stesse curve 
logaritmiche C1, C~, - . . ,  C v Se in corrispondenza ad una medesima eli 
queste curve, e sia p. e. la C~, i due in~egrali hanno periodi polari non 
nulIi, si poh~ sempre determinare una costante non nulla k, in guisa 

che l'integrale: 1"~  J - -  k I ,  

non possegga pifi la curva log~arihnica C~. Ma allora due casi possono 
presentarsi: o 1' non ~ un integrale di 3 ~ specie, oppure possiede ancora 
delle singolarif& logaritmiche (necessariamente lungo alcune delle curve 
Co, �9 � 9  C,) .  

Nel 1 ~ caso i periodi polari di J saranno proporzionali ai periodi 
polari di I,  secondo il coefiiciente k; nel 2 ~ caso le curve C~, .C, , . - . ,  Q 
risulteranno algebricamente legate. 

Mathema~ir, che Aanalen. L~'I'I_ 1~ 
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Se dunque non ~ nulla la mairice discriminante dell' aggruppameato 
(C~ , . . . ,  C~), cio~ se le curve C ~ , . . . ,  C~ sono algebricamente distinte, 
rintegrale di 3 ~ specie piil generale avente le curve logaritmiche C1,...~ C~ 
(col periodo ~ / a m e ~  non nullo lungo C1) , si otterr~ da un parti- 
colare integrale, the possegga le stesse curve logaritmiche, moltiplicaudolo 
per una costante axbitmxia ed aggiungendo al prodotto un qualunque 
integrale di 2 ~ specie. 

Tra gl' integrali che divengono infiniti logaritmicamente lungo C1, (72,.. 
�9 ., C~, ce n'~ uno (determinato a meno d'un integrale di 2 ~ specie addittivo), 
fl quale ha per periodi polari i coefficienti At, ~ , . . . ,  ;L~ del legame, che, 
in virtfi del teor. III, intercede ira le 1 curve logaritmiche. Quest' integrale 
si costruisce nel modo indicato al principio del n ~ precedente. 

Segue dalle osservazioni premesse, che ogni integrale di 3 * specie 
colle curve logaritmiche C~, C2, . - - ,  Cl, ha i periodi polari proporzionali 
ai humeri interi 21, ~ ,  �9 �9 ;L~. 

Alia stessa conclusione si perviene direttamente, osservando che i periodi 
polari ca, az , . - - ,  q ed i coefllcienti ~1, s ", 2~, essendo due sistemi di 
soluzioni deUe equazioni lineari: 

nitX 1 -~- nig.X ~ "-~- " " " --[- ni~X ~ = O, 

max I -Jr-.m2x ~ + . . .  -]- m~x z -~ O, 

(i--- 1,.-.,/) 

son proporzionali ai complementi algebrici (supposti non tutti nulli) degli 
elementi di una orizzontal% appartenente ad un determinante d'orrllne l, 
esiratto dalla matrice. 

Si conclude col 
T e o r e m a  IV. Se la matrice discriminante delle l curve CI, C~, ... ,  Ct, 

tracciate sulla swperficie F, ha la caratteristica 1 -  1, ciascuno degl" infiniti 
integrcdi semplici di 3 ~ specie, che 2osseggono le sole curve logaritmiche 
C ~ , . . . ,  Q,  ha i periodi polari rislaettivamente proporzionali ai coefficienti 
del legame algebrico che intercede tra le 1 curve date. 

w 

Caratterizzazione geometrica delle superflcie i cui integrali  
semplir di 3 �9 specie riduconsi a combinazioni algebrico- 

logaritmiehe.  

6. Confrontando le pi~ importanfi propriet~ deUe curve razionali o 
deUe superficie algebriche regolari, un' analogia stretta si risconira, da vari 
punti di vista, ira queste due classi di enti algebrici. 
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Infatti una curva razionale b cara~rizzata dalle propriet~ seguenfi: 
a) La superficie di Riemann~ immagine della curva, b semplicemente 

connessa~ ciob ogni cammino chiuso in essa tracciat% pub ridursi ad un 
punto per deformazione continua. 

b) 0gni sistema continuo di gruppi di n punti sopra una c u r v a  

razionale~ b contenuto nella serie lineare eli tutti i gruppi di n punti 
della curva. 

D'alt-ra parte una superflcie regolare b ca.rafl~izzata daUe seguenti 
proprietY, peffettamente analoghe alle precedenti: 

a') La variet~ riemanniana reale a 4 dimensioni~ immagine delia super- 
ficie complessa, ~ linearmente uniconnessa, ciob ogni cammino chiuso in 
essa tmcciato, pub ridursi ad un punt~ per deformazione continua.*) 

b ~) Ogni sistema continuo di curve algebriche sopra una superficie 
regolare, b contenuto in un sistema lineare di curve dello stesso ordine.**) 

Un' altra propriet~ che pure caratterizza le curve razionali~ ~ che 
gl' integTali abellani di 3 ~ specie, appartenenti ad una tal curva~ riduconsi 
tutti quanti a combinazioni algebrico-logaritmiche. 

Orbene, anche di quest' ultima proprietA sussiste l'analoga per le 
superficie regolari, come si vedr~ dimostrato in questo paragrafo. 

7. Sia F una superficie regolare, e sia J un qualunque integrale 
semplice di 3 ~ specie, ad essa apparCenente. 

Se C~, C ~ , . . . ,  C z son le curve logaritmiche di J, poich~ sulla F ogni 
sistema algebrico di curve algebriche b contenuto totalmenbe in un sistema 
lineare, pc1 teor. IH, avremo tra le C fl legame lineare: 

+ + . . . +  z , q -  o; 

il the significa the, so ~ ,  ~ , . - - ,  Zt sono in~ri  positivi e 

- #,+0,--  , - .-,) 

int:eri negat;ivi~ esister~ su .F una fnnzione razionale R(xyz ) ,  la quale si 
annuller~ soltanto nei punti di C1, ' - - ,  Ct, cogli ordini rispe~ivi ~ , . . - ,  2t, 
e diverr~ infini~ solt;an.~ nei pu.nti di Ct+~, . - - ,  C~, cogli ortlini rispet- 
tivi ~tt+zt , . - - ,  tt~. 

*) Che per ogni supexficie rego]are si veriflchi questa propriet&, ~ enunciato nella 
mia Nora, Su~ superf~ie algebriche che pa~seggono integraH di Picard deZla 2 ~ spe~ 
(Rendiconti dei Lineei, settembre 1904), e dimostrato nella mia Memori~ dallo stesso 
titolo, inserita in questi ,,Ann~len" (Bd. 61, 1905). Che, viceversa, una superficie 
dotata della propriet~ a') sia regolare, risulta, dopo le ricerche dei sigg. Humber t  
e P icard ,  dal teorema b') eli Enriques.  

**) Enr iques ,  Una p r ~  delle serie continue di curve a ~ i  ad una 
swj~ficie ~egolare (Rendicon~ di Palermo, 1899); e Su~k~ propr/et& c a r ~ / c a  del/e 
~uperfivie algelrriche irregolari (Rendiconti della R. Ace. di Bologna, Decembre 1904). 

14" 
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Onde H n ~ l e  di 3 * specie: 

f l ( d R  d r y )  I----- log R(xyz) = -~ -~- dx + ~ d , 

possieder:~ le sole curve logaritmiche Q ,  C~, .- -, Q. 
Detti il, i ~ , . - . ,  i s i periodi polari di 1 lungo queste curve logarit- 

miche, ed Jl, J2 , ' "  ", J~ i periodi polari di J hngo  le stesse curve, see- 
gliamo una i diversa da zero*), e sia p. e. il, e formiamo qulndi l'in- 
tegrale: 

= J - - J &  1. 
$I 

Se con quest~ sottrazione spariscono da J tutte le curve logarit- 
miche, J1 si ridurr~ certo ad una funzione razionale S(xyz), perchb sulla 
F ,  a causa della regolarit~, non esistono integrali trascendenti della 
2~specie. Avremo quindi: 

J =  Jr log R(xyz) + Z (xyz), 
$1 

cio~ J si ridurr~ ad una combinazione algebrico-logaritmica. 
Se, invece, l'integrale J~ b ancora di 3 ~ specie, poichb per esso la C 1 

non b pifi curva logaritmica, le curve C~, - . - ,  C z saranno llnearmen~e le- 
g~ate (teor. II!); e quindi si potr~ costruire un'altra funzione razionale 
.Rl(xyz), i cui zeri ed i cui poli cadano soltanto nei punti delle C~,-.. ,  C r 

o J  

Detti / ~ , . . - ,  h i periodi polari dell' integrale: 

11 = l og  (xy ) 

hngo  le C~, . - . ,  Cz, si sceglier~ ancora una i' diversa da zero, e s i ap .  e. 
~ ,  e si costruir~. 1 m~egTale: 

= I , ,  

dotato (al pifi) delle curve log~aritmiche C a , "  ", C~. 
Se ]2 ~ eli 2 ~ specie, avremo: 

J = J~ log .R (xy z) + j., i, -- ji i~ log t~ (xyz) + Sl (xyz), 
~1 $1 $2 

ore 31 b una fimzione razionale. Se J2 b ancora di 3 ~ specie, le curve 
Ca, . . . ,  C z saranno linearmente legate; ecc. 

Cosi proseguendo, per successive sottrazioni di logaritmi di fimzioni 
razionali, si fanno sparire da J tutte le singolarit~ log~aritmiche, e resta 
come differenza una funzione razionale. 

") Non si eselude che alcune deUe s e qn~ndi alcune delle i (ma non tut~e) 
possano esser nulle. 
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Si conclude pertanto che <<sulla superficie F ogni integrale 8empli~ 
di 3* specie, riducesi ad una combinazione algebrico-logaritmica.~ 

Se, viceversa, gl'integrali di 3* specie a p p ~ e n t i  ad nnu superticie 
F,  riduconsi a combinazioni algebrico-logaritmiche, all~ F non potranno 
appart~nere integrah trascendenti di 2" specie, e quindi la superfieie sara" 
regolare.*) 

Riassumendo, abbiamo dunque il 
T e o r e m a  V. La condizione ~ s a r i a  e suffwiente affinch~ gri~I, egrali 

di .Picard della 3" specie, alrpartenenti ad una superficie algebrica, riducansi 
a combinazioni algebrico-logaritmiche, ~ che la superficie sia regolare. 

Dal punto eli vista dell' Analysis situs la condizione precedente si 
�9 pub esprimere dicendo che eht superficie deve avere rordine di connessione 

line.are Pl = 1.>> 

Nei casi partico "lari il procedimento indicato nella dimostrazizm, e servird 
ad effettuare, mediante operazioni razionali e logaritmiche, l'integrazione di 
ogni differenziale esatto del tipo: 

A d x  Jr B d y ,  

ore A,  B son funzioni razionali appartenenti ad una data s u w f w i e  regolare. 
Restano cosi estese quelle regole, ehe nel calcolo elementare condu- 

cono all' integrazione, mediante operazioni razionali e logaritmiche, eli 
ogni funzione razionale di una variabile, o, pifi generalmente, eli ogni 
funzione razionale appartenente ad una data curva razionale. 

w 

Sull' esistenza di nna base per la totalit~ delle eurve algebriehe 
appartenenti ad una superfleie. 

8. La proposizione fondamentale della teoi'ia degl' in~egrali semplici 
di 3 �9 specie, b senza dubbio la seguente, dovuta al sig. Picard: 

Per ogni superficie algebrica F esiste un numero intero l~ositivo O, tale 
che, prese comunque su F 0 + 1 curve algebriche, si pu~ costruire un integrale 
semplice di 3 ~ specie appartenente alla superficie e non avente singdaritd 
logaritmiche fuari delle Q + 1 curve; mentre il fatto rmalogo non si verifwa 
per tutti i grutrtri di ~ curve della superficqe. 

In virgil del teor. HI cib significa che sn!la F O + 1 curve son sempre 
algebricamente legate, mentre esistono su 2'  gruppi eli O carve a]gebriea- 
mente distinte. 

Dettr C~, C~, - . - ,  C e .o curve di F, la cui mat-rice discriminante sia 

*) E n r i q u e s ,  S u l l a  p r o p r i r  e x t r a ~ r i s t i e a  de l l e  s u p e r f i c i e  . . . 
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diversa da zer% cio~ the siano distfin~e algebricamente~ se C ~ una curva 
arbitraria della superficie, avremo dunque: 

+ + . . . +  

con it + O. Perveniamo cosi 

T eo rema  VI. Se F k una superfio'e algebriza qualunque, si possono 
fissare su F # curve algebricamente distinte, tall che ogni altra curva della 
superficie sia algebricamente legata ad esse. 

L'insieme delle 0 curve (algebriche) distinte, si clir~ una base per la 
totali~ delle ctu've algebriche della superiicie ~ ed fl carat~re 0 si dir~ 
fl numero-base della superficie. 

0 s se rvaz ione .  ~ Supponendo, corn' ~ lecit% the qualcuna delle 
curve della base abbia il grado ~ 0, la frase <<algebricamente legatw>, the 
appaxe nell' enunciato del teor. VI, ha senza dubbio il significato intro- 
dotto nel w 1, e non gi~ quello pifi ampio introdotto verso la fine del 
w 3 (red. l'0ss. 1 a del n ~ 3). 

Se la supertleie F ~ regolare, e quindi sopra essa ogni sistema con- 
tinuo di curve appart~ene totalmente ad un sistema lineare~ il legume al- 
gebrieo di cui parla il teor. VI, si ridurr~ ad un" legume lineare; sicch~ 
sotto forma algebrica potremo enuneiare quarto segue: 

1)etto ~ ~7 numero-base di una su~erficie regolare ~ si fissino sulla 
E O curve tall che non esista nessuna funzione razionale, i cui poll e i cui 
zeri siano complessivamente distribuiti soltanto lungo le Q curve fissate: allora, 
scelta comunque un" altra curva della F, esiste semwe una funzione razionale 
che non si annulla n~ diviene infinita fuori delle Q + 1 curve considerate. 

9. Si pub riavvicinare il teor. VI ad un'ovvia proprietY, delle serie di 
gruppi di punti appartenenti ad una eurva algebrica. 

Inver% fissato un punto di una data curva algebric% ogni gruppo di 
n punti della curva ~ algebricamente legato al punto fissato, pereh~ questo 
punto, ripe~uto n volte~ st~ i n  un medesimo sistema algebrico col da~o 
gruppo d i n  punti. 

Se la curva ~ razionale, fl sistema algebrico di tutti i gruppi di 
n punti della curva, ~ lineare, e si ricade nella proprie~ analogu a quella 
sopra rileva~ per le superficie regolari. 

Ma sulle curve non ha importanza la considerazione della base e del 
numero-base, the vale sempre 1. 

10. Dimosiriamo ora il 
T eorema VII. Se Q ~ il numero-base d'una superficie F~ la condi- 

zione ~ s s a r i a  e sufficiente affinch~ Q curve della superfide formino una 
base (cio~ siano algebricamente distinte), ~ che sia diverso da zero il deter- 
minante re~ativo alle Q curve. 
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S i l o  q ,  c ~ , . . . ,  c~ 1~ ~ di ~ b ~  e rl, r , , . . . ,  r e l~ e ~ , ~  

eli un' alta~a base. 
Avremo allora le re]azioni: 

~,r, + z~,q + 2,,e~ + . . .  + ~,a~ ~_ O, (i = 1, 2 , . . . ,  o) 

donde si traggono le uguaglianze nnmeriche: 

(18) [2in~ + 21,n~k + 2 ~ , ~ , - F ' ' ' +  ;~e,nok=O, ( k=  l, . . . ,  O), 
(Z,v, 'F 21,n,1 -F 2.~in~ "-F q- 2e,n~ e = O, (1 = 1 , - - - ,  0), 

ove si ~ posto: 

n, , ,  = [ C , c ~ ] ,  n;~ = [r,v,], , , , , - =  [r,r,]. 

I1 determinante aena base ( q ,  C~,.-- ,  re) ~: 

~11 hi2 " "" n lq  

. D =  n2~ n ~ . . - n ~ e  ; 

ed il determinante della base (i-1, I'~, . - . ,  I'e) ~: 

v11 1'1~ . . -  vl0 

Ora, in virtfi delle (18) e della regola di moltiplieazione dei det~r- 
minanti, si ha:  

(19) (Z14 " "" XJZX = ^~D, 

ore: 
211 21~ ' ' -  i~r 

A =  i~1 i ~  - . -2~0 

201 ~'0~ " ' "  ~OO 

DMla (19) si rileva faeilmen~e ehe <<sea nullo fl determinante di una 
base, son nolll i determinanti di tu~t~ le al~re bali.>> 

Invero, nessuna delle 2a, ;t~ . - - ,  Z 0 pub esser nulla, pereh~ al~rimen~i 
le C~ , . - - ,  C o non sarebbero distinte; e qnindi se fosse D = O, sareblm 
neeessariamente A = 0. 

Vieeversa~ seambiando l'uflieio delle due basi, si vede ehe se fosse 
A ----- 0, sarebbe di eonseguenza D = 0. 

0 ra  provi~mo ehe si pub sempre seegliere una base a eui spet~i an 
determinante non nuUo. 

Infatti, quando si eostruisee la base [ ' 1 , . . . ,  i'e, si pub comineiare a 
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scegliere una curva-dd tutto arbit~m~ia della superficie; poi una curva the 
non sia legata algebricamente alla precedente, e cosl continuando. Pos- 
siamo dunque supporre c h e l a  prima curv~ scelta i"I, sia una sezione piana 
della superficie. 

Allora gli ordini delle I'1, F ~ , - . . ,  i'~ risulter~nno rispettivamente 
uguali ai numeri ~11, vl~, "" "~ vl e, onde la matrice discriminan~ dell' 
aggruppamen~ (['1, "" ", Pc) sara: 

v,1 v m - - -v~r  

Poich~ quest~ matrice ha evidentemente Ia stessa caratteristica del 
determinante A, in forza del teor. ]:[, si conclude c h e s e  fosse A = 0, le 
culTe ['1, - - - ,  I" e sarebbero algebricamente legate, e quindi non potrebbero 
costihlire una base. 

Dunque ~ A =b 0, e quindi ~ anche diverso da zero il determinante 
D di %o-hi altra base. 

0 s s e r v a z i o n e  1 ~. - -  Poich~ iI 1 ~ membro della (19) non ~ nullo, 
sar~ anche A =b 0; onde i determinanti 1), A avranno lo st~sso segno. 

Si conclude che i determinanti delle varie basi hanno tutti lo stesso segno. 
0 s s e r v a z i o n e  2 ~. Quando sia ~ = 1, ogni curva della superficie 

si potr~ assumere come base, e i l  determinante relativo si ridurr~ al 
grado vir-tuale della curva. Ne deriva che ogni curva della superficie 
avr~ il grado virbaale diverso da zero, ed anzi positivo (0ss. 1~), perch~ 
sulla F esistono certamente ctirve col grado positivo. Dunque: 

Se il numvro-base di una superficie ~ uguale ad 1, ogni curva della 
su2erficie ha ~ grado virtuale maggior di zero. 

w  

Effetto di una trasformazione birazionale sulla base e sul 
nnmero-base. 

11. Se una superficie F si muta in una superficie F '  mediant~ una 
trasformazione birazionale ehe sia priva di punti fondamentali su en- 
ta~mbe le superficie, ~ ben chiaro che ogni base delle curve di F si muta 
in una base delle curve di F ' ;  e viceversa~ 

I1 numero-base rimarr~ dunque invariat~ dopo una tale trasformazione.*) 

*) P i c a r d  et S imar t ,  ~. H, p~g. 2~2. 
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Supponiamo invece che nel passaggio da F a d  /~" s ' in~oduca la 
curva eccezionale /~ ,  corrispondente al punto ( s emp l i ce )E  eli F,  senza 
peraltro che alcuna curva (ecc~ionale) eli/7 si muff in un punto (H ~ ;  e 
diciamo (C t, ., Ce) le 0 curve eli una base della supertlcie z~'. 

Nel case che nessuna delle C passi per ~7, le curve C1",.. . ,  C~ cor- 
rispondenti alle C1, . . . ,  Co, saranno irridueibili, al pari delle C, e nessnna 
di esse incontrer~ la curva E ' .  0gni  curva D'  di F ' ,  che non incontri 
la E' ,  essendo la trasformata eli una curva Z) eli F non passante per E~ 
risulter~ algebricamente legata a C 1 , . . .  , C e �9 Se invece la curva D' in- 
contra /~', la curva composta ~ ) ' +  E '  sar& la trasformata di una curva 
D di F passante per E;  onde si avr~ un legame algebrico tra la curva 

! �9 

/ ) ' +  E '  e le curve C I , . . .  , Ce, cio~ un legame algebrico tra la D" e le 
, " . o ~  . 

Nel case in cui una delle C, e sia p. e. C1, passi per E (col|a 
molteplicit~ s), indicando con C 1' la trasformat~ di C~, astrazion fatta 
dalla curva E '  corrispondent~ azl E,  e con C2",.. . ,  C e" le trrasformabe di 
C~., . . . ,  Ce, ogni curva D' di F '  risulta algebricamente legata alle curve 
s E ' - k  C 1 , . . . ,  Ce �9 cio~ alle E',  C t ' , . . . ,  Ce'. 

Ad una eonclusione analoga si perviene qumado pifi curve C passino 
per E. 

Si pub or~ vedere facilmente che, in ognuno dei due casi considerati~ 
le curve J~, Ct,  . . . ,  C e sono algebricamenbe distinte, e quindi costi~i-  
scone tma base sulla superficie F ' .  Cominciamo perci6 dall' osservare che, 
in forza dell' ipotesi che la eorrispondenza tra F, F '  sia priva di punti 
fondamentali sulla t " ,  la /~' ~ una curva eccezionale di 1 ~ specie.*) 

Nel 1 ~ ease si ha dunque: 

[.E'C,'] = 0 (i = 1 , . . . ,  O), [E ' .E ' ]  = -  1, [C~'C~'] = IV, C,]; 

onde il de~rminante A'  dell' agga-uppamento (E ' ,  C1 ' , . - - ,  Ce'), si o~tiene 
orlando il determinante A della base (C1, . . . ,  Ce) con tma orizzontade e 
con tma verticale, che hanno - - 1  per elemento comune e tutti gli altri 
elementi nulli. Siech~ risulta 

A ' =  - - A ;  

e poich~ A =~= 0, anche Zk' + 0, e qnindi (teor. U) le (.E, C , '~ . . . ,  Ce" ) 
saranno algebricamente dis~inte. 

*) Ricordo che una curva eceezionale dicesi eli 1 a spee/e, quando con una 
aformazione birazionale della superficie, la si pub mutare in un punto semplice, senza 
che, necessariamen~, qualche sue punto si muti in una curva; mentre dicesi di 
2 ~ spec/e nel case con~a'io. Cfr. Caste lnuovo-Enriques ,  Sopra edcune quest/on/ 
fondamenvtali nella ~ delle s u ~  algebrid~ (Annali eli Matematica, (3), t. 6, 
1901); n ~ 8. 
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Nel '2' easo si ha: 

[ E ' q ' ]  = s, [ E ' C / ]  = 0 (i = 2 , . . . ,  O), [ E ' E q  = -  1, 

[q"  q ' ]  = [C, V~] - -  s ~, 
e inol~re: 

[c," v;]  = [qc~] 

per i, k = 1, - . . ,  p, eccettuata la coppia i = 1, k -~  1. 
Dicendo ancora A' il determinante dell' aggruppamento 

(E, q ' , . . . ,  c/), 
verr~ dlmque: 

- - 1  

S 

0 

' 0 

s 0 . . . . . . .  0 

[ q  C 1 ] - s  ~ [q  C~] --. [q  c~] 
[C~ c1] [C~ c~] - - -  [c~ c~] = - a ,  

c,] e , ] . . .  
p t e quindi le a~, C 1 , ' " ,  C e saranno algebricamente distinte. 

Si osservi infine the tra le Q + 1 curve di una base qualunque della 
superficie F ,  deve sempre esservi la curva eccezionale E ,  perch~ altri- 
menti a queue ~)+ 1 curve corrisponderebbero su F altrettante curve al- 
gebricamente distinte. Si conclude pertanto col 

T e o r e m a  VIII. Se la superficie F si muta birazionalmente in una 
superficie F ,  mediante una trasformazione che possegga e punti  fondamen- 
tali in punti semplici eli F, e nessun ~unto fondamenl~le su F ' ,  il numero- 
base di t ~' ~upera di e" unit5 il numero-base Q di F, e, sulla F ,  tra le 
curve di una base qualunque vi sono sempre le e" curve eccezionali (di 
1 ~ specie), corrispondenti ai punti f, mdamentali. 

Viceversa, se aUe curve di F" che corrispondono birazionalmente alle 
curve eli una base della F, si aggiungono le e" cu~ve eccezionali, si ottiene 
una base sopra F',  e tra i determinanti A, ~" delle due basi si ha la re- 
lazione : 

A'_-- ( _  1)e'A. 

In-quest '  enuneiato abbiamo considerato il caso generale che nel pas- 
saggio da 2 '  ad F '  s'introducano e ' ~  1 curve eccezionali, perch, ,  se 
e ' ~  1, la trasformazione birazion~le che intercede tra F e d  /7 ,  si pub 
evidentemente riguardare come prodotto di pifi trasformazioni birazionali, 
in ciascuna delle quali s'introduca una sola curva eccezionale. 

0 s s e r v a z i o n e .  ]1 teorema VIH peme t t e  di passare subito alla 
considerazione di una corrispondenza birazionale che possegga e ' ~  1 
punti fond am ental i su F ed e ~ 1 punti fondamentali su ~"; giacch~, in- 
dicando con (I) una superilcie birazionalmente identica ad F, e sn]]a quale 
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gli e' punti  fondamen~l i  di 2" si siano h-asformat5 in altrethm~e curve 
ecoyAonali (di 1 ~ specie), senza che alcuna curva eccezionale eli 2" si sia 
~asformata  in un pun~o, la corrispondenza birazionale ta~ x~' e t7" pub 
riguardarsi come prodotto delle corrispondenze tra 2", ~ e (!), 2"~ prive 
eli punti  fondamentali sulla saperficie (I). 

Abbiamo dunque tra i humeri-base 0, Q' di F , / 7 "  la relazione: 

(20) q + e ' =  q' + e.*) 

12. I1 caso the ci resta da esaminare, in cui una ~rasformazion~ bi- 
razionale della 2" introduca una curva eccezionale eli 2 ~ specie, si pub pre- 
sentare soltan~o quando E sia riferibile ad una rigata (o, in par~icolare, 
ad una superficie razionale).**) 

Ma in taI caso sussiste il teorema: 
r una superficie 2 '  rfferibile ad una rigata, la base ~ cost i tu i~ 

da una generatrice (cio~ da una curva razionale corrispondente ad una 
retta generatrice della riga~a), da una curva unisecante le generatrici, e da 
queUe eventuali curve eccezionali di 1 ~ specie, che si s ta~ano  come patt i  
dalle generatrici.>) ***) 

Sicch~ l 'introduzione di una curva eccezionale di 2 ~ specie, non modi- 
fica n~ la natura  della base, n~ il valore del numero-base. 

13. Riassumendo si pus  enunciate il 
T e o r e m a  VX. I I  numero-base  0 ~ un  invariante  relativo, eio~ non 

s'altera per q ~ l l e  t ras formazioni  birazionali  ehe non introducono curve ecce- 

z ionali  di  1 ~ specie. 

S e e  ~ il numero delle curve eccezionali (di  1 ~ specie) di una  s w ~ f ~ ' e  

non r i f e r i b ~  ad una  rigata, il numero O - -  e ~ un  invariante  assoluto. D u n -  

que, data una  dasse  di  superfwie birazionalmente identiche, 0 a~sume il 

valor min imo  su quelle superficie della dazse,  che son 1)rive di curve ecce- 

z ionali  di  1 �9 specie. 

Per le superficie razionali e, pifi generalmente, per le superficie rife- 
ribili ad tma rigata, il numero ~ -  e non ~ un invarian~ assoluto, perch~ 
nella ~rasformazione di uno o pifi punti in aI~re~tante curve eccezionali 
di 1 ~ specie, si presenta talora qualche altra curva eceezionale di 1 ~ specie~ 

*~ Cfr. P ieard ,  Sur une formule gdn~ra?e donnan$ le hombre des inte'gralvs doubles 
distinctes de seconde es~ee relatives ~ une surface a~ge~ique (Annales d6 l'I~cole Nor- 
male (3), ~. 21, 1905); n ~ 21. 

**) Cus~elnuovo-Enriques ,  3opra alvune questioni f o n d a ~ a l i  . . . 
***) Ved. il n ~ 14: della mia Memoria citata, Sulle corrispandenze tra i punti  d'un~ 

eurva algebrica . . . ,  ore il teorema richi~m~to ~ enuncia~o soY~o forma diver~ (pifi 
espressiva). - -  Si noti che, se la rigata ~ irrazionale, ogni curva eccezionate di F 
una generatrice (se di 2 a specie) o par~ d'ana generat~ice (se eli 1 ~ specie). 
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hm~forma~a di una curva eccezionale di 2 ~ specie, che passi per alcuni 
pun~i fondamen~dL 

Turn, aria anche per le superfivie rifen~i alle rigate, 0 assume ~ valor 
minimo sulle su1~erfivie prive di curve e~zionali  di 1 a specie: e precio 
samen~e il valore 1 (sul piano) se la r i g a ~  ~ razionale, il valore 2 (suUa 
riga~a) se la rigata ~ irrazionale. 

A proposi~o del carattere d'invarianza del numero-base Q~ ricorderb 
che Q ~ legato ad aliri cara~teri invarianti delia superticie, dalla note- 
voli~sima relazione di t)icard*): 

Qo = I + 4q -- ~ -~ 2, 

ore Qo ~ il numero degl' in~egrali doppi di 2 a specie, appartenenti alla 
superficig I l'invariante di Zeuthen-Segre**), e q (=  pg -- Iaa) l'irregolarR~ 
della superficie medesima.***) 

Ad esempio per una superilcie razionale l'invariaute assoluto I - - Q  
vale - - 2 ,  q vale 0, onde Qo ~-0 :  corn' ~ del resto evidente a priori. 

Per una r i g a ~  irrazionale di genere p, 

I = - - 4 / o ~  0 = 2 ~  q = p ~  

onde risulta 0o = 0; cio~ una superficie riferibile ad una rigata ~ priva 
d'integrati doppi di 2 ~ specie.?) 

14. La considerazione della base d~ h o g o  ad un altro invariante. 
Risulta infatti dall' 0sservazione con cui termina il n ~ 11 che, se le 

due superficie F ,  F '  son riferRe birazionalmente in guisa che d punti 
sempiici di F si mutino in alirettante curve eccezionali (di 1 ~ specie) di 
F'~ menire e curve eccezionali (di 1 ~ specie) di F si mu~ano in al~rettanti 
punti semplici di F ' ,  ira il de~erminan~e A di una base di 2 '  e fl deter- 
minante A'  della base corris~ondente d5 F" (costRui~a dare  ~rasforma~e 
delle curve che d~nno la base su ~'  asirazion fatta da quelle che si 
m u ~ u o  in punti - - c o l l '  aggiunta delle curve eccezionali di F '  corri- 
spondenti agli e' punti fondamentali di F ) ,  passa la relazione: 

(21) (--  1 ) ' a '  = (-- 1)"A. 

*) Picard ,  Sur une formule ggn&ale . . . ,  n ~ 18. 
**) Per la definizione di quest' invariau~e, red. ad es. Cas~elnuovo-Enriques,  

Solara alcune questioni fondamentali . . .; n ~ 6. 
***) Versmente nella retazione originaria di Picard, in luogo del termine 4q 

c'~ il ~ermine 2r, over ~ il numero degl' in~egrali semplici di 2 ~ specie appartenenti 
alls superficie. Dalle ricerche mie e dei sigg. Enriques e Castelnuovo risuRa appunto 
la relazione: 

r-~--2q. 
t) La contemporanea mancanza d'integrali semplici e d'in~egrali doppi di 

2 ~ specie, baster~, a caratterizzare le superficie razionali? 



Curve algebriche sopr~ una superficie algebrica. 

Fissiamo ora l'attenzione sulle basi di F e di ~" alle quail s p e t ~ o  
determinanti aventi il m~nimo valore assoluto. 

Dalla (21) risulta ehe quesfi valori minimi, relativi alle due super- 
fieie~ sono identici; onde si pub enunciare il 

Teorema  X~ 17 ~ninimo valore assoluto dei delermina~ti ~ varie 
basi che si l~ossmw costruire sopra una su/perfwie algebrica~ rimane immutato 
yaer qualunque tr~formazione b i raz ion~  deY, a su~f ic ie .  

Quest' invarian~e assoluto ~ un numero in~ero non inferiore ad 1 
(Teor. VII). Sulle supertieie razionali e sulle r~ute vale precisamente 1. 

w  

II teorema di B~zout sopra una superticie algebriea qualunque. 
Espressioni del grado e del genere eli una curva tracciata sulla 

superflcie. 

15. Sul piano il teorema di B~zout d~ il modo di calcolare il nu- 
mero dei pun~i comu~i a due curve algebriche qualunque, in funzione di 
caratteri (g]i ~dini )  in cui non entra la considerazione simultanea delle 
due curve. 

Sopra una superficir algebrica F, la questione analoga si pub porre 
nei termini seguenti: Definire un sis~ema di caratteri di ogni singola curva 
algebrica della superfieie, in g~isa che il numero dei punti comuni a due 
curve di ~ si esprima soltanto mediante i caratteri della superficie ed i 
caratteri definiti delle due curve; e assegnare l'effettiva espressione di-quel 
numero.*) 

Diciamo (Ct, C~ , . . . ,  Ce) una base delle curve tractate sulla super- 
ficie algebrica F, e C, D altre due curve qualunque della superilcie, legate 
alla base dalle relazloni: 

(22) 
(23) e O1 + - - - +  0. 

Dalle (22), (23) si h-aggono le uguaglianze nnmeriche: 

[cD] + D] + . . .  +  e[eeD] = o, 

/~[C,D] -+-/~[C~ C,] + - . - +  ~e[cee,] = 0 ( i =  1,..-,q). 

Eliminando tra queste 0 + 1 relazioni lineari, le quantit~ 

[ql)],.. 

*) Cfr. per l'ordine d'idee del testo la mia Memoria, Sul/e i~r~zio~d del/e va~ 
algeb~che, ecc. (Memorie della R. Acc. di Torino, (2), t. 52, 1902); n ~ 26; nonch~ 

l'alt~a mia Memoria citata, Sulle c o r r ~ ~  tra i ~m~i d'una c u ~  a ~  . . .  
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vielte: 

1 

ore il sommatorio b esteso a tutte Xe disposizioni binarie con ripe~izione 
degli indiei 1, 2, . . . ,  O. 

Abbiamo dunque il 
Teo rema  Xl. Sopra una sum~'ficie algebrica quatunque si abbiano 

due curve a[gebriche C, D, legate risl~ttivamente alla base (C,, C~, . . . ,  Cr 
secondo i humeri interi: 

(~, ~ ,  ~ ,  ' , ~r (,~, ~ ,  ,~ ,  ' , ~e):  

allora il numero dei Imnti comuni alle curve C, D ~ eslrresso dalla formola: 

* ~ h , ~ , [ c , c , ]  (i, k =  1,. . . ,o).  
~tt 

i, k 

In partieolare sul piano, dicendo C 1 una re~f~, e C, D due curve 
qualunque di ordini rispettivi m, n, si hanno le relazioni: 

C - -  mC 1 ~ 0, D -- nC 1 ~ 0, 

ciob le curve C, D son legate alla base (C~) secondo i numeri (1 , - -m) ,  
( 1 , - - n ) .  Poichb [01C1] = 1, la (24) d~.: 

[CD] = m~, 
the ~ l'ordinario teorema di Bgzout. 

Dalla (22) diseendono pure le equazioni !ineari omogenee nelle 

2, ~ ,  - . . ,  he: 
h[OD] + hi[OlD] + . . .  + he[teD ] =- O, 

h[oe,] + ~110101] + . . . +  ~ [ ~ e l ]  = o, 

x[oo~] + ~[c~%] + . . .  + z~[c~o~] = o. 

Eliminando h~ queste le h, '~1,"" ", h e, si ha 

eloe: 

(~)  

[cD] [olD] . . .  [c~D] 
[ol0] [c102 . . .  [0r 

[go]  EO g] .. .  Ec g] 

A[CD] -- Z ~,~[CC~] [DCk] = 0 

=-0, 

(i, k = 1,. . . ,  Q), 



Curve algebriche sopza una super~cie algebrica. ~ 

ove A ~ il determinan~e della base ( C I , . . . ,  C~), e A~k ~ il complemen~ 
algebrico dell' element~ [C~Ck] nel determinante A. Poich~ A + 0  
(Teor. VII), dalla (25) si trae: 

(26) [ e D ]  = A~k[CCi][DC~] (i,k= 1,.-.,O), 
i ,  k 

e si pifi enunciare il 

Teorema XII. Se sopra una superficie F le curve C~, . . . ,  C e r 
tuiscono una base, il numero dei punti comuni a due curiae algebriche 
qualunque C, D della su2vrfieie, ~ espresso da[la formola: 

,',k 

ove A ~ il determinante della base e Aik ~ il complem~to algebrico dell" 
elemento [CiCk] nel determinante ~ .  

In particolare sul piano, assumendo come base (Ca) una tetra, si 
ha A-~  Art ~ 1, onde risalta ancora: 

[CD] = [CC1] [DCl]. 

I ~) humeri interi (positivi o nulli) [CQ] si possono ehiamare, per 
analogia, gli ordini della curva C sulla su13vrficie F. 

16. Dalle formole (24), (26) si traggono facilmente due espressioni 
del grado virtuale eli una curva C tracciata sopra una superticie F. 

Invero, se la C appartiene ad un sistema lineare in6ni~ (o ad un 
sistema continuo), assumendo come curva D u n '  altra curva del sistema, 
si ha: 

i, k 

1 
(28") [ c o ]  = z ~ ~,~[cc,] [ecj.  

i, k 

M a l e  stesse formole valgono anche se C b isolata, come si vede 
aggiungendo a C u n a  curva E,  tale che il sistema linear, e ]D]~]C+/ i : ]  
risulti almeno oo~ ed osservando che per definizione: 

[ c c ]  = [c~)] - [ c E ] .  

Dunque: / /  grado v/rtua/e di una curva C, sulla quale non si as- 
segnino punti base, viene eslaresso in funzione dei coeffwienti dega rdazione 
ehe lega C alle curve della base, oppure in funzione degli ordini di C, 
mediante le formole (240, (263. 
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& sulla U si assegna un punto base s-ig, o, it grado virtuale diminuisce 

di s ~ unit& 

17. Valu~iamo ora fl genere virtnale della curva G, in funzione dei 
coefficienti ~ o degli ordini eli C. Dicendo J E I un sistema lineare della 
superficie 2 '  eel ]E" I il sis~ema aggiunto ad !El, ~ n o ~  che la differenza 
[ C E ' ] -  [C/i~] ~ indipendente dalla scelta del sistema l e t ,  e vale 2 z - - 2 - - n ,  
ore ~ n sono il genere e i l  grado virtuali delia C. - -  Nel caso che sulla 
17 esista fl sistema canonico, [C]~'] --  [ C ~ ]  d~ il numero complessivo delle 
intersezioni di C con una curva canonica e colle curve eccezionall di t7. 

Dalla (22),  segando prima con 1~' e poi con E ,  e quindi sotCraendo 
le uguaglianze numeriche che cosl si ottengono~ si trae: 

(27) 

ore si ~ posto: 
ze  + ~e~ + . .  �9 + zee e = o, 

e = 2 z - -  2 --  n ,  e i --- 2 ~  - 2 - n . ,  

zi, nu essendo il genere ed il grado delia curva C~. 
Ricora~nao ~ (243, a~Ua (27) si ncava ~ :  

1 

Un' al~ra espressione eli ~r si pub otienere eliminando le ~., 2 I, - . . ,  2 e 
ira la (27) e le equazioni lineari: 

,~[ec,]+z,[qc,]+...+;t~[Gc.3=o, (i= ~,.. ;~). 
Si ha, come condizione di coesistenza delie e 4-1  equazioni: 

e e:t - �9 �9 O e 

ice ,]  [ q  q ]  . . . [cr q]  

[ c q ]  [q q ] . . .  [G G] = 0 ;  

donde, mediante la (26~), si ~rae: 

' Z  (29)  ,r = t + 2~x 

4~ 

ore ~ ,  A~ hann~o il solito signifi~to. 
Se la C possiede punt~i mult~ipli, 

the equivalga~w a d pun~i doppi, il 
espresso dalla formola: 

~ = ~ - - d ,  
ovo ~ ~ a~o  a~na (28) o d ~ a  (29). 

a, A c G ]  (e, + [ce,]), 

e tra quesfi se ne assegnano fanti 

genere vir~-uale ~ della C viene 



Curve algebriche sopra una superficie algebrica. 2~'25 

In par~icolare sul piano si ha la formola: 

(n - l )  (n-s )  = - d, 
2 

che espr~me il genere virtuale di una curva d'ordine n, sulla quale si 
assegnino d punti doppi. 

Si conclude pertan~o che: / /genere  v i r~de  d'una curva C~ ~rriva di 
lmnli base assegnati, ~ espresso in funzione dei c a r a t ~  della C, mediante 
/e formo/e (28), (29). Se sulla O si assegnano d punti dvlm)i , a genere 
v i r t u ~  diminuisce d i d  unith. 

Balme ,  20 Se~embre 1905. 


