Sur les racines de certaines équations.
(Seconde note.)

Par

Anpré Marrorr a St. Pétershourg.

Soit ¥(y, &) une fonction de deux variables z et &.
Nous allons considérer la fonction

M Pa(y, ) = poy* + 21y b - - Par ¥ - Pa,
ol les coefficients

Doy Py Pay « + -3 Pr—ty Pn
sont des fonctions d'une seule variable £, qu'on détermine par la
condition:

@ Jous, 0 705 o) ay =0

pour chaque fonction entiere w(y) du degré » — 1.

Tous les nombres de mnos calculs nous supposerons réels.

Outre cela nous supposons, que ¥ (y, £) reste constamment positive
pour toutes les valeurs considérées de £ & condition que ¢ < y < b.

Alors, comme on sait¥), & chaqae valeur de & correspondent n
différentes valeurs de 2

B==1L, &Ly .+ .;Tuy
satisfaisantes & 1'équation
(3) Py (2) g) = O)
et tous ces nombres 2, Z,, . . ., Z» se contiennent entre ¢ et b. Pour
les définir mieux on peut supposer
al<x1<x2<°"<xn—1<xn<b-
Le but de cette note consiste dans la démonstration de quelques pro-

positions sur les changements des 2; correspondants aux change-
ments de £,

*) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. Zweite Aunflage p. 286—297.
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Théoréme.
St, pour a < y < b, Uon a constamment

0 1 9V
25 (7 50) >0
tous les mombres x; croissent, lorsque § augmente.

Démonstration.
Différentiant la formule (2) par rapport a &, on a

b
ja% dey+f¢p,,%§zwdy=0.

Posons maintenant dans Ia derniére formule

9, &

Y—Z;

et dans la formule (2)
a‘p'n (y1 5) aq’n(mi’ §)
9 Bk

y— &

0 ==

De cette manitre nous trouvons

]
09, (%, &) %(.% £) wn(y, HE cp,; 8 v L
f 5 y—z T +f g =20

b

29, (y, &) 09, (i E\ 9, 4 8)
f( R T- y—z =0

et

a
d’ott il suit
b

3
09, (2,8 [ 9,9, 8 988 -92,,8 vy, 8
(4) JE ,/.?I—xi de:"‘f y—z, : DE dy.

a @

Enfin ayant égard anx égalités

29,02, 8 [ 9,8 8.9, Y,
e fy V(y, &) dy ji”-(T;’,,’)z——V( B dy

0 0
i}%—a Y~z)—9,48 -
= Px(%8) - - y—a : V(y, £) dy =0

a

et
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L0.99.0.9 2V,
V(,,g)/‘” : VL8 gy

__/ V(z, £) 2X®8 am.a —V,8) aV(x g)) [%(% 5)]zdy

il est facile de transformer la formule (4) en ce qui suit

Btp,, (d?i, §)
. dz; o
®) aE T 09, (a:‘-,—g)_
ex;
b e
Ve, & oVa(?gl, & (afvg £) Vi
9, # 8 2, ¥, 8) - prp—y dy

a

4
, 2
V@, s)/ (%,—(}j—)) V(5,9 dy

D’autre part daprés la condition, dite plus haut, l'expression
R4

vV 9

doit croitre ou déeroitre en méme temps que y augmente ou diminue,

et il s'en suit que les différences

!g) a ( “g)

T R 1 0 T i SRS
V&) ok V(xug) 0§ = .% . V(xi: &)
et
Y— %
doivent étre de méme signe.
Par conséquent le rapport
Vi, 5 LD VD) 5y g

Y—a;

est un nombre positif,
Done les deux intégrales de la formule (5) sont positifs et par

conséquent — g' est aussi positif; en d’autres termes, z; et £ croissent
ou décroissent simultanément.
Application.
Posons
1
a=—1, b=4+1, V@, g)—( +:;,,E f@)-

Mathematische Annslen. XXVII, 13
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Alors
1 oV
v g —elog(l+y) —flog(1 —y)
j 1 2Vy = 8
717(17' i) =1ty T 13

Par conséquent tountes les conditions du théortme précédent seront
satisfaites, si 'on a

“>O7 ﬁ>07 f(?/)>0 pour —1 <y<+1'
Arrétons nous sur le cas, od
1
p=p=1 et fEH)=1,
et conrsidérons les fonctions

971-(?/, - 1): q’ﬂ(?/) O)’ (Pn(f’/; 1).
Dans ce cas on peut poser

sin {(n + %) arc cos y}

Ps(y, — )= Vi—y I’
_ dn (yg — 1)7!
q)”(y’ O) - dyn ?
1
cos < (n -+ 5 )arceos y
9a (Y, + 1) = {( Vl—‘?*-?/ }

et par suite les racines de I'équation ¢@,(y, — 1) =0 en ordre ascen-

dant seront

2nx oS 2n—2=x ... cos ¥ 4 cos 2x
2n417 n+1? ’ 2n41"’ 2n 41

et les racines de l'équation @.(y, -+ 1) = O aussi en ordre ascendant
seront

[245]

(2n —1)= (2% — 3)% 3z

P
2n 4 1 1 ST L 2T COS ot 1 an41

Ayant cela, d'aprés le théoréme précédent il est facile de eonclure
que les racines de I'équation connue

AR lt ) M 0
ay”

cos , COS

se trouvent, une & une, dans les intervalles suivants

2w (2n 1)1:) @2rn—2)m @r—3=y |
(cos 2n+1’ 2n 41 (eos 2n -+ 1 ) €08 2n 41 /?

( S 2“—- COS*——E-‘—)'
» \CO 2n41"7 2n41
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Théoréme.
Soit
oViy, & 2 | y—oV(y, &
e >0 ot 5y e | <9
c&

e élant un nombre compris entre a et b.
Alors (z: — €)* augmente, lorsque & croit.
Démonstration.
I1 est facile de transformer la formule (5) en ce qui suit

d(x; — ,,(,)
L e V(l,z)f("’“ V(y, &) dy

5 oV(z,,
(% — &) V(z; &) igg@—(yfe) V(y,) g;’ )

eu(y, E) - @u(y, E)

Y—x;

a

+ 27808 [ (.8 0., B T, &) dy

a

et de cette formule notre proposition découle immédiatémment.

Application.
Posons
a=—1, b=+1: e=0, V(y1g)=(1_y2)._$'
Dans ce cas les conditions du théoréme précédent sont satisfaites, car
vy, 2
PVBD (1 yytlog (1 — 99 > 0
et
pour —1<y<+1.
o |y v | 18U,
¢y | V.5 {log (1—y)}
ok

Considérant maintenant les fonections

1 1
Pn (?/7 _2') r Pa (y) 0); Pn (?/, - ?)7
qui en vertu de nos positions deviennent

d® (gt — 1)* sin ((n--1) are cos ¥)
dy» ’ n-—«

cos (7 arc cos y), )

13%
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nous pouvons conclure, que les racines de 'équation

-0
ay"*
sont comprises, une & une, dans les intervalles suivants

g ( D
(cos 2%,cosﬂ+1) (cos %,sosn+1 o8 %,cosn_’_l

. (cos el L
4 20 ’ w41

Ces intervalles sont plus étroits que les précédents.

St. Pétersbourg, le 17. novembre 1885.



