
S u r  les r ac ines  de cerfiaines dquat ions .  

(Seconde note.) 

Pa r  

A ~ ) R ~  M)~KOr'F "h St. P6 te r sbourg .  

Soit V(y, 6) une fonction de deux variables z et 6. 
Nous allons considgrer la fonction 

(1) ~ (Y, ~) ~ P0Y + -{-Pl y~-t _ [ _ . . .  q_ p,_~ y ~ p~, 
o~t les coefficients 

P0, J+l , J~ �9 �9 �9 P - - t ,  p+, 
sont des fonctions d'une seule variable ~, qu'on dgtermine par la 
condition : 

b 

(2) . /  ep+, (y, ~) V(y, 6) ~ (y) dy 0 
a, 

pour ehaque fonetion enti+re co(y) du degrg n -  1. 
Tous les nombres de nos calculs nous supposerons rgels. 
Outre cela nous supposons, que V(y~ ~) reste constamtaeut positive 

pour routes les valeurs considgr+es de + ~ condition que a < y < b. 
Alors, comme on sait*), P+ chaqae valeur de + correspondent n 

diffgrentes valeurs de 

---- Xl+ X2~ . . ,~ Xu~ 

satisfaisantes ~ l'6quation 

(3) ~ (z, 6) = O, 

et tous ces nombres x~ x 2 , . . . ,  x,, se contiennent entre a e t  b. Pour 
les dgfmir mieux on peut supposer 

a < x j  < x  2 < . . . < x . _ ~ < x .  < b .  

Le but de cette note r darts la dgmonstration de quelques pro- 
positions sur les chaugements des x~ eorrespondants aux change- 
merits de ~. 

�9 ) Heine, Handbuch  der  Kugelfunctdonen. Zweite Anttage p. 286--297. 



178 A. 1~,~o~. 

Thdor~me.  
8i ,  ~our a < y < b, l'on a constamment 

o(+ o-~ .-~- > 0  

tousles hombres x~ oroissent, lorsque ~ augmente. 
1) dmons t r  a t ion. 
Diffdren~iant la formule (2) par rappor~ ~ ~, on a 

b b 

ge~dy + , - ~ - e o d y ~ O .  

Posons maintenant dans la derni~re formuh 

et darts 1~ formuh (2) 

�9 , (y, f) 
y--x~ 

et 

y - -  x i 

De eerie manibre nous trouvons 
b b 

" y - - x ,  V d y  . . . . .  

b 

d'ofl il suit 
b 

OV d y ~ O  

- -  V d y  ~- O, 

b 

f q~(y, ~). %,(y, ~) 

Eniln ayan~ ggard aux ~galiNs 

b b 

b 

f ~  ~,, (x~, ~) 

V(y, ~) dy .  

r (y, ~) dy 

v(y ,  ~) dy  ~- o 

et 



Sur les racines de eerf~ines ~quatioas, II. 179 
b 

V(x~, .~)j" % (y'y ~)_'~(y'x~ 6) aV(y,~ 6) dy 

b 

a 

il est facile de transformer la formule (4) en ce qui suit 

( 5 )  - - =  

b 

f ~ v(y, ~) 0 v(z~, 6) v (y, ~) v(~,  ~) ~ ~ ~ 
% (Y' ~) ~'~ (Y' ~) " y -- x~ 

a 

- -  d y  

b 

V(xi,~) f ( t~n(Y'~)) i 
(* 

D'autre par~ d'apr~s la condition, di~e plus haut, l'expression 

- -  ~ 

doit eroitre ou d6eroitre en m~me temps que y augmen~e ou diminue, 
et fl s'en suit que les diff6renees 

1 ~v(v,~) 1 ~ v ( ~ , , ~ )  v(x, ,~)~v~ ' ~ ) - '  
b v (xi, ~) 

V(y,f) ~6 V(x~,f) ~i V(y,l). V(x o f) 

et 
y - -  x~ 

doiven~ ~tre de m~me signe. 
Par consdquen~ le rappor~ 

y--x i 
est un nombre positif. 

Done les deux inf~grales de la formule (5) sont posififs et par 
dx~ 

eons~queni--~-~- est aussi positif; en d'autres termes, x, et ~ eroissent 

ou dgeroissent simultan6men~. 
Appl i ca t ion .  
Posons 

a~-----1, b ~ + l ,  

~the~tische A n n - - l e n .  X X V I I .  

V(y, ~) = 0 + W ~ f(y). 

13 



180 A. M~ovv .  

Alors 
8V 

V $ ,  = a l ~ 1 7 6  

Pa r  eonsgquent routes les conditions du th~or~me prgc~dent seront 
satisfaites, si l 'on a 

u > 0 ,  f i > 0 ,  f ( y ) >  0 

Arr&tons nous sur le cas, off 

1 
a = 3 = ~ -  

et co,s iddrons les fonctions 

~ - ( Y , -  1), 
Darts ce cas on peat  poser 

r  I ) =  

~ ( y ,  o) = 

r + 1) = 

pour  - -  1 < y  < + 1 .  

et f ( y )  ~ -  1 ,  

~.(y, o), ~ ( y ,  1). 

sin {(n -1- 1 )  arc cos y}  

]/1 --y 

d n (y* -- 1) n 

d y'* 

Y~+v 

et par  suite les racines de l 'dquation 9 , , ( Y ,  - -  1) ~-- 0 en ordre ascen- 
dant  seront  

2n~ 2 ( ~ - 2 ) ,  4zr 2~ 
C08 2n+-------i-' COS z n +  I ' "" "' COS 2 n + ~ '  COS 2 n + ~  

et les racines de l 'gquation ~ ( y ,  + 1) ~-  0 aussi en ordre ascendant  

seront  
(2n - -  1),  (2~ - -  3)~ 3= 

cos " 2 n + ~  , cos ~**+l  , . . . ,  cos ~--6--~-Y' cos '2nW------i- 

A y a n t  cela, d'apr~s le thgor~me prgcgdent il est facile de conclure 
que les racines de l '6quation connue 

,i~(y~-- 1) ~ ~_~ 0 
dy n 

se ~ouveng~ une ~ une ,  dans les infervalles suivants 

(cos 2.,~ ( ~ " -  ~)* ~ (eos (2,, - ~)* (-2,~- 3).  ~ . . .  ~ + x  ' cos -y~7_t_- ~ ) ,  ~ + 1  , cos ~ / ~ - i  / '  

( 2= = ) 
�9 � 9  cos =/~-+-i- '  cos -~: t-- i -  " 



Sur ]es racines de certaines gquations, I1. 181 

Thdor~me .  
3oit 

r "  

V(y, ~) ~ I iv -- e) V(y, ~) I ~i > 0  et ~ - .  ~V(y,~) < 0 ,  

e dtant un hombre compris entre a et b. 
Alors ( x ~ -  e) 2 augmente, lorsque ~ croit. 
1) d m o n s t r  a t ion.  
I1 est facile de transformer la formule (5) en ce qui suit 

1 d(x i  - -  e) ~ 
"2" d~ 

b 

r (x,, ~) ~ -  ?:  / 
a 

b 

b 

a 

v(v, ~) dv 

(x, - e) v(x~, ~) ~ V(y , i )  ~v(x~.~) O~ - - ( y - - e )  V(y ,~)  ~ 

y - - -  X i 

et de cette formule notre proposition ddcoule immddiatdmment. 
A p p l i c a t i o n .  
Posons 

a = - - l ,  b = + l ,  e----0, V ( y , ~ ) = ( 1 - - y 2 ) - * .  

Dans ce cas les conditions du *]a6or~me prgcgdent sont satisfaites, car 

v(y, f) 

et 

- ~ - .  , 

- -  = - ( I  - y ~ ) - *  l o g  0 - y~-) > o 

2Y ~ 
y �9 v(y,  ~) log (1-- y~) + 1 : ~  

v(v, ,) = - -  {log (1 -v~)} ,  
< 0  

pour --1 < y < + l .  

Considarant maintenant les fonctions 

o ) ,  - 

qui en vertu de nos positions deviennent 

cos (n arc cos y), d~ (y~ -- 1)~ 
d y,* 

sin ((r 1) a rc  COs y) 

] / 1  - -  y t 

13" 



18~ A. ~ a ~ o ~ .  Sur les racines de cer~nes ~qua~ons, II. 

nous pouvons conclure, que les racines de l'~qua~ion 

d~(~*- ~)~ = 0 

son~ comprises, une ~ tree, darts Ies interv~lles suivants 

(oo~.~, ~o~+~), (oo~, oo~&), (oo~, oo~),... 
~ -  j 

Ces in~ervalles son~ plus 4~roi~s que les pr4c6den~. 

Sk P 4 t e r s b o u r g ,  le 17. novembre 1885. 


