Ueber die Differentialgleichungen der Reihen F(o, o; ) und
F(o, 0, 75 ).
Von

L. PocuaaMMeERr in Kiel.

§ L

Die unendliche Reihe

501, 025 v+ Q1 X)

22
S v 0102+ -+ 0,y o elei+ D ealeeF1) -0, 1(9,;_1+1)

geniigt, nach § 5 des Aufsatzes des Verfassers ,,Ueber die Differential-
gleichung der allgemeineren I'-Reihe *), einer linearen Differential-
gleichung »'** Ordnung

n—1
1‘??/+an—z_d____1/_+L2xns
x

az
+ Looaz 5% + Lo 35—y = 0,

in der L,, L,,... L,y gewisse von g,, @,, ... @s—1 abhingige Con-
stante bedeuten. Im Folgenden soll auf diese Differentialgleichung in
den Féllen # =3 und n = 4 niher eingegangen, und deren Losung
durch bestimmte Integrale behandelt werden. Die dem Fall n =3
entsprechende Reihe

C ) = x 2 ..
(1) 8:(9767x)_1+ 1.06 +1.2_.Q(Q+1)6(6+1) +
ist ein particulﬁ.res Integral der Gleichung
(2) z* da:3 +(9+6+1)x”‘7

welche ausserdem durch die mehrdeutigen Pa.rtlculé,rlosungen

dy —y =0,

*) Band 38 dieser Annalen, S, 586. (Die Ausdriicke fiir Ly, Ly, ... L
sind daselbst in Gl (26) und (33) angegeben.)

n-1
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(3) P tF(2 -9, 6 — 0+ 15 @),
4) B0 FE—06, ¢ —0+1; a)
befriedigt wird. Die Differentialgleichung 4 Ordnung
[} 4 [} 9 Z‘
(5) @ jﬂ +lo+o4r4+3)ar h
d?y ly

+ oo+ ert+or+eto+r+ a3 oot

o y=0
hat einerseits die eindeutige Reihe
2

3 o z
(6) Fles0, 5 @) =1+ ;oo F T he@il e+ T 70

andererseits die Producte

(1) 2eF2-—9, 6—o+1, v —0+ 15 2),
(8) 20 F(P~—-06, 0—6+1, r—0641;2),
(9) wl"’%(2-1},@-’6+1,6——‘6+1;3))

zu particuliven Integralen (s. die erwihute Arbeit). Es gilt hierbei
die Voraussetzung, dass keine der Constanten

@, 63179"‘6a 9"'"576“‘“7

gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl vder gleich Null sen.
Man gelangt nun zu Losungen der Differentialgleichung (2) in
Gestalt bestimmter Integrale, indem man fiir 4 das Integral

x

b o=
ym'[ e’ v Vduv

einsetzt und ¥ als Function von v durch eine Differentialgleichung

2t Ordnung bestimmt. Analog wird auf die Gleichung (5) die Sub-
stitution

voZ
y=f e’ we Wdw
g

angewendet. Die nur von « abhingige Grosse W geniigt einer
Differentialgleichung 3' Ordnung von der Form (2). Die auf diese
Weise erhaltenen Lidsungen von (2) sind Doppelintegrale, die Losungen
von () dreifache Integrale.

. Die nachstehenden 88 2-—6 beziehen sich auf die Gleichung (2),
che. 88 7—9 auf die Gleichung (3). Es ergiebt sich, dass die obigen
R;e1hen auf verschiedene Arten durch bestimmte Integrale darstellbar
sind. Werden die bestimmten Integrale, die man mittelst der an-
gefihrten Substitution als Losungen von (2), resp. (5) findet, nach
steigenden Potenzen von g entwickelt, so treten Buler’sche Integrale,

bezw. Integ}*alfs I, €, E (s. Band 35 dieser Annalen, S. 495) als con-
stante Multiplicatoren der Reihen auf,
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§ 2.
Die Differentialgleichung (2) geht durch die Substitution

(10) —-j ? p—o Vv,

wo ¢ und A zundchst als constant gelten sollen, und ¥ eine Fuuction
von v allein bedeutet, in die Gleichung

= ¥y, X
Jy e’ 2293 Vdo 4 (¢ + 6+ l)'/g e’ zv 2 Vdv

lh Pt}
+j ¢’ oo V(42 —1)do =0
tiber. Mit Hiilfe der Formel der theilweisen Integration findet mnan

.ﬁc ~——u~°Vdv—-—~[c v~ “Vv g-{-fh“d(vjz) dv

und darch zweimalige Anwendung derselben Formel

):z: o K (Z(’U“a_l V') v==h % e ,d(b o—1 V)
— [t eyt dT““l:ﬂ“. o sl e Jao
Wird also durch M die Funection
z —0—1
(11) M= —¢° %xv“"“ V4ot d-(i) i V) +(e+o+ oo V}

bezeichnet, so folgt, wie eine kurze Rechnung zeigh, aus (2) die
Gleichung

(12) (M -”+j ool L o—o4+1) L _ylav—o.

Man definirt die Function ¥ als ein Integral der Differentialgleichung

a4 dv
(13) v i fle—o+1) G — V=0
und unterwirft die Grdssen g und % der Bedingung
(14) [Myer — [M]oey = O.

Dann ist das bestimmte Integral (10) eine particulire Losung der
Differentialgleichung (2).

Nimmt man in (10) die Integralgrenze % als variabel an, so hat

man fiir —g—% die Gleichung

fﬁ/_*f %-MVdv-;-[ v—"V] .3
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Hier verschwindet der zweite Summandus der rechten Seite, wenn

man f = — cx setzt und unter ¢ eine unendlich kleine positive reelle
1

Constante versteht. Denn neben der Grosse ¢ ° , in welche der Factor

¢’ fiir v = — ¢x tibergeht, kommen die negativen Potenzen von ¢
nicht in Betracht (¥ ist fir v = 0 entweder stetig oder wie eine
Poienz von o unstetig). Kbenso zeigt man, dass die fiir ein con-
stantes % geltenden Ausdriicke der hoheren Differentialquotienten von
y auch im Falle # = — ez in Kraft bleiben. Daher darf fiir 4, und
nicht minder fiir g, ausser constanten Werthen auch der Werth — e
in (10) und (14) gewdhlt werden. Da der Ausdruck M fiir v = — ¢
verschwindet, so wird der Bedingung (14) durch die Werthe g=h == — e
geniigt. In der That ergeben sich die mehrdeutigen Hauptlosungen
der Differentialgleichung (2) ans dem Integral (10), wenn man als
Weg der Variable v eine geschlossene Curve nimmt, die im Punkte
— ¢z beginnt und endigt (§ 4). Das eindeutige particulire Integral

von (2) wird aus (10) durch Anwendung unendlicher Werthe fiir g
und % erhalten. '

8 3.

Fiir die Ditferentialgleichung (13), in welcher die Constante
9 — 6 -+ 1 kurz durch s bezeichnet werden mboge, lassen sich ver-
schiedene Losungen mittelst einfacher bestimmter Integrale angeben.
Es sollen hier die zwei Arten der Losung, welche in den Aufsiitzen
des Verfassers im 38'»*) und in diesem™¥) Bande der Annalen ver-
zeichnet sind, nach einander benutzt werden. Die Hauptintegrale der
Differentialgleichung

2
v %«5? + s %—g — V=20

lauten in Rethenform

(15) %(s;v)zl+%—é~+m+...
und

—3 3 - I —g v 7)2 -y .
(16) o= (2 —s5 0) = o! {1+ T e—s T TaE—906—9 T }

Nun ist nach dem erwihnten Aufsatze iu diesem Bande (GL (10)
und (13)

*) »Ueber einige besondere Fille der linearen Differentialgleichung 2ter Ord-
nung mit linearen Coefficienten®, §§ 2-—4, S. 228 — 240,
*#) ,,Ueber eine specielle lineare Differentialgleichung 2tr Ordnung mit linearen
Coefficienten*, S. 174.
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—-(0) Z4u _
(1 I-m e  wusdu=T1 —s)F(s;v),

v

‘(0) -12-—{—14 —
(18) J e udu =Tl (s—1) ' F(2 -s;0),

—Cv

und nach dem Aufsatze im 38 Bande (Gl (33), (21), (23))

o 1
*(0,2,0,2) _ —— B
(]9)./00 e-ZVu(u,.._,,v)? _;j_:_:_ — 223—-1 0—-—27!{3 F(2~2s) ((F(S; ’l)),

1
‘ °r aVa —oVn 770 du © - 5% du
(ZO)‘L‘ (e2Vs 4 c=2V4) (u —v) V= »—-Jv e=2Ve (g —yp) Ve

1,
~ (=1 2B(3, -8~ F2—s0), (s<3)

o 1 .
0, - ——3 *(%,0,0~,0~) _ 1
o V’M ¢ Vu'

% 1l 3 o
-—=2E’(—;—, ) ——s) o= T (2—s50),

wo fiir die Integrale mit geschlossener Integrationscurve die auf S. 472
des 35'» Bandes dieser Annalen angegebene abgekiirzte Schreibweise
angewendet ist. Die bestimmten Integrale (17) bis (21) konnen dem-
nach, als particulire Losungen der Gleichung (13), an Stelle von V
in das Integral (10) eingesetzt werden. In (20) ist angenommen, dass

der reelle Theil von s kleiner als -32—, d. h. der reelle Theil von ¢ — ¢
1
2
da die Differentialgleichung (2) symmetrisch in Bezug auf die Con-
stanten ¢ und ¢ ist.

Unter E(a, b) wird hier das Euler'sche Integral erster Art

kleiner als — sel. Diese Bedingung kann jedoch immer erfiillt werden,

‘1
E(a, b) = Jo w—t (1 —u)p=t du

verstanden, wihrend E(a, b) und I(a) die in Band 35 dieser Annalen,
S. 510 und 514, bezeichneten (Hankel’schen) Integrale sind.

§ 4.

Als Integrationsweg von (10) moge zuniichst ein vom Punkte
— ¢x ausgehender positiver Umlauf um den Nullpunkt gewdhlt, und
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dieser Weg nach Fig. 1 aus der geradlinigen Strecke von — ¢z bis I,
dem um den Nullpunkt heschriebenen Kreise § und der Strecke von f
bis — ez zusammengesetzt werden. Aus (10)
* entstehen dann, falls fiir V die Integrale (18)
und (17) substxtulrt werden (in demen s den
Werth ¢ — ¢ 4 1 hat), die Ausdriicke

v

"—w) z AO) 24w
—ev

7
0) —u
Fig. 1. (23) j ¢ ?)“’dvf e  wur-eldu.

Setzt man ferner fiir ¥ die Integrale (20) und (19) ein, so gelangt
man zu den Doppelintegralen

o L 1
‘@) - 4 — — —Q -
(24) ‘/%e =2 dv ﬁ (V% 4 - 2V=) (15— ) 3-—%‘

z

1
(0 0,v,0,v) 0—¢—% |
y ? ~—0 —2Vu 2 04U
(25) lee v dvﬁ e (u—w) Ve

Die Reihenentwickelungen der Integrale (22) bis (25) nach steigenden
Potenzen von x ergeben sich unmittelbar aus der Formel

0 =
(26) ‘f; ¢’ ve=t Loy F- €0 4 0" - 03 - -2} do

Cya?

_ Cg 28
o=t 55t Gr o T ereronEe T

welche der Verfasser in dem Aufsatze ,,Ueber eine Gattung von be-
stimmten Integralen‘*) abgeleitet hat. Fir ¢y 4 ¢, 4 - - - werden
in (26) nach einander die Reihen substituirt, welche auf den rechten
Seiten der Gleichungen (17) bis (20) stehen (die Constante p wird
gleich 1 — ¢ oder 1 — 6). Dann findet man fiir die Integrale (22)
und (23) die Gleichungen

4

0 Z 0 2w
(27) f;we v*“dvj_eveu wo—e—1 du
\ = F(Q - 1) F(@""G) 2 %(2"’9’ 6—Q +1§ SU),

2

o < ") Zu
(28) j:me v‘“dvfme" ut~ e du

=T(6 —1)T(6— ) 27 F(2—0, 0~ 6+1; 2),

") Dieser Band, Seite 171.
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wahrend das Integral (24) in den Ausdruck

—o-l

(29) (—1)  *2f(e—1) E(y, 0—o45) ¢ F2—0 6 —0+1;2)
und das Integral (25) in den Ausdruck

(80) 22¢-20+1 g2mi@—0) [ (6 — 1) [ (26 —29) #1~° F (206, o—6-41; x)
fibergeht. Abgesehen von constanten Factoren stimmen also die Inte-

grale (22) und (24) mit der Reihe (3), die Inteorale (23) und (2b)
mit der Reihe (4) iiberein,

§ 5.

Es mdge nunmehr angenommen werden, dass in (10) die Variable »
von dem unendlich entfernten Punkte der negativen reellen Axe aus-
gebt und nach einem positiven Umlauf um den Nullpunkt zu — oo
zurtickkehrt. In dieses Integral, fiir welches man die abgekiirzte
Bezeichnung

(31) L/:( )e_ v=° Vdo

hat, wird an Stelle von V wiederum ein particulires Integral der
Differentialgleichung (13) substituirt.

Nach Formel (11) des oben erwihnten Aufsatzes ,,Ueber eine
specielle lineare Differentialgleichung 2'** Ordnung ete.* (dieser Band,
8. 176) besteht, wenn der reelle Theil von s grisser als 1 ist, die
zu (17) analoge Gleichung

(32) I_+°f’ie?+"u—sdu —F(1 — 9 F(s; 0).

w?

Fir den Integrationsweg gilt hierbei die nihere Bestimmung, dass die
Variable u, die im Uebrigen die imagindre Axe durchliuft, den Null-
punkt auf der Seite der positiven reellen Werthe umgehen soll. Man
setze in (31) fir V das Integral (32) und zugleich fiir die Constante s
den Werth ¢ — 6 - 1 ein. Das hierdurch entstehende Doppelintegral

v
o = i Lt
(33) f e’ w*" d'vf et weet du
— —0 2
[

geht, wenn ¢° entwickelt wird, in die Reihe

2
N+ M &+ NS+ N5
tiber, in welcher NV, (fiir » =0, 1, 2, . ..) das constante Doppelintegral

“(0) + i £—+w
N, = v do et s ldy
— ——Ch
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bezeichnet. Aus der Gleichung (21) der vorstehenden Abhandlung
,,Ueber fiinf Doppelintegrale‘‘ (Seite 188 dieses Bandes, woselbst
¢=1—9—wv, b=1— 6 — v genommen wird) folgt aber

N,=T(l—¢ — )T — 6 — v),

unter der Voraussetzung, dass die reellen Theile von ¢ — 1, 6 —1

und @ — 6 positiv sind. Indem man die letztere Annahme macht und
die Formel¥)

¥ » ) T (@) L
(34) Ma—7v)= (-1 @—1N@—2)...(a—w»)
berticksichtigt, erhidlt man die Gleichung

o = i Ztu
(36) 'f e v“odvfm_ e w1 duy

=F1—9) Tl —6)F(o,0;2).
Das Doppelintegral (33) ist also gleich dem Product aus der Reihe (1)
und einer constanten Grosse.

Zu einer anderen Form der eindeutigen particuliren Losung der
Differentialgleichung (2) gelangt man, wenn man in (31) fir V das
bestimmte Integral (20), unter Fortlassung einer Potenz von — 1, ein-
fiihrt. Es ergiebt sich dann das Doppelintegral

0 = » o—o— L
66 [V vean [T ) o — ) I
-_n Q Vu

welches sich durch die Substitution % = vu’, du=wvdu’, in den
Ausdruck

( —-.—
f e’ v~ (’(va (e?Vu v_{_ee?Vu ,,) (1— ¢ du
- Vu

verwandelt. Wird e° =1 +;~ ~+ - .. gesetzt, so entsteht hieraus
die Reihe

Bt Pyt R+
in der P, die Constante

o S P R
P, = f 7 dvﬂ (eﬂ/u'u -+ 6—-21/;"5) (1-—%’)6 =3 _;_z;b’
— =

bedeutet. Durch Einfithrung der Variable u = -4 »/u erhilt man dann

. —(0) 1 - a._e_._;_
Py=2] wve dvﬂ (e24V7 e~ 2uV7) (1 —11?) du.

*) Band 35 dieser Annalen, Seite b15.
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Mithin ist die Formel (24) der vorstehenden Abhandlung (Seite 191
dieses Bandes) anwendbar, aus der, unter der Voraussetzung, dass die

reellen Theile von ¢ — 1 und 6 — ¢ -|— - positiv sind,

P22t Blo -y +v, 0~ o4 ) T(2— 20 — 2v)

folgt. Da nun fir das Euler’sche Integral erster Art die Reductions-
formel

: 7 — . tetD.. (a‘_*_‘.’_’ b 7
GO Bla+v, = oyt o F i atots—y L0

gilt, und T(2 — 29 — 2v) sich nach (34) umformen lisst, so findet
man (nachdem einige Factoren sich fortgehoben haben) P, gleich dem
Quotienten

229_1E( - 17’ —e -+ 1,) F(2—2¢)
D . -~
¥ ele+1)...(et+r—1a(c+1). (eFv=—1
Auf diese Weise entsteht fiir das Integral (36) die Gleichung

x

© - ——
f e’ v° (ZUJ (c?Vu 4+ e- Vu) (v - ) U3 _(é_?;t_
Vu

—2e 1 Blo— 5, 60—+ ) I 2—20) §(o,0; 2).

(38)

§ 6.

Es sollen noch zwei weitere Doppelintegrale betrachtet werden,
die sich von der Reihe (1) nur durch das Hinzutreten constanter
Factoren unterscheiden. Das erste derselben ist das Integral

0,00 = o
(39) j; e’ v=°dv .ﬁ e—2Ve (p — u) ;g ,

welches durch die Substitution u = vu’, du = v du’, in den Ausdruck

( » ) v 1 —— O—Q—— ’
_ —2Vi o (1 s du
(40) 'L e v edvj: G CET DR A

tibergeht. Die Variable » soll in (39) und (40) einen Weg durch-
laufen, der im unendlich entfernten Punkte der positiven reellen Axe
beginnt und nach zweimaliger positiver Umkreisung des Nullpunktes

zu dem genannten unendlich fernen Punkte zuriickkehrt. Man setze

in (40) ¢” = 1 -+ % + - - - und definire ¢, als das Integral

Mathematische Annalen. XLI. 14
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by 1
0,0) 1 , o—e~ 5 qu
Q, =[ pe-? d'vf e~ 2Vvo(l —u') ? Ve
@ 0 (2

(fir »=0,1,2,...). Dann ist das obige Integral gleich der Reihe

G+ Z+ o+ Q5+

Durch die Substitution - pw = u verwandelt sich aber @, in den
Ausdruck

1
(0,0) 1 0—0— —
Q, = 2ﬁ v-e—'*dvj; e"“W(l—-—u?) * du,

der nach Formel (28) des vorstehenden Aufsatzes (Seite 193 dieses
Bandes), unter der Voraussetzung, dass die reellen Bestandtheile von

e—1lund 6 — o + —‘13- positiv sind, mit dem Werthe
grettr-t gtmie o — = 4 v, 6 — 0+ +)T(2 — 20 — 2)

identisch ist. Hieraus folgt, dass @, aus dem im vorigen Paragraphen
behandelten Integral P, entsteht, wenn letzteres mit e-27¢¢ multiplicirt
wird. Das Integral (39) ist also gleich dem Producte

gre=t gmie Fp— %, 6 — o+ 1) T2 — 20) F (o, 0; a).

Es soll nunmehr von der Annahme, dass der reelle Theil von
6 — o+ % positiv sei, abgesehen werden. Dann kann man statt des
Integrals (40) das analog gebildete Integral

x -—

py 1

(010) o (l) -0~ ’
(41) f e’ v“"dvf e—2Vdo (] — u’)a N du

® 0 V’M
anwenden, in welchem die Variable 4’ vom Nullpunkte aus einen
positiven Umlauf um den Punkt 1 ausfihrt. Der Weg von v ist der-
selbe wie in (39) und (40). Das Integral (41) liefert, wenn ¢’ ent-
wickelt wird, die Reihe

2 v
Q+UT+Q g+ FU+
in der
0,0 ray o=+ gut
== —0—7 —2]/24'1: —_n’ 2 Gt
2y j; v d'vj; e (1—u) Ve

gesetzt ist. Der Werth von 9, ergiebt sich aus der Formel (33) der
vorstehenden Abhandlung (Seite 196 dieses Bandes). Denn wean man
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-+ V%' = u substituirt, so umkreist auch u, vom Nullpunkte aus, den
Punkt 1 im positiven Sinne (cfr. Seite 195 dieses Bandes), so dass
die Gleichung

0,0 g . —o—5
Qv=2ﬂ v du ﬁ e—2uVr (1.- u?)a T du
erhalten wird. Folglich ist nach der angefiihrten Formel

if(o—30—1) _
(0 3@"‘2) E(Q“‘;"{"v) 6—9+';—) r(?-—-29———21/)

Fiir die Grosse E (g -——-—;— + v, 6 —90-+ é—) wird die Reductionsformel
(Band 35 dieser Annalen, 8. 511)

Q, = 2eet2r—1 ¢

- _ a@41)...@@a4r—1) -
(42) E(@+% b= Gigayos1.. @fsrs—n L% )

benutzt. Dann findet man fiir das Integral (41) die Gleichung

0,0 = (1) — o—p—
f e’ v¢ dvf eV (] — o) i dw
© 0 Vu'

(43) ,
| INE o ooy
E(e—, 6—0+4)T (2 —20) Flo, 05 »),

ni {o—30 - —
=22g-1e l( ¢ 2

in welcher der reelle Theil der Constante ¢ — 1 als positiv voraus-
gesetzt ist.

Die in §§ 4 und 5 abgeleiteten particuliren Integrale der Diffe-
rentialgleichung (2) ergaben sich aus dem Integral (10), indem in
letzteres particulire Losungen der Differentialgleichung (13) an Stelle
von ¥ substituirt wurden. Man bemerke, dass dies von den Integralen
(39) und (41) nicht gilt. Diese Integrale entstehen aus (10), wenn
man fiir ¥V die Function

1
(84) JACE I

resp. die Function

1
(9) 6.—0.—_ du
—~2V% (4 - 3 au
(45) f e (v - u) Ve

0

einsetzt und die Variable » den oben bezeichneten Integrationsweg
durchlaufen lisst. Die Ausdriicke (44) und (4D) geniigen aber nicht
der Differentialgleichung (13)

azv av
L e - (o 64 1) do V=70,
14%
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sondern einer Diﬁ"erentia]gleichuug von der Form *)

(46) O (e —o+ )—-'——~V——-x(v)

In der That lasst smh das in § 2 angegebene Verfahren dahin ays-
dehnen, dass die Gleichung (13) durch die Gleichung (46), in der
y(v) irgend eine Function von » bedeutet, ersetzt wird. Man hat
dann, wie aus (12) tolgt, statt der Bedino'ung (14) die Bedingung

(47) [(MJemr = (M omy + [ 6" 070 2(0) v = 0

zu nehmen, KEs #ndert sich also nur die Gleichung, welche sich auf
die Grenzen g, % des Integrals (10) bezieht.

§ 7.

Man geht nun dazu iiber, die in (D) angegebene Differential-
gleichung 4' Ordnung

e (X ot i
+(96+9r+61+9+6+t+1)x—g;+961~d;v —y=0

zu behandeln. Dieselbe gestattet eine d4hnliche Losung durch bestimmte
Integrale wie die Differentialgleichung (2). Durch die Substitution

o Z
(48) Y =L/.«:' ¢’ w* Wdw,

wo W nur von w abhingen soll, nimmt die Gleichung (5) die Form
Lﬂ' g"%x:} w-t Wdw-+(e+o6+1+ 32];"' 05 22 w—-3 W dw
+ (oot ortortotatetn) [ e sur Wi
-l-fg,h’e"—’ w= (&5 — 1) Wdw =0

an. Indem wan die Iormel der theilweisen Integration auf den ersten
Summandus dieser Gleichung dreimal, auf den zweiten zweimal, auof
den dritten einmal anwendet (cfr. § 2), findet man

wt St o'+ o Dw

ST o
e w—-'t’ == N
toe Y W N

wo unter M’ der Ausdruck

*) Man vergleiche § 2 der Abhandlung des Verfassers ,,Ueber einige be-
sondere Fille der linearen Differentialgleichung 2ter Ordnung mit linearen Coeffi-
cienten", Band 38 diescr Annalen, Seite 229,
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( w{at— e+ Dwa+ (v V(42w W)

2 ) L g gpets B
(49) M — 4!+w {x (v+ )w} +w dw? ?

(o4 6+47143)wr- ig(x——{'c—!—ljw) W wt S
(oo +or+ortototrt)wrW .
und unter ¢°, ¢’ die Constanten

(50) o =9¢o—14+1, 6 =0—1+1

verstanden werden. Die Funetion W sei nun ein particuliires Integral
der Differentialgleichung

61 w0 T (oo ot W =0,

w3

gla

Zugleich mbgen die Grbssen g’, &/, fiir welche man nach § 2 entweder
Constante oder den Werth — ¢z setzt, die Bedingung

(52) [M et — [M Yyey =0

befriedigen. Dann geniigt das bestimmte Integral (48) der Differential-
gleichung (5).

Die Gleichung (51) entsteht aus (2), wenn man ¢, ¢', w, W statt
0, 6, z, y schreibt. Also kann man fiir W Doppelintegrale von der
Art, wie sie in den vorstehenden Paragraphen erhalten wurden, sub-
stitniren, Der Ausdruck (48) geht hierdurch in ein dreifaches Inte-
gral {iber.

§ 8.
Um zu den mehrdeutigen Hauptintegralen der Differentialgleichung
(5) zu gelangen, lisst man in (48) die Variable «w den in § 4 (Fig. 1)
erwahnten Integrationsweg durchlaufen, der im Punkte — ¢z beginnt
und endigt und den Nullpunkt im positiven Sinne umkreist. Man
bildet also das Integral

© =
(59) [0 e wram
—e
Werden hierin fir W die zu (22) und (23) analogen Doppelintegrale
ro 2 "0 Ttu
(54) f:ewe yr—o—1 doﬁw e¥  ut—¢—ldu,
JOR- o) Lt _
(55) 1,[; e’ vi-o! dvf_m e“ useldu

eingesetst, so entstehen die dreifachen Integrale
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) ? (0) g0
(56) J dw f dv d du,
R — Q1w — ¢
0) )
(57) f_ ( wj_‘ av J (D du,

in denen & die Funetion
(58) = e w e v—9-1g
und ¢ (wie in §§ 3 und 4) eine unendlich kleine positive reelle Con-
stante bezeichnet.

Zur Entwickelung der Integrale (56) und (57) nach steigenden
Potenzen von = wird wiederum die Formel (26), in welcher w an die
Stelle von v tritt, benutzt. Nach Beriicksichtigung der Gleichungen

(27) und (28) (mit o', 6', w statt ¢, ¢, ) findet man fiir das Iutegral
(56) den Ausdruck

(59) Te—1)T(e—0) T(e —7) ¢ F(2~e,6—0+1,7—0+1;2)
und fiir das Integral (57) den Ausdruck

(60) T(6—1)T(6—p)T(6—7) a2 F(2—6,0—6+1,t—06+1; ).
Reiben derselben Art, die sich von (7) und (8) nur durch constante
Factoren unterscheiden, ergeben sich, wenn in (53) fir W die zu
(24) und (25) analogen Doppelintegrale substituirt werden.

Man erhilt ferner dreifache Integrale, die, von einem constanten
Factor abgesehen, in die Reihe (9) iibergehen, indem man fiir die Grosse
W in (53) eines der Doppelintegrale nimmt, welche die eindentige Haupt-
losung der Differentialgleichung (51) darstellen (§§ 5 und 6). Es
sollen hier zwei der besiiglichen Ausdriicke angegeben werden, bei
denen fir W pach einander das zu (83) und das zu (41) analoge
Integral gewihlt ist. Aus den Formeln (26), (35) und (43) folgt

o) (0 o
(61) l I__m w dvf ; b du

=T (z—1)T(r—p) r(z—o) 0 F(2—1, p—1-41, 6-141; 2)

(0) *(0,0) ~()
dv Yau
- 0 0

— 6 F@—r, gt ], o=t 1; 1),

wo unter ® die Function (58), unter ¥ die Funection

k4
——
o+

uo—o -1

und

(62)

w 1 I8

g~ 00— — —

(63) Yo e;w“'e?»v’l*-e—l 8'"21/;[6(1—-—“) "3 % 2
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und unter € die Constaute

1
] —7i [30—0—274 -} _ — — 1 1
22027+l ¢ ( 2)l'(1:—1)l'(21:——29)E(9——-r+§—, 6--9—{-"2—)
verstanden wird. In (61) sind die reellen Theile yon ¢ — 6, ¢ — 7,
6 — 7, in (62) der reelle Theil von ¢ — = als positiv vorausgesetat.

§ 9.

Fiir das Integral (48) soll schliesslich ein Integrationsweg gewihlt
werden, der (wie der Weg von v in (39), (40), (41)) seinen Anfang
und sein Einde in dem unendlich entfernten Punkt der positiven reellen
Axe hat und einen zweimaligen positiven Umlauf um den Nullpunkt
euthilt. An Stelle von W wird wiederum ein Doppelintegral nach «
und v eingefiihrt; jedoch soll fiir v ein #hnlicher Integrationsweg zur
Anwendung kommen, wie fiir das Integral (17) des Aufsatzes ,Ueber
eine Gattung von bestimmten Integralen‘‘*) angegeben ist. Ks seien ¢,
und ¢, die Producte
(64) ¢ == teTi*, ¢ = ce¥,
in denen x eine reelle, zwischen —7—:— und 7 liegende Constante, und ¢
wiederum einen unendlich kleinen reellen positiven Werth bedeutet.
Man betrachtet, indem man Q die Function

x W 1 1
(65) Q=" wr e vrmo—t =2V (y —p) P
nennt, das dreifache Integral

—(0.0) e w v
(66) ﬂ dwjew dvj Qdu,

das sich, abgesehen von einem constanten Factor, als identisch mit
der Reihe (6) erweist. Der Weg der
Variable v moge, fiir einen beliebigen
der vorkommenden Werthe von w, nach

Fig. 2 aus einer geradlinigen Strecke von 7 m
¢,w bis zum Punkte m;, einem Kreis-

F U

bogen m, d m,, welcher in positiver ( p \
Drehungsrichtung  durchlaufen  wird, ™ % o \
und der geradlinigen Strecke von m, AN !
bis zum Punkte e¢,w bestehen. Die \\
beiden genannten geraden Wegstrecken AN /
bilden mit der Verbindungslinie der ~ >/
Punkte 0 und w den stumpfen Winkel 2. e
Fig. 2.

Man setzt in (66) die reellen Theile
der Constanten ¢ — 1 und ¢ — ¢ 4 —% als positiv voraus.

*) Dieser Band, Seitc 172,
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Das Integral (66) nimmt durch die Substitution

U= VU = VWU, V= Wy,

du =vdu==vwdun, dv=wdy
die Gestalt

e 1

1
(0,0) '.?' € — 1 — 0—9-—-—__ du
f e“’zr?dwf e’ 1)1—9-1va: g~2Vuvw (1) ? Ve
J ey it

an. Wird hierin ¢° =1 + %- —+ - - . gesetzt, so hat man fiir das
Integral (66) die Entwickelung

) =

6) (=1 fAFAEEA S AT

woselbst A, (fiir v = 0,1, 2,...) das constante dreifache Integral

) o = t o—e—;
f(o ! w—e—" dw ] t e’ D“Q-‘dbf e-2m(1——u) ¥ au
© YA 0 Vn
bezeichnet. In A, wird die Variable w = -)'w eingefiihrt, welche
den Nullpunkt einmal umkreist, wenn w zwei Umldufe um denselben
macht. Neunt man
1 1 1
3% "3

— . o—,
(68) Q= 2wt-20-2v ¢® yr—e—1 2wV (] _yp) u ?,

so ergiebt sich fiir A, der Ausdruck

—0) C2 1
(69) A, = w( dwf (ll)ﬁ Q du.

Die Rechnung, durch welche man den Werth des letzteren Integrals
ermittelt, ist derjenigen analog, die in § 4 der vorstehenden Ab-
handlung ,,Ueber fiinf Doppelintegrale® angestellt warde. Man indert
die Integrationsfolge, indem man zeigt, dass nach w zuerst integrirt
werden darf. Zu diesern Behuf soll zun#ichst bewiesen werden, dass
die 2u w=0 und p=0 benachbarten Integralelemente nur einen
verschwindend kleinen Beitrag zum Werthe von A, liefern. Es seien

d und & zwei endliche, jedoch tiberaus kleine positive reelle Constante,
und &, s die Producte

& == ge*, g = ge'¥,

wo unter x die in (64) genannte (zwischen g— und = liegende) Con-
staute verstanden wird, Die drei Integrale
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) 70) ¢a )

& =-j; (me d»(/() Q'du,
_(0) . & 1

(70) 19, ==j; (dmf d»j; Q' du,

. ) *, t

L&Q;, =£ dm‘/s (7DJ; Q' du

enthalten diejenigen Elemente von A,, in denen u oder v unendlich
klein ist. Indem man &, §,, $, in ihre einzelnen Bestandtheile zer-
legt, kann man nachweisen, dass sie mit &, ¢
zugleich beliebig klein werden.

In dem Integral (69) sowohl als in dem
Integral & durchliuft die Variable v einen
Weg, der nach Fig. 3 aus den Abschnitten
e,my, mlm, und m,’c, gebildet wird.
Bezeichnet man mod. v dureh » und setat
b = re*é, so folgt

1
— 1 (cos 3 ~ isin3)

(

” e

o
\!

eD = er w,
Auf den geradlinigen Strecken ¢, und Tig. 3.
1

daher nimmt e’ nur endliche, resp. unendlich kleine Werthe an.
Ebenso ist der Werth von e—#Vuv hier stets ein endlicher. Denn

in v, =yr (cos -—f} -+ 4 sin —“—Z—), und folglich auch in puv ist der
reelle Bestandtheil positiv (da — -;— < ~§— g%), so dass fiir grosse

positive reelle Werthe von w die Grosse e—2®Vuv sich der Null nihert.

Das in & vorkommende Doppelintegral
1 1 1

o — s _ o—p~5 —
f e’ n“—o‘*‘d»j: g—2wVur(] — ) u *du
4

ist demnach fiir ein geniligend kleines 0 kleiner als jede angebbare
Zahl. Dieger Schluss iibertrigt sich auf diejenigen Bestandtheile voun
&, bei denen nach w iiber endliche Wegstrecken integrirt wird. K
bleibt iibrig zu zeigen, dass wenn p irgend eine positive reelle Zahl

ist, das Integral ,
@'==f dmf’dnfsz'du
» (4 g

mit 0 zugleich beliebig klein wird.

In @’ ist, wie aus den obigen Bemerkungen folgt, mod. e~2nVuo
kleiner als 1, da der reelle Theil des Exponenten das negative Vor-
zeichen hat. Setzt man
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Q=10+ 10y 0=06 116, T=1 111,
WO 0,, 0q, Oy, Oy, T,, T, reelle Zahlen bedeuten, so wird

1

G, =0y~

Ndadl Santrry 1—¢
mod. [(1 — u) “] == (L—1) 2 mod. [wi-2e~2v] = wi-te—2v;

denn 1 — u und w sind reell und positiv. Ferner ist

_ID. ;1- fcos I — isin 3} —:; cos 3
mod. \e’ ) = mod. \¢ =€

wmod, (v?¢=1) == mod. (71 elF—¢=U F1) o pr—01 o= F (7,

und

Fiir die zu integrirende Function in &’ gilt also die Ungleichheit

1 1 1
—~co8F -~ F{7—0y) a,~0—3 -

mod. Q' < 2wt—2e—2v o” ro—e—1(l—u) Za %

Es sind nun die einzelnen Abschnitte des Integrationsweges von v zu
unterscheiden. Es sollen durch &, ®,, @, die Theile von &', welche

den drei Strecken ¢, m,’, m'Im,, m, ¢, des Integrals nach v entsprechen,
bezeichnet werden, so dass

¢ =06,/+ 8, + &
ist. Fir das Integral &,’, in welchem v die Werthe re~*¢ (von r=¢
bis r == [) durchlduft, besteht die Ungleichheit
1
{ —cosx
mod. @{ < e* (Ta—@) %@f e’ ° ru—0 -1 d7~’

wo R und D die Grossen

[+ o]
P = 2] Wi—20-2v Jyy = _‘_)%1_’_ o
P

d 05— % du
= l —— e
D ‘ﬁ ( u) Vu

bedeuten. Die rechte Seite der letzteren Ungleichheit geht, wenn %
durch — % ersetzt wird, in einen Ausdruck iiber, der grosser als
mod. &, ist. Nun sind sowohl P und e*(=—¢) als auch das Integral

[ ~l— CO8 x
e’ ra—o—1
]

(in welchem die zu integrirende Function an der unteren Grenze ver-
schwindet) endliche Werthe. Andererseits findet man fiir © mit Hiilfe
des Satzes vom Mittelwerth die Gleichung

0y— r'“‘x‘ () 2
D=(1—gy ﬂ ;}5 = 28% (1 — &)=,
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in der 0 < 8" < 9 ist. Demnach nehmen O, und folglich auch
mod. &," und mod. &," mit & zugleich bis zur Null ab. Dasselbe gilt
von der Grosse &,. Da in &,

b=1le?, dy=1ie?"dP
zu setzen ist, so ergiebt sich die Ungleichheit

1
x —lcOSS~ {72~ 02) &

mod. &, < [a—& PO € dd,

deren rechte Seite wiederum den Factor © enthiilt, wihrend {%—¢, P
und das Integral nach & endliche Grossen bezeichnen.

Es ist somit bewiesen, dass das in (70) genannte Integral (§ einen
zu vernachlissigenden Werth hat, sobald fiir 0 eine geniigend kleine
endliche Zahl gewihlt wird.

Man kann ferner leicht zeigen, dass die Grossen §;, und £, be-
liebig klein werden, weil die in jhnen enthaltenen Integrale mach v

diese Eigenschaft haben. Fiir positive reelle v ist auch hier mod. ¢—2w¥uv
kleiner als 1, so dass analoge Schliisse wie bei &,” nnd @,” angewendet

werden kbnnen.
In dem Integral (69) sind die unendlich kleinen Werthe von 1,

resp. v, noch als unendlich klein gegen die Werthe Tlx?' , in denen W

unendlich gross wird, anzusehen, da nach o zuletzt integrirt werden
soll. Dieses Verhéltniss kehrt sich um, falls man die Integrations-
folge in der Art #ndert, dass die Integration nach w zuerst ausgefuhrt
wird. Aus dem Umstande, dass die Ausdricke ©&, §,, §, beliebig
klein sind, geht indessen hervor, dass der genannte Wechsel in dem

gegenseitigen Verhdltnis der unendlich kleinen Grdssen u, v, —é« keinen

Einfluss auf den Werth des Integrals A, ausiibt,
Lésst man in (69) die zu vernachlissigenden Bestandtheile &, §,, 9,
fort, so entsteht fiir A, der Ausdruck

T(0) ‘e, 1
(71) Ay_—:-jw dmjo dbﬁ Q" du.

Hierin ist die zu integrirende (in (68) angegebene) Kunction Q° fir
alle Werthe von u, v, w stetig. Nennt man ferner u,, u,, bezw.
vy, ¥, und w,, W, beliebige Punktepaare der obigen Integrationswege
von U, v, w, so erhilt man bei dem Uebergang von den Argumenten
U, vy, W, zu den Argumenten u,, v,,w, einen und denselben Werth
Q'(u,, vy, Ww,), ohne Riicksicht darauf, in welcher Reihenfolge die
Grossen u, v, w variiren. Da ausserdem die Integrationswege fest-
stehende sind, so kann auf Grund der vorangegangenen Rechnungen
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die Integrationsfolge geéindert werden. Indem man zuerst nach w
integrirt, gewinnt man aus (71) die Gleichung

1 1
= 3 L o—e~3 © _
Ay = 2] e? yr—o—1 dy ] (1—u) 2 %l_f_f e—2W VD 1y1—20—2¥ Jyy.
8 u 0

Es werde nun an Stelle von w die Variable ¢ durch die Substitution

eingefiibrt, Da 1 reell und positiv ist, und v == re?? gesetzt wurde,

s0 beginnt und endigt der Weg der Variable ¢ in dem unendlich ent-

fernten Punkte
)

lim (se ? ) )
(s=x}

welcher kurz durch ¢ bezeichnet werden soll. Das Integral nach w
geht, weil auch ¢ den Nullpunkt einmal im positiven Sinne umkreist,
hierdurch in den Ausdruck

O _ ©)

o

'

iber. Die Verbindungslinie der Punkte O und g  bildet mit der posi-
tiven reellen Axe einen spitzen Winkel; denn es ist

% ¥ 7" T
———'Z—g—'z—é_‘z_ und —§—<x<7t.

In Folge dessen wird die Formel (13) des Aufsatzes ,,Bemerkungeun

tiber das Integral T (a)“*) anwendbar, welche fiir das Integral nach ¢
(obwohl die Grenze g von & abhiingl) den constanten Werth

0) _
ﬁ ¢t {1-20=27 §f — 270 [(2 — 20 — 2)

ergiebt, Also ist

1
A, = et —2me [(2 — 2¢ — 2v)f 6® w2 dy

3 1

1 otv—- o—Q— =
Jo v *(—u)  ?du,

woselbst die Integralgrenzen 9, &, &, wieder durch O, ¢, e, ersetzt
werden kionnen. Das Integral nach v hat gemiss der Kormel (16)

*) Dioser Band, 8. 162.
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der soeben genannten Arbeit ,, Bemerkungen etc.”* den Werth [ (1 —z—w),
und das Integral nach 1 ist das Euler’sche Integral

1

' i
Elo+v—5, 0 —0+ )
Folglich besteht, unter der Annahme, dass die reellen Theile von

90— 1 und ¢ — o+ é— positiv sind, die Gleichung

—(0) "eq 1
(712) A”=1; dm'/e dvﬁ Q' du

— Qg2 r—1 e—2m‘e[~'(2 -..24)-—-21/)[—‘(1 —t*V)E(Q—I—"I’“é, 66— +‘i})’

in der Q' die Function (68), und ¢,, ¢, die unendlich kleinen Grissen
(64) sind. Durch Benutzung der Reductionsformeln (34) und (37)
findet man dann

9201 p—2mig r@e—29)T(1-1) E(g-—-—%—, o‘—g+%
Ay = elo+1)...(eFr—1o(o+1)... 6+r—V(zF1) ... cFv—1)

Wird dieser Werth in die Reihe (67) eingesetst, so ergiebt sich fir
das in (66) genannte Integral die Gleichung

—'(0,0) g W0 v
(73) Jw dw{ﬁ:w d’l)ﬁ Qdu

= @’%(Qa g, 7; %),
wo unter €  die Constante

1
S (—1) | 2eteiniel 2 —20) F(1—) B(o— 5, 0—0+1),
und unter Q die Function (65) verstanden wird.
Das auf der linken Seite von (73) stehende dreifache Integral

moge, wenn der reelle Theil von ¢ — ¢ 4 —:— negativ oder gleich Null
ist, durch das Integral

—(o, 0) ey w *(v)
(74) f dw f av Qdu
[0 ] € w [4]

ersetzt werden, welches sich von dem erstgenannten dadurch unter-
scheidet, dass die Variable %, vom Nuljpunkte aus, einen positiven
Umlauf um den Punkt » ausftbrt. Wird das Integral (74) in eine
Reihe von der Form (67) entwickelt, so konnen fiir die Coefficienten,
in Bezug auf die Umkebrung der Integiationsordnung, dieselben
Schltisse wie fiir das Integral (69) angewendet werden*). Man erhiilt

*) Man vergleiche auch § 5 der vorstehenden Abhandlung ,,Ueber fiinf
Doppelintegrale.*
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auf diese Weise, unter der Voraussetzung, dass der reelle Theil von
@ — 1 positiv ist, fiir das Integral (74) dem Ausdruck

" F(o, 0, 1; 2),
in welchem @” die Constante
6" = 2t etmieF (2 —20) T (1—) B0 — 5, 6—o+7)
bedeutet.*)
Kiel, im Juni 1891,

*) Man vergleiche auch die Abbandlung des Verfassers ,,Ueber die Reduction
der Differentialgleichung der Reihe (o4, 09,..4 0,3 ®)* im 110%" Bande des
Crelle'schen Journals,



