
Ueber die DifferenLialgleichungen der Reihcn ~(q, a; x) ~md 
o, 

Von 

L. POCHHA.MMER in Kiol. 

Die tmendliche l~eihe 
w 1. 

6 " ( ~ 1 ,  q . 2 ,  �9 . �9 ,o,,_~; x) 
x ~ 

1 + 1.010,... e~-t 

gentigt, nach w 5 des Aufsatzes des Verfassers ,,Uebcr die Differential- 
gleichung der al]gemeineren 2 ' -Re ihe"*) ,  einer linearen Differential- 
gleichung n tcr Ordnung 

Xn-1 dnY �9 d n - t Y  -'s d'~ ~'Y 
-a~,~ + L~x n-'~ dx"- ~ + L~x" -dx,,_~ + . . .  

d2y d y  
+ L,,_~x ~xV + L,,_~ clx Y ~ ()' 

in der LI,  L 2 , . . .  L,,-1 gewisse yon ~1, 02, �9 �9 �9 Qn-.1 abhiingige Con- 
stante bedeuten. Im Folgenden soll auf diese Differentialgleichung in 
den F~llen n - - 3  und n ~ 4 niiher eingegangen, und deren LSsung 
durch bestimmte Integrale behandelt werden. Die dem Fall n ~--3 
entsprechende Reihe 

X X 2 

(1) ~ (Q,  ~; X) ~--- 1 ~ l .Qa ]" 1.2.Q(Q--[-1)o(a-~-I) -j- "" " 

ist ein partieul~ires Integral der Gleichung 

~ . _ _  d y  dZY .qt. ~ a  . . . .  y ~--- O, (2) X 2 d s y  + (q d r  a all-- 1) x d---xW d x  d x  3 

welche ausserdem dureh die mehrdeutigen Particul~irlSsungen 

*) Band 38 dieser Annalen, S. 586. (Die Ausdrficke f/Jr LI, L 2 , . . .  L, ,_I  
sind daselbst in G1. (26) und (33) angegeben.) 
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(3) 
(4) 
befriedigt wird. 

(5) 

x ~ - e ~ (  2 - -  O, a -  O + 1; x), 

Die Differentialgleichung 4 re" Ordnung 

d'~y ,l y 
+ ( ~ a + q r + a ~ + ~ + a + ~ +  1) x dx  ~ + ( ~ a r  ;~:;: . . . .  y = ( )  

hat einerseits die eindeutige Reihe 

r [_ .... 
(6) ~ ( 0 , 6 ,  "~ X,)~--- 1"~ 1.qav 1 .2 .q(q+l)a(a-~- l )r (v ' )71)  "-[- "" "' 

audererseits die Producte 

(7) x 1 - ~ ( 2  --  q, a --  q q- l ,  v --  q -{- 1; x), 

(9) x ' - ' ~ ( 2 - - r . ,  q -  v q-  1, a -  r q- 1; x) 

zu particul[iren Integralen (s. die erwiihnte Arbeit). Es gilt hierbei 
die Voraussetzung, dass keine der Constanten 

gleich ether positiven oder negativen ganzen Zahl oder glcich Null set. 
Man gelang~ nun zu LSsungen der Differcntialghfichung (2) in 

Gestalt bestimmter Integrale, indem man fiir y das Integral 

y = e" v - "  V d v  

einsetz~ und V als Function yon v dutch eine Differentialgleichmlg 
2 ter Ordnung bestimmt. Analog wird auf die Gleichung (5) die Sub- 
stitution 

fg ,  h" ! y = e ~ w -~ W d w  

angewendet. Die nnr yon w abh~ingige GrSsse W geniigt ether 
Differentialgleichung 3 t~* Ordnung yon der Form (2). Die auf diese 
Weise erhaltenen L5sungeu yon (2) sind Doppelintegrale, die LSsungen 
yon (5) dreifaehe Integrale. 

Die nachstehenden w167 2 - - 6  beziehen sich auf die Gleichung (2)~ 
die w167 7--9  auf die Gleichung (5). Es ergiebt sich, dass die obigen 
Reihen auf verschiedene Arten durch bestimmte Integrale darstellbar 
sind. Werden die bestimmten Integrale, die man mittelst der an- 
gefiihrten Substitution ~s LSsungen yon (2), resp. (5) finder, nach 
steigenden Potenzen yon x entwickelt, so treten Euler'sche Integrale, 
bezw. Integrale r, @, ~ (s. Band 35 dieser Annalen, S. 495) als con- 
stante Multiplicatoren der Reihen auf. 
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w 
Die Differen~ialgleichung (2) geht durch die Substitution 

c:o> y = ("~ ~-o V<~v, 

wo g und h zuni~chst als constant geIten sollen, und V eine Function 
yon v allein bedeutet, in die Gleichung 

e" x"-v -:-~ r d v  + (0 + ~ + l)  e~ x v - . - 2  V d v  
f'h x 

+ t  Od =o 
J ~  

iiber. Mi~ Hilfe der Formel der theilweisen Integration finder inan 

S,.._ 1. 
und durch zwehnalige Aliwendung derselben Formcl 

i h - -  _ , )  

I e" x--L v - ' -~  V d v  
J ~  v ~ 

I; 1._;,+.i, x ) = - -  x v -  ~-~ V + c "  ,v "~ <~(v-"-=d~ V) "=~< "='e~ ~It'v'~t { ,a(~- (~,e~ v) dr. 

Wird also durch M die Function 

(i,> ~ = / {x~-o-, -- <~ + (q + ~ + I) v-O V} V+v, g(v-~-Iv) 

bezeichnet, so folgt~ wie eiue kurze Rechnung zeigt, aus (2) die 
Gleichung 

(12> ~=~ e ~ v-o lv-3V -4- (O~q- 1) dv 

Mail definirt die Function V als ein Integral der Differentialgleichung 

d l V  d V  V ~ -  0 (13) v av= + (q - -  o + 1) av 

und unterwirft die GrSssen g und h der Bedingung 
(:4)  [ ~ ] , = , ,  - -  [ ~ ] , = ~  - -  o. 

Dann ist das bestimmte Integral (10) eine particulire L5sung der 
Differentialgleichung (2). 

:Nimmt man in (10) die Integra]grenze h als variabel an, so hat 

d y  die Gleichung man ffir --~- 

d y  _ ~ e ~ v - a - ~  V d v  -{- e ~' v -  a d h  
d x  ,=I~ " - d x  " 
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Hier versehwindet der zweite Summandus der rechten Seite, wenn 
man h ~ - ~  ex se~zt und unter r eine unendlich kleine positive reelle 

1 

ConstanCe versteh~. Denn neben der GrSsse e e, in welche der Factor 

e" far v ~ ~ ex fibergeht, kommen die negativen Potenzen yon e 
nicht in Betracht (V ist fiir v ~ 0 entweder stetig oder wie eine 
Poienz yon v unstegg). Ebenso zeigr man, dass die fiir ein con- 
stantes h geltenden Ausdrticke der hSheren Differentialquotienten yon 
y auch ira Falle h = --  ex in Kraft bleiben. Daher daft fiir h ,  und 
nicht minder fiir g,  ausser constanten Werthen auch der Werth - -  cx 
in (10) und (14) gew~ihlt werden. Da der Ausdruck M ffir v ~ -  ex 
verschwindet, so wird der Bedingung (14) durch die Werthe g----~h ~ - -  r  

gen~igr In der That ergeben sich die mehrdeutigen Hauptl5sungen 
der Differentialgleichung (2) aus dem Integral (10), wenn man als 
Weg der Variable v eine geschlossene Curve nimmt, die im Punkte 
- - c x  beginnt und endigt (w 4). Das eindeutige par~icuHire Integral 
yon (2) wird aus (10) dutch Anwendung unendlicher Werbim f[ir g 
und h erhalten. 

w  

Fiir die Differentialgleichung (13), in welcher die Constante 
@ -  a + 1 kurz dutch s bezeichne~ werden mSge, lassea sich ver- 
schiedene Lbsungen mittelst einfacher bestimmter Integrale angeben. 
Es sollen hier die zwei Ar tender  LSsung, welche in den AufsEtzen 
des Verfassers im 38 ten*) und in diesem**) Bande der Annalen ver- 
zeichnet sind, nach einander benutzt werden. Die HauptintegraIe der 
Differentialgleichung 

d * V  c~V V ---~- 0 v - - ~ + s  a~, 

lauten in Reihenform 

(15) 

und 

~(s ;  v) = 1 + 1~.~- + 1.~ . s ( 8 +  1) -t- "" ' 

(16) r 1 6 2  -~ 1 + , . ( 2 - s )  + 1.~(~-s) (3-s)  + , ' " "  

Nun ist nach dem erw~ihnten Aufsatze in diesem Bande (G1. (10) 
und (13)) 

*) ,,Ueber einige besondere Fille der linearen Dif~erentialgleichung 2 tot Ord- 
nung mit linearen Coefficienten", w167 2- -4 ,  S. 228--240. 

**) ,, Ueber vine specielle lineare Differentia|gleichuag 2 ~er Ordnung mit liaearen 
0oefiioienten", 8. 174. 
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f(o) ~' 
(17) e"  + "  u-~ a u  = ~(] - -  s) ~ ( s ;  v), 

f { ~  u - . ' d u ~ F ( s - - 1 )  v l - . ~ ( 2  s;v),  (xs) 
j --ev 

und nach dem Aufsatze im 38 ~'' l/ande (GI. (33), (21), (23)) 

(19) [.(o,,,o,~) e-~VZ'(u--v)T- '  du - -  = 2 ~ , - '  e - ~ . ' . ~ ( ' e - - ' e s )  ,~(s; v), 

1 --  /. 
f ~  - s  d U  (e2w+ = - -  r a  

V ;  J ~  
l 

= ( - - 1 )  ~ 2 / ~  ~ '  2 '~ v ~-~ ~ ( ~ - - s ;  v),  s < -:,- 

--~ au _--. I c_~v,,- (u_.v)-~ -~ du (21) j o  Vi, 

wo s die Integrale mit geschlossener Integrationscurve die auf S. 472 
des 35 ten Bandes dieser Annalen angegebene abgektirzte Schreibweise 
angewendet ist. Die bestimmten Integrale (17) his (21) ki~nnen dem- 
nach, als partieul~ire LSsungen der Gleichung (13), an Stelle yon V 
in das Integral (10) eingesetzt werden. In (20) ist angenommen, dass 

a d.h. der reelle Theft yon p - -  der reelle Theil yon s kleiner als ~-, 
1 kleiner als -~ sei. Diese Bedingung kann jedoeh immer erffillt werden, 

da die Differentialgleichung (2) symmetrisch in Bezug auf die Con- 
stanten 0 und # ist. 

Unter /i:(a, b) wird bier das Euler'sche Integral erster Art 

f 
~ 

E ( a ,  b ) =  u ~ - , ( 1 - - u ) b - ~  d u  

verstanden, w~hrend/i~--(a, b) und I=(a) die in Band 35 dieser Annalen, 
S. 510 und 514, bezeiohneten ([-Iankel'schen) Integrale sind. 

w 

Als Integrationsweg yon (10) mSge zun~chst ein yore Punkte 
J cx ausgehender positiver Umlauf um den Nullpunkt gew~ihlt, und 
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dieser Weg nach Fig. 1 aus der geradlinigen SLrecke yon ~ r bis ~, 
d e m u m  den Nullpunkt beschriebenen Kreise ~ und der 8trecke yon f 

bis - -  ex zusammengesetzt werden. Aus (10) 
. .x  entstehe~a dann, falls flit V die Integrale (18) 

:,." und (17) subs~ituirt werden (in denen s den 
///- "~,-"" Werth  ~ ~ o + 1 hat), die Ausdriicke 

�9 '" ~(o,-: - 
~ ~  (~) j . , :  ~--~ e~, +~ 

e / - - e x  tJ  - -~  

8etzt man ferner ftir V die [ntegrale ( 2 0 ) u n d  (19) ein, so gel~ng~ 
man zu den Doppelin~egralen 

(24) 
7(o) ~ : o  _ a--q 1 

,.e" v-"dv (e2r z a,. 

(~) d_~: ~-" ~ J~ ~-~w(~-~) ~-~-~ ~ Y~ 

Die Reihenentwickelungen der Integrale (22) bis (25) nach steigenden 
Potenzen yon x ergeben sich unmittelbnr aus der Formel 

u 

(~6) 3 - ~ :  :-~ {~o + ~, ~ + ~ :  + ~ :  + . . . }  ~v 

= x r  ~ ( - - ~ )  [eoW~-_F~ + ( ~ + 1 ) ( ~  +,~) + ( v + l ) ( ~ + ~ ) ( p + : ~ )  + ' " " ' 

welehe der Verfasser in dem Aufsatze ,Ueber  eine Gattung yon be- 
stimmten Integralen" *) abgeleitet hat. Fiir c o + c 1 v + �9 - �9 werden 
in (26) nach einander die Reihen substituir~, welche auf den rechten 
Seiten der Gleichungen (17) bis (20) stehen (die Constante p wird 
gleich 1 - -  Q oder 1 - -  o). Dann finder man fiir die Integrale (22) 
und (23) die Gleichungen 

(~7) 
{ f(o,: 

(~ f i v - a  dv e~'+Uu'~-~ -1 du 
z l  - - e z  j--ev 

, - -  ~(~ - 1) ~ ( ~ - -  ~) xl-e  ~ ( 2 - q ,  ~ - Q  + 1; x), 

(2s) 
( ( o )  e Io} e " v - ~  d v ~ a - ~ - I  d i s  

,.,, -ca j - ~  

*) Dieser Band, 8eih~ 171. 
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w~ihrend das Integral (24) in den Ausdruck 
1 

(29) ( - - 1 ; - e - u  a - - O + ~ ) x ' - r  ~(2--q,  a - - p + l ;  x) 

und das Integral (25) in den Ausdruck 

(30) 2~r162 x ~-~ ~(2 .... a, 9 - - a +  1; x) 

iibergehk Abgesehen yon constanten Factorea stimmen also die Inte- 
grale (22)und (24) mit der Reihe (3), die Integrale (23) nnd (25) 
mit der Reihe (4) iiberein. 

w 
Es mSge nunmehr angenommen werden, dass in (10) die Variable v 

yon dem unendlich enffernten Punkte der negativen reellen Axe aus- 
gehl und nach einem positiven Umlauf um den Nullpunkt zu - - o o  

In dieses integral, ffir welches man die abgekfirzte 

f(o> c-- ~ (31) v - ~  V d v  

hat~ wird an Stelle yon V wiederum ein particuliires Integral der 
Differentialgleichung (13) substituirt. 

Naeh Formel (11) des oben erwiihnten Aufsatzes ,Ueber eiue 
specielle lineare Differentialgleichung 2 L~ Ordnung etc." (dieser Band, 
S. 176) besteht~ wenn der reelle Theil ~ron s grSsser als 1 ist~ die 
zu (17) analoge Gleiehung 

f_§ ~+~ (32) e u-8 d u = r (1 - -  s) {~ (s; v). 
r162 

Ftir den Integrationsweg gilt hierbei die n~here Bestimmung, dass die 
Variable u, die im Uebrigen die imaginiire Axe durchl~uft~ den Null- 
punkt auf der Seite der positiven reellen Werthe umgehen soil. Man 
setze in (31) fiir V das Integral (32) und zugleicll flit die Constante s 
den Werth 0 -  a + 1 ein. Das hierdurch entstehende Doppelintegral 

gg 

(33) f (o) e~ v-" dv u,-e-1 du 

geht, wenn e" entwickelt wird, in die Reihe 

x x ~ ~v 

fiber, in weleher N, (fiir v ~ 0~ 1, 2, . . . )  das constante Doppelintegral 

- ~  = f (o) V -~-* d v 3 -  ~' eu ~ta-e - I  tlq~ 
e j r - -  ~ 

zuriickkehrk 
Bezeichnung 
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bezeichnet. Aus der Gleichung (21) der vorstehenden Abhandluug 
,,Ueber fiinf Doppelintegrale" (Seite 188 dieses Bandes, woselbst 
a ~ l - -  Q - - v ,  b = l - -  a ~ v  genommen wird) folgt aber 

2v, = ~ ( 1 - - q  - ~,) r ( 1  - ,, - ,,), 

under der Voraussetzung, dass die reellen Theile yon Q ~ 1~ a ~ 1 
und Q ~ a positiv sin& Indem man die letztere hunahme maeht und 
die Formel *) 

F(a) 
(34) r (a - -  v) = ( - -  1)" (a-- l)  (a--*2). . . (a--~) 

berttcksichtigt, erhi~lt man die Gleichung 

('~o~-~ r+-~ -~+,, 
, , - o  v ' d , ,  

(:~5) 
= ~ (1 - q)  ~ ( 1  - ~) ~ ( ~ ,  ~; x) .  

Das Doppelintegral (33) ist also gleich dem Product aus der Reihe (1) 
und einer constanteu GrSsse. 

Zu einer anderen Form der eindeutigen particul~ren LSsung der 
Differentialgleichung (2) gelangt mau~ wenn man in (31) ffir K das 
bestimmte Integral (20), unter Fortlassung einer Potenz yon - -  1, ein- 
ffhrt. Es ergiebt sich dann das Doppelintegral 

f(o) x j~o~ 1 (a6) e ~ v - .  dv (e*~ + e - 2 ~ )  (v - u f  - e - v  d~- 

# f welches sich durch die Substitution u.-~ v u ,  d ,  = v d u ,  in den 
Ausdruck 

i "  fo (~ v-Odv ( e ~ y i , % ~ t . e _ ~ V ~ ) ( l _ u , ; - e - - r  d~," 
gg 

X 
Wird e ' - -= I - ~ - - F - ~ ' ' '  gesetzt, so ents{eht hieraus verwandelt. 

die Reihe 

x x* 
.~o + .P~ T + �9 �9 �9 + .P,,~., + �9 � 9  

in der P,  die Constante 

- -  1 

bedeutet. Durch Einfiihrung der Variable u = -f- F '~  erh~ilt man dann 

F(o) f'(e~,V;+e-~,)a) ( l _ , ~ )  " - ~ - ~  d , .  P~ = 23_ v-~-" dv 

*) Band 35 dieser s Beite 515. 
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Mithin ist die Formel (24) der vorstehenden Abhandlung (Seite 191 
dieses Bandes) anwendbar, aus der, unter der Voraussetzung, dass die 

1 reellen Theile yon Q --  1 und ~ --  (~ -4- ~- positiv sind, 

, ) P , , =  2~+*- , , - ,  ~ ( Q - - -  ~ + ,,, ,, .... o + - ~ ,  ~ (2  - 2~, - ~ )  

folgt. Da nun ftir das Euler'sehe Integral erster Art die Reductions- 
tbrmel 

(37) E ( a  --}-- 1,, b) . . . . . . .  a (a ~- 1) . . .  (a n t- v -- 1/ 
(a -4- b)(aLiL-b-2~--i)-._-. (a2C-b -{--~/-- l) l~ '(a '  b) 

gilt,  und F ( 2 -  2 0 - - 2 v )  sich naeh (34) umtbrmen lasst, so fiadeg 
man (nachdem einige Factoren sich fortgehoben haben) /)~ gleich dem 
Quotienten 

2 2 0 - l ' E (  0 '2'1 a _ e  7t_ ~ ) ~ ( 2 ~ 2 0  ) 
1),__-- 0(e-~- 1 ) . . .  (ent-v - - i ) 6 ( a - ~ - l ) . . .  ( a - l - - v  - -  1) 

Auf diese Weise entsteht ftir das Integral (36) die Gleichung 

(38) 
f f,o (o) : ~  (l~ ( : v ~  + ~ ~.v~) (v - -  ~0 "-~'-~ d u  

r --oo V ~  

- -  2:-'e- 1 E(~ - -  1 

w  

Es sollen noch zwei weitere Doppelintegrale betrachtet warden, 
die sich yon der Rathe (1) nur (lurch das Hinzutreten constanter 
l?actoren unterscheiden. Das erste derselben ist das Integral 

(39) 

- -  ! 

d ~  do //u ' 
�9 I welches dutch die Substitution u ~ v u ,  d u  ~ v d u ,  in den Ausdruck 

o, -~ dv f e -eg'~-/%' (1 u,)~ du" (40) ~ ~ v-e . . . .  
,,, ~ d o  y~,' 

iibergeht. Die Variable v soll in (39) und (40) einen Weg durch- 
laufen, der im unendlich entfernten Punkte der positiven reellen Axe 
beginnt und nach zweimaliger positiver Umkreisung des Nullpunktes 
zu dem genannten unendlich fernen Punkte zuriickkehrt. Man setze 

X 

X 
in (40) e ~ -~-1-~- v ' 4 - ' ' "  und definire @ als das Integral 

M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n .  XLI .  14  
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- -  1 j~(O,O) fl _2}/~r~(1 , a--~-~ d ~' 
Q , - -  v-o-,  d ~  - -  u ~ y~,- 

(fiir ~-----0, 1, 2 , . . . ) .  Dann ist das obige Integral gleieh der Reihe 

X X ~ 

Q o + 9 , u  + . . . +  9,~+ . . . .  

Durch die Substitution q - ~  ~ u verwandelt sieh aber Q,, in den 
Ausdruck 

r io ,  o) ~ 'e -~"~ (1 ' Q~ = v-Q -~ d v _ _  lt2; - e -  T d u,  
do 

der nach Formel (28) des vorstehenden Aufsatzes (Seite 193 dieses 
Bandes), unter der Voraussetzung, dass die reellen Bestandtheile yon 

a mit dem Werthe 0 ~ 1 und a ~ 0 -q- ~- positiv sind, 

1 1 ~ + ~ . - ,  ~-~.,~ ~ (~  ~ ~- ~, ~ -  ~ + v ) r ( ~  - ~ - ~ )  

idengisch ist. Hieraus folgt, dass Q, aus dem im vorigen Paragraphen 
behandelten Integral P~ entsteht, wenn letzteres mit e-~'ie multiplicirt 
wird. Das Integral (39) ist also gleich dem Producte 

2~r ~ e._~nie .E ( o  1 - -~, ~ - ~ + ~-) e (2  - ~ )  ~ ( o ,  ~', x). 

Es soil mmmehr yon der Annahme, dass der reelle Thcil yon 
1 

a --  (~ + ~ positiv sei, abgesehen werden. Dann kann man start des 

Integrals (40) das analog gebihlete Integral 

- -  1 

tT(~176 ~ l ( ' ) e _ ~ V ~ ( 1  _ , ) " - o - T  V~ (41) J~ e" v-edv du" 
,2o 

anwenden, in welehem die Variable u '  yore Nullpunkte aus einen 
positiven Umlauf um den Punkt 1 ausftihrt. Der Weg yon v is~; der- 

selbe wie in (39) und (40). Das Integral (41) liefert, wenn e ~ ent- 
wickelt wird, die Reihe 

in der 

X X ~ X ~' 

~o + ~ T + ~2 ~ + �9 �9 �9 + ~,, -;5- + " " ", 

- -  1 

- I  /;'" v; ~, - -  v - o - "  d v  e - -  d u '  
j ~o ,..10 

gesetz~ ist. Der Werth yon ~ ,  ergiebt sieh aus der Formel (33) tier 
vorstehenden Abhandlung (Seite 196 dieses Bandes). Denn wean man 
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+ ~ = u substituirt, so umkreist aueh u, yore Nullpunkte aus, den 
Punkt 1 im positiven Sinne (cfr. Seite 195 dieses Bandes), so dass 
die Gleichung 

f (o,  o)  ~) 
~,, ~ 2 v - e - "  d v  e - ~ " V ;  (1 --u2) 'r-~-ff du 

joo ,2o 

erhalten wird, Folglich is~ nach der angefiihrten Formel 

,~, (,,-3e-~) 1 1 

1 Ftir die GrSsse ~(Q = q- v, a -- O + -~) wird die Reductionsformel 

(Band 35 dieser Annale~, 8. 511) 

-- a ( a . . ~ - l ) . . . ( a + v - - 1 )  .~ (a ,  b) 
E ( a  .3~ - v,  b)-'~- (a+b)  (a+b~t_-i) . .  .-(aU~.~+~ _ l) 

benutzk Dann finder man f i r  das Integral (41) die Gleichung 

0,0) -~ d ( 1 )  1 
f (  e v-e dv e-2V 7/-~ (J - -  d_u 

1/u" (43)  . :  

----- 2 2 ~-= e ~ (O - -  6 + - ~  v,  - q  I) 

in welcher der reelle Theft der Constsnte t a -  1 als positiv voraus- 
gesetzt ist. 

Die in w167 4 und 5 abgeleiteten particuliiren Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (2) ergaben sich aus dem Integral (10), indem in 
letzteres particuliire LSsungea der Differenfialgleichung (13) an Stele 
yon V substituirt wurden. Man bemerke, dass dies yon den Integralen 
(39) und (41) nicht gilt. Diese Integrale entstehen aus (10), wenn 
man fiir V die Function 

1 

f " e - ~ g  7' (v - u) " - e -  ~ au (44) 

resp. die Function 
- 1 

(45) f ' "  -- = ( - ' - Y  == 
d o  1/i  

einsetzt und die Variable v den oben bezeichneten Integrationsweg 
durchlaufen liisst. Die Ausdrticke (44) und (45) geniigen abet nicht 
der Differentialgleiehung (13) 

~t~ V V ~ O~ v -a%-r + (o  - -  a + 1) dye, 

14" 
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sondern einer Differentialgleichung yon der Form*) 

d~v V =-  z(v).  (46) v dv~ "[- ( q - a +  1) ddvV 

In der That l~sst sich das in w 2 angegebene Verfahren damn aus- 
dehnen~ dass die Gleichung (13) durch die Gleichung (46), in tier 
2:(v) irgend eine Function yon v bedeutet~ ersetzt wird. Man hat 
dann, wie aus (12) fblgt~ start der Bedingung (14) (lie Bedingung 

f *  

(47) [-~3o=,, - [~ /~ ,=~ + ~ e ;  v-" z ( v ) d v  = o 
t /g  

zu nehmen. Es iindert sich also nur die Gleichung, welche sich auf 
die Grenzen g~ h des Integrals (10) bezieht. 

w  

Man geht nun dazu tiber, die in (5) angegebene Differential- 
gleichung 4 ter Ordnung 

x~ d'y + (~ + ~ + ~ + 3) x ~ d ? ~  
d x  t d x  s 

d ~ y  d y  
+ ( Q ~ - 4 - ~ - t - o ~ + q + a +  ~ + l) x -h-~ + ~a~ -dx - -  y = 0 

zu behandeln. Dieselbe gestattet eine ~hnliche LSsung durch bestimmte 
Integrale wie die Differentialgleichung (2). Durch die Substitution 

s x 

(4s) y =Jg,  e 
wo W nur yon w abh~ngen soll, nimmt die Gleichung (5) die Form 

e ~ x 3 w - ~ - ~ W d w + ( o + a - [ - , ~ + 3  , e '~ x 2 w - - ~ - ~ W d w  

X )js + ( 0 a + O ~ - f - a ~ - t - 0 - [ - o + ~ + l  , e ;  x w  - ' - 9  W d w  
~g 

_lt_ ~ w W ~  ~ \ W 1) 

an. Indem man die Formel der theilweisen Integration auf den ersten 
Summandus dieser Gleichung dreimal, auf den zweiten zweimal, auf 
den dritten einmal anwendet (cfr. w 2), finder man 

[M,•=•,. 
~'l; ~- { w'~ . . . . .  

J~=g, ~ , j  g, e u' w - ~  

wo unter .M' der Ausdruck 

d a W  ., d 2 W  aw~ + (o'+ ~'-t- 1)w-a~z- 
-{-O'o' d w  W 

dw 

d w  ~ O, 

*) Man vergleiche w 2 der Abhandlung des Verfassers .Ueber einige be- 
sondere F'~lle der liuearen Differentialgleichung 2ter Ordnung mit linearen Coeffi- 
cienten", Band 38 diescr Auualen, Seite ~ 
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(49) M ' - ~ _ e  ~ d w  2 
d W  +(o + l ( . -  + J]w) w +  -dw-I 

and unier Q', a '  die Constanten 

(50) ~ ' - - o - -  ~--k 1, ~ ' = ( ~ - - ~ :  + 1 

verstanden werden. Die Function W sei pun ein particuliires Integral 
der Differentialgleichung 

(51) w~ d ~ w  ~, cz~w ,(~, d w  W = O. ~ + ( e ' +  + l ) w  d~,, Fq dw 

Zugleich mSgen die Gr5ssen g', h'~ fiir welche man nach w 2 en~weder 
Constante oder den Werth - - r  setzt, die Bedingung 

(52) [~'1~=,,, - -  [M']~=~, = 0 

befriedigen. Dann genfigt das bestimmte Integral (48) der Differential- 
gleichung (5). 

Die Gleichung (51) entsteht aus (2), wenn man 0", a', w, W start 
p, ~, x, y schreibt. Also kann man ffir W Doppelintegrale yon der 
Art, wie sie in den vorstehenden Pamgraphen erhalten wurden~ sub- 
stitairen. Der Ausdruck (48) geht hierdurch in ein dreifaches Inte- 
gral fiber. 

{}8. 

Um zu den mehrdeutigen Hauptintegralen der Differentialgleichung 
(5) zu gelangen, liiss~ man in (48) die Variable w den in w 4 (Fig. l) 
erwiihnten Integrationsweg durchlaufen, der im Pankte - - e x  beginnt 
und endigt und den Nullpunk~ im positiven Sinne umkreist. Man 
bildet also das Integral 

(sa) f 0, 
d - - r  

Werden hierin ftir W die zu (22~ und (23) analogen Doppelintegrale 

'~ /~ ( o )  - 
(0) j q2 T M  U a -~ - I  

(O) e v V v - a - 1  d v  e u ~ a - Q - I  (~$~ 
(55) o - ~  r  

eingese~zt~ so entstehen die dreifachen Integrale 
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(56) / '~  f ,iv ( ,o, r 
J - -ex  d- -ew ,.,,' - e v  

/ - / (0) ( ( o )  (o) 
(57) dw dv r du,  

d - - e x  ,_ / - -e ,u ,  j - - ~  

in denen q) die Function 

(58) ~) ~ -  e ~ w -~ e ~ v ~-~-~ e ~ u~162 -~ 

und r (wie in w167 3 und 4) eine unendlich kleine positive reelle Con- 
stante bezeichnet. 

Zur Entwickelung der Integrale (56)und (57.) nach steigenden 
Poteuzen yon x wird wiederum die Formel (26), in welcher w an die 
Stelle yon v tritt, benutz~. Nach Berticksichtigung der Gleichungen 
(27) und (28) (mit 0', a', w stat~ O, a~ x) finder man ftir das Integral 
(56) den Ausdruek 

(59) r  F (0 - - a )  F(0 --  z) x'-r ~ ( 2 - - 0 ,  o - -Q- I -  1, v.--O.-~- 1; x) 

und fiir das Integral (57) den Ausdruck 

(60) ~ ( ~ - 1 )  r ( ~ - - q )  t ( ~ - ~ )  x~-~ i ~ ( ~ -  ~, q - ~ +  1, ~ - ~ +  1; x).  

Reihen derselben Art, die sich yon (7) und (8) nur dutch const&nte 
Factoren unterscheiden, ergeben sich, wena in (53) fiir W die zu 
(24) und (25) analogen Doppelintegrale substituirt werden. 

Man erhiilt ferner dreifache Integrale, die, yon einem constanten 
Factor abgesehen, in die Reihe (9) iibergehen, indem man fEir die GrSsse 
W in (53) eines der Doppelintegrale nimmt~ welche die eindeutige Haupt- 
liSsung der Differentialgleichung (51) darstellen (w167 5 und 6). Es 
sollen bier zwei der beziiglichen Ausdrticke angegeben werden~ bei 
denen far W nach ein~nder das zu (33) und das zu (41) analoge 
Integral gew~ihlt ist. hus den Formeln (26), (35) und (43) folgt 

(6~)  

und 

~:, , J - .  dr  J _  | r du 

f-(o) f(o,o) ~1) (62) dw dv V du 
e z  j ~  , . ]0  

wo uater (b die Function (58), unter V die Function 

-"- ~ o--q z t 
(63) V-~. e~w-~e  ~ v~-e-1 e - ~ V V ~ ( l _ u )  ~ u e 
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und unter ~ die Constaute 

-~,(so-o-2~+{) 

verstanden wird. In (61) sind die reellen Theile yon 0 -  ~, q -  ~, 
- - %  in (62) der reelle Theil yon ~ -  r als positiv vorausgesetzt. 

{}9. 

Ftir das Integral (48) soll schliesslich ein Integrationsweg gew~ihl~ 
werden, der (wie der Weg yon v in (39), (40), (41)) seinen Anfang 
und sein Ende in dora unendlich entfernten Punkt der positiven reellen 
Axe hat und einen zweimaligen positiven Umlauf um den Nullpunkt 
enthiilt. An Stelle yon IV wird wiederum ein Doppelintegral nach u 
und v eingeffihrt; jedoch soll fiir v ein iihnlicher Integrationsweg zur 
Anwendung kommen, wie fttr das Integral (17) des Aufsatzes ,Ueber  
eine Gattung yon bestimmten Iutegralen '~*) angegeben ist. Es seien ct 
und % die Producte 
(64) r ~ r e-i~, % "-- r e;~, 

in denen z eine reelle, zwischen ,-~ und ~ liegende Constante,  u n d c  

wiederum einen unendlich kleinen reellen positiven Werth  bedeutet. 
Man betrachtet ,  indem man f2 die Function 

x ~o 1 1 

(65) g ~--- e ~ w -~ e" v ~-~ e -~V~ (u --  v)" r  u " 

nennt, das dreifache Integral 

(66) J ~  r 1 7 6 1 7 6  dw j i '~ 'dvfo ~ d u ' e , ~  
das sich, abgesehen yon einem constanten Factor,  als identisch mit 
der Reihe (6) erweist. Der Weg der 
Variable v mSge, ftir einen beliebigen 
der vorkommenden Werthe yon w, nach 
Fig. 2 aus einer geradlinigen Strecke yon 
el w bis zum Punkte mi, einem Kreis- 
bogen m I din2, welcher in positiver 
Drehungsrichtung durchlaufen wird,  
und der geradlinigen Strecke yon m 2 
bis zum Punkte %w bestehen. Die 
beiden genannten geraden Wegstrecken 
bilden mit der Verbindungslinie der 
Punkte 0 und w den stumpfen Winkel u. 
Man setzt in (66) die reellen Theile 

der Constanten 0 -  1 und 

s 

s 

F i t ; .  2. 

1 
- - p - ~ - - ~  als positiv voraus. 

*) Dieser Band, Sei~c 172. 
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Das Integral (66) nimmt durch die Substitution 

U : V l l :  I)WlI~ 

du  ---value-- v w d u ,  

V = W t ) ,  

dr---- w d ~  
die Gestalt 

x 1 1 ,f-- e ~ w-ed~ e ~ ~'-r (1I-- 1) ~-e--ff du 

a~ 

x 
an. Wird hierin e ~ : 1  + ~ - + . . .  gesetz~, so hat man fiir das 

Integral (66) die Entwiekelung 

(67) 
1 

~ ~ + A ~ ~" (-- i )  IAo+ A,T 2 i..~ -F"" H-A" ~T., + " " } ,  

woselbst A, (fiir v = 0, 1 , 2 , . . . )  das eonstante dreifache Integral 

f (O, o} St x l 'e~ -~- q_x e - e  ut/-ff'ff~ - q - ~  d n  w - o - ,  dw e d~ (l  - -  u 

bezeiehnet. In A, wird die Variable ~ v - ~ - + / / w  eingefiihrt, welehe 
den Nullpunkt einmal umkreist, wenn w zwei Uml~iufe um denselben 
macht. Nennt man 

(6s) 
1 1 1 

~" ~ 2wt-'~e - ~  e V ~-e--~ e - ~ V ~  (1 ~ u) " - e -  ~ u '~ 

so ergiebt sieh fiir A, der Ausdruck 

(69) ~ o) Zr,, SI A~ = dw d~ Q" d u. 
, . ) ' ~  

Die Rechnung, durch welche man den Werth des letzteren Integrals 
ermittelt, ist derjenigen analog, die in w 4 der vorstehenden Ab- 
handlung ,,Ueber fiinf Doppelintegrale" angestellt wurde. Man iindert 
die Integrationsfolge, indem man zeigt, dass naeh ~ zuerst integrirt  
werden dart'. Zu diesem Behuf soll zuniichst bewiesen werden, dass 
die zu u ~ 0 und ~) -~- 0 benaehbarten Integralelemente nur einen 
versehwindend kleinen Beitrag zum Werthe yon h~ liefern. Es seien 
(~ and e zwei endliche, jedoch tiberaus kleine positive reelle Constante, 
und ~1, ~2 die Produete 

~1 = a e - ' 4 x  ~ e  i z  

wo unter x die in (64) genannte (zwischen -~- und = ]iegende) Con- 

stante verstanden wird. Die drei Integrale 
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~ d 1t) d 1) d t t ,  

c<o> S., S , 

e . , ] ~  

enthalten diejenigen Elemente yon A~, in denen u oder ~ unendlich 
klein ist. Indem man ( ~ , ~ , ~  in ihre einzelnen Bestandtheile zer- 
leg~, kann man nachweisen, dass sie mit 6, 
zugleich beliebig klein werden. 

In dem Integral (69) sowohl als in dem 
Integral @ durchlfiuft die VariAble v einen 
W e g ,  der nach Fig. 3 aus den Abschnitten 
r m~ , m t ' l m  2' und " ' m~ ~:2 gebildet wird. 
Bezeichnet man rood. t~ dutch r u n d  setzt 

~ r e ~ ,  so folgt 
1 1 

e~- == e- 7 (co~ a -- i sin #)  

Auf den geradlinigen Strecken elm( und 
# �9 

m~ez ist cos@ negativ ( O = - - x  auf r m~, 

4 ~ 

l " ig .  3. 

# 

@~---f-x auf m2r 
I 

daher nimmt e ~ nur endliehe, resp. unendlich kleine Werthe an. 

Ebenso ist der Werth yon e-~l'V ~ hier stets ein endlicher. Denn 

T + i sin T ) '  und folglich aueh in //'it~ ist tier 

reelle Bestandtheil positiv (da " < ~ ~ )  _ 2 = - ~ - =  < , so dass ffir grosse 

positive reelle Werthe yon u~ die GrSsse e-2"~V ~ sich der Null n~hert. 
Das in @ vorkommende Doppelintegral 

1 1 1 

e u t~-c-'~dt~ e-~'"r '~(1 - -  u) ~ ~ tt 2 du 

ist demnach fiir ein genfigend kleines $ kleiner als jede angebbare 
Zahl. Dieser Sehluss fibertr~i~ sich auf diejenigen Bestandtheile yea 
@, bei denen naeh ~ fiber endliche Wegstreeken integrirt wird. Es 
bleibt fibrig zu zeigen, dass wenn p irgend eine positive reelle Zahl 
ist, das Integral 

~'d Q'  du @ ' =  dro v 

mit $ zugleich beliebig klein wird. 
In @' ist, wie aus den obigen Bemerkungen folgt, rood. e-~l~'V ~ 

kleiner als 1, da tier reelle Theil des Exponenten das negative Vor- 
zeiohen hat. Setzt man 
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e = ot + iq2, a = a t + i n 2 ,  z = z t + i z 2 ,  

wo qt~ 02, at~ a2, zt,  z~ reelle Zahlen bedeuten, so wird 

[( , 1] 
rood. l - - u )  " = ( t - - u )  , rood. [m~-~e-e~] ~ - -  ~ - ~ ' - ' ~ "  ? 

denn 1 -  u und ~v sind reell and positiv. Ferner ist 

und 
rood. = mod. = e ~ 

rood. C~--e -1) - -  rood. (r~-r  -1  e[~-('-al ~ ' )  = r~,-e,  - 1  e - S ( ~ - (  '~ 

Ftir die zu integrirende Function in (~' gilt also die Ungleichheit 
1 1 1 
-- col,~- ~(r ~  2 Z 

mod. Q' < 2~t)t-2e '-~" e" r+ , -+ , - t ( t - - t t )  tt . 

Es sind nun die eiazelnen Absehnitte des Integrationsweges yon t) zu 
~' t l l unterseheiden. Es sollen dureh @j, 6J~, 6_tz die Theile VOI1 '(~ , welehe 

�9 �9 t �9 den drei Strecken ct m t ,  m t  l m  2 , m 2 % des Integrals nach ~ entsprechen, 
bezeichnet werden, so dass 

- .  ! 

g 

ist. Fiir das Integral ~t~, in welchem , die Werthe r e  - ~  (yon r = e 
his r = l) durchliiuft, besteht die Ungleichheit 

(~j" < e ~(~-~) ~3~ ~.g ~e -;r176 r ~,-e,-~ dr ,  rood. 

wo ~3 und ~) die GrSssen 

f ~  2p2--2 q~-2 v 
~ p  2 e t + 2 v - - 2  ' 

l 

f o  d _ _ = (I - -  u) ~ d~ 

bedeuten. Die rechte Seite der le~zteren Ungleiehheit geht,  wenn 
dutch - - z  ersetzt wird, in einen Ausdruck fiber, der grSsser als 
rood. C~' ist. Nun sind sowohl ~ und @(~,-e~) aIs auch das Integral 

f t  -I co~ x 
e r ~.r d ~/' 

(in welehem die zu integrirende Function an der unteren Grenze ver- 
schwindet) endliehe Werthe. Andererseits findet man ftir ~) mit Hfilfe 
des 8atzes yore MiCtelwerth die Gleichung 

1 1 

---- ( t  - -  , r )  ~ f ' ~  _~.'L = 2 ,~  ( i  - -  O").,-e,- : //~ -, 
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in der 0 < d ' <  d ist. Demnaeh nehmen ~ und folglich aueh 
rood. | und rood. | mit 8 zugleieh bis zur Null ab. Dasselbe gilt 
yon der .GrSsse @~'. Da in @/ 

~ le ~ ,  d v  ~ l i e  a~ d ~  

zu se~zen ist~ so ergiebt sich die Ungleichhei~ 

1 
f x  oos~- (~2- r ~ rood. @2' < l~,-e, ~ ) , ] - ~  e ~ d~,  

deren rechte Seite wiederum den Factor ~ enth,il6, w:,ihrend /~,-e,, 
und das Integral nach ~? endliche Gr5ssen bezeichnen. 

Es ist somit bewiesen, dass das in (70) genannte IntegrM @ einen 
zu vernachl~issigenden Werth hat, sobald fiir (~ eiae geniigend kleine 
endliche Zahl gewiihlt wird. 

Man kann ferner leicht zeigen~ dass die GrSssen Y2~ und f2~ be- 
liebig klein werden, well die in ihnen enthaltenen IntegrMe nach ~) 
diese Eigenschaf~ haben. Ffir posit~ive reelle vJ ist auch bier rood. e-z~,V ~ 

kleiner als 1, so dass analoge Schltisse wie bet @1' und @3' angeweude~ 
werden kSnnen. 

In dem Integral (69) sind die unendlich kleinen Werthe yon u, 

1 in denen ~o resp. ~, noeh als unendlich klein gegen die Werthe ~-, 

unendlich gross wird, anzusehen, da nach ~ zuletzt integrirt werden 
sell. Dieses Verhiiltniss kehrt sieh urn, falls man die In tegrations- 
folge in der Arl iinder~, dass die Integration nach ~ zuerst ausgefahrt 
wird. Aus dem Umstande, dass die Ausdrticke 63, P)~, @z beliebig 
klein sind, geht indessea hervor, dass der genannte Wechsel in dem 

keinen gegenseitigen Verh~ltnis der unendlich kleinen GrSssen u~ ~, -m- 

Einfluss auf den Werth des Integrals A, austibt. 
Liiss~ man in (69) die zu vernachliissigenden Bestandtheile @, �9 �9 

fort, so enlsteht fiir A, der Ausdruck 

$1 
(71) A, - - ] ~  ,3o, 

Hierin ist die zu integrirende (in (68) angegebene) If unction fi '  i~r 
alle Werthe yon u~ ~ re stetig. Nennt man ferner lh, u:,  bezw. 
~)J, ~2 und v01~ re2 beliebige Punktepaare der obigen Integrationswege 
yon tt, ~, ~ ,  so erh~lt man bet dora Uebergang yon den Argumenten 
ttl, ~ ,  ~vl zu den Argumenten ~12~ ~ ,  ~ einen und denselben Werth 
~'(u2~ ~h, ~2)~ ohne Riicksicht darauf, in welcher Reihenfolge die 
Gr'6ssen u, ~, ~v variiren. Da ausserdem die Integrationswege fest- 
stehende sind, so kann auf Grund der vorangegangenen Rechnungen 



216 L. I'OCHliAMMI~I~. 

die Integrationsfolge gegnderfl werden. Indem man zuerst naeh to 
integrir~, gewinnt man aus (71) die Gleichung 

A v ~  8'e~ ~)~-q-a cl 1 - -  I t)a-e- ~ du (o) e_~Vff_ ~ Ilfl-~r -9" dro. 

Es werde nun an Stelle von m die Variable t durch die 8ubstifution 

t d~l) ~ dt 

eingefiihrt. Da u reell und posit ivist ,  und t~ ~---re ,~ gesetzt wurde, 
so beginnt und endigt der Weg der Variable t in dem unendlich ent- 
fernten Punkte 

, 9 i  

lim (se-g), 
(,-----oq 

welcher kurz dutch q' bezeichnet werden soil. Das Integral naeh iv 
geht, weil aueh t den Nullpunkt einmal im positiren Sinne umkreist, 
hierdurch in den Ausdruck 

(o) r ~101-~e-2, ~ d~o --" (41t ts)q+"-* ~ '~  tl-'ae -2~ d t  
r 

fiber. Die Verbindungslinie der Punkte 0 und q' bildet mit der posi- 
riven reellen Axe einea spitzen Winkel; denn es ist 

.2 =_T__<T und - ~ - < x < ~ r .  

In Folge dessert wird die Formel (13) des Aufsatzes ,Bemerlnmgen 
fiber das Integral F (a)"*)  anwendbar, welche fiir das lntegral nach t 
(obwohl die Grenze q' yon ~ abhihtgt) den constanten Werth 

~o) e --t t l -~e  - ~ ,  d t  --~ e-~'~ie F ( 2  ~ 2Q - -  2~,) 

ergiebt. Also ist 

& = 2~o+ ~'-~ e-~"'o F('2 - -  20  - 2v)  "e ~ ~+ ' -~  d~ 

3 1 

y2 
1 e+7'--ff o -  c -  

a ( 1 -  u) -r d u ,  

woselbst die Integralgrenzen 8, e~, ~2 wieder durch 0, e,, e2 ersetzt 
werden ldJnnen. Das Integral nach ~ hat gemiiss der Formel (16) 

*) Dioser Band, 8. 162. 
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der soeben genannten Arbeit ,,Bemerkungen etc." den Werth Y(I--v--v), 
und das Integral nach u ist das Euler'sche Integral 

( , ,) E e - { - v - ~ ,  a - - o + ~ .  

Folglich besteht, unter der Annahme, dass die reelleu Theile yon 
t p -- 1 und a -- 0-[- y positiv sind, die Gleichung 

(72) A, = d~ dr, dxt 
e.]O~ j e ,  

in der Q' die Function (68), und el, e., die unendlich kleinen Grlissen 
(64) sind. Durch Benuizung der Reductionsformeln (34) and (37) 
finde~ man dann 

2 ~e-~ e-2'~ir V(2-2q) F(I --~)E(o 1 

h " : ~  q(Q--]-l)...(@-it-v--1) a(a--it--l)... (a-]-v--1) ~:(v-{--1)... (v-~-v--l) 

Wird dieser Werth in die Reihe (67) eingesetzt, so ergiebt sich fiir 
das in (66) genannte Integral die Gleichung 

i d _ dw dv Q du (73) 
W 

----q' x), 
wo unter q '  die Constante 

1 ' 

und unter Q die Function (65) verstanden wird. 
Das auf der linken Seite yon (73) stehende dreifache Integral 

1 mSge, wenn tier reelle Theil yon a --  • ~t. ~ negafiv oder gleich Null 
ist, dutch alas Integral 

dw dv ~ du 
j r d e ,  w 

ersetzt werden, welches sich yon dem erstgenannten dadurch unter- 
scheide~, class die Variable u, yore Nul~punkte aus, einen positiven 
Umlauf um den Punkt v ausftthr~. Wird das Integral (74) in eine 
Reihe yon tier Form (67) entwickeIt, so kSnnen ffir die Coefficienten, 
in Bezug auf die Umkehrung der Integlationsordnung, dieselben 
Schlttsse wie fiir das Integral (69) angewendet werden*). Man erh~lt 

*) Man vergleiche auch w 5 der vors~ehenden Abhandlung ,,Ueber tfinf 
Doppelin~egrale." 
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auf diese Weise~ unter der Voraussetzung, dass der reelle Theil yon 
Q -  1 positiv ist, ffir das Integral (74) den Ausdruck 

~" ~(o,  ~, ~; ~), 

in welchem ~" die Constante 

~"=.  2~e--~ ~-,,~,~(~ 2~)~(:-~)~(~- ~ ~+~) 
bedeutet.*) 

K ie l ,  im Jtmi 1891. 

*) Man vergleiche auch die Abhandlung des Verfassers ,,Ueber die Reduction 
der Differentialgleichung der Reihe ~(Qt,  r �9 �9  O~,-1; x ) "  im I10 e*. Bande des 
Crelle 'schen Journals. 


