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7.
Uber die Differentialgleichung, welcher die Reihen
1+2¢+2¢°+24° | etc.,
299+ 27g"+2Yg"+ ete.
Gentige leisten.
(Von Herrn Prof. C. G. J, Jacobi.)

Die Aufgabe, eine gegebene Function durch eine Differentialgleichung zu
definiren, ist im Allgemeinen eine unbestimmte, weil man mittelst der Gleichung,
welche zwischen der Function und der unabhiingigen Variable Stait findet, die
Differentialgleichung auf unendlich viel Arten abéndern kann. Aber diese Auf-
gabe wird bestimmt, wenn die Function keine algebraische ist, die Differen-
tialgleichung aber, wie stillschweigend vorausgesetzt zu werden pflegt, eine
algebraische Gleichung zwischen der unabhingigen Variable, der Function und
ihren Differentialquotienten sein soll. Unter allen Differentialgleichungen dieser
Art, welchen dieselbe Function Geniige leistet, wird eine die niedrigste Ord-
nung haben, und die ibrigen durch Differentiation ergeben. Von dieser soll
allein im Folgenden die Rede sein, wenn man von der Differentialgleichung
spricht, welcher eine Function Geniige leistel. Macht man diese Gleichung
rational und befreit den Ausdruck, welcher =0 wird, von Briichen, so be-
stimmt die Dimension, auf welche der hochste Differentialquotient in diesem
Ausdrucke steigt, den Grad der Differentialgleichung.

Es giebt aber im Allgemeinen kein Mittel, um zu erkennen, ob es eine
solche endliche Differentialgleichung zwischen der Function und der unabhin-
gigen Variable giebt, oder wenn man irgend woher wiifste, dafs es eine solche
giebt, um dieselbe aufzufinden. Nur wenn die Function einer linedren Diffe-
rentialgleichung Geniige leistet, hat man einige allgemeine Vorschriften, dieses
zu erkennen, und die Differentialgleichung selber zu bilden. Wenn man z.B-

die Reihe
y =142¢+2¢' 1241 ele. .
betrachtet, deren Bildungsgesetz so einfach ist, so giebt es doch trolz dieser
Einfachheit kein Mittel, um aus der Natur dieser Reike selber zu erkennen,
ob sie durch eine endliche Differentialgleichung, d. h. durch eine algebraische
Crelle’s Journal f. d. M, Bd. XXXVI. Heft 2. 13
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Gleichung zwischen ihr selbst, der unabhingigen Variable und ihren Differential-
quotienten definirt werden kann. Und wenn es moglich ist, mit Hilfe der
Theorie der elliplischen Functionen eine solche Differentialgleichung zu finden,
wie complicirt und indirect sind die dazu nothigen Betrachtungen! Man mufs
zuerst zeigen, dafs man die beiden Grofsen y und ¢ durch eine dritte Variable
. mittelst der transcendenten Gleichungen,

V 2/*”}/ 1—/» sin®g)}?

7 dep
1 J ;/(cos go-}—l» sin® @)

/ Y=k Ic sin® @)

ausdriicken kann. Wie sehr man auch bei der Mannigfaltigkeit der Methoden,
welche die Theorie der elliptischen Functionen darbietet, den Beweis dieses
merkwiirdigen Theorems abkiirzen mag, so wird derselbe doch immer eine lange
Kette subtiler Schliisse erfordern. Man zeigt dann, dafs der Zihler sowohl

wie der Nenner des fir log% angegebnen Ausdrucks einer und derselben Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung, in welcher & die unabhingige Variable
st, geniigen. Durch diesen Umstand wird es moglich, den Differentialquo-

tient ag,;q 9 durch y und % auszudriicken, wodurch es ferner moglich wird, in

der zwischen y und % Stait findenden Differentialgleichung zweiter Ordnung
die nach & genommnen Differentialquotienten von y durch andere nach loggq
genommene zu ersetzen. Man gewinnt hierdurch eine Gleichung, aus welcher
man k durch y und seine nach log¢g genommenen Differentialquotienten be-
stimmen kann. Durch eine neue Differentiation endlich erhdlt man mittelst
Elimination von & eine blofs zwischen y und seinen nach ¢ genommenen Diffe-
rentialquotienten Statt findende Gleichung dritter Ordnung und zweiten Grades,
welche die verlangte Differentialgleichung ist. Diese Differentialgleichung steigt
in Bezug auf y und seine Differentialquotienten bis auf die vierzehnte Di-
mension, und sie dirfte daher trolz aller unserer Kenninisse von den quadra-
tischen Formen durch die unmittelbare Substitution der Reihe schwer zu be-
weisen sein. Ich will jetzt die etwas beschwerliche Rechnung niher angeben,
durch welche man zu dieser Differentialgleichung gelangen kann, deren Com-
plication in einem merkwiirdigen Gegensatz zu der Einfachheit der Reihe steht,
welche ihr geniigt.
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Die Substiiution

I'sing . cos . K
cosy = ——, sy = _[l_‘i’, YyA—FEsin*y) = Z‘—,
in welcher
= y1—FK), 4 = yd—Fsin*gp)
ist, giebt
dy __dy
Yd—k*sin®y) 4
und daher die Gleichungen
/Jd(p = k" 43 )
1 sin®pdgp _ [‘cos’pdep
) 4 - a4
cos’pdep P sin*@do
—a =K

wo die Integrale, so wie auch im Folgenden immer, von O bis 47 ausgedehnt
gedacht werden. Bezeichnet man das ganze Integral der ersten Gattung mit

K — /‘ do
Y(I—Fk*sin*¢p) °
so hat man

kK — /L—ﬂ'l—— KK — f _dg .
V(%—sinztpy 1/(907:;—22+Siﬂ2q7)

Die Differentiation dieser drei Integrale nach A* ergiebt, wenn man die For-
meln (1.) zu Hilfe nimmt, die folgenden Gleichungen:

oK __ , fsintgpdgp 1 /‘coszq)d(p
o-k* 2, a4? T2k 4 ’
okK_ 4 pfdp 1
Sr= w7  =mw/de
o-FK __ 1 cos (pd(p 1 /sm gdp
gk 2wJ T4 T T 2W 4
Die letztere erhilt man leicht, wenn man bemerkt, dafs 0.A* = —0.&".

Es ist ferner, wenn man wieder die Gleichungen (1.) zu Hilfe ruft,

of G oS e (G D)

e cos’@ | cos® q; dg
o-k* _‘ o-k* = ./< + dg 4
1 LI
B/FAdcp B/V(F—sm (p)dq) 1 pde
aw BN = TS a

13 *
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?/' sin*pdg

k* sinpd : 2

6/ tp ¢ cos’@ (colf,,,q)-[-sin’fp) /’sm i l/(c—ol;,—(—p-}-sinch)dw
EN s =

cos® ¢

o o-k* o-k'*
1 /‘{k’*sin*(pdqa sin*q;dq;} 1 fog
2K a4° + 4 = 2 4

Setzt man daher

K=4nAd, kK= in-d,, KK= }n'4,

ferner
kK —Eo—s’}@?— = }n-B,
-—,t—/ddq) = jn.B,,
’I:' SIn4¢d¢ _ %n-Bg,
so wird
a%* = 2ls1k'=B’ a_?% = 4
2 (5= wrBe pp =g

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs A der Differentialgleichung zweiter
Ordnung

04
2L12
O WK

o-k*

oder, wenn man der Kiirze halber

= 14,

setzt, der Differentialgleichung
. 4
o
Geniige leistet. Diese Differentialgleichung bleibt unverandert, wenn man 4
in &' verandert. Es ist daher auch

— KA

’ do
K = (1—K'*sin*¢)
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ein Integral derselben. Aus den beiden Gleichungen

04 o lkzksz, Q’flﬂ = 1L2K'

olr* ol*
folgt
a*K' 04
g —Bgm =0,
und durch Integration
!
a8 g,
wo o« eine Constante ist. Diese Gleichung kann man auch so darstellen,
K’ K’
T _ e gy YT e
ar — & °% TE T WRa
2
Der Bruch = lafst sich fiir kleine Werthe von % in eine nach

k”A’ = 3 K®
den ganzen positiven Potenzen von A* fortschreitende, mit der Einheit begin-
nende Reihe entwickeln, woraus durch Integration folgt, dafs der Werth von

!
K _ ok fir kleine Werthe von % bis auf Grofsen von der Ordnung &* genau

4 2K
alogh®+| 3
ist, wo 3 eine neue Constanie bedeutet. Die Werthe von « und B hat Euler
in den ,Opusculis varii argumenti” o¢=—1%, #=Ilog4 gefunden. Substituirt
man den Werth von «, und setzt
w K' K’
logg = - K = "‘22‘7
so erhélt man
3 dlogg __ 1T 1
’ o-k? k*E*A? AP [
oder auch
dlog— L2 alogi—
3*, k* 9 T ologh* A2

2.

Blogg — dlogg ~— T'* ologg
Wenn man mittelst der Formeln (3.) stait des Differentials 0-&* das Differential
Ologgq einfiibrt, so werden die Formeln (2.):

04 2 oB 27,02 43.
o4, 2 B, __ _ ,¥

4. ologqg — 1B, 4}, dlogqg ~— %k‘
aAz — — 2 aBz - E 3
dlogg 1B4, gy = bl
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Man hat daher, wenn man

1 1 1
A“—‘(j‘a Ax:'(jl‘a A2=€

setzt, und die nach logg genommenen Differentialen der Functionen C mit obern
Indices bezeichnet,

i'? k*

5 4CC" = —FFK*, A4CC! = o 4C;C) = —
Ich bemerke jetzt, dafs wenn man in dem Ausdruck
vVah+1)—1
YantHFT
fir 2 die drei vorstehenden Grofsen
_pR, R
Lt k'

setzt, die drei Grofsen

k2
— -k_fi R klZ’ k‘2

erhalten werden. Dies sind zufolge (3*) die Grofsen, deren Logarithmen
differentiirt die Differentiale 4*0logq, — A7 0logqg, A;0logg oder

dlogq __dlogyq dloggq
c c: G
geben. Es ist aber ‘
alogV(llh—l-i)-i — ok — dlogh )
V(@h+1)+1 hv(4h+1) V(dh+1)
Substituirt man daher in 17%1/?-%-% fir &2 die drei Werthe (5.), so erhélt man

dlogq —dlogq dlogq
G? 9 C‘z K sz .

Hieraus ergiebt sich, dafs fir alle drei Grofsen C, C,, C, dieselbe Differen-
tialgleichung

6. log-C°C" = yY(16C*C"41) TG

Statt findet, nur dafs man, wenn man C, fir C setzt, die Quadratwurzel ne-
galiv zu nehmen hat. Macht man diese Gleichung rational, so ergiebt sich fir
alle drei Functionen

=" O = = _
C=sx C=gr CG=ux

dieselbe Differentialgleichung dritter Ordnung und zweiten Grades,

7. C(CC"43C'C"Y = C"(16CC"+1).
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Wenn man
C =y
setzt, und die nach logg genommenen Differentialquotienten von y wieder durch
obere Indices bezeichnet, so erhilt man nach einander

C!’ J— __2y.—3y." CN J— _2y—3y”+ 6y—4y.12’
CIH —_— 2y—3ylll__|_ 18y—4y7 yJI - 24y—-5yl3’
und daher
CCHI + 3 C!CH E— 2_)/—5}’"" _I_ 30 y‘_t}y’yﬂ_ 60y_-_7 y’:i'

Es verwandelt sich daher die Differentialgleichung (7.), wenn man noch mit
1y"® multiplicirt, in die folgende Differentialgleichung zwischen y und ¢,

8. (y.'ly.llf___ 15yy!yﬂ + 30y13)2+ 32 (),),II_ 3y12)3 J— yl()(yyﬂ__ 3)/.'2)2.

In dieser Gleichung kann y, den drei Werthen von C entsprechend, jede der

. . 2K ; 2K .
drei Functionen ]/—n—, —2—,—;1—{ y —;?IE bedeuten. Wenn man daher die aus
der Theorie der elliptischen Functionen bekannten, nach den Potenzen von ¢
fortschreitenden Reiheneniwicklungen dieser Functionen einfiihrt, so erhilt man

das folgende Theorem:

Theorem.

Es bedeute y eine der drei Reihen
1+2¢1+2¢*'+2¢4°4-2¢°+24¢°+ etc.,
2We Ve Ve Ve 1 eted
so findet zwischen y und q die folgende Differentialgleichung dritter Ord-
nung und zweiten Grades Statt, in welcher dlogq als das constante
Differential angenomnen ist,

{(Y¥&y —15ydy d’y +30dy’} +-32{y d’y —3dy*f
= y"{yd’y —3dy*}*(dlog¢)".
Die beiden der vorstehenden Differentialgleichung geniigenden Reihen

‘ 2K
142¢+2¢"+2¢°+ =

2K K
1—2¢-+42¢*"—2¢°+.. -—:‘/ —

werden aus einander durch Verinderung von ¢ in — ¢ erhalten. Allgemeiner




104 7. C. G. J. Jacobi, Differentialgleichung fir die Reihe 1+2q+2q¢*+ ..

kann man, da die Differentialgleichung (8.) nur die nach logg genommenen
Differentiale und nicht ¢ selber enthilt, aus jedem fir y gefundenen Ausdruck
einen andern, welcher derselben Differentialgleichung Geniige leistet, erhalten,
wenn man o ¢ statt ¢ setzt, wo o eine beliebige Constante bedeutet. Wenn
man in der Reihe

gl +g 4 g g+ ete) = 122K,

welche ebenfalls der Differentialgleichung (8.) geniigt, die Variable ¢ in —g¢
verwandelt, oder « = —1 setzt, so wird diese Reihe mit einer S8ten Wurzel
der Einheit multiplicirt. Die Differentialgleichung (8.) mufs daher so beschaffen
sein, dafs sie unverindert bleibt, wenn man y mit einer Sten Wurzel der
Einheit multiplicirt, oder es miissen in den verschiedenen Termen der Glei-
chung (8.) die Unterschiede ihrer Dimensionen in Bezug auf y und seine
Differentialquotienten durch 8 theilbar sein. Dies ist auch in der That der Fall,
da in Bezug auf y und seine Differentialquotienten die Terme links vom Gleich-
heitszeichen in der Gleichung (8.) von der 6ten, die Terme rechts vom Gleich-
heitszeichen von der 14ten Dimension sind.

Die Gleichung
ok ok
2KY T TRT
wr(%)

bleibt unveréndert, wenn man ¢ in ¢™ und gleichzeitig y in -2~ (oder C in

1
m

ymC) andert. Hieraus folgt, dafs aus jeder gegebenen Function, welche der
Differentialgleichung (8.) Genige leistet, eine andere erhalten wird, welche
derselben Differentialgleichung genitgt, wenn man die gegebene Function
mil ;7m multiplicirt und gleichzeilig q in ¢™ dndert. Es mufs daher in jedem
Term der Differentialgleichung (8.) die Summe der Ordnungen der einzelnen
Differentialquotienten weniger dem 4ten Theile seiner in Bezug auf y und die
Differentialquotienten von y- gemefsnen Dimension die gleiche Zahl geben, oder
in je zwei verschiednen Termen die Differenz der Summe der Ordnungen der
Differentialquotienten gleich dem vierten Theile des Unterschiedes ihrer Dimen-
sionen sein. In der That ist in (8.) der 4te Theil des Unterschiedes der Di-
mensionen der Terme rechts und links vom Gleichheitszeichen }(14—6) =2
und der Unterschied der Summe der Ordnungen ihrer Differentialquotienten
ebenfalls 6 —4 =2,

Ologg =
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In der Theorie der Transformation der elliptischen Functionen wird ge-
zeigt, dafs durch die Anderung von ¢ in ¢™, wenn m eine beliebige rationale

Zahl ist, das ganze elliptische Integral K und daher auch C = ._W mit einem

Factor, welcher eine algebraische Function von % ist, multiplicirt wird. Be-
deutet daher g einen solchen Factor, so mufs dem Vorhergehenden zufolge

der Differentialgleichung (7.), welcher € genigt, auch die Function 3—(’ ge-
e
niigen. Es giebt daher unendlich viele Fille, in welchen zwei Integrale der

Differentialgleichung (7.) aus einander durch Multiplication mit einer algebrai-
schen Function von % erhalten werden. Wenn allgemein f einen Factor von

der Beschaffenheit bedeutet, dafs /° C—— 'f wieder ein Integral der Differential-

gleichung (7.) wird, welcher C genugt, so findet man die zwischen diesem
Factor f und dem Modul & bestehende Differentialgleichung auf folgende Art.

Die zwischen den Grofsen C und ¢ Statt findende Differentialgleichung (7.)
wurde durch Elimination von A®A™ aus den Gleichungen

4CC" — __kzkfz, dlog —k*K'* dlogq

YA —4k K G

abgeleitet. Die letztere Gleichung folgt aus der Gleichung 0 log{f—: =0l = ‘91(‘:8‘ q
It 2
Diese giebt fir eine beliebige Function u,

agt __ v OW _ Ou
C'u _Calogq - o
Setzt man
D = rC,

und bezieht die obern Indices von D) und f, ebenso wie die von y, C und u
auf die Differentiation nach logg, so wird

DH S fCH+2f’Cf+f”C
Man hat daher

S — AL 32 9- C'f'
AD'D" = —Af* Kk +4f0 anogq

4f4k2k’2+ 4f3

3l __ dlogq
f: — T D? *

az* ?

Setzt man den Ausdruck
4 1.2 I12 3
0. —arwktaprll —m,
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVI. Heft 2. 14
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und denkt sich die Function f so bestimmt, dafs
dlogH _ dl
VaH+1)
so hat man die beiden Gleichungen
. dlog H dlog
11. 4D°D" — H, ,/(4Hg+1) =
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Grofse H, so erhilt man dieselbe
Differentialgleichung zwischen £ und ¢, welche zwischen C und ¢ gefunden
worden ist. Wenn man andrerseits aus (9.) den Werth von H in (10.) sub-
sliluirt, so erhalt man eine Differentialgleichung 3ter Ordnung zwischen f und .
Setzt man in dieser Differentialgleichung /=1logk, oder
k?
W

10.

= ky,
so wird dieselbe,

2. Kl ) = | 41,
wo zufolge (9.) die Grofse H den Ausdruck

2 4’f f4
13, arp 2 ot £ ag 2 ak —

('1-]-/» )l =
bhedeutet.

So wie die Funclion D:—;Ff ein Integral der Gleichung (7.) wurde,
wenn [ ein beliebiges Integral der Gleichung (12.) ist, so wird auch umgekehrt
[= 2TKD ein Integral der Gleichung (12.), wenn D ein beliebiges Integral der

Gleichung (7.) ist. Setzt man nimlich 40°D"—= H, so verwandelt sich die
Gleichung (7.), welcher D geniigt, in die Gleichung (10.). Bestimmt man dann f

durch die Gleichung D=5 ~f ——fC, so erhilt man durch zweimalige Differen-

tiation fiir  den Werth (9.), und wenn man diesen in die Gleichung (10.)
substituirt, die Differentialgleichung (12.).

Aus den Gleichungen (3%.) und (5.) ergiebt sich, dafs man, ohne dafs
Ologg und die Gleichung (7.) sich éndert, fir — ],‘ die Grofsen & Ie” und &

selzen kann, wenn man gleichzeitig K in kK und 'K éndert. Bedeutet daher
[(k,) ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (12.), so wird nicht nur

b4 k* . . n R
Eff(ﬁ)’ sondern es werden auch die Functionen mf( IJ’> 2,,1( s (—F)
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Integrale der Gleichung (7.) werden. Umgekehrt werden, wenn D ein be-

liebiges Integral der Gleichung (7.) ist, die Functionen 271( D, 2 kKD, -2—’;1( D
T

Integrale der Gleichung (12.), je nachdem in letzterer &, die Grofsen 7?;-2,., —

— K* bedeutet.

Der Differentialgleichung (12.) genigen unendlich viel algebraische
Werthe von f, welche nur um einen Zahlenfactor von den Werthen verschie-
den sind, die der in der Theorie der Transformation der elliptischen Integrale
vorkommende Multiplicator M fir die verschiednen Transformationen annimml.
Kennt man die algebraische Gleichung zwischen dem gegebnen Modul & und
dem transformirten 4, so wird das Quadrat dieses Multiplicators rational durch
k und A vermittelst der allgemeinen Formel

A —2A%ok
M M= SR
gegeben, wo n die Ordnung der Transformation bedeutet. Aufserdem findet
zwischen den nach & genommnen ersten beiden Differentialquotienten von M
und dem ersten von A noch die Differentialgleichung

M . OM A0A
1. M{th—R) G2 +—3k) S — kM4 25 — 0

Statt. In den Fund. N. (pag. 77) ist aus den beiden Gleichungen (14.) und (15.)
durch Elimination von M die zwischen je zwei Moduln, welche in einander
transformirt werden konnen, bestehende Differentialgleichung 3ter Ordnung ge-
funden worden. Wenn man aber aus denselben beiden Differentialgleichungen
statt M den transformirten Modul A eliminirt, so erhilt man fir yn.M die-
selbe Differentialgleichung, wie oben fir f gefunden worden, welche von
der Ordnung der Transformation unabhingig ist. Es konnen namlich die beiden

Gleichungen (14.) und (15.), wenn man 2”*=1—12%, { =log7£’_f? setzt, durch
folgende beide ersetzt werden:

n?{_4M4k2k'2+4M3%#; J— ___l?]'ﬂ’
16. Slog X . Sog—rar _ al
87 = Jd—arry — aM*®

Da nun, wenn man
H = — % f=7Vn.M
setzt, die Gleichungen (9.) und (10.) mit den Gleichungen (16.) ibereinkom-
14*
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men, so werden die Functionen y/n.M Integrale der zwischen / und klz%;,
bestehenden Differentialgleichung (12.), und zwar algebraische Integrale dieser
Gleichung.

Die fiir C und y oben aufgestellten Differentialgleichungen sind aus der
linedren Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren besondere Integrale K
und K’ sind, in Verbindung mit der Gleichung
—aK' o.k*

K= EES)

erhalten worden. Setzt man fir K und K’ zwei vollstindige Integrale der
erstern,

dlogy = 0-

0 = aK—I-]/—‘l bK', 0 = a'K'—}—]/—-lb'K,
so wird
a:-_ylg_'__ (ad+00)0-k?

o k* km(_zn_g_y '

Hieraus folgt, dafs man in den zwischen K, &k und g aufgestellien Differential-
gleichungen’ fir K und logg auf die allgemeinste Art die Grofsen T(cﬁ?%—W
und ——-EQQ— setzen kann. Es wird daker das vollstindige Integral der Dif-
ferentialgleichungen (7.) und (8.) durch das System der beiden Gleichungen

. 2 @K 4y—15K)
CH = Yy = Y(ad +o0) ’

a@K'+y—10K
logg = — ix!(-{—tilbl(' )
gegeben, wo a, b, a', b’ willkirliche Constanten bedeuten, und die Grifsen
K und K' gegebne Functionen einer dritten Grifse k sind, ndmlich die
ganzen elliptischen Integrale erster Gattung fir die Moduln k und y(1—F&>).
Setzt man

17.

K'

__K.zr,

woraus
2K i9evi2e L2 L ete

7
folgt, so erhélt man aus der letzten der beiden vorstehenden Gleichungen (17.),

ey —4 B
logg = Zt= XA,
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und daher
— alog‘q-l-}/—ib'n _}/__1 br — (aa’+bb’)n
dnty—1blogq’  daty—Tlblogq
Der vollstaindige Werth von y, durch » ausgedriickt, wird

—}/———16 r r r
y = W.{1+2e 267 26 etc.).

b

i i | b, a, ¥ a
Wenn man in diesen Formeln a, b, 4/, statt V@@ 50 Vaa o)

al bl

Y(@a +00)? V(aad +060)

und

g=2¢€% logg = ng
setzt, so erhdlt man das folgende
Theorem.
»Die Reihe
y = 14-2e™-} 267267 ele.

geniigt der Differentialgleichung dritter Ordnung

[y dy —15y dydy +30dy°} 4 82y d'y —BdyP —yOly iy —3d'yFaidy,
in welcher d¢ das bestindige Differential ist, und es wird das vollstindige In~
tegral dieser Differentialgleichung,

14277424774 297 ete.

r= V@ FV—1bg) ’
wo
ro— ao+v—1¥ -
= dFv—1be
ist, und @, a/, b, 0’ willkirliche Constanten bedeuten, fir welche
ad+0b =1
ist.”

Man kann das vorstehende Theorem aus dem ersten oben gegebnen
Theorem ableiten, wenn man beweist,
dafs, wenn y = [(¢), wo ng =1logyq, ein beliebiges particulires Infe-

ap+ty—1V

gral der Differentialgleichung (8.) bedeutet, und man r = —r——— @F7—The

setzt, wo aa' +bb' =1, die Function

I ()
Y = Vatv—The

das vollstindige Integral der Differentialgleichung (8.) ist.
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Man zeigt dieses leicht auf folgende Art.

Die Differentialgleichung (8.) verwandelt sich, wenn man y = C~* selal,
in die Differentialgleichung (7.), welche, wie wir gesehen haben, aus dem
Systeme zweier Gleichungen,

scor—m, Auh o
durch Elimination von H hervorgeht. Selzt man logg = ¢, und fir C ein
beliebiges particulires Integral der Differentialgleichung (7.),

= @) = {f (o)}
so werden die beiden vorstehenden Gleichungen, wenn man sich der Lagrange-

schen Bezeichnungsart der Differentialquotienten bedient,

" 2 alogH nag
4 3 _ H fnt .

Schreibt man » fiir ¢, so werden auch zwei Gleichungen von der Form
N3N 2 dlogH, ___ @or
4(p(r) (P (7') = 7 fll) }/(1+4H1) _— ¢(r)2
gleichzeitig Statt finden. Es seien a, &, ', & Constanten, fir welche
ad +b60 =1, und

_agfvy—1VY . do
"= apv—be T Wyt

ferner
Lv(e) = (@ +y—1bo)g(r):

so erhalt man durch zweimaliges Differentiiren,

V() = V—1bp@)+ 750,
'
V'O = Frr g
und daher
V()Y (@) = @V ¢" (r).
Figt man hinzu die Formel
or O deo

Py T @H/ =T e} T w(e’’
so verwandeln sich die beiden Gleichungen

dlogH,  aor
YA +4H,) — @)

4o(ry¢"(r) = n*H,,
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in die ganz ahnlichen,

e . ologH ~  =adp
411”(9) 1/" (9) =7 Hl’ 1/(1+4H‘) - w(g)z'

Es folgt hieraus, dafs die Function

w() = (a'+y—1bo)p(r),
eben so wie ¢(g), ein Integral der Differentialgleichung (7.) und daher auch

-1 f(")
{1/’(9)} - }/(ar+}/__1bg)

ein Integral der Differentialgleichung (8.) ist, und zwar sind dies die voll-
standigen Integrale dieser Differentialgleichungen, weil sie 3 willkirliche Con-
stanten enthalten. '

Man hat oben gesehn, dafs die Reihe

2Yg+274°+ 2y L 27"+ ete.
ebenfalls ein Integral der Differentialgleichung (8.) ist. Man wird daher mittelst
des eben gefundenen Satzes auch aus dieser Reihe das vollstindige Integral
der Differentialgleichung (8.) ableiten konnen, und es mufs das aus der einen

Form erhaltene vollstindige Integral das Integral der andern Form umfassen.

ap+v—1¥ . '
prE—y die Constanten «, b, a', b

immer so bestimmt werden konnen, dafs

Es miissen daher in dem Ausdruck r» —

7Y dnr Oner A 25
Die Theorie der elliptischen Transcendenten lehrt, dafs diese Beslimmung auf
unendlich viel Arten moglich ist. Es ergiebt sich ndmlich aus der Theorie der
unendlich vielen Formen der Transcendente O *), dafs die vorstehende Gleichung
immer gilt, wenn «, b, ', 0’ posilive oder negative ganze Zahlen sind, von
denen «, «' und & ungerade sind, und «' und & durch 4 dividirt nicht den-
selben Rest lassen. Das Zieichen der den Nenner bildenden Quadratwurszel
in der vorstehenden Formel hingt von dem Werthe der in der Theorie

der gquadratischen Reste mit (—Z—') bezeichneten Grofse ab. Ein doppelter

Gang der Untersuchung, welchen man einschlagen kann, fiihrt zu dieser Zeichen-

#) Ich habe diese Theorie in mehreren an der Konigsberger Universit:’i§ gehaltnen
Vorlesungen umstindlich auseinandergesetzt, und behalte mir vor, dieselbe bei einer an-
dern Gelegenheit bekannt zu machen.



112 7. C. G. J. Jacobi, Differentialgleichung fiir die Reihe 1+2q42¢*4 ..

bestimmung entweder mittelst einer Kettenbruchentwicklung oder der von Gaufs
in seiner Abhandlung Summatio serierum quarundam singularium betrach-
teten Summen. Die vorstehende Gleichung wird, wenn « und & ungerade ist,
immer gelten, wofern man nur die eine Seite derselben mit einer Sten Wurzel
der Einheit multiplicirt. Wenn von den Zahlen @ und & die eine gerade, die
andere ungerade ist, hat man die Gleichung

3. 14+2ev 42672697

V(d+v—1b9)

wo O eine 8te Wurzel der Einheit bedeutet, und das obere oder untere Zeichen
gilt, je nachdem von den Zahlen a' und & die eine gerade, die andere unge-
rade oder beide ungerade sind.

Die vorstehenden Reihenentwicklungen setzen voraus, dafs der reelle
Theil der Grofsen ¢ und r negativ ist. Wenn dies bei ¢, aber nicht bei der
Grofse r der Fall ist, so kann man die Constanten ¢ und &' mit y/—1 multi-
pliciren und die Constanten 4’ und & mit y —1 dividiren, wodurch die Bedingung
ad +bb =1 unverindert bleibt, und sich 7 in —r verwandelt, also der reelle
Theil negativ wird. Fur beliebige reelle Werthe der willkirlichen Con-
stanten a, a, b, V' wird, wenn der reelle Theil von ¢ negativ ist, auch
der reelle Theil vor r immer negaliv sein. Setzt man namlich

0 = —otoy/—1,

- = 14274261260 -. .,

so wird

— ag, +(a91 +bt)1/—1
a—bo —bo,¥—1

9% +‘/_°'1 {(a’-bgi)(ap‘ +b1)—a59§}
(@'—be,) +0%; ’
woraus der vorstehende Satz folgt.

Den 10ten November 1847.

Verbesserungen.

Z. 10 nach ,setzt™ ist einzufiigen ,,und bei der zweiten die Wurzel negativ nimm¢,”
1 § '
Z. 11 e st. k*®

Z.13, 14, 18 ist das Minuszeichen fortzulassen.



