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Von den Coefficienten der Reihen von Kugel-
functionen einer Variablen.

(Von Herrn G. Bauer zu Miinchen )

Wenn die Function, welche durch eine Reihe von Kugelfunctionen
dargestellt werden soll, nur von einem Winkel 6 abhiingt, so nimmt die Ent-
wicklung der Function bekanntlich die einfache Form an

[(6) = = A4,P,(cost),
wo P, (cosf) ein bekanntes Polynom von cos@ vom n*" Grade ist und A4,
durch die Formel bestimmt ist

A, = 2"2'“ ‘ﬂf'(ﬂ) P, (cos0)sin600.

Fihren wir der Kirze wegen statt ¢ die Variable @ =cosf ein und be-
zeichnen sodann das Polynom P,(cosf) durch X,, so mmmt die Entwicklung
folgende Form an

1) fa)=34,X, wo 4,=2% ") X b0,

Da die Zusammensetzung der Polynome X, keinesweges einfach ist, so ist
die Form der Coefficienten A,, wie man sie unmittelbar aus vorstehender
Formel erhalt, vorausgesetzt, dafs die Integration ausfihrbar ist, sehr com-
plicirt und das Bildungsgesetz derselben in seiner einfachsten Gestalt schwer
zu erkennen. In einer Abhandlung von Herrn Lejeune Diricklet uber die
Dichte einer spharlschen Schicht, deren Potential gegeben ist, (gelesen in der
Berliner Akademie 1850 und reproducirt im Journal von Liouville 1857)
beschaftigt sich derselbe auch mit der Bestimmung der Coefficienten 4 in dem
Falle, wo f(x)=a* (§.IV und §. V). Schon in diesem einfachen Beispiele
iSt‘ die Form der Coefficienten, welche sich unmittelbar aus dem Integral
/ Hf(a:)X,,B;L' ergiebt, wenn man darin fir X, das Polynom setzt, welches
-1

es darstellt, so complicirt, dafs nach dem Ausspruche Herrn Dirichlets nur
die vorgiingige Betrachtung des einfachern Falls f(2) =« die grofse Ver-
Journal fiir Mathematik Bd. LVI. Heft 2. 14
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einfachung’ vermuthen lifst, deren diese Form fihig ist. Die Analyse, deren
sich Herr Dirichlet bedient, um zu dieser einfachen Form der Coefficienten
zu gelangen, ist weder elementar, noch einer Ausdehnung auf andere Fille
fahig. Es mag daher nicht unpassend sein, hier ein Verfahren anzugeben,
durch welches man in sehr vielen Fillen, und gerade den wichtigsten, die
Coefficienten der Reihe (I.) mit der grofsten Leichtigkeit bestimmen kann.

§. 1.

1
Betrachten wir zuerst das Integral / ! Xm%ﬁx. Da o4
1

ox
Polynom vom (n—1)"*" Grade ist, so ist vermdge einer bekannten Eigen-
schaft der Polynome X dieses Integral immer gleich 0, wenn »=m ist. Ist

ein

aber » >, so ist vermoge derselben E!genschaft/ X, = a = Jor==0, und
man hat daher in diesem Falle

oX, e 0X, e 0Xn +1 9 (X X
[X oA b /lxmax 81‘—[—[ X"—87—8w=—/1. LICIROY
= (X X)) — (X Xo)s
Da fir x=1, X, =X, =1 ist, fir 2 = —1, X,=(—1)", X,= (—1)
ist, so ist das Integral gleich O, wenn m und n beide gerade oder beide un-
gerade sind; hingegen =2, wenn s und n ungleichartig sind.
Hieraus ergiebt sich sogleich nach dem Gesetz der Reihe (I.)

ay e — en—1X, 4 @n—5X ,+@—9X, .}

eine Formel, welche auch Herr Christoffel in seiner Abhandlung dber die
Gaufssche Quadratur (Bd. 55 Heft 1 dleses Journals) auf andere Weise ab-
geleitet hat.

Aus dieser Formel folgt aber sogleich

‘ 0Xy 0o
T Tar - = (GniDX,

und hieraus fir jedes », von n=1 an,

() fX,60 = 57 (X — X,

wenn das Integral so genommen wird, dafs es fir x =1 verschwmdet
Vermittelst dieser so einfachen Relation zwischen den Polynomen X
und ihrem Integral lafst sich leicht eine Relation finden zwischen den Coeffi-
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cienten der Eﬁtwicklung von f(x) und der von ﬁ‘(w)&x. Bezeichnen wir
nimlich ﬁ(a;)@x mit F(z), so giebt die partielle Integration

2"_“ F(x)X,0x

— 1 F@).(Xi—X,2) — 1 ff(@) X, 102+ (@) X, 0.

Ist F'(x) continuirlich, so verschwindet das Glied } F'(z)(X,,,— X,_;) an
den Grenzen x = -+41 und 2 = —1; denn F'(x) kann nicht unendlich wer-
den, wenn die Eniwicklung von f(z) in eine Reihe von der Form (I.) mog-
lich sein soll, und X, , — X, _, hat den Factor 2* —1. Geht man also zu
diesen Grenzen iiber, und bezeichnet mit 4, den Coefficienten von X, in

der Entwicklung von f(a), so ist der Coefficient von X, in der Entwicklung

von F'(x) gleich E{ETA"-I_"%?A"“' Es lafst sich also das Integral

der Reihe (I.) unmittelbar hinschreiben, namlich
av) ﬁ‘(w)ax—r const. = "E (2'2_1 R 2'+3 A,,+,>X

Fir £ =1 reducirt sich die rechte Seite dieser Gleichung auf 4,4 % 4,;

fir x = —1 auf — A4,414,. Nimmt man mithin das Integral/f(a:)@w
z. B. so dafs es fir =1 verschwindet, so ist

const. = A,+1 4.
Nach dem Beweis von Herrn - Dirichlet von der Convergenz der Reihen mit
Kugelfunctionen ist die Reihe (1) fir jeden Werth von £ von & = —1 bis
& =1 convergent, wenn die entwickelte Function f(x) nie unendlich wird.
Die Reihe (IV.) ist mithin auch immer convergent. In der That missen,
wenn die Reihe (1) fir jeden Werth von & von &= —1 bis =1
convergent ist, die Coefficienten A4, mit wachsenden n gegen Null convergiren,

s o 1 . . .
mithin fir grofse Werthe von n von der Ordnung —5 sein, Wo ¢ eine posi-

tive Zahl ist. Die Coefficienten der Reihe (IV.) sind mithin hochstens von

der Ordnung ,,T1+e" und da die Polynome X, fir keinen Werth von z inner~

halb dieser Grenzen den numerischen Werth 1 tbersteigen, so ist hiedurch

schon die Convergenz der Reihe gesichert. Diese Convergenz wird aber

- noch vermehrt, durch die Natur der Polynome P,(cosf), welche sich, fir
. 14 *
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grofse Werthe von n, wie Poisson gezeigt hat*), durch die Naherungsformel
(;msm0> cos((n-}4)0—}n) darstellen lassen. Mittelst dieser Formel iber-

zeugt man sich, dafs die Reihe (IV.) selbst dann immer convergent sein wird,
‘wenn die Coefficienten A, nicht gegen Null convergiren, sondern allenfalls
gegen eine endliche Grenze. Dieser Fall kann eintreten, wenn die entwickelte
Function f(®) fir einzelne Werthe von « unendlich wird, in welchem Falle
~auch die Reihe fir gewisse Werthe von = divergirt.

Mit Halfe der Gleichung (IV.) nun wird man in den meisten Fillen
leicht eine Relation zwischen den Coefficienten A auffinden konnen, wodurch
sie bestimmt werden, wie ich es im Folgenden an einigen Fillen, in welchen
die Coefficienten eine interessante Form annehmen, niher erlidutern will.

§. 2.

Sei zuerst als einfachster Fall f(x) = e**, wo @ eine beliebige Grofse

ist, und
1) e = A(JX0+‘A1X1+A2X2+"'7

so wird Gleichung (IV.)

1 .. 1 . _ 1
i R T e e 2¢+3 An+I>X
Da nun bekanntlich eine Function nur auf eine Art in eine Reihe von Kugel-
functionen entwickelt werden kann, so giebt die Vergleichung beider Reihen
fir e

~

y 1
¢—ad—gA =4, md 4,—a(z—FA4..— +3 A,1,)=0.
Letztere Gleichung gilt fir jedes n, von =1 an. Nun ist aber

+ a. 1 a -
A,,=%[ e or = 7 (e®*—e ),
und hiermit wird

4= = [ —e -1
4 =+ (=G4 Do~ 5+ 2],
so dafs also im Allgemeinen A4, von der Form sein wird:
2) 4. = (12t pe—0.0),

’

*) Connaissance des Temps 1831.
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wo P, und (, Polynome von —i— sind. Um das Geselz, nach welchem die-

selben gebildet sind, zu finden, substituire man fir 4,,,, 4,, 4,_, ihre Aus-
driicke nach Gleichung (2.) in die Relation, welcher sie geniigen, und he-
merke, dafs die Coefficienten von e® und ¢~ in der so erhaltenen Gleichung
einzeln gleich Null sein miissen; so ergeben sich folgende Relationen, von
n=1 an

2n41
Pn-{-l—pn-l— +

a

2n4-1
n‘;}_ Pn = Oa Qn+1"‘Qn—1— Qn = 09

aus welchen man ersieht, dafs P, und Q, der Zihler und Nenner des n'"
Néherungsbruchs eines Kettenbruchs sind. Da ferner die Coefficienten A,
mit wachsendem n gegen Null convergiren, so mufs der Werth des vollstin-
digen Keitenbruchs e=* sein. Stellen wir denselben dar durch

‘Xu‘{‘?"‘_';'
bt
. . 2n4-1 .
so folgt aus obigen Relationen e, =1, ﬂ”“:T’ von n=1 an. Die
Werthe von «,, o,, (3, ergeben sich aus den Werthen von 4, und A4,,
némlich ¢y =1, a,= —2, ;= 1—{——:7 Der Kettenbruch also, aus welchem
die Werthe von P, und Q, zu eninehmen sind, ist
Gy vl 2
Yotz
a5 1
a -a_+_?___
— ...
a

Man hitte A, auch unter die Form

A" — (__1)1’12":'1 <Q:, e“-;e‘“ _P’:e“-’-ze—“)

bringen konnen, wo nun P, und @, Zahler und Nenner des n*" Naherungs-
bruchs des folgenden Kettenbruchs sind:

b es—e—a 0 1
' v ]
G wxe= = T1Tt1 1
wts—T
T3 1
RN
N _+
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Setzt man
) %cosaa: = 4 X,—4,X,+4,X,—+---,
' sinar = 4, X, — A, X, A, X, —+ .-,

bildet sodann die Reihe fir cosaxr+-sinax.y—1 und integrirt, so findet man
ganz auf dieselbe Weise, wie vorhin, dafs A, von der Form

b)) 4, = 2"'“ (Q,sina — P,cosa)

ist, wo P, und Q, Zahler und Nenner des n'" Naherungsbruchs des fol-
genden Kettenbruchs sind:

sina 0 1
(6) cos a = tanga =T+Ij__
a 3_1
a ?_ 1
@ T
——
§. 3.
] 2__4\n
Es ist bekanntlich X, = 53 é 27‘.6 (gx" . Vermoge dieser Form

von X, erhialt man durch nmmalige partielle Integration
+1 —1)n +1 9
S r@Xoe = 500 [T @ =1y en,
-1 -]

vorausgesetzt, dafs f(«) continuirlich und die vom Integralzeichen freien Glie-
der bei jeder partiellen Integration vermoge des Factors #*—1 an den Gren-

zen x=+11 verschwinden. Da nun der Coefficient A,,—~2"+ / [(x)X,0x

ist, so ist, wenn A4, gefunden ist, auch das Integral / el f (x) —1)y oz
bestimmt. So folgt aus Gleichung (2.)

n +1
(7') 2.4.2...27& / .eax('rz—i)n oz
1

oder auch

|

%(P"ea— Qne_a)9

—n +a
”1_(222?2“7 f €(F—a) 0z = P,e*— Qe

. -

Aus dieser letzten Formel ergiebt sich eine Entwicklung fir das Integral

/ e~ Oz, welche einiges Interesse gewihren mag. Maultiplicirt man namlich
14
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beide Gleichungsseiten mit (— ar)" und summirt nach », so erhalt man

E(P,e' — Q,)(— ar)y = / Fe T g

. . . 1 1 .
wo = —;— geselzt ist. Sei nun w —av=p, 54 av=g¢, so wird
1 _ q—r ,_¢=r —opr__ 9P
T =Pt =", 4= ’ar_za"_q-l-r’
1 ¢+
2,2 J—
St GyE =3

und hiermit
, 2 f 9 5?2 (02 ? p__.q n
) (p+q)eppfe 85 = 3(P,— @, (2L,

wo P, und Q, aus dem Kettenbruch (3.) zu entnehmen sind, nachdem man

2
darin @ durch -2

J— pz
5 ersetzt hat.

Fir p = 0 reducirt sich Gleichung (8.) auf folgende:
©) ¢f"0s = SR e,

vorausgesetzt, dafs in dem Kettenbruch (3.), aus welchem P, und Q, be-
stimmt werden, ¢ = - 2 geselzt wird.
Auf dieselbe Weise erhalt man aus (7.)
10) (p+9) e‘qy‘qe‘?az = I(P,— Q,e "~ ?))(‘I—P
P
also fir p =20,
(1) g0z = (P, — Q.6
0
Die beiden letzten Reihen unterscheiden sich nur dadurch von den Reihen
(8.) und (9.) respective, dafs in diesen die Glieder alle positiv sind, wahrend
in den Reihen (10.) und (11.) die Zeichen der Glieder wechseln.
Ganz éhnliche Reihenentwicklungen erhdlt man aus den Gleichungen
(4) bis (6.) far die Integrale / cos2?dz und / sin?dz.
Jatic i f

P
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Was endlich die Convergenz dieser Reihen betrifft, so uberzeugt man
sich leicht, dafs sie fiir jeden positiven endlichen Werth von p und ¢ statt hat.

S 4.
Als zweites Beispiel sei [“(.z-):-]?—l_-—i — gegeben, wo 4’=1 ist,
— Q"
und es seien die Coefficienten der Entwicklung
1 :
(12-) m;{' = AUX)"}‘ A2X2+A4-Xv4+ "'+A2nX2n+"

zu bestimmen, welche natiirlich nur Polynome X von geradem Grade ent-
halten kann.
Nach der bekannten Relation, welcher die Polynome X geniigen, hat man

n+l
() =X, = 2n+1 Xt gt 2n+1
Multiplicirt man also die Gleichung (12.) mit z, so geht sie in folgende uber:
x 2n-H1 2n+t2
(13-) *}/—1:‘ w *(,(4n+1 A2n+ 4 +5 A2n+2) X2n+19

und hieraus folgt durch Integration nach (IV)

x xd

]/ix ‘l; = —‘""1/1_“2 2+ 7/1_” = —§(4,134,)

2n—1 2n 2n+1 2n42
_4 Llu——i 4n—3" 2""2—{_<4n-——1 anf1 47&-]—1.47;-}—3) 4,,— 4r¢+3‘4r¢+5A2"+2]X2"'

Andererseits erhélt man aus (12.) durch Multiplication mit 1— «*2* mittelst
der Relation (a.)

— a® 2n.2n—1
"”1 - a2¢1'2 e [AU — —3"' (AU + %‘Ag)] .X()‘i'n‘z_v (A2n—_ (‘2 m Azn__z

(2n)? (2n-1)* 2n41.2n42
+(4n—-1 dn41 + 4n-|-1.4n+3> 2"+ 4n+3. 4n+5 Az"“]) Xon-

Die Vergleichung der beiden Reihen, welche wir fir y1—a’2® erhalten
haben, giebt

%z‘(Au‘f‘%Az)'}“}/l—'az = A()—“%"‘(Au'l‘%Az)a

woraus

4, = 22 [(1—12a) 4, —yT=7]

und allgemein, von n =1 an,
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_ 4n+43. 4n+5 2n—1.2n  , 2n4i.2042 ,
(14) Aoy, = (2n+2)%a? (1 dn—1.4nF1 @ — 4n+1.4n+3a>A2"
_ 4n43-4n+45 r2m—1 )’A
dn—3.An—1 \2pnf2/ ¥
+1
Da nun 4,=14 %—;:%—arcsina ist, so ist
“ —a*r

A, — 22 25 [(1 arcsina -——1/1—-&]

und allgemein ist A,, von der Form

(15-) A2n = Q2n arcf‘ma - P2n Vf:?

Es findet nun zwischen Q.,,,, .., Q... und ebenso zwischen P, ,, P,,,
P,,_, dieselbe Relation statt, welche zwischen A4,,.,, A4,, und A4,,_, be-
steht, mithin sind P,, und Q,, Zihler und Nenner des n'" Néherungs-

bruchs eines Kettenbruchs, dessen wahrer Werth %%ﬂ% ist. Stellen wir
—a

diesen Kettenbruch dar durch

o,

a,+ - o
ﬂ2+ ﬂ4 '..,
3.5

so ist “”—03 =57, [ = 22 . (1 a) und vermoge der Relation

(14.), von =1 an,

. _43. 445 2n—1
Cant2 = T4 1.4n—3 2n4-1

B L 4n—|—3.4n+5(1_ 2n—1.2n @ — 2n41.2n42 )
2 T (2nt-2) et 4n—1.4n 41 dnf1.4ant3 4n—|—3

P,, und Q,, sind mithin Zihler und Nenner des n'" Naherungsbruchs des
folgenden Kettenbruchs

R
ke 2<1 a,)_ 7.9 (i):
Ta *<' ; a '5‘.;;“’)

_ M 13 )’

11.13 4, 5.6,
.60 (‘— 7.9 ¢ “9.11")—‘"

Journal fiir Mathematik Bd. LVI. Heft 2. - 15
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Dieser Keitenbruch lifst sich in der Art verwandeln, dafs man jeden Theil-

bruch in zwei Theilbriche entwickelt; zugleich lassen sich aus ihm die Factoren

3.5 £ 9, u. s. f. entfernen, indem man A,, die folgende Form giebt:

22 o229 4: u
3.5 7.9 4dn—1.4n+H1 arcsina P
— . 11— a*
AQn 22 42 (2”)2 (02!1 2n l 1 a )-
Dadurch wird der Kettenbruch
arcsine 1
ayl—a® o 12,
I—T13
1.2 ,
{— = a
3.4 ,
I—57a
3.4 ,
1— 79 @
-,

iibereinstimmend mit dem von &Gaufs gegebenen Kettenbruch fiir ey s

(Disqq. generales circa seriem etc.); und zwar sind Py, und Q,, nun Zihler
und Nenner des 2n'" Niherungsbruchs dieses Kettenbruchs.

Ist ¢ =1, so reducirt sich A4,, auf Q,,- 2 , und es ergiebt sich

5(—) 0, = 9( ) Mittelst dieser Werthe und der Relation (14.)

1.3...2 .
beweist man leicht, dafs allgemein 02n=(4n+1)(—-2—.-—4'-—ft§;&—> ist.  Es
wird also '

1 T 1.3.5
A7) == = ‘2‘(1+5< )X+q( )X4+13(246>X># <)
. c oy 2 1.3...2n—1 .
Fir £ =0 wird X2"=(—1) -—2—4—%—”—— und folglich

— 1-5(3) POy 13 () —

eine Reihe, welche jedoch nur vermioge der Zeichenwechsel convergirt, in-
1.3.5..2n—1

2.4.6...2n
hin die Glieder dieser Reihe von derselben Ordnung sind.

dem fir grofse Werthe von n von der Ordnung -—17%— ist, mit-

Ferner ergiebt sich-aus der Reihe (17.)

Ko 1.3.5...20—1?
(18) / i ﬁx mf P,,(cos0) 00 = _22?1{)_6'-"57;}' 7,
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wo P,,(cos@), wie im Eingange, das bezeichnet, was X,, wird, wenn man
a durch cos@ erselzt.

Noch mag bemerkt werden, dafs die Gleichung (13.) fir a=1 in
folgende ubergeht

x
19) e = (3‘X—}7( D IX A1) x4

Aus dieser Gleichung und Gleichung (17.) folgt nun sogleich durch Integration
nach IV.

2 1 12.3 2
=7 = by K — 9 13(2 2 X, —

und

—z—arcsmw__3( >X+7(2 4)X+11(2 )X

Multiplicirt man endlich die Gleichungen (17.) und (19.) auf der einen Seite
mit (1—2rz - #%)~% auf der andern mit der gleichgeltenden Reihe

Xyt rX, 4+ X4 -,
und integrirt von £ = —1 bis 2= -+11, so erhilt man folgende bekannte
elliptische Integrale in Reihen

S =/
]/1—.1'2]/1—-—27'.1'-}-) 1—2rcos@ +»*
. 1.3.5V
= “(1+<'2") "2+<2. 4Jr<246 ‘)’
+1 xox / cos 6 96 '
Ty Vi=at1=2rx|o? Yi—2rcos6Fr*
1\? .
= Qi+ () 1P+ G )
§. 5.
Als letztes Beispiel seien noch die Coefficienten in der Entwicklung

von (@ x)" zu bestimmen, ein Beispiel, welches den Eingangs erwihnten
von Herrn Dirichlet betrachteten Fall einschliefst.

Der zu befolgende Gang ist derselbe wie in den vorigen Beispielen.
Sei
(0) (at2)" = A X+ A4, X 4 4, X+,

so giehy die Integration nach (IV.)
15*
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m -il- 5 (@)t — 1 17 (@ + 4+ 4+ 34,

A s o) X,

,,_1<2n-—i n—1T 2n—|—3
Andererseits giebt die Multiplication der Gleichung (20.) mit ¢ -+ = mit Hilfe
der Relation (a.) §.4
(o = adt 3 A+ (G g At ad 4 515 4,) X,
Die Vergleichung beider Reihen fir (¢4 «)"*' giebt
(a-1)"* — (m+41) 4, — ad, = {(m+2)4,
und von n=1 an

m—n-}1 m-+n+2 -
@) o Aa—ed -y A =0

PDa nun

4, — 1/+l(a_|-w)"'3$ —_ _1_1 .%[(a+1)m+1_(a—1)m+1]’

m

so wird, wenn wir zur Abkiirzung
H(e+1)"'—(a—1)""] =fi(a) und }[(a+1)"""+(a —1)""] = fi(a)
setzen,

1 3
A"szl(a)‘ A, = —~mm(af}(a)—-(m—{—1)ﬁ(a)), u. s. ’f.

Allgemein ist A4, von der Form
- . n 2n+1
R2) A = U orymry mrarn (&H@ = Pfia),

und P, und Q, ergeben sich wie in den vorigen Beispielen als Zihler und

fi(a)

Nenner des n'" Niherungsbruchs eines Kettenbruchs, dessen Werth @

ist. Diesen Kettenbruch findet man mittelst der Relation (21.), namhch
(a—H ymtl (g —q)mt+1 _ m+41
T+ a+m(m+2)
T baf---

Dieser Kettenbruch bricht ab, wenn m irgend eine ganze, positive oder ne-
gative Zahl ist. Ist m eine negative ganze Zahl, so nimmt der eben gefun-

dene Ausdruck fir A4, die unbestimmte Form § an, sobald <5 —m —1
wird. Ich werde diesen Fall, in welchem die Coefficienien eine andere Form

@
@3 F@ = @t




Bauer, Entwicklung nach Kugelfunctionen. 113

annehmen, spiter besonders betrachten. Ist aber m eine ganze positive Zahl,
so wird 4,=0, wenn n m -1 ist; die Reihe (20.) bricht also, wie vor-
auszusehen war, bei dem Gliede A, X, ab. Hierbei kann a einen ganz
beliecbigen Werth haben. Ist z. B. a=0, so wird fi(¢)=1, f,(a) =0,
wenn m gerade, hingegen f;(«¢)=1, fi(a)=0, wenn m ungerade. Es ist
also fir gerade m

mo 1 _m oy m(m—2)

= M et mrnmimry T
m(m—2)...2

+(2m+1)(m+1)(m+3)...(2m+1)X

(24.)< far ungerade m

_ (m—1)(m—3)
o= 8y X T g o+ 1 <m+2><m+4><m+6> Xt

—1)(m—3)...2
@t D Gy X

Ist m keine ganze positive Zahl, so missen wir im vaxgen a > 1 voraus-
setzen. Wollte man z. B. 2™ entwickeln, wenn = ein Bruch ist, so mifste
man, wie Herr Dirichlet gethan hat, in der Gleichung (I.) f(@)=z™ setzen,
zwischen den Grenzen =0 und =41, und f(x)==0 zwischen den
Grenzen £ =0 und = —1. Man erhielte sodann

Al=%.

1

A=+ )

1
m-+1"
und hiermit aus der Relation (21.) allgemein,
. ___2n+1. m(m—2)...(m—n-+2)
wenn n gerade, 4,= R (m41)(m+3)...(m+nt1)°
241 ‘(m—i) (m—3)...(m—n-+2)
wenn n ungerade, A,=-—; w12 (mtd)... mInid) °
ibereinstimmend mit den von Herrn Dirichlet gegebenen Formeln.
Ich mufs jedoch hier bemerken, dafs schon Legendre das Integral

/lav'"X,,B.r fir gerade Indices m durch eine andere Betrachtung in der

vorstehenden Form gegeben hat (Recherches sur la figure des Planétes,
Acad. des Sc. 1784).

S. 6.
Ist w11 positiv, so konnen wir in dem Vorhergehenden auch 4= 1
selzen, und es nehmen in diesem Falle die Coefficienten ebenfalls eine einfache
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Form an. Es wird dann namlich f;(a) =f,(a)=2", also AU= m}:—:]-_i’
3 . . .
A = 2’"?7)—1—_-,_7;':"1—,_’_-57 und mittelst dieser Werthe und der Relation (21.)

beweist man leicht, dafs allgemein

('nb—n_i—'l) m
= (Rn+1) (m—}—1)(m-|—-2) J(m+nt1) 2

ist. Man hat also

142\" 1 m(m—1
25 ( _; ) = R Py m—|—1) gz Xutd (m+1)(1(11,—|—2)()m+3) Koty
eine Reibe, welche fiir jeden Werth von & von £ = —1 bis x =41 con-
vergirt, wenn m positiv ist. Wird m negativ, so divergirt die Reihe fir
& = —1; und wird s = —}, so horen auch die Coefficienten auf gegen
Null zu convergiren, indem sie simmtlich gleich (—1)"2 werden, iibereinstim-
mend mit der Entwicklung von 2(14-2rz+ 77} fir r=1.

Der eben gefundene Werth von A, fir a=1 fihrt zu einer Eigen-
thimlichkeit des Kettenbruchs (23.). Setzt man namlich in der allgemeinen
Formel fir 4, (22.) @ =1, so giebt die Vergleichung mit obigem Werthe

(—D)"(Q,— P,) = m(m—1)(m— 2)---(m — n+1),

vorausgesetzt, dafs m keine negative Zahl ist. Ist m eine positive ganze Zahl
und man macht n=m, so wird

R6) (—1)™(0,—P,) = 1.2.3...m

wo P, und Q, Zihler und Nenner des Quotienten sind, welcher sich aus
dem Kettenbruch

m41
5+'-. 2.2m
T.@m+1)
— 1t 5 2m—|-1_’
. . 1.(2m4-1) . .
mit Ausschlufs des letzten Theilbruchs om Tl ergiebt. Der Werth des

vollstﬁn(figen Kettenbruchs ist gleich 1, und zwar findet man mittelst der Glei-
chung (26.) leicht, dafs Zihler und Nenner des vollstindigen Quotienten
gleich (m41)(m-+}2)...(2m+41) werden.

Da P, den Factor m+1 hat, so folgt aus (26.)

(—1)"Q,. = 1.2.3. .m (mod.m-1).
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Es hat mithin der Ausdruck Q,,, welcher sidmmtliche Zahlen von 1 bis 2m
enthilt, dieselbe Eigenschaft, welche das Product 1.2.3...m besitzt, nimlich
Q.. 1 ist durch m-1-theilbar oder nicht, je nachdem -1 eine Primzahl
ist oder keine.

§. 7.
Wir haben nun noch zu betrachten, was die Coefﬁclenten in der Ent-
wicklung von (¢+ )™ werden, wenn m eine ganze negalive Zahl ist. In
diesem Falle aber reicht es hin die Coefficienten der Reihe

(28.) = A X,+ 4, X,+ 4, X,

1
utx
zu kennen, indem sich die Coefficienten der Reihe fir (—a—_{g}v als Differential-

quotienten der Coefficienten dieser Reihe ergeben.

Multiplicirt man die Gleichung (28.) mit ¢+« und setzt fir =X,
seinen Werth aus der Relation (@) §.4, so erhilt man auf der rechten
Gleichungsseite eine Reihe nach X, deren Coefficienten sammilich Null sein
miissen, den Coefficienien von X, ausgenommen, welcher =1 ist. Bemerkt

+ ox a1
man sodann, dafs 4,=— %[ e :g_-log-a—_:i—
den vorhergehenden Beispielen, dafs

20) 4, = (—1r@e+1)(0,4log 2L _p)

ist, wo P, und @, Zihler und Nenner des n°" Niherungsbruchs des folgen-
den Kettenbruchs sind:

80) flogiti — 941

ist, so findet man, wie in

1
a—%
ta—3

ga—i

.Z_a—._....
Zugleich ersieht man aus den Werthen Q,=1, Q,=a und der Relation,
welche sich zwischen Q,,,, O, und Q,_, ergiebt, dafs Q, mit X, der Form.

nach identisch ist.
Man weifs, dafs der Ausdruck Q,. loga+ P,, welchen ich der
Kirze wegen mit Y,(a) bezeichnen will, ein partlculares Integral der fol-

genden Differentialgleichung ist,
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dr +n<n'}'1)y =

in welcher @ durch z ersetzt ist, und dafs derselben Differentialgleichung auch
das Polynom X, genigt. Man hat dieses Integral ¥,(x) unter verschiedene
Formen gebracht, aber man kann ihm noch eine andere neue Form geben,
welche mir bemerkenswerth scheint.

Wenn man nimlich die obige Differentialgleichung nmmal differentiirt,
so erhdlt man mit Benutzung der Formel

o*(yz) _ Oz dy oO+lz n(n——-—i) 0% oz
dxr» Y Ba + —¢'§-.1;'8.r’"1_f oxt 8x”‘2+

die Gleichung

(1— 2)6 2 2(”+1)m u41 = 0,
und hieraus folgt
otly c
Oxntt - (.rz___1)n+1 9
wo C eine willkiirliche Constante bezeichnet. Es ergiebt sich hierdurch fiir

das gesuchle Integral die Form

(n+1) axn+1
Yy = C/ 1)'n+l I

wo sidmmtliche Integrale so zu nehmen smd, dafs sie fir & = o verschwin-
den. Bestimmt man die Constante C so, dafs y mit dem, was ich Y, (z) ge-
nannt habe, wbereinstimmt, so findet man C'= (—1)"*..2.4...2n. Es ist also

(31) Y.(z) — 2.4...2 / e

—_— )n-}-l K

.a”(x’—i)" I
2.4...2n g Ve
cher das andere Integral der Gleichung (V.) namlich X, darstellt. Man

konnte selbst mittelst dieses letztern Ausdrucks fir X, den so eben fur y
gefundenen unmittelbar aus der Differentialgleichung schliefsen, wenn man
bemerkte, dafs dieselbe ungedndert bleibt, wenn man n mit — (n-|1) ver-
tauscht.

Der Coefficient von X, in der Entwicklung von (¢4 x)y™™ wird nun,"
wenn m eine ganze positive Zahl und, wie friher bemerkt wurde, «>1 ist,

(=1t 2n41) o™ 1Y,(a)
(32) 1.2.3...im—1) ~ Qa1

4 \r—mtl 2.4...2n (n—m42) Jgr—m-+2
= (U@ ) 15 A—a i

ein Ausdruck, ganz analog dem bekannten Ausdruck
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ein Ausdruck welcher, so lange n<<m —1 ist, algebraisch und mit der For-
mel (22.) gleich bedeutend, fir # =m—1 aber logarithmisch ist.

§. 8.
Aus Gleichung (28.) erhilt man, wenn man fir die Coefficienten A
ihre Werthe setzt, nach (IV.)

(33.) log(a¢+a) = log (a+1)— Y (a)-} Y,(a)—}—%;(—— (Y. (a)—Y,_(e))X,.
Integrirt man aber dieselbe Gleichung nach @, so erhilt man, da

/Ti’,,(a)aa:..l/fogg_—} da= 4 (a-+1)log(a+1)—} (@ —1)log(a—1) —1
=log(a+1)— Y,(a)+ Y,(a)
ist,

log(a-+x)+const. =log(a+1)—Y, (a)+ ¥y(a)+ = (—1) (2n——1y7Y,,‘(a) oaX,.

Da die Y fir ¢a=oc sammilich verschwinden, so wird, wenn man /Y,,, (@) Ou
so nimmt, dafs es ebenfalls fir @ = oo verschwindel, const. =0, und die

Vergleichung beider Reihen fir log(a-+ x) giebt die der Gleichung (III.)
analoge Gleichung '

" 1
(34.) /Y,,(a) o = m(nﬂ(“)'—.yﬂ-l(“))a
welche sich auch auf anderm Wege ohne Mihe finden lafst.
Ich habe die Entwicklung von log (¢} ) hier aus der von ;U:Ti ab-

geleitet. Man kann sie aber auch direct aufsuchen, nach derselben Methode,"
nach welcher wir die Entwicklung von (a-+a)" (§.5) gefunden haben. Man
erhilt auf diesem Wege die Coefficienten der Gleichung (33.) von n=1 an
in der Form ‘

@5) 4, = (—r2E[e. @ —Digt—P.],
wo P, und Q, Zihler und Nenner des n'" Niherungsbruchs des folgenden
Keltenbruchs sind -

. (s 1
(36.) %(a—ml)logm_1 = a— ’3-—_—““’_'2_
. el
jo—1

.g,u_...
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eiues Ketlenbruchs, dor sich auch unter folgende Form bringen lafst

1
%/\"—"7;/105;‘&1 —1-2

a—1 T 1.3.a°
-
ST
-7

1—...

In den Glei- augen (33.) und (35.) ist @ >1 vorausgesetzt. Wird =1,
so relucir sich 4, auf log?2 —1, wahrend man, von =1 an,

An — (_l)n-l-l 2"‘{’1

n(n41)
findet, sc dafs in diesem Falle die Eniwicklung folgende wird

3 5 7
(37.) lOg(1+1') == 10g2—1+HX1—§§X2+3—2X3———"'

S. 9.

Aus den vorhergehenden Paragraphen ergiebt sich hinreichend, wie
die Coefficienten der nach Polynomen X fortschreitenden Reihen in sehr
vielen Fillen auf ganz elementarem Wege gefunden werden konnen. Diese
Coefficienten lassen sich aber auch leicht durch unendliche Reihen darstellen.
Ist némlich

f(x) = ay-+ax+ax®+a;2®+ -,
und ersetzt man in dieser Reihe die Potenzen von .c miitlelst der Formel (24.)
durch ihre Werthe ausgedrickt in Polynomen X, so erhilt man fir f(x) eine
Reihe von der Form (L), in welcher der Coefficient A, durch die Reihe

gegeben ist

1.2.3...
(38 (2”+1)1.3.5...(2n7i|-1)

1 n 3(nt-4
x (o + g 0+ CEREEHGE N )
Hat man also den Coefficienten A4, in endlicher Form gefunden, so ist hier-
mit auch die Summe dieser Reihe bestimmt.

Von den vielen Reihen, deren Summe sich auf diese Wéise aus den
in den vorhergehenden Paragraphen gegebenen Entwicklungen ergiebt, will
ich nur folgende anfihren.
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w

1) Ist f(z)=e"%, so ist a, =T—2£3_~' Subsinuirt - man - digsén
Werth in die Reihe (38.), so giebt die Vergleichuug fmt dem in §.2 ge-
fundenen Werthe von A4,
4 P
(39) 1+ 2.(2n+3)+ 2.4.2nL3)(2nF5) + 2.4.6.2n 1.} 5;(2n+7)+‘"

1.3.5.
—_— ( 1)1&__3__%21'"*"1 (P e __Q e—a\

1.3.5...(2n 41 @ —e—0 e’ ‘
— (—1) a"+(1 n+ )(Q;e e -—-Pnf—-‘; L

wo P,, Q, aus dem Kettenbruch (3.), P, Q) aus dem Kettgnizoch (3') zu
eninehmen sind. ' “ Fa.

2) Ist f(x)=cosax | sinary—1, so findet man ebenso aus §.2
a4

a2
(40.) 1—2.(2n+3)+2.4.(2u-—]—3)(2n+5)—
_1.3.5...2n41)
- art+1
wo P, und Q, sich auf den Ketlenbruch (6.) fir tanga beziehen.
3) Sei f(x)=(a+x)*", so wird nach (38.), da nun

(Q.sing— P,cos a),

(m’—i) (m—_z) (m—_n) m—-n—l

d, = 1.2.3..
ist,
_ (m—1)(m—2)...(m—mn) . _._ (m—n—1)(m—n—2) _
4, =@t =55 —g oy, ¢ (14 2.@nt3) ¢ +ete.).

Die in der Klammer stehende hypergeometrische Reihe ist nach der Bezeich-
nung, von Gaufs

F(i(n—m+1), Hn—m+2), 3@n49), ).

Bezexchnen wir sie kirzer mit I’(w—m--1), so giebt dle Vergleichung die-

ses Ausdrucks von A, mit Formel (22.) §.5, wenn man in dieser m —1
statt m setzt

#) Fn—mi1) = (—1y B (0, fi(a) — Pufi(a),

- wo nun f(a)=4[(a41)" —(a—1)"], fu(a)=13}[(a+1)"+(a—1)"] und
P, und Q, aus dém Kettenbruch

a0 m
(aF1)"+(@a—1)™ — 1 +(m——-1)(m+1)
34 +(m——2) (m-+2)
5a .

16 *
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zu nehmen sind. Die Herleitung der Gleichung (41.) seizt voraus, dafs m
keine der ganzen Zahlen 1, 2, ... n ist. Ferner gilt die Gleichung (41.)
nicht nach §. 5, wenn m eine der negativen ganzen Zahlen —1, —2, ... —n
oder Null ist. Die Formel (41.) gilt mithin fir jeden Werth von m, aus-
genommen wenn m eine der ganzen Zahlen von —m bis } m ist, die Null
mit einbegriffen.

Ist aber m eine negative ganze Zahl oder Null, so hat man nach (32.),
wenn wir —m statt ;n schreiben

- w 1.3.5..@n4+1)  ini 07Ya(a
Fintm+1) = (—1)" 1557 ((,::13’) at +1————aa,,f”)
(42.) == 1)"’ 1'2'3"'(2”-}"1) n+m+i/‘("—m+l) aa————n_m+l .
= (= 1.2.3...(nfm) © A—a?r+!

Ist hingegen m eine positive ganie Zahl kleiner als n-|1, so er-
giebt sich mittelst der in §.7 gegebenen Formeln
n-+4-m-1 n-m-4
(@9) B ) — (—tr bRt e 00
Dieces n+-m - 1fache Integral lafst sich aber, wenn m <<n-1, auf das
n — m-}-1fache zuriickfihren. Denn es lafst sich aus der Differentialgleichung,
welcher Y, (x) genigt (§.7), nachweisen, dafs fir m <<n-1

(m) . (x*—1)" A A1C)
/ Y. (2)0r = n—mI ) n—m+2)...n+m) ~ ox™

ist, also

(n+m+1) axn+m+l (-Z' __,i)m (n—m-1) axn—m+l
(44) ./ —xhntl T (n—m-{-i)(n—m—{—2) (n—{—m)/ A=z

eine Glelchung, ganz analog der schon von Jacobi fir die Differentialquo-
tienten von (x*—1)" gegebenen.

Statt Formel (43.) kann man also auch schreiben
45) F(n—m+1)

. 1w 1-2.3...(2n+H1) - o [T Ggn—mit
=D s atm ¢ a1/ A—ay

Aus der Verglefchung dieser Formel mit Formel (42.) folgt
(46.) F(n—m-+1)=a*"(@—1)"F(ntm}1) = (1 — ;‘;)"'F(nerJri)

und zwar gﬂt diese Gleichung nicht nur, wenn m eine ganze Zahl ist, sondern
sie drickt eine allgemeine Eigenschaft der Reihe F'(n —m 1) aus, indem
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man sich leicht dberzeugt, dafs auch die Summenformel (41.) dieselbe Eigen-
schaft besitzt. :

Die Gleichung (42.) gilt auch, wenn m eine posiiive ganze Zahl grofser
als m ist, dasselbe ist mithin mit Gleichung (45.) der Fall. Beide Formeln
werden in diesem Falle algebraisch und fallen mit (41.) zusammen.

Bisher war a4 =1 vorausgesetzt; ist abér @a=1, so ist die Reihe
nur convergent, wenn m_eine positive Grofse ist. Unter dieser Bedingung
ist fir e =1

1.3.5...2n+4-1
m(m-1)...(m+n)
‘'wie man entweder aus den hier aufgestellten Formeln, oder aus .den von
Gaufs in seiner Abhandlung iber die hypergeometrische Reihe gegebenen,
finden kann. '

Miinchen, Juni 1858.

M=l
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