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Von den Coefficienten der Reihen von Kugel-
functionen einer Variablen.

(Von Herrn G. Bauer zu München )

Wenn die Funetion, welche durch eine Reihe von Kugelfunctionen
dargestellt werden soll, nur von einem Winkel abhängt, so nimmt die Ent-
wicklung der Funclion bekanntlich die einfache Form an

wo JP„(cos0) ein bekanntes Polynom von cosö vom nten Grade ist und An

durch die Formel bestimmt ist

An =

Führen wir der Kürze wegen statt die Variable # = cosö ein und be-
zeichnen sodann das Polynom P„(cos0) durch Xn9 so nimmt die Entwicklung
folgende Form an

(I.) f(x-) = SAaXH, wo

Da die Zusammensetzung der Polynome Xn keinesweges einfach ist, so ist
die Form der Coefficienten An> wie man sie unmittelbar aus vorstehender
Formel erhält, vorausgesetzt, dafs die Integration ausführbar ist, sehr com-
plicirt und das Bildungsgesetz derselben in seiner einfachsten Gestalt schwer
zu erkennen. In einer Abhandlung von Herrn Lejeune Dirichlet über die
Dichte einer sphärischen Schicht, deren Potential gegeben ist, (gelesen in der
Berliner Akademie 1850 und reprodueirt im Journal von Lionville 1857)
beschäftigt sich derselbe auch mit der Bestimmung der Coefficienten A in dem
Falle, wo /"(#) = #* (§. IV und §. V). Schon in diesem einfachen Beispiele
ist die Form der Coefficienten, welche sich unmittelbar aus dem Integral

J f(x}Xndx ergiebt, wenn man darin für Xn das Polynom setzt, welches
-l

es darstellt, so complicirt, dafs nach dem Aussprucbe Herrn Dirichlets nur
die vorgängige Betrachtung des einfachern Falls /*(a?) = #* die grofse Ver-
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102 Bauer^ Enttvickhmg nach Kugelfunctionen.

einfachung* vermuthen läfst, deren diese Form fähig ist. Die Analyse, deren
sich Herr Dirichlet bedient, um zu dieser einfachen Form der Coefficienten
zu gelangen, ist weder elementar, noch einer Ausdehnung auf andere Fälle
fähig. Es mag daher nicht unpassend sein, hier ein Verfahren anzugeben,
durch welches man in sehr vielen Fällen, und gerade den wichtigsten, die
Coefficienten der Reihe (L) mit der gröfsten Leichtigkeit bestimmen kann.

§.1.

/

_j.j v r$X
Xm-^-?-dx. Da -£-?- ein

Polynom vom (n — l)ten Grade ist, so ist vermöge einer bekannten Eigen-
schaft der Polynome X dieses Integral immer gleich 0, wenn n^m ist. Ist

/

_!_! V
Xn g m da?— 0, und

man hat daher in diesem Falle

Da für a?=l, Xm = JT„ = 1 ist, für *=-!, Xm=(-\Y, Xn = (-1)«
ist, so ist das Integral gleich 0, wenn m und n beide gerade oder beide un-
gerade sind; hingegen = 2, wenn m und n ungleichartig sind.

Hieraus ergiebt sich sogleich nach dem Gesetz der Reihe (I.)

(II.) ^ = (2»

eine Formel, welche auch Herr Christoffel in seiner Abhandlung über die
Gaufescbe Quadratur (Bd. 55 Heft I dieses Journals) auf andere Weise ab-
geleitet hat.

Aus dieser Formel folgt aber sogleich

und hieraus für jedes n, von n = l an,

(III.) xn Bx =

wenn das Integral so genommen wird, dafs es für = l verschwindet.
Vermittelst dieser so einfachen Relation zwischen den Polynomen X

und ihrem Integral läfst sich leicht eine Relation finden zwischen den Coeffi-
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Bauer, EntivicMung nach Kugelfunctionen. 103

cienten der Entwicklung von f(x) und der von //"(#)$#. Bezeichnen wir

nämlich lf(x}dx mit F(x\ so giebt die partielle Integrationt/ · >

= l F(x) .

Isl F(x} continuirlich, so verschwindet das Glied \F(x}(Xn+l — Xn-i) an
den Grenzen # = -}! und x= — 1; denn F(x) kann nicht unendlich wer-
den, wenn die Entwicklung von f(x} in eine Reihe von der Form (L) mög-
lich sein soll, und Xn+l—Xn-\ hat den Faetor x1 — 1. Geht man also zu
diesen Grenzen über, und bezeichnet mit An den Coefficienten von Xn in
der Entwicklung von f(x], so ist der Coefficient von Xn in der Entwicklung

von F(x} gleich 2 _. A„^ -- , g An+1. Es läfst sich lalso das Integral

der Reihe (L) unmittelbar hinschreiben, nämlich
/»

(IV.) Jf(x] dx + const. =

Für a?=l reducirt sich die rechte Seite dieser Gleichung auf

für x?= — l auf — Aü"\-^Al. Nimmt man mithin das Integral //"(#) 8x
z. B. so dafs es für = l verschwindet, so ist

const. = - -
Nach dem Beweis von Herrn Dirichlet von der Convergenz der Reihen mit
Kugelfunctionen ist die Reihe (L) für jeden Werth von von x — — l bis
# = -[-1 convergent, wenn die entwickelte Function f(x} nie unendlich wird.
Die Reihe (IV.) ist mithin auch immer convergent. In der That müssen,
wenn die Reihe (I.) für jeden Werth von von x=— A bis # = -{-1
convergent ist, die Coefficienten An mit wachsenden n gegen Null convergiren,

mithin für grofse Werthe von n von der Ordnung ~- sein, wo eine posi-

tive Zahl ist. Die Coefficienten der Reihe (IV.) sind mithin höchstens von

der Ordnung 1+g und da die Polynome Xn für keinen Werth von inner-

halb dieser Grenzen den numerischen Werth l übersteigen, so ist hiedurch
schon die Convergenz der Reihe gesichert. Diese Convergenz wird aber
noch vermehrt, durch die Natur der Polynome Prt(cos0), welche sich, für
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104 Bauer, Entwicklung nach Kugelf unctlonen.

grofse Werthe von n, wie Poisson gezeigt hat *), durch die Näherungsformel
/ 2 \i{ - r—fi-j cos ((u -f 1)0 — % ) darstellen lassen. Mittelst dieser Formel über-
zeugt man sich, dafs die Reihe (IV.) selbst dann immer convergent sein wird,
'wenn die Coefficienten An nicht gegen Null convergiren, sondern allenfalls
gegen eine endliche Grenze. Dieser Fall kann eintreten, wenn die entwickelte
Function f(x} für einzelne Werthe von unendlich wird, in welchem Falle
auch die Reihe für gewisse Werlhe von divergirt.

Mit Hülfe der Gleichung (IV.) nun wird man in den meisten Fällen
leicht eine Relation zwischen den Coefficienten A auffinden können, wodurch
sie bestimmt werden, wie ich es im Folgenden an einigen Fällen, in welchen
die Coefficienten eine interessante Form annehmen, näher erläutern will.

§. 2.
Sei zuerst als einfachster Fall f ( x ] — eax, wo a eine beliebige Grofse

ist, und
(1.) e«x = ,

so wird Gleichung* (IV.)
1 1 / l l—eax — — ea -f J„-{- 1 A =

Da nun bekanntlich eine Function nur auf eine Art in eine Reihe von Kugel-
functionen entwickelt werden kann, so giebt die Vergleichung beider Reihen
für eax

*"-eJ„— = und -

Letztere Gleichung gilt für jedes n, von « = l an. Nun ist aber

und hiermit wird*

so dafs also im Allgemeinen An von der Form sein wird:

(2.) An = (

Connaissance des Temps 1831.
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Bauer, Entwicklung nach Kugelf unctionen. 105

wo Vn und Qn Polynome von — sind. Um das Gesetz, nach welchem die-

selben gebildet sind, zu finden, substituire man für An+l9 An, An^t ihre Aus-
drucke nach Gleichung (2.) in die Relation, welcher sie genügen, und be-
merke, dafs die Coefficienten von ea und e~a in der so erhaltenen Gleichung
einzeln gleich Null sein müssen; so ergeben sich folgende Relationen, von
n = l an

n = 0, Qn+1 - <?„_, - - . Qn = 0,

aus welchen man ersieht, dafs Pn und Qn der Zähler und Nenner des nien

Näherungsbruchs eines Kettenbruchs sind. Da ferner die Coefficienten An

mit wachsendem n gegen Null convergiren, so mufs der Werth des vollstän-
digen Kettenbruchs *~2a sein. Stellen wir denselben dar durch

A+ :

so folgt aus obigen Relationen +1==15 ßn+i — —— 5 von n —l an. Die
Werthe von 0, «n /^ ergeben sich aus den Werthen von AQ und A^
nämlich a0=l, ^ = —2, ^ = 1-1 Der Kettenbruch also, aus welchema
die Werthe von Pn und (?n zu entnehmen sind, ist

(3.) r* = -|—:

Man hätte -4n auch unter die Form

# \ n 2 n 2 ^

bringen können, wo nun P'n und Q'n Zähler und Nenner des nten Näherungs-
bruchs des folgenden Kettenbruchs sind:

% (3'o £5
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106 Bauer> Entwicklung nach Kugelfunctionen.

Setzt man

bildet sodann die Reihe für cos ##-(- sin ##.]/— l und integrirt, so findet man
ganz auf dieselbe Weise, wie vorhin, dafs An von der Form

(5.) A = ^±±(Qnsina-Pncosa)

ist, wo JP„ und Qn Zähler und Nenner des nten Näherungsbruchs des fol-
genden Kettenbruchs sind:

,~~ sin«(6.)v ' - -r -3cos & l ' l l
a 3 l

a > \

§.3.

Es ist bekanntlich Xn== 2 4 —^ a~ Vermöge dieser Form

von Xn erhält man durch n malige partielle Integration

vorausgesetzt, dafs /"(a?) continuirlich und die vom Integralzeichen freien Glie
der bei jeder partiellen Integration vermöge desFactors x2—l an den Gren

zen a?=±l verschwinden. Da nun der Coefficient A„ —

ist, so ist, wenn An gefunden ist, auch das Integral / a n (x*—^)"<
—lbestimmt. So folgt aus Gleichung (2.)

oder auch

. —a

Aus dieser letzten Formel ergiebt sich eine Entwicklung für das Integral

jer**Bz, welche einiges Interesse gewähren mag. Multiplicirt man nämlich
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Bauer, Entwicklung nach Kugelf u^ctlonen. 107

beide Gleichungsseiten mit (— er)" und summirt nach n, so erhält man

l „? -— i- /'27

= 7· (2"7
r 1 1wo r2 = gesetzt ist. Sei nun ^ -- av = p> —-\-av = q^ so wird

,

und hiermit

p

wo Pn und Ön a«s dem Kettenbruch (3.) zu entnehmen sind, nachdem man
o2 — n*darin a durch ' ersetzt hat.

Für p = Q reducirt sich Gleichung (8.) auf folgende:

(9.)
ü

vorausgesetzt, dafs in dem Kettenbruch (3.), aus welchem Pn und Qn be-

stimmt werden , a — -~- gesetzt wird.

Auf dieselbe Weise erhält man aus (7.)

(10.)

also für /? = 0,

(11.) g*-
0

Die beiden letzten Reihen unterscheiden sich nur dadurch von den Reihen
(8.) und (9.) respective, dafs in diesen die Glieder alle positiv sind, während
in den Reihen (10.) und (11.) die Zeichen der Glieder wechseln.

Ganz ähnliche Reihenentwicklungen erhält man aus den Gleichungen
(4.) bis (6.) für die Integrale /cos*2ö* und jsinz*8z.
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108 B au er j Entwicklung nach Kugel functionen.

Was endlich die Convergenz dieser Reihen betrifft, so überzeugt man
sich leicht, dafs sie für jeden positiven endlichen Werth von p und q statt hat.

§.4.

Als zweites Beispiel sei f(x} — — - gegeben, wo #2< l ist,
yl — a

und es seien die Coefficienten der Entwicklung

(12.)
zu bestimmen, welche natürlich nur Polynome X von geradem Grade ent-
halten kann.

Nach der bekannten Relation, welcher die Polynome X genügen, hat mali

f ^ _ n j n-\-l(a.) x*.n — —-.^^-j-^-j--^^.

Mulliplicirt man also die Gleichung (12.) mit x, so geht sie in folgende über:

und hieraus folgt durch Integration nach (IV.)

,, , 2»
' 2n-

_ _ ___ _
-1.4w— 3' 2n-2"TV4w— 1.4n+l 4n+1.4»+3

Andererseits erhält man aus (12.) durch Multiplicalion mit l — «2 a?2 mittelst
der Relation («.)

. . .
— 1.4 1 ' 4 w 1 . 4 » 3//l2n"l

Die Vergleichung der beiden Reihen, welche wir für yi — a2 a?2 erhalten
haben, giebt

woraus
. 3.5 r/. 1.2

und allgemein, von n = l an,
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B au er , Entwicklung nach Kugelfunctionen. 109

2n-i.2n ,

.4^4-5 ^2tt~~l γ ,
" 2"~2'

r. t i f+1 dx iDa nun AU = ±/ ··· - == — arcsine ist. so ist
«i }fl — a2jc2 a

Λ 3.5 Γ/- 1.2

und allgemein ist ^Ι2Λ von der Form
f\vL-\ Λ n arcsin« n .- -- 5-(15.) A2n = Q2n — - -- P2n^l- a\

Es findet nun zwischen Q2n^^ Q*n, Qin~i nnd ebenso zwischen P2n+2!) Pin,
P2n„2 dieselbe Relation statt, welche zwischen A2n+2« A2n und A2n^ be-
steht, mithin sind P2n und Q2n Z hler und Nenner des nten N herungs-

bruchs eines Kettenbruchs, dessen wahrer Werth ar.csina ist. Stellen wir«j/l_a*
diesen Kettenbruch dar durch

35 3 5 / l 2 \
so ist au — Q« α2 = -^-τ, 2 — 22~τ(^~"ϊ~Τα / un(* verm #e der Relation
(14.), von n = l an,

_ 4»i + 3.4/i + 5 / 2 n —l V
2n-f2 ^^—i . 4^1—3^2fi-)-l ^ '

i —1.2n o 2w4-1.2w + 2 2\r >4n—1.4»+1 ~ 4»+1.4η+3
«nd Q2„ sind mithin Z hler und Nenner des »ten N herungsbruchs des

folgenden Kettenbruchs
f 1R Ϊ arcsina 0 3.5J

3.5
S^V^TT" ̂ ~TJV1

11.18 / 8 N»
5.7

7.9
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HO Bauer, Entwicklung nach Kugelfunctionen.

Dieser Keltenbruch läfst sich in der Art verwandeln, dafs man jeden Theil-
bruch in zwei Theilbrüche entwickelt; zugleich lassen sich aus ihm die Factoren
3 5 7 9* g , ' g u. s. f. entfernen, indem man A2n die folgende Form giebt:

3.5 7.9 4n — l.4n-\-l i ( n, arcsin«
= - — - - - - - - - - -

Dadurch wird der Kettenbruch
arcsina

i—o«'
1.2 ,

3.4 ,

3.4

übereinstimmend mit dem von G aufs gegebenen Kettenbruch für — : --' ° " smicosi
(Disqq. generales circa seriem etc.); und zwar sind P2'„ «nd 02'„ nnn Zähler
und Nenner des 2»ten Näherungsbruchs dieses Kettenbruchs.

Ist ö = l, so reducirt sich A2„ auf Qt„·^, und es ergiebt sich

Mittelst dieser Werthe und der Relation (14.)
/l 3 2n _ l \2

beweist man leicht, dafs allgemein Q2n =. (^n-\-\}(~ ' '* ' ^ — J ist. Es
wird also

= -f
Für x-=0 wird X2„ = (-!)» i'±= und folglich

2 _ f-_ _ I-
eine Reihe, welche jedoch nur vermöge der Zeichenwechsel convergirt, in-
dem ' ', g' g - für grofse Werthe von » von der Ordnung —j — ist, mit-
hin die Glieder dieser Reih« von derselben Ordnung sind.

Ferner ergiebt sich aus der Reihe (17.)
.3.5...2»
2.4.6.. .
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B au er j Entwicklung nach Kugelfunctionen. 111 ,

wo P2„(cos0), wie im Eingange, das bezeichnet, was X2n wird, wenn man
durch cosö ersetzt.

Noch mag bemerkt werden, dafs die Gleichung (13.) für 0 — 1 in
folgende übergeht

x v

Aus dieser Gleichung und Gleichung (17.) folgt nun sogleich durch Integration
nach IV.

und

Multiplicirt man endlich die Gleichungen (17.) und (19.) auf der einen Seite
mit (l — 2r#-|~r2)~*, auf der ändern mit der gleichgeltenden Reihe

und integrirt von # = — l bis d?=-j-l, so erhält man folgende bekannte
elliptische Integrale in Reihen

/M-1 _ ö£ _ _ r* do
·/! yr^P]/l — 2r^r + r2 % }/l~

_ r
2 ~~« 2rcosö+r2

§.5.
Als letztes Beispiel seien noch die Coefficienten in der Entwicklung

von (a-\-x)m zu bestimmen, ein Beispiel, welches den Eingangs erwähnten
von Herrn Dirichlet betrachteten Fall einschliefst.

Der zu befolgende Gang ist derselbe wie in den vorigen Beispielen.
Sei

(20.) (a + #)m = ^ -f A& + A, X* -f · · · ,
so giehi die Integration nach (IV.)

15*
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112 Bauer, Enttvicklung nach Kugelfunctionen

l l

Andererseits giebt die Multiplication der Gleichung (20.) mit a -f mit Hülfe
der Relation (a.) §. 4

Die Vergleichung beider Reihen für («-|-a?)m+1 giebt
(a-|

und von » = l an

Da nun

so wird, wenn wir zur Abkürzung
1[(«+1 +1-(«-1 +1]=^( ) und H(e

setzen,

Allgemein ist An von der Form

(22.)" An = (_i

und Pn und Qn ergeben sich wie in den vorigen Beispielen als Zähler und
Nenner des nten Näherungsbruchs eines Kettenbruchs , dessen Werth 44^

/ 2 («)
ist. Diesen Kettenbruch findet man mittelst der Relation (21.), nämlich

, ro(m+2)
3 +

Dieser Kettenbruch bricht ab, wenn m irgend eine ganze, positive oder ne-
gative Zahl ist. Ist m eine negative ganze Zahl, so nimmt der eben gefun-
dene Ausdruck für An die unbestimmte Form % an, sobald n^ — m — \
wird. Ich werde diesen Fall, in welchem die Coefficienlen eine andere Form
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Bauer, Entwicklung nach Kugelfunctionen. 113

annehmen, sp ter besonders betrachten. Ist aber m eine ganze positive Zahl,
so wird Jin = 0, wenn w^>mJ-l ist; die Reihe (20.) bricht also, wie vor-
auszusehen war, bei dem Gliede AmXm ab. Hierbei kann a einen ganz
beliebigen Werth haben. Ist z.B. « = 0, so wird ^(έΐ)==1, /ΐ(α)=0,
wenn m gerade, hingegen f2(a)=l, ^(α) — 0, wenn m ungerade. Es ist
also f r gerade m

i-2)

(24.)

(m+ 1)(m+ 3) (m+ 5)
m(m—2)...2

f r ungerade m
«.m q * v ι 17 #* — ! γ ι 44 (»» l)(w — 3)
Λι —— O '

(«*—!)(»> — 3). „2

Ist m keine ganze positive Zahl, so m ssen wir im Obigen #>! voraus-
setzen. Wollte man z. B. xm entwickeln, wenn //* ein Bruch ist, so rn fste
man, wie Herr DiricAM gethan hat, in der Gleichung (L) f ( x ) = xm setzen,
zwischen den Grenzen χ — 0 und χ = -f l , und /'(o?) = 0 zwischen den
Grenzen x — Q und a ? = — 1. Man erhielte sodann

und hiermit aus der Relation (21.) allgemein,
Λ Λ 2η 4- iwenn n gerade, Λ = — τ^

, . 2w+l (m— l)(m— 3)...(ιη— w4-2)
wenn n ungerade, ^ = -f-> (m+2)(m+4)...(,n+n

bereinstimmend mit den von Herrn Dirichlet gegebenen Formeln.
Ich mufs jedoch hier bemerken, dafs schon Tuegendre das Integral

J xm Xndx f r gerade Indices n durch eine andere Betrachtung in der
0

vorstehenden Form gegeben hat (Recherches sur la figure des Planetes,
Acad. des Sc. 1784).

§. 6.
Ist m-\-i positiv, so k nnen wir in dem Vorhergehenden auch a~\

setzen, und es nehmen in diesem Falle die Coefficienten ebenfalls eine einfache
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114 Bauer, Entwicklung nach Kugelf unctionen.

mForm an. Es wird dann nämlich /i (a) = f2 (a) = 2m, also A = 2

^ == 2m-r — , , 2. und mittelst dieser Werthe und der Relation (21.)

beweist man leicht, dafs allgemein

ist. Man hat also
m(m—

eine Reibe, welche für jeden Werth von von # = — l bis x=.-\~\ con-
vergirt, wenn m positiv ist. Wird m negativ, so divergirt die Reihe für
# = — 1; und wird m = — ^, so hören auch die Coefficienten auf gegen
Null zu convergiren, indem sie sämmtlich gleich (— 1)"2 werden, übereinstim-
mend mit der Entwicklung von 2(l-f 2rx-\-r2)~* für r = l.

Der eben gefundene Werth von An für a = l führt zu einer Eigen-
thümlichkeit des Kettenbruchs (23.). Setzt man nämlich in der allgemeinen
Formel für An (22.) ö = l, so giebt die Vergleichung mit obigem Werthe

vorausgesetzt, dafs m keine negative Zahl ist. Ist m eine positive ganze Zahl
und man macht n — m, so wird

(26.) (_ir«?m-Pm) = 1.2. 3. ..m,
wo Pm und Qm Zähler und Nenner des Quotienten sind, welcher sich aus
dem Kettenbruch

m+1 _(27.) . m (m + 2)
3 | (m—l)(m+3)

mit Ausschlufs des letzten Theilbruchs o ^4-i ? ergiebt. Der Werth des
vollständigen Kettenbruchs ist gleich l, und zwar findet man mittelst der Glei-
chung (26.) leicht, dafs Zähler und Nenner des vollständigen Quotienten
gleich (m-f-l)(^+2)...(2m-f-l) werden.

Da Pm den Factor m 4-1 hat, so folgt aus (26.)
(~- , = 1.2.3. .m (mod.m+1).
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Bauer, Entwicklung nach Kugel functionen. 115

Es hat mithin der Ausdruck Qm, welcher sämmtliche Zahlen von l bis 2m
enthält, dieselbe Eigenschaft, welche das Product 1.2. 3... m besitzt, nämlich
Qm-\-l ist durch ?/i-j-l*theilbar oder nicht, je nachdem i/i-fl eine Primzahl
ist oder keine.

%
§- 7.

Wir haben nun noch zu betrachten, was die Coefficienten in der Ent-
wicklung von (a-\-x}m werden, wenn m eine ganze negative Zahl ist. In
diesem Falle aber reicht es hin die Coefficienten der Reihe

(28.) 4 =
* ~

zu kennen, indem sich die Coefficienten der Reihe für ; — : — — als Differential-9 (a-\-x)m

quotienten der Coefficienten dieser Reihe ergeben.
Multiplicirt man die Gleichung (28.) mit -j-o? und setzt für xXn

seinen Werth aus der Relation (#.) §.4, so erhält man auf der rechten
Gleichungsseite eine Reihe nach X, deren Coefficienten sämmtlich Null sein
müssen, den Coefficienten von X() ausgenommen, welcher = l ist. Bemerkt

man sodann, dafs A{)=±/ — - — — ^log . ist, so findet man, wie in
"**s (t — f- JC Ct. — — - l

den vorhergehenden Beispielen, dafs

(29.) An = (-l

ist, wo Pn und Qn Zähler und Nenner des nien Näherungsbruchs des folgen-
den Kettenbruchs sind :

/- i 1 0 l l(30.) 4 log—1-:· — T- H --v J * ö « — i l 1 a —
f fta

Zugleich ersieht man aus den Werthen (^, = 1, Ql = a und der Relation,
welche sich zwischen ()rt+1, Qn und Qn„L ergiebt, dafs Qn mit Xn der Form,
nach identisch ist.

Man weifs, dafs der Ausdruck (?»·|^~ — JPn, welchen ich der
et — l

Kürze wegen mit Ffl(e) bezeichnen will, ein particulares Integral der fol-
genden Differentialgleichung ist,
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116 Bauer, Entwicklung nach Kugelftinctionen.

= 0,rf.r '
in welcher a durch ersetzt ist, und dafs derselben Differentialgleichung auch
das Polynom Xn genügt. Man hat dieses Integral Yn(x) unter verschiedene
Formen gebracht, aber man kann ihm noch eine andere neue Form geben,
welche mir bemerkenswerth scheint.

Wenn man nämlich die obige Differentialgleichung «mal differentiirt,
so erhält man mit Benutzung der Formel

d n ( y z ) _ dnz . dy ^n~lz . n(n — \) d*y d^z .

die Gleichung

und hieraus folgt

wo C eine willkürliche Constante bezeichnet. Es ergiebt sich hierdurch für
das gesuchte Integral die Form

_ r /*("+!) d*"*1

y ~ J ( «_l )»+i '
wo sämmtliche Integrale so zu nehmen sind, dafs sie für = oc verschwin-
den. Bestimmt man die Constante (7 so, dafs mit dem, was ich Yn(x) ge-
nannt habe, übereinstimmt, so findet man C— ( — l)n+1.2.4...2n. Es ist also

/
(»+!) ^ r«+l

(Äpi,

ein Ausdruck, ganz analog dem bekannten Ausdruck 5-4—0 ^ "~ , wel-
cher das andere Integral der Gleichung (V.) nämlich Xn darstellt. Man
könnte selbst mittelst dieses letztem Ausdrucks für Xn den so eben für y
gefundenen unmittelbar aus der Differentialgleichung schliefsen, wenn man
bemerkte, dafs dieselbe ungeändert bleibt, wenn man n mit —(ra-j-1) ver-
tauscht.

Der Coefficient von Xn in der Entwicklung von ( -f #)~m wird nun,
wenn m eine ganze positive Zahl und, wie früher bemerkt wurde, #>1 ist,

;n-m-H2)

(l — <**)*+* '
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Bauer> Entwicklung nach Kugel functionen. 117

ein Ausdruck welcher, so lange n<^m — l ist, algebraisch und mit der For-
mel (22.) gleich bedeutend, für n ^> m — l aber logarithmisch ist.

§· 8.
Aus Gleichung (28.) erhält man, wenn man für die Coefficienteti A

ihre Werlhe setzt, nach (IV.)
(33.) log(Ä+<r) = log(ö-f-l)- F0(

Integrirt man aber dieselbe Gleichung nach a, so erhält man, da

„(a)öa=iyiogij^

ist,

log(e+ar)+const. = Iog(a+l)-Fo(e)-f ,( }-{ (^ (2 -\^ ^ ) da Xn .

Da die F für a == sämmtüch verschwinden, so wird, wenn man / ( )
so nimmt, dafs es ebenfalls für a = 00 verschwindet, const. = 0, und die
Vergleichung beider Reihen für log(a-f x) giebt die der Gleichung (III.)
analoge Gleichung

(34.) fYn(<i)Ba =

welche sich auch auf anderm Wege ohne Mühe finden läfst.

^Ich habe die Entwicklung von log (a -j- o?) hier aus der von — r— ab-
^- 1

geleitet. Man kann sie aber auch direct aufsuchen, nach derselben Methode,
nach welcher wir die Entwicklung von (e-j-a?)m (§·5) gefunden haben. Man
erhält auf diesem Wege die Coefficienten der Gleichung (33.) von n = l an
in der Form

(35.) J. - (-l)

wo Pn und Qn Zähler und Nenner des nten Näherungsbruchs des folgenden
Keltenbruchs sind

(36.) i ( r f_i) log £*.«.·-*__
*«— i _

l«— * _.„_...
Journal für Mathematik Bd. L VI. Heft 2. 16
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liri Bat er> Entwicklung nach Kugelfunctionen.

eiaes KeUenbruchs, <!t«i sich auch unter folgende Form bringen läfst

3.5. 2

In den Glel· aijfe>en (33.) und (35.) ist a >> l vorausgesetzt. Wird a = l,
so rei!uoir sich 4() auf log2—l, während man, von n=l an,

= (-D"
findet, so dafs in diesem Falle die Entwicklung folgende wird

(37.) log(l-f-ar) =

§.9.
Aus den vorhergehenden Paragraphen ergiebt sich hinreichend, wie

die Coefficienten der nach Polynomen X fortschreitenden Reihen in sehr
vielen Fällen auf ganz elementarem Wege gefunden werden können. Diese
Coefficienten lassen sich aber auch leicht durch unendliche Reihen darstellen.
Ist nämlich

f ( x ) = a^a^x-^a^-^a^ ·+···,
und ersetzt man in dieser Reihe die Potenzen von u? mittelst der Formel 0?4.)
durch ihre Werthe ausgedrückt in Polynomen X, so erhält man für f ( x ) eine
Reihe von der Form (L), in welcher der £oefficient An durch die Reihe
gegeben ist

V (a l (»+1)(»+2), («+l)(n+2)(n+3)(n+4)
X \ün 2. (2» +3) "+2 " 2.4.(2» + 3)(2« + 5^~

Hat man also den Coefficienten An in endlicher Form gefunden, so ist hier-
mit auch die Summe dieser Reihe bestimmt.

Von den vielen Reihen, deren Summe sich auf diese W&se aus den
in den vorhergehenden Paragraphen gegebenen Entwicklungen ergiebt, will
ich nur folgende anführen.
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Bauer, Entwicklung nach Kugelf unen \iieh.

an
1) Ist f(x}z=zeax, so ist are= . 0 » --- S bsUiuirt - mim di£srfenl · & · o · · *n

Werth in die Reihe (38.), so giebt die Vergleichung ^ait deir^in §.2 ge-
fundenen Werthe von An ^

(39.) 1-f

__ 1.3.5.. .(2η p
— ^ — ' 2.αη+Α - ^ n —

. 1 .3 .5 . ..(2/ι
n o w * ;

wo Pn, £>„ aus dem Kettenbruch (3.), Pr
n, Q'n aus dem Kett^ti&Hcfa (3'.) zu

entnehmen sind. ^ i'^w
2) Ist f(x) = cosax-}-sinax}/—i) so findet man ebenso aus §.2

(40.) 1-5-/1

wo P„ und 0« sich auf den Kettenbruch (6.) f r tang« beziehen.
3) Sei f ( x } = (a-\-x}m-1, so wird nach (38.), da nun

(m— 1) (m— 2). ..(m— n) «_„_!
a* = - 1.2.3.. .ι» α

ist.

Die in der Klammer stehende typergeometrische Reihe ist nach der Bezeich-
von Gaufs

Bezeichnen wir sie k rzer mit JP(if — w-j-1), so giebt die Vergleichung die-
ses Ausdrucks von An mit Formel (22.) §,5, wenn man in dieser m— l
statt m setzt
(41.) F(n~»i+l) = (-!)% 1 '3 '5--(^ ^ v ι ' v ' — —

wo nun /:(ο)=^Γ(«+1Γ-(«-1Γ1, A( ) = i[(«+l)w + («-ir] «nd
Pn und » ^us dem Kettenbruch

— (g— i)« _ . O , w
(m—

16
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120 Bauer, Entwicklung nach Kugelf unctionen.

zu nehmen sind. Die Herleitung der Gleichung (41.) setzt voraus, dafs m
keine der ganzen Zahlen l, 2, ... n ist. Ferner gilt die Gleichung (41.)
nicht nach §. 5, wenn m eine der negativen ganzen Zahlen — l, ~2, ... —n
oder Null ist. Die Formel (41.) gilt mithin für jeden Werth von m, aus-
genommen wenn m eine der ganzen Zahlen von — n bis ·\- ist, die Null
mit einbegriffen.

Ist aber m eine negative ganze Zahl oder Null, so hat man nach (32,),
wenn wir — m statt m schreiben

1.2.3...(2n

Ist hingegen m eine positive ganze Zahl kleiner als tt-f-l^ so er-
giebt sich mittelst der in §. 7 gegebenen Formeln

Dieses -fm-f Ifache Integral läfst sich aber, wenn m<in-\~\, auf das
n — m-}- 1 fache zurückführen. Denn es läfst sich aus der Differentialgleichung,
welcher Yn(x} genügt (§.7), nachweisen, dafs für wi

_„ ,_ , „_ (w

ist, also
/»(n

^ ^ 7 (l— jrt)"+1

eine Gleichung, ganz analog der schon von Jacobi für die Differenlinlquo-
tienien von (x1 — l)n gegebenen.

Statt Formel (43.) kann man also auch schreiben
(45.) F(n — m-fl)

~ 1.2.3. ..(

Aus der Vergleichung dieser Formel mit Formel (42.) folgt

(46.) F(n—

und zwar gilt diese Gleichung nicht nur, wenn m eine ganze Zahl ist, sondern
sie druckt eine allgemeine Eigenschaft der Reihe F(n — m-fl) aus, indem
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Bauer, Entwicklung nach Kugelf unctionen. 121

man sich leicht überzeugt, dafs auch die Summenformel (4-1.) dieselbe Eigen-
schaft besitzt.

Die Gleichung (42.) gilt auch, wenn m eine positive ganze Zahl gröfser
als n ist, dasselbe ist mithin mit Gleichung (45.) der Fall. Beide Formeln
werden in diesem Falle algebraisch und fallen mit (41.) zusammen.

Bisher war «>1 vorausgesetzt; ist aber &=1, so ist die Reihe
nur convergent, wenn m eine positive Gröfse ist. Unter dieser Bedingung
ist für a = l

i.8.5 !

wie man entweder aus den hier aufgestellten Formeln, oder aus den von
G au (s in seiner Abhandlung aber die hypergeometrische Reihe gegebenen,
finden kann.

München, Juni 1858.
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