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25.

Démonstration nouvelle du théoréme du binome,
' (Par IEditeur. )

Il y a plusieurs démonstrations différentes du binome; mais toutes cel-
les que je connois, laissent encore, 4 ce que je crois, plus ou moins a
désirer. Ou elles procédent du cas particulier au cas général, par une
sorte d'induction plus ou moins vicieuse, par laquelle on cache plutdt
les difficultés qu'on ne les léve, ou elles supposent une partie plus ou
moins -grande de ce qu’il sagit de démontrer, par exemple la forme
de la série du développement; ou bien elles sont tellement métaphysi-
ques, quelles, ne peuvent entrer convenablement dans une saine analyse
mathématique; ou enfin elles sont incomplétes, surtout en ce qui regarde
le reste de la série, dont le développement ne donne pas I'expression.

Donc une démonstration compléte du théoréme du binome, vrai-
ment rigoureuse et générale, et en méme tems tellement claire et élé-
mentaire, qu'elle soit accessible aux premiers commengans, est encore a
désirer. Ce théoréme étant une des parties les plus essentielles et des
plus remarquables des élémens, sa démonstration semble é&tre impor-
tante pour les traités élémentaires de I'analyse et pour Ienseignement de
cette science.

Je vais présenter ici une démonstration qui semble satisfaire &
toutes les demandes quon puisse Iui faire. Elle découle, comme corol-
laire, de la théorie nouvelle et générale des puissances et des facultés
analytiques, dont jai tracé les premiéres idées dans un petit écrit en
Allemand, sous le titre (Persuch einer aligemeinen Theorie der analyti.
schen Facultiten ete., Berlin bei Reimer, 1823.) et qui tire ses déve-
loppemens de cette formule générale de développement, que j'ai nommée
Théoréme général de Taylor, pour le distinguer du théoréme parti-
culier connu sous ce'nom, et qui, dans toute sa généralité, peut &tre dé-
montré avec la méme simplicité et rigueur qu’on remarquera dans la dé-
monstration du théoréme du binome qui va suivre. ‘Je me propose de
. reproduire, a loccasion, la théorie générale dont je parle, refondue et
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complétée. La démonstration du binome que je donne ici, est un échan-
tillon de ce traité plus étendu.

Ecrivons I'équation identique
1, et = g* ¥ k.

Le factear 1* doit 8tre ajouté aux termes & pour faire égaler les nom-
bres des racines différentes qui’ peuvent avoir lieu des deux cotés de I'é-
quation.

Supposant pour abréger
» ! ) a* ¥tk — gx, 11

2

axtk— gx 1k

=P

on a: .
3. o™t = g* 1 Ep.

Cela posé, faisons augmenter x de 1 et en méme tems diminuer £ de 1,
de sorte que la valeur de x-}% reste l]a méme, l’éqnatmn (3.) se chan-

a en
ger o 4. o = o2 - (k—1)p,,

en désxgnant par p, la valeur variée de p, et en remarquhnt que 1% = )¥,
Retranchons I'équation (3.) de celle (4.), nous aurons: '
5 0 = (@' —a) 1V 4 (k—1)(p,—p) —p.

Désignons, comme a lordinaire, la diffiérence entre la valeur va-
riée et la valeur primitive d'une quantité quelconque par A, mis devant
le signe de la quantité, 'équation (3.) pourra étre présentée sous la forme:

6. 0 =A@ 1)+ (k—12p—p.
Augmentons de nouveau dans cette équation x de 1, et diminuons % de

7. 0 = AN+ (k—2)Ap,—p,.
Retranchons de cette équation celle (6.), le reste sera
8. 0= Q@ 1)—A@E51) +(F—2)(Ap—Ap)—Bp—(p,—p),
ou, parcequen vertu de lalgorithme de A, la différence de différences
peut étre désxgnée par A :
~ 9. 0 = O*e” 1")+(k—2)A’p—2Ap
La premiére répétition de lopération qu'on vient de faire, donnera:
v 10. 0 = A (e*. 1Y) + (k—3)A°p —347%,
et on pourra continuer cette opération a volonté,
En résumant les équations (3., 6.,°9., 10.) et celles qui les sui-
vent, on aura, en transportant en méme tems au coté gauche les der-

~
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niers termes des équations (3., 6., 9., 10. etc.), et en divisant les équa-
tions qu'on trouve par les coéfficiens de Ap, A%p etc.:
a*tt = o*. 1¥ + kp, .
p =A@+ E=1)Ap,
2lx 4k -
Ap = A (a .1 )+ k—2

Ap,
x 4k )
AQP —_— ‘; ) + ASP’

11.

n An—1 xj_k k—- __f et
sy = Bt i

__ An(ax. 1F) k——n
— n + n

Apy
Substituant successivement ces équations I'une dans lautre, on trouvera
et = o 2% kp,

et = ¥ 1} kA (a*. 1) k. (k——])Ap,

*tF = % 1¥ 4 kA (a%. 1*)-]-——-—~—A9( x 1‘)—[—

.

An—l P

12. k-—-?

A'py
ax+k__ ax. 17( de p (2 )
A%(@* 1F)....

et généralement, s1 I'on substitue la valeur

13. o = o 1F 4 kA(en 1 f Bk
k.k""io.uk""" ""1 x
et 2.3....n‘<n A 1h
kk—1....(k—n) ,, o>t —a*. 4k
+ 2.3....n a ( k )
Mais A (e*.1*) n’est autre chose que
a1 — g% 1F = (P —a¥)2F = % 1F (e —1);
donc A%(a*.1%) est égal a (@—1) A(e”.1*) = a*.1*(a—1)%; A%(e”.1Y)
est égal a a*.1%(e —1)* etc. Donc I'équation (13.) donne:

16. a*tf=0c".1 [1+k(a—-—1)+ﬂ—_1( a—1)"+... +k(k_21) 3.[.'“”_("—1)}(0 1)"}

k(k—i).(k——n) n ax+k— g%, 1k
+o A (S ).
Faisant dans cette équation 2=0 et écrivant ¢ 1 au lieu de @, on aura:
15. (1+a)h—1 [1+lc +E= —1 e+kk —1. k——? e +k.k—; 3[k—<:—t)]
k(k—1)... (k—n) o (L)X =0tk (§4-g)*(=0) §¥
sl 4 ( 3 )
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Voila la formule connue de développement d’'une puissance quelconque
du binome, mais complétée par l'expression de la valeur exacte du reste
de la série, et en méme tems du facteur 1%, qui exprime les racines ou
valeurs différentes que peut avoir l'expression (1 a)~

Comme on voit, il n’a été rien supposé arbitrairement; il n’y a
non plus aucune condition ou restriction a faire pour les valeurs de la
base et de I'exposant du binome. Le développement a été fondé seule-
ment sur une équation identique, et ne consiste quen transformations
algébriques.

L’expression finale elle méme wvest effectivement qu’identique,
comme on peut le voir en développant I'expression du reste. Ce dévelop-
pement fait, tous les termes a droite se détruiront, excepté le seul terme
(14 a)%, et Yéquation rentrera a l'expression identique (1 4 a)f = (14 a)*
Donc la démonstration du théoréme de binome, que nous venons de pré-
senter, est parfaitement générale_ et rxgoureuse, en méme tems quelle
est élémentaire.

Berlin, le 2. Avril 1829.




