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25.
Demonstration nouvelle du theorome du binome.

(Par PEditeur.)

J.1 y a plusieurs domonstrations differentes du Binomej mais toutes cel·-
les que je connois, laissent encore, ä ce que je crois, plus ou moins a
desirer. Ou elles procedent du cas particulier au cas goneral, par une
sorte d'induction plus ou moins vicieuse, par laquelle on cache plutöt
les difficultis qu'on ne les leve, ou elles s u p p o s e n t une partie plus ou
moins grande de ce qu'il s'agit de demont re r , par exemple la fo rme
de la sorie du doveloppementj ou bien elles sont tellement motaphysi-
ques, qu'eiles, ne peuvent entrer conrenablement dans une saine analyse
mathomatique; ou enfin elles sont incompletes, surtout en ce qui regarde
le reste de la Serie, dont le developpement ne donne pae l'expression.

Donc une demonstration complete du thooreme du binome, vrai-
ment rigoureuse et generale, et en möme tems tellement claire et ele-
mentaire, qu'elle soit accessible aux premiers commengans, e5t encore a
dosirer. Ce theoreme ^tant une des parties les plus essentielles et des
plus remarquables des elemens, sä demonstration semble ßtre impor-
tante pour les traites elementaires de Tanalyse et pour Tenseignement de
cette science.

Je vais presenter ici une demonstration qui semble satisfaire
toutes les demandes qu'on ptiisse lui faire. Elle docoüle, comme corol-
laire, de la theorie nourelle et gonerale des puissances et des facultos
analytiques, dont j?ai traco les premi^res idoes dans un petit ecrit en
Allemand, sous le titre (Versuch einer allgemeinen Theorie der analyti»
sehen Facultäten etc. Berlin bei Reimer, 1823.) et qui tire ses dore-
loppemens de cette formule g^n^rale de dofeloppement, que j'ai nommoe
Thoorome genora l de Taylor, pour le distinguer du thoorome parti-
culier connu sous cevnom, et qui, dans toute sä gonöralito, peut 6tre do-
montro avec la meme siinplicito et rigüeur qu'on remarquera dans la d4-
monstration du theoreme du binome qui va suivre. Je me propose de
reproduire, a lOccasion, la theorie generale dont je parle, refondue et
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306 25, Crelle*9 ddmonstration nouvefle du thloreme du binome.

conapl&ee. La demonstration du binome que je donne ici, est un
tillon de ce traite plus atendu*

Ecrivons F&juation i den t ique
, . . .

Le facteur l* doit 6tre ajouto aux termes a* pour faire Egaler ies nom-
bres des racines diflf rentes qui peuvent avcrir lieu des deux cotos de Γέ-
quation.

upposant pour abrjo
' ' · 02.

on a:
3, *+* a= a*. 1̂  + t p.

Cela pose, faisons augmenter χ de l et en meme tema diminuer * de l,
de sorte que la valeur de χ-^-ί reste la m me, roquation (3.) se chan-
gera en

4.
en designant par />t la valeur varioe de /?, et en remarquant que l1"** = l*.

Retranchons l'oquation (3.) de celle (4.) t nous aurons:
5. θ = (σ^-β*)ΐ* + (*-ι)(Λ^ρ)^./ι.

Dosignon , comme a l'ordinaire, la diflference entre la valeur va-
rioe et la valeur primitive d'une quantito quelconque par Δ, mis devant
le signe de la quantit^, l^quation (5.) pourra dtre prosentie sous la forme:

β. ο = Δ (αΜ*) + (*-*- 1)Δ^— ρ.
Augmentons de nouveau dans cette equation χ de l, et diminuons k de
l, nous aurons

7. 0 = A(c**^. i») + (*— a) Δ^ — Λ,
Retranchons de cette oquation celle (6.), le reste sera

8. ο^Αίβ^Μ1)— Δ(^.ιχ) + (*^2)(ΔΛ— Λ/^)— Δ^~^~/>),
ou, parcequ'en vertu de l'algorithme de A> l* difforence de difforences
peut tre dosign^e par Δ1:

9. o s= Δ2(αΜλ) + (*~2)Δν~2Δ/?.
La pr miere r^potition da Toporation qu'on vient de faire, donnera:

IQ. o = As (o*, i») +·(*-*. 3>Δ> — 3Δ>,
et on pot^rra continuer cette Operation νοίοηίέ*

En resuroant Ies ^quations (3., 6., 9., 10.) et celles qui Ies sui-
vent, on aura? en tiansportant en meme tems au coto gauche Ies der-
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niers tei-mes des quations (3., 6., 9., 10. etc.), et en divisant les 4qua-
tions qu'on trouve par les coefficiens de Δ/>, &*ρ etc.:

o»** = a*. I1 + k p,

11.

_ Δ*(α*. 1*) , k — 2 S
— 2 -f 2

 Δ

Substituant successivement ces ^quations l'une dans l'autre^ on trtmvera
/«*+* = a*.i*+kp,

' = ο*. ". l1) + ^~A*(ax.

ΛΓα ' de p (2.) t

(βΑ. I1)

et g noralement, si Γόη substitue la valeur —

— H 2 . 3 . . . . π -

" * 2 . 3 . . . . n Δ"
Mais Δ(ο^.1χ) n'est autre chose que

ax+\i*~-*—a*.lk = (ax+l—ax)i* = β*.ι*(α—l);
donc Δ2(β*·1*) est 4gal (a—l)A( *M*) = c^.l^(a—l)2; Δ3(«*.1Χ)
est ogal c*.l*(a—· l)3 etc. Donc l'oquation (13.) donne:

2. 3. . . .τ»
Faisant dans eette ^quation a;=0 et ecrivant 0+1 au Heu de o, on aura:
15.

2.3....»
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308 25. Grelle, de'monstration nouvelle du theoreme du binorne.

Voila la formule connue de doveloppement d'une puissance quelconque
du binome, mais complotoe par l'expression de la valeur exaete du reste
de la sorie, et en mßme tems du /acteur l*, qui exprime les racines ou
valeurs differentes que peut avoir Texpressiotf (l + a)\

Comme on voit, il n'a rien suppose arbitrairementj il n'y a
non plus aucune condition ou restriction ä faire pour les Taleurs de la
base et de Fexposant du binome* Le developpement a ete fondo seule-
meiit sur une oquation i d e n t i q u e ^ et ne consiste qu'en transformations
algebriques.

L'expression finale eile m£me o'est effectivement qu'identique,
comme on peut le voir en developpant Fexpression du reste. Ce develop-
pement fait, tous les termes a droite se dötruiront, excepte le seul terme
(I-^-a)\ et r&juation rentrera a Fexpression identique (l -}-a)* = (!-{- a)\
Donc la domonstration du thooreme de binome, que nous venons de pre-
senter, est parfaitement g4n^ralew et rigoureirse, en möme tems qu'elle
est elementaire.

" Berlinale 2. Avril 1829.
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