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22.
Demonstration de quelqnes theor&nes sur ks nombres.

(Par Mr. Stern doct. en phil. a Goeltingue.)

U ans un memoire sur la theorie des nombres, insere" dans leT«9. cah. I.
de ce Journal } Mr. Itilri a donne Ics deux cougruences suivantes qu'il
regarde comme renfermant im theoreme exclusif et assez curieux sur les
nombres premiers de la forme 6;?+ 1, savoir:

in r 6p. 6p — 1 .6p— 2 .. , 6p. 6p — 1.6p — 2.6p — 3.6— 4 „,
19. b/J -- 5-273 - r- ό φ -- 1.2.3.4.5 - Λ~ -----

....ΞΞΟ (mod.6/?+l),
OA fi» 1 Φ-1 ̂ Ρ-2·6ρ-3 'j j. 6p-l^-2.6p-3.6p-4.6p-5 ,,5iO. b/J— I 1-^273 -3-1 1.2.3.4.5 o—....

. . . . + 2GP~2 ΞΞ 0 *) (mod. 6 /? + 1>
Ou peut demonfrer ces theoremes sans avoir recours u la theorie des
nombres et montrer en mcme temps qu'ils sont contenus dans deux autres
propositions plus generales et purement algebriques.

En effet, les deux racines imaginaires de l'equation
tf —i = 0

ctaut
— — t+V-3 _ -1—V--3^ 2 - ei . -- g ,

a.
m

3m. 3m— 1Q 3m,3m— 1.3m—/ l \ 3 m f ^ i o ^ o 3m. 3m— 1Q= (- τ) [1+3mvr~3 -- ΪΤ2— 3 -- 3
en designant par m B nombre entier quelconque.

En ajoutant les deux equations (a.) et (δ,) οη trouve

( l\3mfn n 3m.3m— 10 ι n 3m. 3m — 1.3m— 2 Q2 1 _ o__J 1^2-2.— j^— 3 + 2, - j-^g -- 3 ...-J - Λ

*) Daas le memoire cite on troHTe — 2θΡ~α, maia c'est une erreur typographique.
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ou bien
3 m. 3m — l 0 t 3 m, 3m — 1.3m — 2.3m — 3 02 t _ o3m / *\3m

<% l -- £-£ - <H --- ΓΟΤ4 ^ ----- ^ '\~"l) *
En soustra)^ant l'equation (&.) de l'equation (α.) on obtiendra, apres les
reductions convenables, Tequation

. 0 3m. 3m — 1.3m — 2 Q . Λer, o 772— — - - A 0 o - o-j~..·. es (Λi. · «έ · «i
On a aussi

3m— 1.3m— 2 ^ , 3m— 1.3m— 2.3m— 3- 3+ - --- -

f /
** \

/ lVm^fiJ-rq <vi/~ q 3m— 1.3m— 2 0 3m-i.3m^2.3m— 3 .̂ Q TV" T/ [i+(3m-l)V--3- —-^^ - 3 -- 1_ - 3T^3 ... .J .

En ajoutant les equations (^.) et (/.) on trouve
/_ M'^afi a™-1·3™-^
V 2/ L1 1.2 ^"

ou bien
^ -i _ 3m — 1.3m— 2 q _ fg« l—- τ JT O . · . . — · ^ .

En eoustrayant reqiiation ( .̂) de Tequation (/,), on troure

J Q Q : -- .... ^ - . «

En substituant dans les equations (d.) et (A.), 2^ au lieu de m^ on aur«
,·. G ^ - ^ - ^ - - ^ - h .... = 0,

3.... +26^ = 0
et Γόη voit que ces Equations contiennent les deux congruenees ekees
comme des cas speciaux·

Mr. Libri a c^duit de la 45ongruence (19.) Ie theoreme oormu qu6
la coogruence a? — 3^0 (mod. p) est toujours resoluble lorsque p est un
nombre premier de la forme 12/2 + 1. En ayant ^gard a la forme des
racines de Tequation

o?3— l = 0,
on peut en dccJuire tous les cas dans lesquels ies coogruences

^-^-3^0 (mocL/j), a? + 3^0 (mod*/?)
sont resolublee, p designant un nombre premier.

Journal 4. M. Bd. XU* Hft.4» 3g
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Ea effet parceque les racines de l'equation #4 — 1=0 sont

il faut quo les raoines de la congruenee
#4— l = 0 (mod./?)

soient = + 1, == — l, = + /"(w/i— 1), = — /(*i/> — 1).
Maintenant on sait que la eongruence #4 — 1 = 0 a quatre racines

reelles ou seulement deux, selon que le nombre p est de la forme 4/2+ 1
ou de la forme 4 n + 3. Ainsi il faut que dans te premier cas on ait

f(mp~l) == z · '
« designant un nombre enfier, ou

52^ — l (mod*/?).
Dans le second ca$ o ne peut jamais trourer un tel nombre.

De la il sujt fite le nombre — l est Un residu ou un non-residu quadra-
tiyue du nombre premier p selon que ce nombre est de la forme 4/z-j-l
ou de la forme 4/2 + 3·'

Parceque I'equation Λ?3 — 1=0 a les trois racines
i -1+V~3 — l— y^— 3
' 2 * 2 9

il faut que la congruence
Λ73~1~0 (inod./?)

ait les trois racines

" > > . 2 '
Mais cette congruence a trois racines reelles ou eile en a seuleraent une,
selon que le nombre premier p est de la forme 3/2+1 ou de la forme
3/2 + 2» Ainsi dans le premier cas il faut quyon ait

/-(m/i — 3) = z
% d&ignant un nombre entier, ou bien

*??=. — 3 (mod./?).
Dans le second cas on ne peut j tnais trouvef un tel nombre > c'est-fi-
dir et le nombre ~3 est un residu ou un non*residu fuadrntiyue du
nombre premier p selon que ce nombre esf de la forme 3/2+1 ou de
la forme 3 /* + 2„

Maintenant on nya qu' combiner ce theoreme avec le theoreme
precedent pour trou^reir t utes les proprietes des congruenees

a? — £EE± 0 (mod. p), ^ + 3 = 0 (mod. p).
Si le nombre p est de l» foiine^ 3/2 + 1 et que Γοα designe par / une
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raciiio de Tcquation
jp3 — l ΞΟ (rnotl.p),

oa a
/_ — t±V(mp~3)
J— 2 >

ou
— 3

<r'est-a*dire, que si Γόη connait dej'a le nombre /^ ou peut en deduire
le nombre or cjui satisfait a la congruence

^^ — 3 (mod. p)
cpion a deja trouvo par d autres voies (Yoy. ce jouro« T. 8* cab. 2. et
T. 9. cah. 1.)·

Goettiogue lo 12« Decembre 1833.

38*
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