
Beitrfi, ge zur Theorie der ganzen Funktionen yon 

zwei komplexen Ver~nderlichen. 
Von Ludwig Baumgartner aus Landshut 1). 

Die vorliegende Arbeit bezweckt eine Ubertragung der Unter- 
suchungen tiber das Unendlichwerden ganzer Funktionen einer 
komplexen Veri~nderliehen yon endlicher Ordnung im Unendliehen 
und dessen Zusammenhang sowohl mit dem infinitttren Verhalten 
der Koef'fizienten als mit der Verteilung der Nullstellen auf Funktionen 
yon zwei komplexen Veritnderlichen. 

in ihrem Aufbau und der durehweg element~ren Able'tung 
der Resultat% sowie auch in der Bezeiehnung der Begriffe schliegt 
sieh die Arbeit ziemlich enge an die ,,Elementare Theorie der 
ganzen transzendenten Funktionen yon endlicher Ordnung" an, wie 
sie Herr  A. P r i n g s h e i m  in den Math. Annalen~ Bd. 58 (1904) 
verSffentlieht hat 3). Daneben wurde eine yon Herrn A. P r i n g s -  
h e i m im Jahre 1910 fiber denselben Gegenstand gehaltene Vorlesung 
benfitzt, welehe noch mat~che Vereinfaehungen brachte, die sieh aueh 
bei Betrachtung der Funktionen zweier Veriinderlichen als .wert- 
yell erwiesen (i.nsb. im 1I. Absehnitt). 

Da beim Ubergang" zu Funktionen m e h r e r e r Veranderliehen 
eine Reihe yon Sehwierigkeiten entsteht~ ftir welche die Funktionen 
e i n e r  Verttnderlichen kein Analogon bieten~ konnte nattirlieh bei 
weitem nieht die Vollstandigkeit erreieht werden~ welehe die ent- 
sprechende Theorie der ganzen Funktionen einer Veranderlichen 
auszeiehnet. Zwar liel3 sich bei den Untersuehungen fiber das 
Unendliehwerden selbst~ sowie fiber den Zusammenhang des Un- 
endliehwerdens mit dem infinititren Verhalten der Koeffizienten 
noch die allgemeine ganze Funktion zweier Veritnderlieher yon 
endlieher .Ordnung zu Grunde legen. Dagegen gelang die Auf- 
findung emes Zusammenhanges zwischen dem Unendliehwerden 
und der Nullstellen-Verteilung fu r  ffir eine sehr spezielle Klasse, 
die aber immer noeh so allgemeiner Natur ist~ dal3 sic jede ganze 
Funktion einer Veranderlichen liefert, wenn die eine der beiden 
Veranderliehen festgehalten wird. 

1) Die Literatur fiber den im folgenden behandelten Gegenstand beschr~nkt 
sich~ soviel ich weil~, auf elne Arbeit des Herrn Ju les  Sire in Bd. 31 (1911) 
der Rendiconti circ. mat. Palermo: ,Sur les fonctions euti~res de deux variables 
d'ordre apparent total fini". Doch beruht dlese Arbeit im wesentlichen auf 
anderer Grundlage und verfolgt andere Ziele, hat daher mit tier vorliegenden 
wenig Berfihrungspunkte. Vgl. fibrigens Fal3note 2, p. 45. 

2) Dort findet slch auch elne Zusammenstellung der wesentlichen Literatur 
fiber diesen Gegenstand. 

I s 
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Es mag hier ein Auszug aus dem Naehfolgenden Flatz finden~ 
der die Hauptresultate im Zusammenhang ttberblieken l~ibt: 

Zur Charakterisierung des Unendliehwerdens der ganzen 
Funktion g (x~ y) dient das Verhalten der Maxima ihrer absoluten 
Betr~tge in Kreisgebieten um den Nullpunkt bei unbegrenzt waehsen- 
den Radien. Diese Maxima erweisen sieh als reell% stetige und 
monotone Funktionen yon I xl una r t~l (I. Absehn., w 1). Es zeigt 
sieh dann zun~tehst, dal3 das Verhalten einer ganzen r a t i o  n a l e  n 
Funktion g (x, ~) im Unendliehen sieh dureh dasjenige einer Summe 
yon Potenzen [x [~ @- l Y l ~' charakterisieren ial3t, wobei die zuI~tssigen 
Wertepaare a, a' eine unendliehe Nenge bilden (w 2). Genauer 
wird auf die entspreehenden Verh~iltnisse mngegangen bei den nun 
folgenden Untersuchungen der ganzen t r a n s z e n d e n t e n Funktio- 
nen g (x, y) ; zur Absehatzung der fiJr I x I = r, l Y I = r' mit ~ (r,r') 
bezeiehneten Maxima der absoluten Betr~ige dient hier die Ver- 
gleiehung mit l?unktionen der Form e~'~+~'"'~ und zwar werden als 
die im folgenden aussehlieNieh zu betraehtenden ganzen Funktionen 
n i e h t-  u n e n d 1 i e h e r Ordnung diejenigen definiert, welche einer 
Ungleiehung der Form 

~-(~, ~') < ~, ~+~'~' 

gentigen~ sofern nut r2-~ - r '~ eine gewisse positive Zahl ttbersteigt. 
Dureh mSgliehste Verkleinerung der Exponenten a, a r ergibt sieh 
das grundlegende Resultat, dab far jede ganze Funktion nicht- 
unen(ilieher Ordnung .q (x~y) eine unendliehe Menge festbestimmter 
Wertepaare ~ e' existieren derarg dab man ftir alle positiven g~ g' hat : 

[ ~ .  e~+~+ ''~'+~' far alle r~ r'~ far die r 2-~- r '~ hinreichend 

11 - a + "  . . . .  a' r '  r ~ grob ist~ 
-~(r'r ') l  > e "~ far gewisse r, fat" die @ r '~ beliebig 

[ grob ist. 

Die Gesamtheit aller derartigen Wertepaare % a', die als 
,,Ordnungspaare" bezeiehnet werden, definiert eine stetig% monotone 
l?unktion ~'~---~ (~), die ,,Ordnungsfunktion", geometrisell eine 
stetige, monotone Kurve,  die ,,Ordnungskurve", welehe aueh in 
einen reehten Winkel mit parallel za den Achsen verlauf'enden 
Sehenkeln ausarten kann. Wie bei Funktionen einer Ver~tnderliehen 
lassen sieh nun drei Spezialtypen trennen~ der Maximal-~ Normal-~ 
Minimaltypus. Die Tatsaehe, dab keine zwei Zahlen c~ c' existieren~ 
far welehe wieder in dem obigen Sinne 

~-(r, r') < e ~''~ +~'~'~' 

wgr% definiert den Maximaltypus~ die Existenz zweier solehen 
Zahlen dagegen den Normaltypus~ wenn keine yon ihnen beliebig 
klein sein kann, andernfalls den Minimaltypus. Im Falle des 
Normaltypus zeigt sieh wieder~ dab eine unendliehe Menge fest- 
bestimmter Wertepaaro 7~'f' ( ,Typuspaare")  existiert~ so dal~ man 
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{tir alle positiven a, a' im obigen Sinne hat: 

~(r, r') I < e(~ +~)"~ 
e(r-- ~gra +(Y'--~') r'~'. 

Die Gesamtheit der Typuspaare bestimmt wieder eine stetige 
monotone l?unktion 7' Z ('~), " " = die ,,Typusfanktlon bezw. ,,Typus- 
kurve" genannt wird (w 3). Den Schlul~ dieser Betrachtungen 
bildet der Naehweis~ dag sieh die Ordnungsfunktion bei gewissen 
linearen Transformationen die ganzen Funktionen invariant verh~!t~ 
bezw. daft die Endlichkeit der Ordnung dutch gewisse allgemeinere 
Transformationen nicht alteriert wird (w 4). 

Der zweite Abschnitt behandelt Zusammenhange der Koef- 
fizienten der ganzen Funktionen endlieher Ordnung mit dem Ver- 
halten der Funktionen im Unendliehen. Es werden gewisse Doppel- 
fblgen betrachte b deren Terme abh~ingen yon den absoluten Betragen 
der Koeffizienten und ihren Indices, sowie yon Zahlen, welche das 
Unendliehwerden naeh oben oder unten bin besehr~nken (w 1 bezw. 2)~ 
bezw. yon Ordnungspaaren oder Ordnungs- and Typenpaaren (w 3). 
Uber die oberen Limites der einfaehen Folgen~ welche aus diesen 
Doppelfolgen dureh Ordnung nach allgemeinen Diagonalen entstehen~ 
ergeben sieh in roller Analogie mit den Verhaltnissen bei Funktionen 
einer Ver~inderliehen durchweg umkehrbare, in w 3 zusammenge- 
stellte Satze. 

Fiir den dritten Abschnitt, weleher Beziehungen des Un: 
endlichwerdens der ganzen Funktionen zur Art ihres Verschwindens 
sucht, mfissen die ganzen Funktionen in die Form unendlicher 
Produkte yon sogenannten Primfunktionen gebracht werden. Die 
allgemeine derartige D.arstellung der ganzen Funktionen yon 
zwei Ver~tnderliehen~ wm sie Herr H. H a h n  gegeben hat, kann 
hier deswegen nicht zu Grunde gelegt werden~ weil sie ~ ver- 
mSge ihrer Allgemeinheit ~ keine Analoga zum Range and Grenz- 
exponenten der ganzen Funktionen einer Veri~nderliehen erkennen 
liil~t (w 1). Es werden daher nur noeh Funkdonen tier spezielleren, 
im wesentlichen yon O. B i e r  m a n n  angegebenen Form betraehtet: 

k co 2, T (Y~ (x, y)). t 

H - / 

wobei g (x~ y) eine ganze rationals oder transzendente Funktion 
ist~ ferner 

, �9 C ; o X  - ~ - . . . N - C o ~ y  

"r --=a~o~ X--b "(~)~o~ ~-+-. . ~"~")~  + .  .+~(~)'~ - - 7 -  t ~ s O  w " U~Os 2 l  �9 

Als notwendige und hinreichende Bedingung daffir'~ dal~ die 
Funktionen 1 --  7, (x~?/) als verschwindende Bestandteile :der Prim- 
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funktionen auftreten k~nnen~ wird die Beziehung erwiesen: 

~ = O O  ~ 0 ,  1~ . 

Bleiben die Zahlen p~ unter einer (von x unabhangigen) 
Sehrank% so hei~en die Funktionen ,,yon endliehem Range" (w 2). 
Von den Funktionen der ~ngeftihrten Form wird nun wieder eine 
spezielle Art zur weitei'en Betrachtung ausgewahlt 1), d i e  ,,ganzen 
Funktionen mit wesentlich linearen Primfunktionen~ d. h. die 
Funktionen der Form: 

G(X,y) : e ~(x,y) H ( c  x @ d , y )  1 --(a x@-b y) e ;'=~ (w 3). 

F~ir diese wird gezeigt, daI3 die Endlichkeit des Ranges aus 
der Endliehkeit der Ordnung folgt~ sodann (ganz analog wie bei 
Funktionen e in  er Ver~inderlichen), dal~ im Gebiete der primitiven 
Funktionen diejenigen endliehen Ranger und endlieher Ordnung 
Rich vollsti~ndig deeken (w 4). Dieses letzte Resultat wird dann 
noeh auf eine etw~s allgemeinere Ktasse yon Funktionen~ die sieh 
auf solche mit wesentlich linearen Primfunktionen zurtiekftihren 
lassen, ausgedehnt (w 5). Die bisherige Produktdarstellung der 
betraehteten Funktionen ]agt noeh nieht das eigentliehe Analogon 
zum Range erkennen. Es zeigt sieh~ dal~ die bisher bentitzten 
Konvergenzfaktoren nut eine mittlere Stellung unter allgemeineren 
Formen einnehmen~ d. h. : die sehlielSlieh nieht mehr versehwin- 
dende Funktion 1 - -  "~, (x~ y) liilR sieh in der Form e-n~ darstellen~ 
F, abet in eine Doppelreihe entwiekeln; die Konvergenz wird so- 
dann d~dureh herbeigeftthrt~ dal~ der Exponent des Exponential- 
faktors.von dieser Doppelreihe einen Tell abtrennt~ namlieh in der 
bisher betraehteten mittleren Form alle Glieder diesseits einer 
unter 450 verlaufenden Diagonal% in der nunmehr einzuftihrenden 
alle Glieder diesseits einer beliebigen (d. h. unter irgend einem 
Winkel verlaufenden) Diagonale (w 6~ 7). Jede solche Diagonale 
wird dutch drei~ wenn sie abet dem Anfangsgliede mSg'liehsI~ nahe 
liegen soll, dutch zwei Zahten festgelegt. So wird man zu einer 
unendliehen Menge yon Zahlenpaaren geffihrt~ welehe das als 
,Rangsystem" bezeiehnete Analogon zum Range vorstellt. Wie 
bei Funktionen einer Ver~tnderliehen ergibt sich dutch eine ent- 
spreChende Verseh~trfung dieses Begriffes das Analogon zum Grenz- 
exponenten (w 8). Zum Sehlusse werden Bezieehnungen dieser 
beiden Begriffe zum Unendliehwerden der Funktion gesueht; es 
ergibt sieh die za erwartende Identititt des letzteren dieser Begriffe 
mit der Ordnungsf'unktion~ wenigstens nnter einer bei Funktionen 
nieht allzu fernliegender Art erftillten Bedingung (w 9), 

x) Der eigehfliche Grand ffir diese Einschr~nkung tritt erst zu Anft~g des 
w 7' deutlich hervor (siehe dort Fuflnote). 
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[. t k b s e h n i t t .  

tJber das Verha l ten  ganzer Funkt ionen  yon zwei komplexen 
Veri~nderlichen im Unendlichen.  

w 1. Ober das Maximum des absoluten Betrages einer ganzen 
Punktion E(x,y) in einem Kreisgebiet 1xl <=r, bYl ~r ' .  

g (x~y) bedeutet im folgenden eine ganze (rationalG oder 
transzendente) Funktion dcr beiden unabh/~ngigen komplexen Ver- 
i~nderlichen x~ y. 

DiG absoluten Betrage der Funktionswerte g (x~ y) ill einem 
Kreisgebiet Ix I ~ r, l Yl ~ r' haben ein Maximum, ftir welches die 
fGlgenden Satze gelten: 

Satz 1. Ist xo, Yo Maximalstelle der Fu ,  ktion g (x~y) im 
Kreisgebiet I x I ~ r ,  l Yr soistlXo = r ,  l Y o l = r ' .  

Erteilt man niimlieh etwa der Ver~tnderliehen x einen fasten 
Wert, so bleibt eine Potenzreihe in y allein tibrig, deren absoluter 
Betrag sein Maximum ftir den Kreis l Yl ~ r '  au f  der Peripherie 
des Kreises mit dem Radius r' hat. Dies gilt aueh ffir x~-xo ,  
wobei x 0 derienige Wart ist, ftir welehen g (x~ y) das Maximum in 
dem Gebiete der beiden Kreise annimmt; d. h. abet 1~/ol ~ r ' ~  
wenn Yo die y-Koordinate dieser Maximalstelle ist. 

Dr~s Analoge i/~fit sich flit x o beweisen. 
biach diesem Satze ist Max [g (x, y) ] mit Max[g (x,y) I glGich- 

[yl<_~" lyl=~'" 

bedeutend; ks wird im folgenden mit g-(r~r')bezeichnet, g-(r,r')ist 
dann eine reell% niGht-negative Funktion tier reellen l~ieht-negativen 
Verlinderlichen r~ r'. 

Satz 2. Die Funktion g-(r,r') witchst monGton~ wenn rund  
r' monoton waehsen oder doch eine yon diesen beiden GrSi~en~ 
wi~hrend die andere konstant bleibt~ und zwar w~tehSt f(r~ r') ins 
Unendlich% wenn mindestens eine tier GrSl3en r~ r' ins Unendliche 
w~tchst. 

Ist n/~mlieh r~ ~__r 1, r'2 ~r ' l~  wobei nieh~ in beiclen Relationen 
zuglelch das Gleichh-~tszeichh-n gelten soil, so folgt unmittelbar aus 
der Definition yon g, dal] night 

sein kann; aber aueh 



8 Ludwig Baumgartner. 

ist u.nmSglieh, da sonst gegen S a t z l  das Maximum Max (x,y) 
ixj<~] g 

schon in einem Punkte x, :q angenommen wtirde, s welchen 
l x I = r~, l.yl = ,'; ,,'~,'~. 

Daft g (r, r') etwa mit r ins Unendliehe w~tchst, folgt daraus, 
dal3 das Maximum des absoluten Betrages einer ganzen Funktion 
einer Ver~nderlichen ins Unendliche w~ehst und 

Max Ig(x,y)l > Max I(x,~/o)l 
lxl<r ~lxJ_<r 
ly]<r, 

ist, wenn ~/o einen festen Wert bedeutet, fiir den I Y o ! ~ r '  ist. 

Satz 3. Die Funktion g(r~ r') ist sins stetige Funktion der 
beiden Ver~nderlichen r~ r'. 

Es handelt sich urn den Nachweis folgender vier Ungleichungen : 

g-(~, ~') - -  ~- (,. - -  A,. ,  r ' - -  A , ' )  < ~, (1) 

~- (r + A r, r' + A r ') - ~ 0", ~") < ~, (2) 

I~(r § ~ ~, ,., - A ~') - - ~  0", r') t < ~, (3) 

15(," - -  A ~,~.' + A ,.') - ~ 0", r') I < ~ (4) 

nach Annahme yon ~ > 0  etwa ftir 0 < h r < : ~ %  0 < A t ' < %  
falls ~ so bestimmt wird~ daft far alle % y eines hinreichend groften 
Kreisgebietes, etwa des Kreisgebietes Ixl ~ 2 r, [Yl ~ 2r '  gilt: 

/ j ( x + h ,  y + l ~ ) - - g ( x , ~ ) l < ~  fa~ h ~ ,  1~<~, (5) 

was stets mSglich ist, da g (x, y) stetig und damit in dem betrachteten 
Kreisgebiet gleichm~Ng stetig ist. 

Nachweis der Ungl. (1): g(r~r '  ) wird in einem Punkte Xo, Yo 
angenomme% es ist also 

Nach Ungl. (5) ist 

l g (~ ,y ) - -g (~o ,yo ) l<~  far Ix - -  xoI < % l~--Uol_~< o 
und um so mehr 

I l g ( x , y ) l - l g ( ~ o ,  y o ) l / < ~  fa~ l X - ~ o l < ~ ,  I ~ - V o ! < ~ .  

Da a r < z ,  h r ' < z  gewahlt wird, ragt das Kreisgebiet 
x - - x  o l ~ z ,  l~d- -Yot~  z in alas Kreisgebiet I x ] ~ r - - A r ,  

l Y I ~ r ' , - h r '  hinein, so daft gemeinsame Punkte, z. B. x~,y~ 
existieren. Nun hat man einerseits 
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anderseits 
Ig(x~,yl)[ < g ( r  -- • r ' - -  At'), 

also um so mehr 

-g(r ,  r ' )  - -  5(r - -  a r ,  r '  - -  a r ' )  < ~. 

Ahnlieh erfolgt der Naehweis der Ungl. (2). 
Zurn Naehweis der Ungl. (3) unterseheidet man die F~tlle: 

~) )-(~, ~.')<~ (,. + a,., ~' --  a,-'), 

b) -ff (r, r r) > ff (r @ A ~. ~,r - -  ~k ~,d) 1) 

und verf~thrt ~thnlieh. 
Der Nachweis der Ungl. (4) erfolgt analog demjenigen der 

Ungl. (3). 

w 2. Einige Siitze fiber das Verhalten ganzer rationaler Funktionen 
g(x,y) fm Unendlichen. 

Satz 4. Ist 

�9 . .  + (.2 o) x~ + . . .  +o,~,L~ x~- ;, y ~ + . . .  ~ )  ~ ) ,  ~) 

so ist 

I g (x, Y) I! 
I 

< Ixl,+~--{-Iy]~+ ~' far a l l e  lx[2+Iyl~> R~,~, (1 a) 

> lxl*-~q-I yl ~-~' far g e w i s s e  beliebig groge I,l~+ly?. (1 b) 

Beim Beweise yon Ungl. (1 a) werden die Falle unterschieden: 

a) l~l>=ly[, bDixi<lyl.  

.) Ig (x,y)I < l .~0~ I + I .?x  l +  

+ I a(ol>Y [ @ " '"  ]a~ ~ x~1-1-'""" I@)-z x~-;'YZ [ + " "  [a! ~) Y'[ = 

" §  §  ~ F ~ ~  - I  I~1~+~ 

1) Im Falle der Gleichheit ist die Riehtigkeit der zu beweisenden Un- 
gleichung evident. 

2) Daboi sollen natfirlich nicht alle Koeffizienten in dieser letzten Klammer 
versehwinden. 

fttr hinreichend grol~e Ix I, etwa I xl > R~ und solehe y, ftir die 
Bedingang (a) erfallt ist; damit jedenfalls far alle x, y~ ftir welche 
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l x l~ .5  l yl 2 > 2R~ ist und Bedingang (a) zutrifft. Um so mehr ist 
fttr diese 

].q (x, 5 )̀ i < Ixl ~+~ + lyl~+ ~''. 

Analog findet man ira Falle (b) 

lg(x,5`)l<xl$+~'+is`l~+ ~' etwa far I x l ' ~ + l s ` l ' > 2 R X , .  

W~thlt man nun 

so ist Ungl. (1 a) in dem behaupteten Umfang erwiesen. 
Beweis der Ungl. (1 b): 

9 (x, 5`)1> [ , T ~ +  ' . + a ~ z ~ - ; . S . - t  . . . .  + a ~ ) 5 ` ~ l -  

- I ~? + a?  ~ + ~,~ 5  ̀+ . . . .  ~- ~ 1  x~-~ + . . .  + a ~,- ~ 5`,-111 . 

Setzt man 5` ~ - c x ~  so ergibt sieh 

g (x,5`)l > l~i s. I ~ ~  -- .+ , ,?_~ ~;. §  , ~  ~ / - 

- -  [ ( / ( 0 ) ~  ~ (a(0) _~  o(1)C) -{ . . . .  - 5  X s --1 (a~o.)_ 1 - 5 . . .  @ a( ~--  1)c~-l )  ] ] 'o / \ 1 t o �9 

c bestimmt man so, dag a2~ @)z c z - 5 ' ' . - 5  a~ ~) c~ nicht 
verschwindet~ sondern etwa den Wert  G hat. Far  hinreichend 
groge Werte yon Ix] gilt dann 

: I g ( ~ , y ) i >  e i~ ~ - I x  f,;tr gewisse x, 5 ,̀ (2) 

namlieh solche, far welehe 5' =:-cx ist. 
Anderseits ist abet t~ir j =  c x  und hinreiehend grol~e Werte 

~o~ Iz! 

Aus Ungl. (2) und (3) folgt Ungl. ( lb)  in dem behaupteten 
Sinne. 

Zusatz 1. Par  manehe Zweeke erseheint es vorteilhafter~ die 
Ungl. (1 a) dutch die folgende nur scheinbar sch~trfere zu ersetzen, 
deren Riehtigkeit unmittelbar einleuchtet~ wenn man in ( l a )  g~ g' 
darch 2 a, 2 a' ersetzt und dann die Faktoren I xI ~ < ~, 15̀  I ~' < a' 
absondert : 

Ig (x ,5 ` ) l<~ lx l~+~-5~ ' l s ` l~+~ '  f~r I x l ~ - s l s ` J ~ > R  ~. (4) 
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Steilt man sieh dio Aufgab% weitere Wertepaare a, e' zu 
finden~ far welehe im Sinne des Satzes 4 

{<l 
x l o + ! + l y l o ' +  

lg( ,y)l 

ist~ indem man yon dem dort mit s~ s' bezeiehneten \Vertepaar 
ausgeht~ so zeigt sieh~ da~ im allgemeinen eine Verminderung des 

~ eine Vermehrung des anderen bedingt und emen Exponenten s .. 
umgekehrt. Doch kann aueh ein Exponent s ohne Anderung des 
anderen erniedrigt warden in den beiden folgenden Fallen: 

a) Es sind alle a~;)z~-~-0 fiir ~,~--1, 2....s~ nur a~~ 

b) es sind alle a ~ z ~ 0  far k ~ 0 ,  1 , . . . s - - I ,  nur a~)4~0. 

Im Falle a) s e i  a(~ k4_ x __. . .@a~k)y k die hSehste homogone 
Samme in der Darstellung yon y(x~y)(vgl.  Satz 4), welche e i n e  
Potenz yon y mit nieht versehwindendem Koeffizienten enth~tlt; 
im Falle b) sei al~ ~ die h5ehste homogene Summe, 
welehe eine Potenz yon x init nieht verschwindendem Koeffizienten 
enthMt. Dana gilt: 

Zusatz 2. Neben den Ungleichungen des Satzes 4 bestehen 
die folgenden Ungleichungen in demselben Sinne: 

im FaUe ixi _ + 

in allen tibrigen F~tllen lal~t sieh in den Ungleiehungen des Satzes 4 
keiner der beiden Exponenten s erniedrigen~ ohne' dal~ der andere 
erhSht wird. Der leiehte, aber umstandliehe Beweis dieses we~ter- 
hin nieht benfitzten Satzes wird unterlassen. �9 

Far die einfaehsten ganzen rationalen Funktionen g(x,y) 
lassen sieh alle mtigliehen Wertepaare % ~' berechnen yon der Art, 
dal~ im bisherigen Sinne ist: 

ig(xly)!{ ~ [x[~+~ @ lYl '~'§ " 
Ixi + l y l  o' 

Beispiele: 
9 (x~y) =-x--J-y ergibt als Wertepaare % a' alle diejenigen~ 

welche den Bedingungen gentigen: 

~ 1 ,  ~ a ' ~ l  oder o c ~ a ~ l ~  ~ ' ~ - 1 ;  

geometriseh ausgedrtickt: alle Wertepaar% die den Punkten eines 
rechten Winkels :mit dem SCheitel. (1: 1) entsweehen~: dessen 
Schenkel den AehSen parallel laufen. 
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g ( x ~ y )  = x y  ergibt als Wertepaare % ~' alle diejenigen~ 

welche der Gleichung a ' - -  oder a - - - -  gentigen; 
~ - -  1 a ' - - i  

geometrisch: alle Wertepaar% die den Punkten eines Astes einer 
gleichseitigen EIyperbeI mit dem Scheitel (2, 2) entspreehen. 

g (x,y) = x  ~ - ~ y  ergibt als Wertepaare % a' alle, die  den 
Bedingungen gentigen : 

a = 2 ~  c ~ > r  oder c x ~ > a > 2 ,  ~ ' ~ 1 ;  

geometrisch: alle Wertepzare, die den Punkten eines den Achsen 
parallelen rechten Winkels mit dem Scheitel (2~ 1) entsprechen. 

Das erste und zweite Beispiel bestatigen Satz 4 7 das dritte 
den Zusatz 2. 

Zwecks spaterer Anwendung soil hier noch der Satz bewiesen 
werden : 

Satz 5. Becleutet g (x, y) wieder dieselbe Funktion wio im 
Satze 4 und ~ (g (x~y)) den reellen Weil yon 5' (x, y), so hat man 

~(g(x'v))/<lxl*+~q-lv]*+~'/f~r aXl+ Ixl~+lVl~>R~,~, 
> / x i *-~ q- Iv [*- ~' f~r gewisse beliebig grol~e lx]'-~-IVl ~ 

I 

Die erste Ungleichung folgt unmittelbar aus der ersten Un- 
gleichung des Satzes 4 7 da 

(e (x~ v))=< Ig(x, v) l 
ist. 

Die zweite Ungleichung l~ilat sich ftir alle Wertsysteme x, 
nachweisen~ bei welehen etwa die x-Koordinate auf gewissen Strahlen 
durch den ~lullpunkt liegt, wahrend die y-Koordinate der jeweilige 
Bildpunkt der x-Koordinate ist~ der dureh eine Substitution y = c x  
geliefert wird. 

Ftir t / =  c x  wird ngmlieh 

v (x, v) x [(o.! + + 
/ ~,(o) , +.(o) -~- a(o,) c a~ s -  ~) c s - 1 

+ x )] 
c wird so bestimmt, dal3 a~ ~ -~- <~')_~ c - q = . . . - ~ -  a~ s) c s einen yon Iqull 
verschiedenen Wer b etwa A annimmt. 

Dann ist 

wobei 
: (s--l) s - - l l  

1 ~_§ ~ .~o) § d:)~ +...-+ ao x ~, = 
I [ , - ~ / ( . ) . =  <--  xs-=--- x~-~ < e  ffir Ix]> R. 
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Setzt; man 
x = Ix 1. e<-, A = I A I . e~ ~', 

so ist 
9' ('~, Y) = I z !s I A I e(~m+~')~ (1 + / ( x ) )  

oder~ wenn man ~ so wi~hlt: dal~ s~-3r-r ist~ 

g(.~,Y) = I z i ~ ' l A l ( l §  
folglieh 

~ (g (x, y)) ----- I x [" [ A l (1 -t- ~ ( f  (x))) ode,- 

~l(g(oo, y ) ) > l x i . l A i  (~ - -~ )  far I ~ l > n ,  
da 

(5) 

~ (f(oo))<//(oo)l  < ~ fa~ ! z l >  R. 

Anderseits ergibt sieh wie am Sehlusse des Beweises yon 
Satz 4: 

xi~-~-Jr-iyi~-a'<ix[~iAl(l--~ ) f~ir I o o l > R  ', y - = c x .  

Aus Ungl. (5) und. (6) folgt die behauptete Ungleichung. 

(6) 

w 3. Das Verhalten ganzer transzendenter Funktionen ~'(x,y)  
im Unendlichen; Ordnungsiunktion und Typusfunktion. 

Withrend der absolute Betrag einer ganzen rationalen Funktion 
yon zwei Ver~tnderiichen x~ y nach Satz 4 nieht st~trker ins Un- 
endliehe w~tchst als eine Summe yon Potenzen yon Ix t u n d  I5'1, 
ergibt sieh ffir ganze transzendente Funktionen: 

Satz 6. Der absolute Betrag einer ganzen transzendenten 
Funktion 9' (% y) waebst starker ins Unendliehe als jede Summe 
zweier Potenzen yon I xl und ly I. 

Wenn ni~mlieh 9' (x, y) eine ganze transzendente Punktion ist~ 
so ist~ falls xo~ go beliebig fixiert werden~ nut nieht s% dal3 9' (x~ Yo) 
bezw. 9' (Xo~ y) identiseh versehwindet~ mindestens eine dieser beiden 
Funktionen eine ganze transzendente Funktion yon x bezw. y allein. 
Es sei etwa das erstere der Fall, und es werde [yolk--ro gesetzt. 
Giibe es nun zwei Zahlen a~ a'~ so dal3 man yon einem gewissen 
Werte  von r ~ @  r '2 an hi~tte 

9' (r, r ') < r~ -4-/o'<<', 
so ware 

g-(r, r'o) ~ r ~ "-t- r'o ~' < r~ f~ir 5 > a  and hinreiebend grol3es r. 
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Anderseits wird aber 

g( r ,  ,';) = Max l g (x, Y) l__> 1) ~rax I g (x, Vo) l >  rb 
I x l = r  - -  I ~ l = r  
[y ]=%' 

far jedes b~ da das Maximmn des absoluten Betrages einer ganzen 
transzendenten Funktion einer Versnderliehen stiirker als jede Potenz 
ins Unendliehe waehst. 

Bei Betraehtung des Unendliehwerdens yon ganzen transzen- 
denten Funktionen g (x~ y) w~hlt man daher als Vergleiehsfunktionen 
zweekm~il~ig Funktionen der Form 

era-t-rta'. 

Definition: Eine ganze transzendente Funktion g (x, y) heil~t 
yon n i e h t- u n e n d l i  c h e r Ordnung~ wenn zwei positive Zahlen 
a~ a' existieren~ so dal~ man hat 

g ( r , r ' ) ~ e ~ ' %  '''~' ftir r ~ @ r ' ~ > A  'z (endliehe Zahl). (1) 

Diejenigen Funktionen, far welehe Ungl. (1) gilt~ wie klein aueh 
a o d e r  a' bezw. a u n d  a' zugleich gewShlt werden~ gehSren der 
Ordnung Null an. 2) Wi t  beseh~fftigen uns hier aussehliel~lieh mit 
Funktionen nieht-unendlieher Ordnung; wird dabei ausdrtieklieh 
yon Funktionen e n d 1 i e h e 1" Ordnung gesproehen, so soll die Ord: 
nung Null ausgesehlossen sein. ' 

Satz 7. Ist g(x, y) eine ganze transzendente Funktion yon 
nieht-unendlicher Ordnung~ also 

lg j  (r, r') < ~ § ~'~" far r~ 4- '"~ > A ~, (2) 

so gibt es eine bestimmte Zahl ~ yon der Art, dal~ man far jedes 
positive g hat 

lgj(,~,,.,){ < , . ~ + ~ +  ~.'~" fa,- , - ~ + , ' ~ >  R2 (~) 
> ~'"-~ @ r '~' far gewisse beliebig gro[Ae r ~ @ r  's. 

Ebenso gibt es eine bestimmte Zahl a', so dal3 im analogen 
Sinne gilt 

lg ~j(,., ~-') { < < § ~'~ 
r ~ -{ -  r ,~  . 

Der Beweis~ der etwa ffir die Ungl. (3) geftihrt wird, ver- 
l~tuft ganz analog dem entspreehenden bei Funktionen einer Ver- 
i~nderliehen. 

1) Im allgemeinen gilt das Zeiehen > ,  Yo braueht ja  nieht gerade die 
y-Koordinate desjenigen Punktes x, y zu sein, in welchem das Maximum far das 
Gebiet beider Kreise l x l ~ r ,  l y]S_r '  angen0mmen wird. 

2) Z.B. eX-~ y, x .  eY; hieher g'eh~ren eigentlich auch die ganzen rationalen 
Funktlonen. 
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Man betraehtet zuniiehst die Verh~iitnisse far alle r, r', far 
die r 2 -@ r '~ > R~ ist, wo R 1 > A ist. Der Exponent a der Ungl. (2) 
llifit sieh eventnell ernieclrigen; schlieglich findet man einen Wert 
el ~ a, so dag far alle positiven ~ ist 

lg g (r~ r ' ) ,  > r~L-~-~- r '~' far gewisse beliebig grol~e r :  @ r '~. 

Dasselbe gilt far eine ins Unendliehe wachsende Folge yon 
Zahlen 

R: < R,, < . . .  < B ~ <  . . . ;  

man findet dazu eine Folge yon Zahlen 

derart~ dal~ ffit" jedes ~ und alle positiven ~ gilt 

< r % + ~ @ r  '~' far r 2 - ~ - r ' ~ >  R2~ 
lg g 05 r') (4) 

> r ~ - ~  @ r '~'' far gewisse bel. grol3e r 2 @ r '~. 

D~ 0 < a ~ < a  ist~ existiert lim~.,~---a; far dieses a gelten 
v ~ C x 3  

die Ungl. (3) in dem angegebenen Sinne; denn man kann z~. jedem 

ein so grol~es ~ wahlen, dal3 far 'ein passendes s, z. B. a = - 2 -  

ist; zu a~ gehSrt dann ein B~, so da{3 die Ungl. (4) zutreffen. 
W~hlt man B~ gr013er als dieses /~ ,  (das aber nun zu jedem 
gegebenen ~ bestimmt w~rd), so gelten um so mehr die Ungl. (3). 

Man kann nun in der vorausgesetzten Ungl. (2) a' yon 
beliebig grol~en Werten an his zu einer gewissen Grenze stetig ab- 
nehmen lassen und far jeden durehlaufenen Wef t  a ' - ~ - s  den 
ersten Teil des Satzes 7 anwenden; so findet man unendlieh viele 
Wertepaare % ~', wobei ~' sieh stetig itndert. Ebenso kann man 
in Ungl. (2) a yon beliebig grogen Werten an stetig abnehmende 
Werte ~ durehlaufen lassen und stets den zweiten Tell des Satzes 7 

a n w e n d e n ; ,  man findet wieder unendlieh viele Wertepaare % a'. 
Fiir alle so gefundenen Wertepaare % ~' and irgend welehe 

positive Zahlen g~ ~,' gilt, wie unmittelbar aus Satz 7 folgt: 

> r " - ~  @- r ' " ' -~ '  far gewisse bel. grol~e r ~-~- r '~. (5) 

Jecles Wertepaar % ~'~ das den Ungl. (5)genagt ,  wird im 
O. folgendenkurz als ,,Ordnungspaar bezeiehnet ; die yon der Gesamtheit 

aller Ordnungspaare bestimmte Funktion ~' = ~ (~) (oder ~ = r (s 
soll ,,Ordnungsfunktion ~̀ der Funktion g (x~ y)~ ihr geometrisehes 
Bild ,Ordnungskurve" heigen. 
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Sa tz  8. Die Ordnungsfunktion einer ganzen transzendenten 
Funktion g (x~ y) ist eine monotone, und zwar im wesentlichen ab- 
nehmende Funktion~ d. h. sind %, ~'~ und %, ~ zwei Ordnungs- 
paare und ist % ~ %, so ist ~ ; .  

%~ ~ und %, a~ sind Ordnungspaar% bedeutet : 

Igg(r~r')]>r~,-a@r'~:-a'{-- far gew. bel, grol3e r~-J-r '~  (5b) 

/'D(~) ~2 (6 a) l~ -r~-+ a @ r % +  a' ffir r ~ ~--*"~:>~,a,~ 

I g ' g ( r ' r ' ) l > r ~ , - a @ r ' ~ ; - a '  far gew. bel. grebe re - J - r " .  (6b) 

Da % ~> % ist, kann man 8 so w~thlen, daft 

ist (n~mlieh 8 ~  % --2 %);  w~re zugleieh ~; ~ ~'~ so k~nnte man 

8' so wahlen, dal~ 

wiire; dann ware 

�9 ,~.-a' +,~ @ r,<+ a,; 

damit warden sieh die Ungl. (6 b) und (5 a) widerspreehen; denn 
sie mtissen far gewisse Werte r, r '  zugleieh gdten, n~tmlieh far 
solehe, far die (6b) gilt und die zugleieh so gew~hlt sind, dal3 
r 2 -4- r '~ ~ -  (R~I,),) ~ ist. 

Es ist mSglieh und kommt tats~tehlieh vor (vgl. die Beispiele !), 
dab neben ~, a' aueh % a ' - - c~  wo c eine positive Zahl vorstellt , 
ein Ordnungspaar ist. 

Satz 9. Sind e, a' und % ~ ' - - c  Ordnungspaar% so sind aueh 
alle Wertepaare % a ' - - x  far 0 ~ z ~ c Ordnungspaare; dasselbe 
gilt natfirlieh fiir vertausehte Rollen yon a and ~.'. 

Da man nitmlieh naeh Voraussetzung hat 

k ~ r  < , ' ~ + ~ + , " ~ ' - ~ + ~ '  far , .~4- , , '~> ~, ,,, 
und 

]g~ 0 ~, r') > r ~-a ~ r'~'-a' far gew. bel. gro~e r~ -4- r'~, 

so ist um so mehr 

2 l g g - ( r ~ r ' ) < r ~ + a - ~ - r ' a ' - ~ + a '  far r~-Jrr'2> Ra, a, 
b e z w .  

I g i / - ( r , r ' ) ~  . . . .  a @ r  '~ fttr gew. bel. groBe r2-~-r '~ 
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Ist a, a' ein Ordnungspaar, so gehSrt~ wie oben gezeigt 
wnrde 1), za jedem a-~-h far beliebig kleines h ein ~ ' - - k ,  so dag 
a@h~ a ' - - k  ein Ordnungspaar ist. Naeh Satz 8 ist dabei far 
h > 0  a u e h k ~ 0 ,  und es toni3 mit abnehmendem h auch k ab- 
nehmen oder doeh konstant bleiben; es existiert also lira k. Nun 
sind zwei FMIe mSglieh: 1,=0 

a) lim k = 0, .,5) lim k ~- c > 0. 
h ~ 0  h = 0  

Satz i0. Im Falle b) ist neben ~z, ~' auch % ~ ' - - c  ein 
Ordnungspaar~ d. h. es gilt fiir jedes Wertepaar ~1~ gl 

/<r 
~ ~a~-@r'~'-~+a; fttr r~ -~  r '~ > R~,a; (7 a) 

l gg ( r , r ' )  > r ~ - ~ ' @  r '~ ' -~-~ '  ftir gew. bel. grol3e r'2-~-r '~. (Tb) 

Vorausgesetzt ist die Gfiltigkeit der folgenden Ungleichungen 
ftir beliebig kleines h: 

~.r~ f~r re -~- r"2> 2 

>r~+l*--e-~r '~'-~-~' ft~r gew. bel. grogs r2-@r ''2. (8 b) 

Ist nun ein beliebig kleines Werteloaar ~ gl gegeben, so er- 
gibt sieh die Galtigkeit der Ungl. (7 a) folgendermagen: Man be- 
traehtet Ungl. (8 a) fitr solehe h, k, 8, g'~ dag 

ist; dies ist offenbar stets mSglieh, man braueht nut  

h + ~  1 Lind ~ ' ~ i  

zu wahlen; daun folgt abet Ungl. (7 a) a fortiori aus Ungl. (8 a). 
Um die Giltigkeit der Ungl. (7 b) zLi erkennen, betraehtet 

man die Ungl. (8 b) f~ir solehe h~ k, ~, ~': dat3 

a @ h - - 8 > r  i und ~ ' - - k - - 8 ' > ~ ' - - c - - 8 ~  

ist; dazu braueht man nut g ~< ~ bezw. h so klein za w/ihlen~ dal~ 
(wegen lira k = c) 

h = 0  

ist; damit folgt wieder Ungl. (7 b) afor t ior i  aus Ungl. (8 b). 
Aus den drei letzten S~ttzen ergibt sieh: ~) 
Satz 11. Die Ordnungskurve einer ganzen transzendenten 

Funktion g (x,y)ist  eine im positiven Quadranten liegend% aLis 

~) Vffl. die an Satz 7 sich gnschiiegeade Folg'erunff! 
2) Dabei wird die geometrische Ausdruckswei~e als die einfaehste ffewahlt. 

Monatsh. fiir Ma~hematik u. t)hysik. XXV. ,lahrg. 2 
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dem Unendlichen kommend% stetige und im wesentliehen monoton 
abnehmende Kurve, die wieder ins Unendliche geht. Speziell kann 
sie in die beiden Sehenkel eines den Achsen parallelen rechten 
Winkels ausarten. 

Es mag hier noeh eine Klasse besonders einfacher ganzer 
transzendenter Funktionen kurz betrachtet werden : Die Funktionen 
der Form e~(x,y). 

Satz 12. Alle ganzen Funktionen der Form eg(Z,Y), bei welehen 
g (x, y) eine ganze rationale Funktion ist~ sind von nieht-unendlieher 
Ordnung. 

Es ist n~tmlich 

I eg(X,y) I __-- e~(g(x,~)) ; 

nach der ersten Ungleichung des Satzes 5 existieren nun zwei 
Zahlen a, a'. niimlieh a ~ s -~ ~ a' - -  s~ -  ~'~ so d~[~ f(ir hinreiehend 
groi~e Werte yon r~-~-r  '~ grit: 

(g (x, y)) =lg .  ] I 
womit der Satz bewiesen ist. 

Mit Beniitzung der zweiten Ungleichung des Satzes 5 ergibt 
sieh ferner~ daI] das Wertepaar s~ s ein Ordnungspaar der Funktion 
e g(x'y) ist. 

In den besonderen Fill|en~ in welehen 

Ixl~=r 
lyl<__r' 

ist~ fallen sieher alle Ordnungspaare mit denjenigen Wertepaaren 
% a' zusammen~ f~ir welehe die Ungleiehungen bestehen: 

1 ~  r ~+ ~ -~ r'~'+~' ftir r~ -~- r'2 > R~'~' .~_ r,~ ' 
Ig(x'Y)[ r ~ - ( ~ - r  '"'-~' f~ir gew. beliebig grol~e r ~ 

Z. B. sind die Ordnungspaare der Funktionen e~+Y~ e~Y~ e z~+y 
bezw. diejenigen Wertepaare r162 ~', welehe in w 2 za den Funktionen 
x-~- y, xy,  x ~-~ y angegeben sin& 

Es handelt sich nun um diejenige sch~rfere Untersuehung des 
Unendlichwerdens ganzer Funktionen endlicher Ordnung von zwei 
Ver~inderlichen~ welche das Analogon zur Unterscheidung der ganzen 
Funktionen endlicher Ordnung yon einer Ver~tnderliehen in drei 
Spezialtypen, denienigen des Maximal- ~ Normal-und Minimaltypus 
vorstellt. Dem einheitlichen Zahlenwerte, welcher bei Funktionen 
einer Ver~tnderlichen die Ordnung angibt~ stehen im Gebiete der 
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Funktionen zweier Veranderlichen eine unendliche 1Kenge von 
Ordnungspaaren a, a' gegenttber. Ffir jades derartige Ordnungspaar 
kann die Untersuchung geftthrt werden 1). 

Es sei also % s ein beliebiges Ordnungspaar der ganzen 
Funktion endlicher Ordnang g (x~ y): d. h. 

_ , [ ~ r ~ + ~ - - ~ - r  ' ~ ' + ~ '  f t t r  r ~ )" + l g g ( r , r  
@ r '~'-~' far gew. bel. grol3e r ~ --[-r '~. 

Nun sincl zwei F/~lle mSglich: 
1. Es gibt zwei positive Zahlen c~ c'~ so dal~ man hat 

Igg  (r, r') ~ cr  ~ @ c'r  '~ f~ir r 2 @ r '~ ~ C ~ (endliche Zahl); (9) 

2. es gibt keine solchen Zahlen c, c'. 
Im Falle (1) kann die Besonderheit eintreten, dab Ungl. (9) 

far beliebig kleines c o d e r  beliebig kleines c' oder gleichzeitig 
beliebig kleine c u n d c '  zutrifft. ~) Dieser Fall soll als Fall (1 a) 
yore Falle (1) abgetrennt werden. Dann wird im Ansehlul~ an die 

~ * entsprechenden Verhaltnisse bei l 'unknonen einer Ver~ndel'liehen 
folgende Ausdrucksweise eingeffihrt: 

Im Falle (1 a) heil]t .q (x ,y)  eine Funktion vom ,,Minimal- 
typus" in bezug auf das Ordnungspaar a, ~'~ 3) im Falle (1) yore 
,Normaltypus" im Falle (2) vora ,,Maximaltypus". 

Im Falle des Normaltypus lassen sieh nun alle Betraehtungen~ 
welche von der Definition der Funktionen yon nicht-unendlieher 
Ordnung zu den Ordnungsfimktionen uncl ihren Eigensehaflen ge- 
ffihrt haben~ wiederholen~ indem man das Zahlenpaar 5 c' die Rolle 
des frfiheren Zahlenpaares a~ a' - -  siehe Ungl. ( 1 ) -  fibernehmen 
l~,gt. Es ergibt sieh als Analogon zu den Ordnungspaaren eine 
unendliehe l~Ienge yon Wertepaaren % "~", welehe, wenn ~, ~' irgend 
welehe positiven Zahlen sind, den Ungleiehungen genfigen: 

l~g (r, r') ~ ' (10) 
- [ ~ (,/__ a) r o _[_ (,(, __ e,) r,~' ftir gew. bel. grol~e r ~._~ r,2. 

Jedes derartige Wertepaar "b 7' soll ein zum Ordnungspaar 
% e' der Funktion g (x~ y) geh~riges ,Typuspaar"  heil~en; die yon 
der Gesamtheit aller zum Ordnungspaar % a' gehSrigen Typuspaare 

1) Auf die Frage, welche Bezlehungen zwlschen den zu den elnzelnen Ordnungs- 
paaren einer Funktion geh~rigen Typen bezw. Typustunktlonen (vgl. die folgende 
Untersuchung !) bestehen, wird nicht eingegangen ;sie schelnt keine einfache Antwort 
zuzulassen. Das erste dot zum Sch]usse dieses Paragraphen angefiihrton Beispielo 
zelgt, dag eine Funktion in bezug auf die verschiedenen Ordnungspaare joden- 
falls nicht yon gleichem Typus zu sein braucht. 

~ )  Vgl. die Analogie bei den zu Anfang dieses P~ragraphen definlerten 
Funktionen der Ordnung O. 

~) Insbesondere wird, falls Ungl. (9) ftir gleichzeitig belieblg kleine c~ d 
gilt, yon einem ,,eigentlichen Minimaltypus" gesprochen. 

2* 
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bestimmte Funktion 7 ' : Z ( 7 )  oder (7=e~(,d))  wird die zum 
Ordnungspaar a~ ~' geh6rige ,Typusfunktion", ihr geometrisehes 
Bild die ~:Typuskurve" genannt. Dann gilt tier folgende Satz~ 
dessen Beweis in allen Teilen demjenigen ffir die analogen Be- 
hauptungen tiber die Ordnungspaare entspricht: 

Satz 13. Die Typuskurve in bezug auf ein beliebiges Ordnungs- 
paar % ~' einer Funktion g(x~Y), -- in bezug auf welches die 
Funktion tiberhaupt vom Normaltypus i s t - -  ist eine im positiven 
Quadranten liegende, aas dem Unendliehen kommend% stetige und 
im wesentliehen monoton abnehmende Kurv% die wieder ins 
Unendliehe geht. Speziell kann sie in die beiden Sehenkel eines 
den Aehsen..parallelen reehten Winkels ausarten. 

Dem Ubergang vom Normaltypus zum Minimal- oder Maximal- 
typas entsprieht die geometrisehe Vorstellnng~ daft die Typuskurve 
ganz oder zum Tell mit dem aus den positiven Aehsen gebildeten 
Winkel zusammenNllt bezw. vollst~tndig ins Unendliehe r~iekt. 

Beispiele : 
g (x~y) : e~+Y; zum Ordnungspaar 1, I er~ibt sieh eine Typus- 

funktion, die denselben Charakter hat wie die Ordnungsfunktion, 
n~tmlieh dureh alle Wertepaare "b 7' definiert ist~ welehe den Be- 
dingungen gentigen : 

7---~ 1~ o~>- ; '  >I oder o o ~ > l ,  7 '=-1.  

In bezug auf alle anderen Ordnungspaare ist die Funktion 
vom Minimaltypus. 

g ( x , y ) =  e~Y; hier ergeben sieh die Typusfunktionen : 
1 1 

Zum Ordnungspaar 2,. 2 geh~rt " ( ' - - - -4~,  ~ 7 = - - - 4 7 ,  ; 

3 4 | /  4 
, , ~ - ~ 3  , 7 ' - -  2772~ X ~ - - - F 2 7 7 ,  ; 

allgemein : 
a--- i ( a - l )  ~-1 

Zum Ordnungspaar % ~--1 geh~ ~ , 7 = - a ~ , . - ~  �9 

w 4. Der EinfluB gewisser Transformationen einer ganzen 
transzendenten Funktion ~ ( x , y )  yon endlicher Ordnung auf ihre 

Ordnungsfunktion. 

Die Entseheidung der Frag% wie sieh die Ordnungsfhnktion 
einer ganzen transzendenten Funktion !] (x~ y) yon endlieher Ordnung 
verh~tlt~ wenn g (x~y) einer linearen Transformation 

X : 51 ~ + b I 7~ + 01 

y = %  ~@b2~ @% 

unterworfen wird, seheint erhebliche Sehwierigkeiten darzubieten. 
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Ftir den Fall der spezielleren Substitution 

x . - . - ~ a ~ + b  

y = c ~  --~-d~ 

ergibt sich allerdings die Invarianz der Ordnungsfunktion. Doch 
gestaltet sich sel.bst in diesem einfachsten Falle die Untersuchung 
so kompliziert~ dag sie hier unterdrtickt werden soll. 

Ffir den Fall der allgemeinen ganzen Substitution 

x ~ a~ ~, ._~_ a,~_ l ~,,-1 _~_. . . .27 a 1 ~ .._~_ ao 
(2) 

lal~t sieh, wie hier gleiehfalls ohne Beweis angeftihrt wird, wenigstens 
zeigen, dal3 die Nicht-Unendlichkeit bezw. Unendlichkeit der Ordnung 
dabei erhalten bleibt. 

II. A b s c h n i t t .  

Beziehungen zwischen dem Unendl ichwerden  ganzer  tran- 
szendenter  Funkt ionen zweier komplexer  Verander l ichen  y o n  
nicht-unendl icher  Ordnung und dem infinitltren Verha l ten  

ihrer  Reihenkoeffizienten. 

w I. B e z i e h u n g e n ,  w e l c h e  aus der E x i s t e n z  e i n e r  o b e r e n  Schranke  
ffir das A n w a c h s e n  des  abso lu ten  Betrages  e iner  Funkt ion  g ( x ~ y )  

von n icht -unendl icher  Ordnung  fo lgen .  

Ahnlich wie bei Funktionen einer Ver~tnderlichen lassen sich 
auch bei Funktionen zweier Veritnderlichen aus den Ungleiehungen~ 
welche das Verhalten im Unendlichen charakterisieren~ Beziehungen 
ftir das infinit~tre Verhalten der Koeffizienten der Potenzreihen~ 
durch welche die Funktionen definiert sind~ gewinnen. Dabei wird 
zuniichst yon denjenigen Ungleichungen ausgegangen~ welche das 
Anwachsen des absoluten Betrages der Funktionen nach oben hin 
beschriinken. Es wird also eine Funktion y (x~ y) betrachtet~ wolche 
ffir beliebige 5, e' der Ungleichung gentigt: 

lg y'(,', r') < (7 -~- 5) r ~ -~- (7' -~- ~') r'a' ftir r ~ - ~ / 2  > R~, v, (1) 

wobei 
~ 0 ,  ~ ' ~ 0 .  

Die Potenzreihe tier Fanktion y (x~ y) laute ein ftir allemal: 
co oo 

y ( x , y ) ~ -  "~  "~  a~ )x"y  ". 
# ~ 0  v ~ O  
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Naeh dem C a u e h y s e h e n  Koeffizientensatz ftir Funktionen 
yon zwei Veranderlichen ist nun 

la  
(2)  

2 ~e(r+*)r~+ (r'+~')r'~' far r ~ -~- r '~ > R~,~,. 

Man kann nun speziell 

, 

setzen, wenn man hierin ~ und v derart w~thlt~ dal~ 

Re e' 

istl); Ungl. (2)wird dann naeh einiger Umformung: 

W~thrend sieh bei den Untersuchungen fiber Funktionen einer 
Ver~tnderlichen an dieser Stelle die rechte Seite der entspreehenden 
UngIeichung durch einfaehes Wurzel:Ausziehen veto Index (~) 
unabhiingig machen und damit eine Grenzrelation sieh gewinnen 
lltfit~ scheinen hier zu demselben Zwecke zun~tchst Emschrankungen 
notwendig zu sein. Man k~innte die Ungl. (3) nur ftir solche Werte 
yon ~ v betraehten~ zwischen welehen eine geeignete Beziehung 
besteh% niimlich etwa 

,~ ~ pk, v = q},: 

we p~ q feste ganze positive Zahlen sind~ wahrend ~, ins Unendliehe 
waehst. Dieser Weg soil jedoeh hier nieht betreten werden, da 
der folgende allgemeinere Resuhate verspricht: 

Man bestimmt zwei positive ganze Zahlen ,% s' und zwei be- 
tiebige positive Zahlen c~ c' derart~ daI~ 

8 8' 
= c'  

ist~); der gemeinsame Weft  dieser beiden Ausdrtieke wird m i t A  

1) Dabei  kann eine der beiden Zahlen ~, v bellebig, auch gleich Null ge- 
w~hlt werden, wenn  nur  dis andere hinreiehend grog gewMdt wird. W e n n  unten 
s '~ ' . -~-sv (wo s, s' positive ganze Zahleu sind) hinreiehend grol~ gew~hlt  wird~ 
wird diese Bedingung stets erfii/lt. 

~) Dorselbe Grad der Allgemelnhei t  wiirde natiirlich schon erreicht, wenn 
nur  zwei  Zahlen c und s so bes t immt wiirden, da~ 

1 s 
(~'~')-' = c(~ y> 

w~re; doch ist die obige Form der Symmetr le  wegen vorzuziehen, s, s '  und eine 
der Zahlen c, c' sind dabei noch vol lkommen wil|kiirlich. 
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bezeiehnet. Da die Ausdrticke stetige Funktionen, yon T bezw. T' sind~ 
kann man nun stets beliebig kleine Zahlen e~ s' so bestimmen, dal3 

8r 

ist~ wobei x beliebig klein ist. Daraus folgt: 

~ _  ~ + , +  

(o' (<+ @~= (~ +q~,. 
Aus Ungl. (3) wird somit naeh einiger Umformung: 

[-7-}o/~ ~'-< [-/-)o./~ ~- "- c'51~,@;, < ~)s~, 
gtiltig ftir passende 1~ v (vgl. die Fultnote zu Ungl. (3). Daraus 
folgt~ da der obere Limes eine bestimmte Zahl ist~ die Ungieichtmg 
abet ftir beliebig kleine x gilt: 

p, ~ ]  1 1 

~) [l~l / '~ ~-"-/~ ~-~ ~ ' ~ j . . , ~  ~ ~l~. ~,,,+,,,:~_, tV)  o r e )  o' 

Ber~icksiehtigt man noeh den unten ~) ang'eftihrten Hilfssatz~ 
so ist nunmehr der Satz bewiesen; 

m 
1) Dieser lira ist so zu bilden, daft man  sFp.-~-sv der Reihe nach  die 

Zahlen 0~ I t % . . .  durchlaufen l~13t und jedesmal  alle passenden Wer t sys teme y., v 
such t ;  d. h. er ist  der obere Limes  der e[nfach-unendlichen Zahlenfolge~ welche 
entsteht,  wenn  m a u  die Doppelfo]ge 

nach  irgend welchen (n ich tnur  unter  450 verlaufenden)__ Diagonalen ordnet. Den Grand 
ffir die Einf i ihrung yon lim stat t  l im ersieht m a n  aus tier Fu•note p. 27 .  

s Q z - ~ S ~ , ~ C x 3  te, v ~ c o  

~) Hilfssatz : 

s '~+si ,=ooL t'.! "! J 

Mit s r bt Jr- s v wird n~mlich antweder p. oder v oder beide zugleich beliebig 
grog. Es  werde etwa y. beliebig groin; dann liegt tier Wer t  des Ausdruckes 

- ~ ' J  = 1 /~  
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Satz 14. Hat  eine ganze Funk t ion  

c o  c o  

a ')x v 
t t ~ 0  ~ 0  

die Eigensehaff,  da~l ftir i rgend ein System positiver Wer te  a, a',  
7, 7' (wobei fa r  ~, a '  der  W e r t  Null ausgesehlossen ist) und flip 
beliebige positive ~ ~' die Ungle iehung  

gilt, so ist 

wenn s; 8' irgen{], welehe ganze positive mad c~ e' irgend we |ehe  
positive Zahlen sio_d~ fiir welehe 

8 8 p 

c (~ 7)~- = c' (~' 7')a ~ 

ist, and A den gemeinsamen W e r t  dieser beiden Ausdrt ieke bezeiehnet. 

Zu  diesem Satze gilt  die folgende U m k e h r u n g :  
Satz 15. Haben  die Koeffizienten a~ *) einer ganzen Funk t ion  

~ "  r g(x~y) die Llgenschaft ,  dal~ es positive Zahlen % ez, 7~ 7', c~ c' 
und positive ganze Zahlen s~ s' gibt, welche den Relationen genfigen: 

$ 8 t 

c = ( =  A), 

so ist ffir beliebige positive e~ e' 

lg" ~, (r, r ' )  < (7 -{- e) ,'~ -J-- (7' ~ -  e') r '~' fiir r e 2 I- r '~ > ~,~. 

ftir hinreichend grofle p. beliobig naho an 1, weil dabei naeh d~r Stir l ingschen 
Formel der Wert des Ausdruekes in der eekigen Klammor beliebig nahe an 1 liegt. 

Wird zugleleh 'J beliebig groin, so gilt fiir 
" 'V ~' 1 

B ~  

dasselbo; wenn aber 'J unter einer endliehon Sehranke bloibt~ so betraehtet man 
B in der Form 

"9 r 1 1 

B ~  s,+~- ; 

dor Wert des Ausdruckos in der eckigen Klammer n~hort sich fiir hinreiehend 
gro~e ~ deal Wert 1, also aueh der Weft yon B. 
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Soil die Behauptung fiir ein gegebenes Wer tepaar  z, ~' nach- 
gewiesen werden, so bestimmt man ein Wer tepaar  So, ~ entsprechend 
den Bedingungen : 

2So ~ ,  2so ~ s ' ,  (4) 

8 Sr 

~(~+~o)V=~ '  (~'(~'+~))~ 
Der gemeinsame W e f t  der beiden Seiten der letzten Gle ichung 

sei A §  t o. Aus der Voraussetzung folgt dann~ dal~ zu :o ein n~ o 
existiert~ so da{] mau fiir alle {~ ~ ftir welche 

is b erh~lt: 

oder 

I I 
(~ !)~ (~ !)~ 

oder, wenn man ftir A -~  t o den einen bezw. anderen Ausdruck einsetzt : 

I~:~1 < ((~ (-,+~o)) ~ (~, (-,' § 
1 1 

Anderseits gibt  es eine endliche positive Zahl k~ so da{3 ftir 
alle (nur in endlicher Aazahl  1) v o r h a n d e n e n ) W e r t e p a a r e  ~ ~ fiir 
welehe 

,ist, die Ungleiehung gilt :  
L 

lo~l < ~  ( ~ (~ + ~o))~_ (~'(~'+~))~ 
1 1 

Ist  K die grS~ere der beiden Zahlen k und 1~ so g i l t :  

- f i l L "  " ' "  
(~!)-~ (~ !)~ o, 1, 2, 

1) Ware in diesen Betrachtungen lira start lim elngefiihrt worden, 
F ,  v ~ CX~ SP,u  - ~  S ~' ~ r::x3 

so wiirde die letzte Ungleichung nur fiir alle Werte ~, ~ gelten, welche einzeln 
hinreichend grofi wiird~n, die Werte p,, ~, fiir welche sie nieht feststiinde, w~ren 
in unendlicher Anzahl vorhanden; damit g~be es nicht notwcndig elne Zahl /a 
der eben angegebenen Art. 
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Multipliziert man  beiderseits mit  r~ r '~ und setzt a u f  der reehten 
Seite 

~(~+~o)rO=~, ~ ' ( Y + 4 ) ,  .... =p ' ,  (5) 

so ergibt  sieh: 

\ ~ ! ]  {y~)W fill" ~y = 0,0' 1,1, ~,~'''" 

Summier t  man fiber alle p~ v und beaehtet~ dal~ 

la(~) r~ r '" I g ( x , Y ) l =  a~')x~'Y ~ < .~ l  , , , ,  

r~O [ ,u,=O v=O 

ist, so folgt: oo oo 

Ftir den Ausdruek  der reehten Seite wird nun eine obere 
Schranke  gesucht.  

Man bes t immt  zwei positive ganze Zahlen  m, n, so dal3 man hat : 

~ r < _ ~  flit v ~ n ;  

dazu braueht  nut  

p < 1 2~ 1 m-~-----g 2~-  alder m > p - -  1 bezw. n > 2 " ' p ' - -  

zu sein; man w~hlt also 

,,, = [2 ~ ~,]') bezw. ,, = [2a' 9']. 

l'~un zerlegt man  die Doppe l summe folgendermalgen: 

/6) 

: ~ - §  . . . .  

�9 ot?rY+t , -7. , )  ~ ~,,,+,J ( ( , , + ~ ) o , +  

a) [2a~] bedeutet die grSBte in 2a 9 enthaltene ganze Zahl. 
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Ersetzt man im ersten Summanden jedes Faktors jedes Glied 
~o ~o t 

durch e~ bezw. e~-~ im zwei ten Summanden den ersten Faktor 
~o t 

ebenfalls dureh eX bezw. e~-~ hingegen die Ausdr~ieke 
p I-- p I- 

�9 " ~ §  [ n §  
1 

dureh ~-~ so folgt : 

c o  c o  

Daher ist 

e' e~ [ i  I 1 ]/= 
e + e '  

= (m + 2) (n ~: 2)~o o'. 

~, ~o' 

lu (x, y) l < K(,~ + 2) (n § 2) ~-+~ 
oder mit Rtteksieht auf die Gleiehungen (5) und (6): 

~Y (x, Y)t < K(2 ~ ~ (~, ' + ~0)"~ + 2)(2 ~ (~' +~'0) '" ~  2). e ~y + ~~176 + ~Y'+ ~"~ 

Da nun far hinreiehend grofio Werte yon r~-~-r'2~ etwa 
r ~ -+- r'~ > R ~, 

8 , a  8 ~ , t a  p 

ist ~)~ so erh~dt man hieraas mit Rcicksieht auf die Relationen (4) die 
Behauptuug, wenn R~,~,~R gewahlt wird. 

Die Beweise der letzten beiclen S~ttze bleiben riehtig, wenn 
" ; ~ ' ; '  ~ 0  ist; es kSnnen also ohne weiteres die folgenden beiden 
S~ttze als Spezialfalle der beiden letzten ausgesproehen werden: ~) 

Satz 16. Hat die Funktiou #(x~y) die Eigensehas dal~ f~ir 
ein Paar positiver Werte % a' die Ungleichung 

~g.~-(,,~') < ~ + ~ ' , - ' ~  f~ , '~+~ '~>~L,  

bei beliebigen positiven e~ ~! gilt~ so ist 

1 1 -  1 

s',ee + s r ~ cy:~ 

wobei s, s' beliebige positive gauze Zahlen sind. 

a) Dies laJ3t sich durch UnterscheJdung tier F~lle r ~ r r ~  r < r  F leicht in 
exakter Welse dartun, 

~) Dabei wird c ~  c t ~  1 gesetzt; ferner wlrd lira s t a t t  lira geschriebeu~ 
was wegen des W'ertes Null gestattet ist. 
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Satz 17. (Umkehrung des vorigen.) Haben die Koeffizienten 
einer ganzen Funktion g (x, y) die Eigensehaft, dal~ es zwei positive 
Zahlen a, a' gibt, so dai~ far irgend welche positive ganze s, s' die 
Gleichung 

lira a(~ ~) ~ !)~ (~ ! ~"~-~,  = 0 

erfiillt ist~ so ist bei beliebigen positiven e, e' 

lg~ (r, r') < ~ ,'~ -~ .' r fiir re ~- r'~ > R~, ~ ~, . 

Um auch aus der im Vergleich zur Voraussetzung (1)p .  23 
weniger exakten Ungleichung 

l g g ( r , r ' ) ~ r ~ + ~ - ~ - r  '~'+~' fill" r2-~,r '~>R~,~,  

eine Folgerung tiber das Verhalten der Koeffizienten yon y (x~ y) 
ziehen zu k~nnen, wird der folgende Hilfssatz bewiesen: 

ldilfssatz. Aus der fiir alle positiven 3, ~' und r 2 q-  r '~ ~ R~ 2, ~, 
gCiltigen Ungleiehung 

lgy  (r~r') ~ r~+~q - r'~'+ ~' (7) 

folgt die Ungleiehung 

lgg-(r, r') < a r "+  ~ 21-- ~' r '" '+ ~' , (8) 

giiltig ffir alle positiven % e' und r ~ -~- #2 ~ R~, .  
Ist n~tmlieh zanachst ein beliebiges ~ gegeben~ so last sieh 

zeigen, da~ ein R~ existiert, so da~ man hat: 

l g - g ( r , r ' ) < ~ r " + ~ - ~ - r  '"'+~' fiir r ~ - ~ r ' ~ > R ~ .  (9) 

Man bestimmt zu den Zahlen ~ ~ eine Zahl RI~ so dal~ die 
Ungleichung gilt: 

1 
,~ . ~  yon r ~ R  1 an;  (10) 

r~- 

R~ ist eine dutch ~ und ~ lest bestimmte Zahl; nun unterscheidet 
man die Falle: 

a) r : ~ R 1 ,  b) r ~ R  1. 

In jedem der beiden Faile wird die Existenz einer Zaht R~ der 
oben angegebenen Art erwiesen. 
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a) Man bestimmt R~,~,~ so dal~ man hat: 

2" 

oder naeh Ungleiehung (10), da 

ra+y 
ist: 

2 

b) Man bestimmt Re,~, so dag man ftir r2@r'2>R ~,Y ~' erh~tlt: 

6' 
lg~ (~, r') < ~ + ~ +  r'a'+ ~ = 

der Ausdruck in der eekigen Klammer negativ wird~ was wegen 
der Voraussetzung r ~ R ~  stets mbglich ist~ so folgt: 

lgg(r,r')<ar~+a@-r '~'+~' fiir r' >R2~  r ~ R 1 ,  

also jedenlalls far r ~ @ r '~ > R~ -4- R~, r < R~. 
Wahlt  man daher 

R~> 1 W~ + R?' 
so gilt Ungleiehung (9) in beiden Fallen ftir r 2 @ r  '2 :>  R~+. 

Ist nun weiter ein beliebiges ~' gegeben~ so lagt sieh in der- 
selben Weise wie eben die Existm~_z eines R:,~, erweisen~ derart~ 
dal~ die Ungleiehung 

)2 lgg(r ,  r') < s r  ~+~ @ e'r'~'+ ~' fttr r 2 @ r '2 > R,,,, 

gilt: indem man nun R[ so bestimmt~ dal3 

1 
d, < ~ ~' ist yon r' > R~' an~ 

r~2 

die beiden l?~tlle 

r' > Ri, ~" =< R; 

unterscheidet und an Stelle der vorausgesetzten Ungleichung nun 
die eben (f(ir beliebige ~ ~') bewiesene Ungleichung (9) bentilzt. 
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Nunmehr liigt sich das oben beabsichtigte Resultat folgender- 
mal]en ausspreehen : 

Satz 18. Hat die ganze Funktion g(x~y) die Eigensehaft, 
da[~ ftir ein Paar positiver Werte % a' und beliebige positive 8, 8' 
die Ungleiehung 

gilt, so ist s beliebige positive 8, ~' und ganze positive s, s' 

h .  v) 1 1 ] 1 
lira O. 

I. J 

Zum Beweise beniitzt man statt der vorausgesetzten Ungleichung 
die dutch den Hilfssatz aus ihr sieh ergebende Ungleiehung (S) und 
wendet Satz 16 in der Weise an~ daI~ man a dutch q--~ ~, ~' dutch 
:r --~- ~' ersetzt. 

Aueh dieser Satz ist wieder umkehrbar, namlich: 
Satz 19. Haben die Koeffizienten a~ ~) einer Funktion g(x, y) 

die Eigenschaft, dal~ es zwei positive Zahlen % a' gibt, derart~ dal3 
ffir beliebige positive ~ ~' 

8ttt ~ - 8 ~ O 0  

ist, wobei s~ s' irgend welehe positive ganze Zahlen sind, so ist s 
beliebige positive 8, 5' 

lgg-(r, ,-') < + + > 

Naeh Satz 17 folgt namlich aus der vorausgesetzten Gleichung 
die Ungleiehung (8) ffir beliebige positive ~, s' und daraus afort iori  
die behauptete Ungleiehung. 

w 2. Beziehungen,  we lche  aus der Existenz einer unteren Schranke 
f/Jr das Anwaehsen des  absoluten Betrages e iner Funktion ~ ( x , y )  

yon nieht-unendlieher Ordnung folgen.  

Den sechs S~ttzen des ersten Paragraphen lassen sieh vsllig 
entspreehende an die Sei te  stellen, indem man yon denjenigen Un- 
gleichungen ausgeht, welehe das Anwachsen des absoluten Betrages 
der Funktion g (x, y) nach unten hin beschr~nken. 

Satz 20. Hat eine ganze Funktion yon nieht-unendlieher 
Ordnung 

g (x, y) = ~ ~ a+:') x~ y 
, u = O  v ~ O  
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die Eigensehaft, da~ ftir irgend ein System positiver Werte % ~', 
7, "l' bei bdiebigen positiven ~, ~' die Ungleichung 

lg g (r~r') ~ (-;--e) r ~ A V (7' - -  ~') r '"' f[ir gewisse bel. gro~e r 2 --~ r '2 

gilt, so ist 

welm s~ g irgendwelehe positive ganze und c, c' irgendwelehe 
positive Zahlen sind~ far welehe 

8 8 t 

c (~)o  = c' (~'~')o' 

ist, und A den gemeinsamen Wart  dieser beiden Ausdriieke bezeiehnet. 
1 

W~,tre namlich dieser obere Limes ~ A~'~ so w~tre er auch 
1 

88 t noah ~ A ~  , wenn 
8 8 ~ 

ist, wo ~q, "0' passende positive Zahlen sind; damit ware nach 
Satz 15 far alle positiven e, e': 

lg}-(,',r') < (~---~+-.),'~176 ft~r , ' ~ + , " ~ >  ~L, .  

so wird 

Wahlt man 
~F 

7~ r ~t 

also 

was der Voraussetzung widerspricht. 
Umgekehrt:  Satz 21. Haben die Koeffizienten a(, ~) einer Funktion 

g (x, y) die Eigenschaft, dal~ es positive Zahlen % ~'~ "r, ";', c, c' und 
positive ganze Zahlen s, s' gibt, welche den Relationen gentigeu: 

8 8 p 

c (~ ~) o = c' ( r  ~ ' ) :  ( =  _A), 

h m  z~ ~ j , a~c } (,~ (.~ !)~ c7 c'~ ~ > A -  ~ 
S r t t - [ ~ S v ~ C O  k 
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so ist bet beliebigen positiven z, 5' 

lgg (r,r ') > (7 - -5 ) r  ~ + (7 ' - - z ' ) r ' " '  ftir gewisse bel. grol3e r2-~-r '~. 

Ware n~imlieh fttr ein Wertepaar % a' 

lg ~(,., ,.') =< (7 - -  ~) ro + ( 7 ' - -  5'), ..... fa.  alle ,." § ,.'~ > ~L , ,  

so triife dies fiir zwei Werte 

um so mehr zu. Zwei solehe Werte z 1, e'~ sollen nun so gewahlt 
werden~ dal~ 

3 8 r 

a ! a p 

ist. Da dann um so mehr die Ungleichung 

bestehg die sich in der Form 

' r i r ~a' <,., ,.,, < + 

sehreiben lal~t, so s naeh Satz 14: 

lira [1% (al)gtv!)a;cTc'~r~-~-A~*"J 
s' ,u -~- s r = oO 

Dies widerspricht der Voraussetzung: da A 1 < A ist. 
Satz 22. Hat die ganze Funktion yon nieht-unendlieher 

Ordnung 5' (x, y) die Eigenschaft~ dag es zu einem Paare positiver 
Zahlen % ~' keine zwei Zahlen C~ C' gibg so dal~ 

lgg-(r, r') -~ Cr~--~ - C' r '~' ftir alle r ~  - r ' 2 >  R '  

ist, so ist 

s ~ # - ~ - s r = o o  

wobei s, 8' beliebige ganze positive Zahlen sin& 
Ware namlich dieser obere Limes nicht grSl~er Ms eine endliche 

1 

Zahl A**'~ so k(innte man zwei positive Zahlen 7~ 7' so bestimmen~ dal3 

8 8 p 

(~ 9 "  = (~'7') ~' = A 
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ware; dann wtirde naeh Satz 15 folgen: 

l g  g (r, r') < (,( -+- s) r ~ 2 r (7' -~- ~') r'~' far r ~ -~ r '2 > R~ ~,, 

gegen die Voraussetzung. 
Satz 23. Haben die Koeffizienten -(~) einer FunktiOn g (x, y) tlbdtt 

die Eigensehaft~ daft es zwei positive Zahlen a~ a' gibt~ so dag ftir 
irgendwelche positive ganze Zahlen s~ s' die Gleiehung 

lim [[a~)[ (t~ l)~-(v !)~,]s',+,~--_~oo 
sP[t q - s r : o 0  

besteht~ so gibt es keine zwei endliehen Zahlen C, C'~ so dagi 
man hatte: 

lgg (r: r ' ) <  Cr"  -~- C'r '" '  ftir alle r~2rr '~>R~.  

Gabe es namlich zwei solehe Zahlen C~ C'~ so gabe es auch 
zwei Zahlen 7: 7'~ welche der Gleichung 

8 8 v 

(~-~)~ = (~'~')o' ( =  A) 

gentigten und f t i r  die bei beliebigen 10ositiven z, S' die Ungleichung 
besttinde : 

lg g-(r, r') < (3( + ~) r ~ -~- (7' -~- ~') r'~' fUr r~-~ - r '~>R~, .  

Damit ware nach Satz 14 im Widerspruch mit der Voraussetzung: 
, 1 ] ,  , 

~I: )1 (,~ !)~ (~ !)~ ~ < A~ .  

Satz 24. Hat die ganze Funktion yon nicht-unendlicher 
Ordnung g (x~ y) die Eigensehaft~ dal3 far ein Paar positiver Werte 
% a' und beliebige positive ~ ~' die Ung!eichung 

l gg ( r , r ' )>r~ -~ -~ - r  '~'-~' far gewisse bel. groge r 2 + r  '~ 

gilt~ so ist fiir beliebige positive ~ ~' und ganze positive s, s': 
Ii 1 ] ,  

s',u ,-~ s v ~ c x 3  I. 

Ware namlich dieser obere Limes nicht grSger als eine end- 
1 

liehe Zahl A~s'~ so k(innte man zwei Zahlen 77 7' so bestimmen~ dag 
1 1 

- = 

ware; daraus ergabe sich naeh Satz 15 die Ungleiehang: 

l ag ( r ,  r') < ( ' ;-~s) r " -~  -~- (3;'-~- z') r'~'+~' ftir r e ~-  r '~ > R~2~,. 
M o n a t s h .  f i i r  M a t h e m a i i k  u.  P h y s i k ,  X X V .  J a h r g .  3 
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Anderseits liefart die Voraussetzung~ die ftir nile Werte ~ B' 

also aueh etwa ftir ~-~ -~- gilt~ d~s widersprechende Resultat: 

6 ~' 

lgy-(r, r') ~> r ~ - ~ - ~  - r '~ '-~ ftir gewisse bel. grol~a r ~ ~ r ''2. 

Satz 25. Haben die Koeffizientan a(~ ~) einar Funktion y (x~ y) 
die Eigensehaft~ dal~ es zwei positive Zahlen % s gibt~ derart~ dab 
ftir beliebige positive B~ 6' 

S'I~ dFS,~=CO L 

st~ wobei s~ s' irgendwelche positive ganze Zahlen sind~ so ist ftir 
beliebige positive 87 8': 

lgy(% r') ~ r ~-s  --~ r ' ,  ' -~ '  far gawisse bel. grol~e rS-~ - r 'h  

:Nach Satz 23 gibt es namlieh in dem vorausgesetzten Falle 
keine zwei Zahlen C, C'~ so dal~ man hgtte: 

l gy ( r ,  r') ~ Cr~-S-~- C' r '~'-~' f~tr alle r ~ - ~ - r ' ~  R~; 

damit kann aueh die folgende Relation nieht bestehen: 

lg y (r, r') ~ r"-S -~ r '~'-~' ftil" nile r~-~-r'S> RS, 

d. h. ftir gewisse beliebig grol~e Werte yon ~'~--~ r '* erh~tlt man 
immer wiedev : : 

l gy  (% r') > r ~-~ ~-  r ' " ' - ~ ' .  

w 3. B e z i e h u n g e n  zwischen  den Ordnungspaaren bezw.  den 
Ordnungspaaren und dem zugeh6rigen Typus e i n e r  ganzen 
Funktion ~ ' ( x , y ) y o n  endlicher Ordnung und dem infinitiiren 

Verhalten ihrer Koeffizienten.  

Indem man die S~ttze des vorigen Paragraphen paarweise 
zusammenfal~t~ ergeben sich unmittelbar die in den folgenden 
S~itzen ausgasprochcnen umkehrbaren Beziahungan zwischen dem 
infinit~,tren Verhalten der Koeffiziantan einer ganzen Funktion 9' (x~ y) 
yon endlieher Ordnung und einarseits ihren Ordnungspaaren im all- 
gemeinen~ anderseits ihran Ordnungspaaren und dam zugehSrigen 
Typus. 

Aus den S~tzan 18 und 24, deren Voraussetzungen zusammen- 
genommen das Wertepaar % s garade als Ordnungspaar der 
Funktion g (x ,y )  charaktarisieren, bezw. aus den Umkehrungen 
diasar S~tze (19 u. 25) folgt: 
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Satz 26. Ist  % ~' Ordnungspaar  der ganzen Funkt ion  endlicher 1) 
Ordnung g (x, y), so ist fiir i rgendwelehe positive ~, ~' und positive 
ganze s, s ' :  

. . . . .  8P/z---t-8~" ~ (:X)~ 

s'~-l-s~,=eo 

s ' l z - - ~ s v ~ o O  

und umgekehr t .  
Ebenso folgt aus den S~ttzen 14 und 20~ bezw. aus deren 

Umkehrangen  (Satz 15 und 21) :  
Satz 27. Ist a, a' Ordnungspaar  der ganzen Funkt ion  end- 

licher Ordnung g (x, y), und ist die Funk t ion  veto Normal typus in 
bezug auf  dieses Ordnungspaar  und 7, 7' ein zugeh~riges Typus-  
paar, so ist 

tin, !)a- !); ,  = 

wenn c, c' i rgendwelehe positive und s~ s' i rgendwelehe positive ganzo 
Zahlen sind, fiir welehe gil t :  

8 8 r 

- -  A,  
und umgekehr t .  

Aus den Satzen 16 und 24, deren Voraussetzungen den 
eigentliehen ~) Minimaltypus der Funk t ion  g (x, y) in bezug auf  a, ~t 
als Ordnungspaar  charakterisieren~ bezw. aus den Umkehrungen  
dieser Satze (17 und 25) folgt:  

Satz 28. Ist  q, a' Ordnungspaar  der ganzen Funkt ion  endl ieher  
Ordnung 9' (x, y), und ist die Funk t ion  in bezug auf  dieses Ordnungs-  
paar vom eigentlichen Minimaltypus,  so ist:  

8r~t ~ CO 

1 1 1 

lim [Ia(')t (~ ')~-- ~ (v ')~'-- d'ls'~Ut-s' --" o~ 

und umgekehr t .  

1) Diese Voraussetzung ist hler notwendig'; sle vertritt die friihere, dab a, a' 
positive Zahlen sind (Null ausgeschlossen). 

~) Im Fallo dos uneigentlieheu Minimaltypus ergibt sich keine derartige 
Relation, was yon vornherein daraus hervorgeht, dab die Gleichung 

8 8 v 

c (~)~ = ~'(~'~')~ 
fiir endliche Zahlen nicht erfiillt seln kann, wenn yon den Zahlen 7, 7' die eine 
verschwindet ~ die andere dage~en nicht. Diese scheinbare Ausnahmo entsprlcht in 
diesem Zusammenhang'e dem Umstande, dal~ z. B. im Falle 1"= 0, 7':4= 0 die 
~ngefiihrto Gleiehung dureh s ~ co, s':4= co bofriedig~ wird, was einer Anordnung 
tier in Frag'e kommenden Doppelfolge in die Reihe der Kolonnen entsprlcht. 

3* 
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Aus den S~ttzen 18 und 22, deren Voraussetzungen den 
Maximaltypus der Funktion g (G Y) in bezug auf % ~' als Ordnungs- 
paar eharakterisieren, bezw. aus den Umkehrungen dieser Si~tze 
(19 und 23) folgt sehlie~llieh: 

Satz 29. Ist % ~' Ordnungspaar der ganzen Funktion end- 
lieher Ordnung g (x, y)~ und ist die Funktion in bezug auf dieses 
Ordnungspaar vom Maximaltypus~ so ist: 

lim a ) (~!)~'~ (v!)~'~ -~; ~ ' ~ + ~ =  O, 

lira 4"[ (,.!)~ 
s'#+s~=r 

und umgekehrt. 

III. A b s e h n i t t .  

Beziehungen zwischen dem Yerhalten gewisser spezieller 
ganzer  t ranszendente r  Funkt ionen  yon zwei komplexen Ver- 
~nderlichen im Unendlichen und der Art ihres Verschwindens. 

w I, AIIgemeine Produktdarstellung ganzer Funktionen g(x,y); daraus 
entspringende Einteilung dieser Funktionen. 

Die Art des Verschwindens einer ganzen Funktion kommt 
in ihrer Darstellung durch tin en3.1iehes oder unendliches Produkt 
unmittelbar zum Ausdruek. 

Bei der allgemeinen yon Herrn It. H a h n  1) angegebenen 
Produktdarstellung ganzer Funktionen yon zwei komplexen Ver- 
~tnderliehen erseheinen als Faktoren gewisse ,,Primfunktionen", 
n~tmlich ganze Funktionen yon x~ y, die htichstens flit solche 
Wertepaare x, 9 verschwinden, wie sie durch eine einzig% nur 
oinfaeh zu reehnende '2) analytische Fanktion y ~ f ( x )  (die endlieh- 
oder unendlichvieldentig sein kann) geliefert werden. Diese Prim- 
funktionen yon zwei Ver~inderlichen ktinnert dann yon zweierlei 
Art sein : 

1. Von der Form g~(x, y).ey(x.y): wobei fin eine irreduzible 
ganze rationale Fanktion ist (speziell aueh eine Konstante oder nttr 
von x oder y allein abh~tngig, dann notwendig linear), 7 eine ganze 
rationale oder transzendente Funktion (speziell aueh eine Konstante 
oder nut yon x oder y allein abh~tngig) i 

2. yon der Form g(x~y).er(X'v)~ wobei g eine ganze tran- 
szendente Funktion ist, 7 wieder yon der vorigen Art. 

1) H. H a h n ,  Uber Funktionen z~'eier komplexer Ver~nderlieher~ Wiener 
Monaishefto fiir Mathematik und Physik, Bd. 16 (1905), 

~) D. h. dio Primfunktion darf die darch y = f ( x )  gelleferten Wertepaare 
x, y nur als einfache 5Tullstellen haben. 
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Herr H. H a h n  hat nun den Satz bewiesen: 
Jede ganze Funktion yon zwei Veranderlichen liigt sieh dar- 

stellen als endliehes oder unendliches Produkt yon Primfunktionen. 
Diese DarsteIlung ftihrt zur Unterseheidung folgender ftinf 

Grundtypen yon gauzen Funktionen zweier Veranderlieher: 
1. Produkte yon endlieh vielen Primfunktionen tier ersten Form ; 
2. Produkte yon unendlieh vielen Primfunktionen der ersten 

Form~ bei welehen der Grad der irreduziblen ganzen rationalen 
Funktion unter einer endliehen Sehranke bleibt; 

3. Produkte yon unendlieh vielen Primfunktionen der ersten 
Form~ bei welehen der Grad der irreduziblen ganzen rationalen 
Funktion ins Unendliehe witehst; 

4. Produkte yon endlieh vielen Primfunktionen der zweiten Form ; 
5. Produkte yon unendlieh vielen Primfunktionen der zweiten 

Form. 
Alle weiteren ganzen Funktionen zweier Veritnderliehen 

k(innen als Produkte yon je zweien dieser Grundtypen angesehen 
werden~ und zwar sind die mSgliehen Kombinationen: Typus 1 
mit 4, 1 mit 5~ 2 mit 4~ 2 mit 5~ 3 mit 4,  3 mit 5. 

Der erste der angefiihrten Grundtypen stellt die ganzen 
rationalen Funktionen mit einem Exponentialfaktor vor; auf diesen 
einfaehsten Typus wird hier nieht welter eingegangen. Nur der 
zweite Grundtypus soil im folgenden naher untersueht werden. 
Die zu ihm geh(irigen Funktionen werden kurz als ,,Funktionen 
der zweiten Art" bezeiehnet. 

w 2. Eine spezie l le  Produktdarstel lung der ganzen  Funkt ionen 
zwei ter  Art. 

Zur U'ntersuehung der ganzen Funktiouen zweiter Art ist 
eine spezielle Form der H ahnschen Produktdarstellung zweck- 
m~t~ig, die der Weie rs t ra~ l schen  Produktdarstellung ganzer 
Funktionen einer Veri~nderlichen viillig analog ist. Diese ist im 
wesentlichen in dem folgenden Satze yon O. B i e r m  ann  1) enthalten: 

Wenn g. (x~ y )  ( •  1~ 2; 3 , . . . )  unendlich viele ganze 
rationale Funktionen sind~ dis im Nullpunkt einen Wert a(0o)# 0 
haben uud die Eigensehaft besitzen~ dai~ in jedem im Endlichen 
gelegenen Kreisgebiet nur endlieh viele yon ihnen Nullstellen haben~ 
so ist eine ganze Funktion, deren  LNullstellen mit denen der 
Funktionen y~ (x~ y) zusammenfallen, in der Form darstellbar: 

G (x, y) : g~ (x, y) ~ ~ "-:- (r , e 

1) O. B i e r m a n n ,  Beitrag zur Theorie der e indeutigen analytlsehen 
Funktionen mehrerer Ver~nderliehen, Wiener Sitzungsberichte~ Bd. 89 (1884). 
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p~ ist dabei yon der Art zu wi~hlen~ dal~ ~ I ~" --a~o ) 

ftir alle Wertsysteme x~ y konvergiert, was stets m~iglich ist~ da 
unter allen Umsti~nden die Wahl p~ ~ - - x -  1 geniigt. 

Die eben ausgesproehene Eigensehait der Funktionen g~,(x~y), 
in jedem endliehen Kreisgebiet nut in endlicher Anzahl zu ver- 
schwinden, ist~ wie Herr H. H a h n  beim Beweise seines oben 
zitierten Satzes zeigt, eine notwendige und hinreichende Eigensehaft 
der Primfunktionen ganzer Funktionen yon zwei Veriinderlichen. 
Im folgenden wird nun wieder die notwendige und hinreiehende 
Bedingung dafiir aufgesucht~ dal~ unendlich viele ganze rationale 
Funktionen. deren Grad unter einer endlichen Sehranke bleibt~ 
diese Eigensehaft haben, also Primfunktionen fiir eine Funktion 
zweiter Art sin& Zu diesem Zweck werden die beiden Hilfssiitze 
vorausgeschickt: 

Hilfssatz 1. Jede yon den unendlich vielen ganzen rationalen 
Funktionen 

a(')o --'4- a(')xl "-~-" "'-{- a(~')l x'~-I § a~;) x*'(z --- 1, 2, . . .) 

hat wenigstens eine Nullstelle~ deren absoluter Betrag unter einer 
(yon z unabh~ngigen) endliehen Sehranke liegt, wenn 

]d:)l < G, > g 

ist, wo G und g positive Zahlen sind~ wahrend die Koeffizienten 
a~)~:..a(~) 1 ganz beliebig sind, aueh den Weft  :Null haben oder 
ins Unendliehe waehsen oder gegen :Null konvergieren k(innen~ 
wenn x ins Unendliche wiiehst. 

Sind n~tm]ich x~)~ x~)~...x~) die :Nullstellen yon 

so ist 

daraus folgt~ dai~ der absolute Betrag mindestens einer der Null- 
G 

stellen kleiner als - -  sein mul~. 
g 

Hilfssatz 2. Jede yon den unendlieh vielen ganzen rationalen 
Funktionen 
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hat wenigste~s eine Nullstelle, deren absoluter Betrag unter einer 
(yon x unabhangigen) endliehen Schranke liegt, wenn 

~=c~lim a~)+l ~ 0~ ~.=c~lima (~)~,~+~-0, " " ~=oo" lim a~) -~- 0 

ist, wo m =  1~ 2~ . . . n  sein kann 1). 
Naeh dem 1. Hilfssatz hat niimlieh jede der Funktionen 

a~ ~) @ a~ ~) x + . . .  + a!~')x "~ 

mindestens eine Nullstelle, deren absoluter Betrag unter einer end- 
lichen Schranke F bleibt. Man falSt nun diese Funktionen als 
Funktionen n ~ Grades auf~ indem man sie in der Form 

+ �9 + . . . +  + 0.xo + . , . +  0.x , 

denkt. Da die Wurzeln einer algebraisehen Gleiehung stetige 
Funktionen der Koeffizienten sind~ so ~ndern sieh die Nullstellen 
dieser Funktionen beliebig wenig~ die absoluten Betr~tge der oben 
hervorgehohenen Nullstellen bleiben also jedenfal ls  etwa kleiner als 
2 F, wenn man die Koeffizienten hinreiehend wenig ~tndert; dem- 
nach aueh wenn man die Funktionen 

a(o) --Jr a(:) x -Jr" '  + a!'~) x m -@ a(:)+ l x "~ +1 + . . . . @  a(~) x n 

an die Stelle der obigen setzt: falls die Funktionen nm" von einem 
so grol~en z an, etwa for x ~ K ~  betrachtet werden, dag die 
Koeffizienten a~_  ~,...a(n~-) entspl-reehend wenig yon Null sieh unter- 
seheiden. Die endlich vielen Funktionen Nr z < K haben abet 
jedenfalls je eine Nullstelle unter einer endliehen Sehranke F'; ist 
also F" die grsgere der beiden Zahlen 2 r and F', so haben alle 
Funktionen der vorausgesetzten Art mindestens je eine Nullstell% 
deren absoluter Betrag kleiner als F" ist. 

g~ (x, y) (x = 1, 2 , . . .  ) seien nun unendlieh viele ganze rationale 
Fnnktionen, deren Grad nnter einer endliehen Schranke bleibt. 
Jede dieser Funktionen kann in der Form angenommen werden: 

g~ (x,y) = a~) + o~) x -@ a~)y + . . .  

-]- a~o) x~ + . .  ,-1- a~2 Z,~ x~-~.y ~ + .  . . + a~) y ~. 

Sollen nun diese Funktionen die Eigensehaft haben, dais in 
jedem Kreisgebiet um den Nullpunkt nur endlieh viele yon ihnen 
Nullstellen besitzen~ so k~nnen nur endlieh viele Koeffizienten a~) den 

a) Ftir m ~ n erglbt sich IIilfssatz t, der also nur ein spezieller Fall des 
zweiten ist. 
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Wert  Null haben 7 da in diesem Falle stets der Nullpunkt Nullstelle 
ist. Dis Funktionen y.  (x, y) mit versehwindendem a~;) sollen als 
Funktionen-& yon den anderen getrennt werden; diese kOnnen 
dann in der Form gesehrieben werden: 

g. (x, y) = 1 - -  ~ (x, y), 

wobei 

~ (x, y )=  al;) x + G)  ~ + .  . . +  ~i~) ~ + . . . +  ~L. . ,  ~-~'y~ + .+ a(:2 y ~. 

Nunmehr lii~t sieh die gesuchte Bedingung in dem Satze 
aussPreehen : 

Satz 30. Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir 7 
dag in jedem endliehen Kreisgebiet nur endlieh viele yon den 
Fnnktionen 1 - - ' G ( x ~ y )  Nullstellen haben, ist: 

lima(') --~- 0 fth- { ~ ~--- 0, 17 . . . s  
~=~  ~ v ~ 0, 1~. . . s  (~7 v ~--- 07 0 ausgeschl.). 

Um die Bedingung als hinreichend zu erweisen 7 wird gezeigt 7 
daft ftir alle Punkte x, y sines beliebig vorgelegten Kreisgebietes 
um den Nullpunkt mit den Radien R~ R' 

1~ (x, v)] < 1 

bleibt yon einem him'eiehend gr01ien z ab. 
Die Anzahl der Glieder in 7 ,  (x, y) ist 

~.(~+3) 
2 ~ ;  

man w~hlt nun K so grol?~ dal3 far • > K gilt: 

a(~) < . :  _1: far / ~ = 0 ' 1 7  . . . s  �9 
f,, q B~ R"  ( '~ = 0, 1~. . ,  s (~, v = 0, 0 ausg.). 

Dann ist ftir txI<=R7 ly[<_~R': 

I ~.(~7y)! < IG)~I + I ~ v  I + . . . +  I G)~I + "  ' +  1"?2v~l 
R R' R~' ' R'~ - -  1. < + + .  �9 + + 

Als notwendig wird die Bedingung erwiesen, indem Sukzessive 
gezeigt wird~ dal] 7 wenn ein lira a(~) nieht existierte oder yon Null 

~ t ~ G O  
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versehieden wiire, 1 -  7~(x, y) fiir unendlieh viele x in einem far 
alle diese • festen endlichen Kreisgebiet verschwinden mtil~te. 

Setzt man 
y - -  x s - - 1  

so geht 1 - -  7~ (x, y) in der Weise in eine ganze rationale Funktion 
yon x fiber, da~ die Glieder der ursprtingliehen Funktion lauter 
Glieder mit verschiedenen Potenzen von x in der neuen Funktion 
liefern: man erhalt~ nach Potenzen yon x geordnet: 

G ( x ) - -  1 a l o ) x - - a ~ )  x ~ . . . . .  a ~  x S - - a ~ ] ) x S + ~  . . .  

- -  a(~)o.s-~ xS~- -~- -  a(€ I xs* a(Y)os xS:+S" 

Ist x o eine Nullstelle dieser Funktion, so ist x - -  xo, y - -  ~o+ ~ 

eine Nullstelle der Funktion 1 7, (x,y). Da mit [Xo. aueh 
[x ~ s+~ unter einer endlichen Schranke bleibt, gentigt es, zu zeigen, 
da~ unendlieh viele Funktionen 9~.(x) Nullstellen h~ttten, deren 
absolute Betrage unter einer endliehen Schranke blieben, falls irgend 
einer der Grenzwerte lira a(~ ) nieht existierte oder yon Null ver- 

sehieden wart.  Dies gelingt mittels der vorausgeschickten Hilfs- 
siitze. Wi~.re ni~mlich nicht 

lira a~2 - -  0, 
~ c o  

so ware 

a( ' ) l  ~ g  ~ 0 ftir unendlich viele x. 
O S J  

Ware nun nieht 

Jim a(~) - -  0 
1 , 8 - - 1  - -  

sondern 

so hatten die diesen Wer ten  x entsprechenden Funktionen g~ (x) naeh 
dem zweiten Hilfssatz mindestens je eine I~ullstelle, deren absoluter 

l a! ~) . [" l , s - l .  ~ g ~ 0 ftir unendlich viele z, 

Die diesen Werten x entsprechenden Funktionen g~ (x) hi~tten 
dann naeh dem ersten Hilfssatz mindestens je eine Nullstelle, deren 
absoluter Betrag unter einer endliehen Schranke liige. Es mu~l 
also sein 

lira a~) - -  0. 
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Betrag unter einer endlichen Schranke I/~ge;~ es mul3 also sein 

lim a(~ ~) J ~ 0. 
i, 8--1 

~ C ~  

F/ihrt man so fort, so erweisen sich sukzessive alle ange- 
gebenen Bedingungen als notwendig. 

Nach dem oben angeffihrten B i e  r m an nschen Satze stellt 
das iolgende unendlicho Produkt eine ganze Funktion dar~ deren 
19ultstellen zusammenfallen mit den Nultstellen der ganzen rationalen 
Funktionen 1 - -  7~ (x~ y) : 

e (x ,  y ) = 1 - [ / [  1 - ~ (x, y)j. ~. 

die allgemeine Form der ganzen Funktionen zweiter Art erhalt 
man hieraus durch Hinzunahme yon endlich vielen im Iqullpunkt 
verschwindenden ganzen rationalen Funktionen sowie eines Ex- 
ponentialfaktors. Dieses Resaltat fa~t der folgende Satz zusammen: 

Satz 31. Jede ganze Funktion zweiter Art hat die Form: 

dabei ist y (GY) eine ganze rationa|e oder transzendente Funktion~ 

-0~ y + . . . §  G~,- §  + ~,;; y,-, 

~ (~, y) - , ~  x ~ - , ~ , ,  ~ - . . . §  ,~o ~ + . . . §  -~ ,~  ~ 0 8  Y 2 I0  1 01 c ,  1 

und zwar haben die Koeffizienten a(~ notwendlg die Eigenschaft: 

~ --= O, 1 ~ . . .  s 
lira a (~)~ ~ ~ 0 s ~ . O, 0 ausg.) ; ~=~o v~-O, l~ .  .s (~,~'--  

(30 

p~ ist yon der Art, dal3 "~ Iy~(x~y)[P~+~ ftir alle x~ y konvergiert. 

Fehlt der ~tugere Exponentialfaktor, so werden die Funktionen 
,primitiv" genannt; reicht ein endliches p ~ / 9  zur Konvergenz 

CO 

der Reihe ~ l 'G(x.y)l l~+ 1 hin~ so werden die Funktionen als 

solche ,,yon endlichem Range" bezeichnet. 
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w 3. Ganze Funktionen mit wesent l ich  l inearen Primfunktionen.  

Ein Versuch~ die allgemeinen Funktionen zweiter Art im 
Ansehlul3 an die entspreehenden Untersuchungen im Gebiete der 
Funktionen einer Veri~nderlichen welter zu betraet~ten~ ftthrt aaf 
erhebliehe Schwierigkeiten; diese sind: wie sieh im folgenden zeigen 
wird: nicht so sehr durch das ttinzutreten einer zweiten Ver- 
~tnderlichen an sich bedingt~ als durch die Existenz nieht-linearer 
irreduzib~er Polynome von zwei Ver~tnderliehen. Es wird daher 
yon hier ab der  spezielle Fall der Funktionen zweiter Art welter 
behandelt~ bei welchem diese Sehwierigkeiten nicht vorhanden sind: 
die.jenigen ganzen Funktionen zweiter Art, bei welehetl die rationalen 
Faktoren die Primfanktionen linear sind. Sie werden als ,ganze 
Funktionen mit wesentlieh linearen Primfunktionen ~ bezeiehnet. 
:Naeh Satz 31 ist ihre allgemeine Form~ wenn a~, b~ c~, d~. statt 
a~o), a(~~0~ ~ d').~o ~ c~> geschrieben wird: 

y)=.+,:>H (%x +d I; 
z = l  z = l  

dabei ist 

l i m a  ~ 0 ~  l i m b  -m-O 

c o  

p~. ist so zu wahlen, da~ ~ ]a~x+b~.y]P.+ ~ ft~r alle x, y kon- 

Vergiert. 
Funktionen dieser Ar b die yon endliehem Range sind, werden 

genauer als solehe ,vom mittleren 1) Range p" bezeiehnet, wenn 
p---~ p die kleinste Zahl ist, ffir welehe die eben angeNhrte Summe 
konvergiert. 

In diesem Palle l~igt sieh die Bedingung der Konvergenz yon 

~ l  a x--~ b y IP+ ~ ftir alle x, y dureh eine gleiehwertige ersetzen: 

o o  

Satz 32. Die Konvergenz yon ~ .  lax.@b~,yl  v+~ ftir alle 

% y ist gleichwertig mit der gleiehzeitigen Konvergenz yon 

[a~lP+ ~ und ~ [ b  [p+~. 

!) Diese Bezeichnung wird sich sp~tter (w 8) rechtfertigem 
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(:x3 

Aus der Konvergenz yon "~ ,ax--~-bylp+ 1 ftir alle x~ y er- 

0 3  0 3  

gibt sich niimlich diejenige yon ~ .a Ip+l und ~ ]b ]p+', indem 

man far x, y speziell 1~ 0 bezw. O, 1 setzt 1). 
0 3  

Umgekehrt fotgt aus der Konvergenz von "~  [a~[~+ 1 und 

c ~  0 3  (30 

"~ Ib~lv+' diejenige yon "~  a~xrp+ 'und  "~  ]b~ylP+lfiirallex, y 

o o  

und hieraus, wie leicht zu sehen ~), diejenige von E ([ a~.x 1-~-I b~ y I)P + '  

o o  

und umsomehr von ~ a~x-J-b~y p+l ftir alle x~ y. 

Ffir sp~ter mag hier noch bemerkt werden~ dag auch die 

Konvergenz von "~(a~xl- ~- b~yl)p+ 1 ftir alle x, y, sowie die 

O(9 

ionvergenz von ~ (la~[-[-[b~l)pA-i mit der Konvergenz yon 

~la~x-~-b,  ylp+~ fiir alle x, y iiqnivalent ist. 

w 4. Beziehungen zwischen  ganzen Funktionen mit  wesent l ich  
l inearen Primfunktionen , die yon endlicher Ordnung, und solchen,  

die yon endl ichem Range sind. 

Ftir die nun gewonnenen speziellen Funktionen l~fit sich 
der folgende Satz beweisen: 

Satz 33. Eine ganzc Funktion mit wesentlich linearen Prim- 
fnnktionen ist von endliehem Rang% wenn sie yon endlicher 
Ordnung ist. 

a) Dies gilt auch fiir mit z ins Unendliche wachsende p~. 
2) Durch Vollstitndige Induktion ergibt sich n~tmlich der folgende Satz: 
Sind u~, v~,...tv und s positive Zahlen, so folgt aus der gleichzeitigen 

(3(3 (DO CO 0 3  

Konvergenz von '~ ~s~, ~.%,s . . .  ~ t vs diejenige you "~ (u~-~v~-~...Jrtv)S 
u = l  r = l  r = l  ~ ' = 1  

und umgekehrt. 
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Die Funktionen der zu betraehtenden Art sind yon der Form, 
wie sie Gteiehung (1) in w 3 angibt. Setzt man daselbst y ~  0~ 
so wird 

I I  03 ~ 1 (a x) )" 
G (x ,  o ) _ _  eg(X,o) xk " C ~ I [ ( 1  a ,  x)  e~.~t --s ~ 1), 

~ 1  ~ 1  

also eine ganze Funktion you x in der Weierstra$sehen Produkt- 
c o  

form, da die Zahlen a. gegen Null konvergieren und "~ a~ p , ~  

kongergiert (vergl. die erste Ful~note zu Satz 32). D a a b e r  G(x,o) 
mit G (x, y) yon endlieher Ordnung ist, ~) ist es naeh einem Satze 
tiber ganze Funktionen einer Ver~tnderliehen aueh yon endliehem 

Range, d. h. es konvergiert "~ [a~l~+ 1 far ein endliches p ~ = p l .  

Ebenso ergibt sich aus der Betraehtung der Funktion G(o~ y) 

die Konvergenz yon ~]b~lp~+~ far ein endliehes p~--p2.  

Ist p die grSl~ere der beiden Zahlen /0~ T~, so konvergieren 
(N~ OO 

die Reihen ~ la~l~+~ und ~ Ib~l;+ ~ gleiehzeitigund damitnaeh 

0 3  

Satz 32 die Reihe "~la~.x.-~-5~ylv+~ ftir alle x, y, d. h. G(x,y) 

ist yon endliehem Range. 

1) Sin(] Unter den Zahlen c~. solche mit dem Werte Null vorhanden, so 
erhalt  man dasselbe Resultat durch Herausnahme der betreffenden Faktoren~ die 
durchaus unwesentlich sind. Der Satz kiinnte ja  etwas umfassender so formuliert 
we rden :  Eine ganze Funktion mit wesentlich linearen Primfunktionen ist yon 
endlichem Range, wenn das letzte Produkt ihrer Darstellung yon endllcher 
Ordnung ist. 

~) Max I S ( x , ~  -~ Max IG(x,Y) I < ~ a x  G@,y)  l 
} x i = r  I z l = r  x =~- 

[yl=o ly l=r '  =~:o 

< era+ r'b im Falle tier Endlichkelt  der Ordnung yon G (x~ y)~ 

er A. fiir A > a und hinreichend groi3e r. 

Eingeheude l~ntersuehungen iiber die 0rdnung einer ganzen Funktion einer 
Ver~nfierliehen, die aus einer ganzen Funktlon zweier Ver~nderlichen hervorgeht~ 
indem man elner Ver~nderliehetl elnen konstanten Wert  erteilt~ finden slch bei 
J. Sire~ Sur les fonctions enti~res de deux variables d'ordre apparent total fini~ 
Rendiconti del eireolo mat. di Palermo~ t. 31 (1911). 
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W~thrend der eben bewiesene Satz fiir primitive und nieht- 
primitive ganze Funktionen mit wesentlieh linearen Primfunktionen 
gilt, werden yon jetzt ab nur primitive Funktionen dieser Art 
betraehtet. 

Zur Auffindung weiterer Beziehungen zwischen Rang und 
Ordnung dienen die beiden folgenden Hilfssgtze 1), welche die Ab- 
schgtzung des absoluten Betrages einer Primfunktion bezw. eines 
endliehen Produktes yon Primfunktionen gestatten: 

Hilfssatz 1. Ist 

-~ u z 

& (~) = (1 - -  u) e ~' =~ (p > 1), 

so hat man fib' jedes yon Null versehiedene u und far 0 <~ a < 1 : 

we c~,~ eine lediglich yon p und a abhlingige positive Zahl bedeutet. 

Hilfssatz 2. Ist 

a ! 1--(a~x-@b~,y) far p - -~0  

/ 
[1 - ( ~ . x  + b.y)] ~ = ~  ~tu, :p > x, 

so hat man~ wenn ~, ~'~--., z' irgendwelehe positive Zahlen sind 
(Null ausgesehlossen): 

> e~ixlP+a+e'lylPq-~' 

f~. I * l ' + I v ? >  R'. 

Beweis ffir den Fall p ~ 0 :  Naeh Satz 4 ist fiir n > k :  

/--z~l 

Anderseits kann zu allen positiven Zahlen s. ~'. 8. 8' und n 
t " ~ ] J 

eine Zahl R so bestm, mt werden, dal~ ,nan fiir ]x ]2 @ ]y I~>  R,~ hat: 

a) Vergl. A. P r i n g s h e i m ,  a. a. o.  p. 299, 300; Hilfssatz 1 ist wSrtlieh 
iibernommen~ deher seln Beweis nicht anffefiihr~;. 

~) Zt~m Beweise unterscheidet man die Falle a) lxl > lyl, b) Ixl <= ly]. 
De zu ellen positlven Werten e, g j n  eine untere Sehranke fiir I x [  best immt 
werden kann, yon welcher ab 

e~ >1 ~ > [xl n 
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Ist also R" die grSfiere der beiden Zahlen R,,~ R'~ so ist: 

] I ( c ~ x + < y )  < e ~  f ~ r l x l ' q - - l y l " > R " ' .  (1) 
I 

In derselben Weise findet man eine Zahl R'"~ so dal] man hat: 

] 1 I I  &(a~xq-b~y) <e-~l~l~+~[Yla ' far  I x I2 - -~ l y l~>  R '''2. (2) 

Ist R die gr(il]ere der beiden Zahlen R", R"'~ so erhalt man 
durch Multiplikation der Ungl. (1) und (2) die Behauptung im 
Falle p -~- 0. 

Beweis ftir den Fall p ~ l :  Man zerlegt: 
m 

I I  E~ (a~x § b~ v) = Po,(*, v).~v(~'~), 
a = l  

WO 
m 

P~ (x, v) - -  I - [  [1 - ( ~  x § b. v)], 

m p 

1 ~ 

a ~ l  , ~ 1  

Nun bestimmt man i~hnlich wie oben R 1 s% dal3 man hat: 

k s p q- a4_ e' 

1]_(c. .§  <~ ft~ I x?§  > R~, (3) 

R~ s% dal~ man hat: 
e p - - ~ - - e  p 

ist~ so l~tfit sich im Falle a) / )1 so bestimmen, dal~ 

im Falle b) lgfit sich P= so bestlmmen~ dab 

eel<~'> ulyi'~> lxl'%-Iyl '~ fur lyl>i '=.  

(4) 

Ist  /~t das ] /2-facho der gr~ifieren der b d d e n  Zahlen P17 P~  so gilt  fiir 
I x ? + l y p > R ' ~ :  

feSlX[ ~ im Falle a) /  also < e ~ l x l ~ b e ' l y [  ~'' in belden F ~ l l e n  lxi n + lyl ,~ 
<(e~ lyl ~' im F~ll~ b) ] 
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endlicb naeh Satz 4, Zus. I R, so, dal~ man hat: 

~r I p + d '  tge (*,y)] < -gl 
also 

[eg/"v)l~elel'(x'v)l <e-~l*l +~t~tP+a'ft ir  Ixj'--~-Iy]2>R~. (5) 

Ist R die grtil~te der drei Zahlen R1, R2, Ra, so ergibt sich 
die Behauptung durch Multiplikation der Ungl. (3), (4), (5). 

Mittels der beiden Itilfssittzc ergibt sich der fo]gende Satz, 
der eine Ausdehnung eines Satzes yon P o i n c a r ~ ~) auf Funktionen 
yon zwei Verlinderlichen vorstellt: 

Satz 34. Ist 
k oo 

= H + <v) I [  E, + b v), 
~ = 1  a =  1 

wo Ep(a~x@b.y) wieder die im letzten Hilfssatz angegebene 
Bedeutung hat, eine primitive ganze Funktion yore mittleren Range 
p ~ 0 ~  so ist bei beliebigen positiven ~, e' 

IP(x,y)l <~e~l<"+'+~' lvl  ' + '  far lxl=+iyl=> R '. 

Der Beweis wird hier unterlassen, da spttter (w 9) ein allge- 
meinerer Satz auf verallgemeinerter Grundlage abgeleitet werden wird. 

Aus dem Satze a4 ergibt sich unmittelbar der folgende: 

Satz 35. Eine primitive ganze Funktion mit wesentlieh linearen 
Primfunktionen ist yon endlicher Ordnung, wenn sie yon endlichem 
Range ist; 

w 5. Eine Klasse yon Funktionen zwei ter  Art, die sich auf Funktionen 
mit wesentl ich l inearen Primfunktionen zur/ickfiihren lassen. 

Auf ganze Fanktionen mit wesentlich tinearen Primfunktionen 
lassen sich primitive ganze Funktionen zweiter Art G (x, y) zurfick- 
fiihren yon folgender Form: 

a : l  a = l  

wo P (x) und (2@ 
1) II. P oin e a r g, Sur les fonetions enti~res, Bull. de la see. math. de France, 

T. 11 (1883) p. 136. 
Die etwas abweichende Formulierung im Texte entspricht genau derjenigen, 

welche A. Pr ingshelm a. a. O. p. 301 dem betr. Satz gegeben hat. 
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Polynome in x bezw. y sind uud p~. yon der Art, dal~ 

!~ p(x) + b~ Q cy)I ~'+1 

f~ir alle x, y konvergiert.  

Mit Benfitzung yon I w 4 ergibt sich: 
Satz 36. Die Funktion G(x~ y) ist von endlichem Rang% 

wenn sie yon endlicher Orduung ist, und umgekehrt .  

w 6. Uber allgemeine Diagonalen von Doppelreihen. 

Die Untersuchungen des n~chsten Paragraphen erfordern einige 
Betrachtungen fiber Diagonalen yon Doppelreihen~ welche unter 
irgendwelchen Winkeln verlaufen. 

Es wird das nachfolgende Schema zu Grunde gelegt: 

~o~ + ~0~ + ~0~ + ~r + ...... ~o~ _~ . . . .  

+ ~1~ + ~1~ + ~ + . . .  

+ ~0 ~ + ~?~ + . . .  
+ ~:~ + . . .  

. . .  

--~.. 

§ a~ §  

. . .  

Unter einer Di~gonale wird die Reihe von G[iedern a (~) ver- 
standen~ deren Indices ~ v der Gleichung 

n ~ § m v : l (1) 

gen~igen~ wo n~ m positive ganze Zahlen sind~ die stets relativ prim 
angenommen werden~ l eine weitere positive ganze Zahl. 1) Die 
durch n~ m~ l (in dieser Reihenfolge) festgelegte Diagonale wird 
mit d(n,~, Z) bezeichnet. 

~) Eine Diagonale braucht nicht gerade eln Element der ersten Zeile mlt 
einem solchen der ersten Kolonne zu verbinden; Diagonalen dieser Art haben in 
obiger Bezeichnung die Form d (n'~n'O, wo 1 sowohl m wie nals  Faktor enth~lt; 
speziell erhalten die uater 450 ver|aufenden Diagonalen die Form d (1'1'1). 

M o n a t s h .  ffir M a t h e m a ~ i k  u. P h y s i k .  X X Y .  J a h r g .  4 
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Nach Gleiehung (1) haben die, Glieder der Diagonale d{?,',,0 
die Form 

F~ ~ a t  

wenn festgesetzt wird, dag dieses Zeiehen stets den Wert Null be. 

deutet, so oft l - n ~  keine ganze Zahl ist~ hat man" 
m 

d(n,m, 0 ~-~- ~ a), m /, 

wo -n- die gr~l~te ganze Zahl in l bedeutet. Die Summe aller 
n 

Glieder, welehc dureh d( ...... ~) (dessen Glieder eingesehlossen) yon 
dem Schema abgetrennt werden~ ist (nach parallelen Diagonalen 
geordnet) : 

d ( n ' m ' l ) -  ~ a ~ ,~ / 
Et 

2 ~ 0  2 ~ O B ~ 0  

l l 
Ftir sp~tter ist noch die Bedeutung der Zahlen : in 

n m 

dem Schema wiehtig. Denkt man sich in dieses auch Terme a( 9 
mit gebrochenen Indices eingeordnet, derart~ dal~ die Werte 
der ]ndices ~, v den senkrechten Abstanden des Punktes, 
den der Term einnimmt, yon der ersten Kolonne bezw. Zeile 
proportional sind: so ergibt die analytisch-geometrische Auf- 

[ l \  

fassung der Gleichung (1), dag d{ ...... 0 vom Term a{~)zum Term a! ~)  

1 l 
fault. Dureh - - ,  - -  ist also eine Diagonale ihrer Lage nach un- 

n m 

mittelbar charakterisiert. 

w 7. Verai lgemeinerung der Produktdarste l lung ganzer  Funktionen 
endl ichen Ranges mit wesent l ich l inearen Primfunktionen.  

U m b e i  ganzen Funktionen zweier Veranderliehcn mit wesent- 
lich linearen Primfunktionen das eigent|iche Analogon zum Range, 
sowic das Analogon zum Grenzexponenten der ganzen Funktionen 
einer Ver~nderlichen zu gewinnen~ mug die bisherige Biermannsche 
Produktdarstellung verallgemeinert werden. 
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Die Konvergenz des unendliehen Produktes ~) 
p c~ ~ 1 z 

fiir alle x, y ergab sieh so : Zu jedem endliehen Kreisgebiet existiert 
eine Zahl k, so dab 1 ~ ' l ~  f[ir x ~ k nieht mehr versehwindet 
und somit in die Form gesetzt werden kann: 

_r;~ 

wo  

I 1 3_+_... 

ist. Der Exponent ~ 1 
. ; t=l 

des beigeftigten Exponentialfaktors 

trennt von - - F .  so viele Glieder ab, dab Konvergenz eintritt. 
Man kann nun 1~ in eine Doppelreihe anordnen: 

1 ~ 1 aSxa r~=o + ~  + ~ x ~ + y  ~ +... 

1 b~y~ +~b~xy~ +...  (~) + V  

t b~v3 +... + y .  

Nine unter 45 o verlaufende Diagonale trennt yon :F~ die 

Glieder ab, welehe ~ '-~7~1 z enthMt.~) Es zeigt sieh aber, dag aueh 

1) ] ,  soil dabei die bisherige Bedeutung h~ben: 

~'~ = a~ x -1- b~ y. 

~) Darin, dab bei Funktionen mit wesentllch llnearen Primfunktlonen, also 
1 n bei linearem 7z jedes Glied ~-  ~ der Reihe (1) gerade die Terme einer unter 450 

verlaufenden Diagonale der Doppelreihe (2) liefert~ liegt im wesentllehen die ein- 
fache und fiir die gegenw~rtigen Untersuchungen giinstlge Natur dleser speziellen 
Art yon Funktionen. Anderseits bereitet eben schon bei Funktionen mit unendlieh 
vielen quadratischen Primfunktionen der Umstand die tIauptschwierigkeit, da~ 
bei der Ausbroitung der Reihe (1) in eine Doppelreihe ein Term dieser letzteren 
im allgemeinen aus Beitr~gen mehrerer Glieder der Reihe (1) slch zusammensetzt. 

4* 
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durch andere Diagonalen Funktionen yon F. abgetrennt werden 
P 

k~Snnen~ welch% an Stelle von ~ ~-7~ in das unendliche Produkt 
. ~ 1  

gesetzt~ Konvergenz desselben herbeifahren. 
Das dem Glied a('~ im Schema des vorigen Paragraphen ent- er 

sprechende Glied der Doppelreihe (2) erhMt die Gestalt: 

daher ist in der Bezeiehnung des vorigen Paragraphen: 

- - ! - -  1 + y)', 

~tt ~ O 

WO 

ist~ und alle Glieder gleich Null zu setzen sind~ bei welchen 
nicht ganzzahlig ist. 

Far die dureh d( "~,'~,o yon der Doppelreihe abgetrennte ganze 
z 

rationale Funktion ~ d(~*,~,~ wird im folgenden die Bezeiehnung 

~,(n,,~, ~) gebraueht. 

Satz 37. Ist 

";~ ~--- a~ x - l -  b~ y~ l ira a~ = 0~ lira b~ = 0 
S~O:3 ~ C x 3  

und sind n,m~l derart bestimmte positive ganze Zahlen, dag die 
Reihen 

oo l+i co l+i 

konvergieren, so konvergiert das unendliche Produkt 
�9 CO 

7(~, m, l) 

unbedingt und gleichm~tfiig in jedem im Endlichen gelegenen Bereieh. 
Ein Radius R sei beliebig gew~hlt; dann wird die unbedingte 

nnd gleichmal3ige Konvergenz des unendlichen Produktes in dem 
Kreisgebiet Ix] < R, l Y! < R nachgewiesen. 
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Man bestimmt k so grog (was wegen lira a. : 0, lim b. = 0 

mtiglich ist)~ dag ftir x > k innerhalb des gewahlten Kreisgebietes 
die Ungleichung erftillt ist: 

1 1 

Hieraus folgt : 

Demnach ist 

l a . x - - ~ b . y l  < 1 1). (4) 

o o  o o  

7 (n, ra, l) e - P ~  -t- 7~ ~" m, l) 
H ( 1 - - 7 " ) e  ~ : H 

g = k - ~ l  g ----- k--~ 1 

wobei F~ wieder die Bedeutung hat: 

1 ~ ,  1 a 

Da im oben angegebenen Sinne 

ist, so erhitlt man: 

~ - -  ~_~ ~ ~ + (a.x) ~' (b~ y)'. 
) .=1+1 ,u = o 

Dureh die Substitution 

a~ = ~ ~, x = ~ n, b~. --- ~2, y : ~q" 

o o  

(5) 

ist~ wo a < 1 ist. 

also 

1) Ungl.  (3) kann  n~mlieh n u r  dadurch erfiillt sein, daft 

1 1 

]a,,x[-~-<% [b~.y[~ < 1  -- ~ 

Daher  ist : 
1 

1 

[ b ~ . y l < [ b ~ y l ~ =  , da m > l , =  

1 1 

la~.x + b~y[ <la~xl  + l b~.yl < [.~xlW--k l b~y[-~ < l. 
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ergibt sieh : 

oo 

< 2  

N ~ O  

2 
, u = O  

Indem man alle zur (n ~ + m v) t~n: d. h.: k ten Potenz fehlenden 
Glieder erg~nzt und sodann Bedingung (3) beachtet, ergibt sich 
weiter: 

co 

:,=1+1 

1 

1 

Folglieh ist : 

1 

,~=k+I ~ = k §  

1 R~ + !~ ~+~ 

~ = k §  

Damit ist die nachzuweisencle unbeclingte und gleiehmal3ige 
Konvergenz auf die Konvergenz der letzten Summe zurtickgeftihrt. 
Diese Summe konvergiert abet" nach einem bereits angeftthrten Satze 
tiber Reihen (siehe zweite Fugnote zu Satz 32), da 

~+~ 

l) Es gilt niimlich, wio leicht zu boweisen ist, fiirn=> 1, m >  1: 

(p./v I ~/nu.+m~', 
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und 
co oo I+1 

~ - 1  u ~ l  

ais konvergent vorausgesetzt sind. 
Der bewiesene Satz liefert sofort den folgenden, der die an- 

gekiindigte Verallgemeinerung der Biermannsehen Produktdarstellung 
im Falle wesentlieh linearer Primfunktionen angibt: 

Satz 38. Die allgemeinste ganze Funktion endlichen Ranges 
mit den  Primfunktionen 

t--L=l--(a~.x+b~y ) 
und 

lal3t sieh in der Form darstellen: 

k c o  
\ ~,(n, ra, l) 

g~l u = l  

dabei sind n~ m~ 1 so zu bestimmende positive ganze Zahlen, dag 
die Reihen 

c~ l+i  c~ l-b1 

konvergieren. 

w 8. Analoga zum Range und Orenzexponenten  der ganzen  
Funkt ionen einer Veri inderl ichen; Rangsystem u n d  Orenzwinke l .  

Von allen Wertsystemen n ,  m, l~ welehe den im letzten Satze 
angegebenen Bedingungen gen~igen, sollen diejenigen ausgewi~hlt 
werden, bei welchen n, m noch beliebig (relativ prim) sind, l aber 
die k|einste ganze Zahl ist, f(ir die die Reihen 

oo ~+i zo l + l  
!a l una x2 lb l " (i) 

~,~ 1 ~---I 

konvergieren. Ftir jedes solehe Wertsystem n, m~ l betrachtet man 
l l . . . .  

die beiden Zahlen , . Die Gesamtheit aller dieser Zahlenpaare 
n m 

l 1 
-n-~ n--~ wird als ,Rangsystem" der ganZen Funktion bezeichnet; 

sie ste|lt das Analogon z u m  Range bei  ganzen Funktionen einer 
Veriinderlichen vor. 
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Das Rangsystem einer ganzen Funktion enth~ilt natttrlieh stets 
das Zahlenpaar p~p~ wenn p ihr mittlerer Rang ist ; denn w~hlt man 
n ~ 1~ m ~ l, so hat die kleinste Zahl l, fiir welche die beiden 
Reihen (1) konvergieren, den Wert p, da der mittlere Rang als 
die kleinste ganze Zahl p definiert ist, fiir welche 

la~f +~ und ~ Ib~[ p+I 
g = l  ~ = 1  

konvergieren. 
Bei ganzen Funktionen einer Ver/inderliehen mit den reziproken 

Nullstel|en as wird ausgehend yore Range p: der dureh die Eigen- 
o o  &o 

schaft definiert ist, dal~ E la~l p divergiert, E [a~f +1 konvergiert, 

unter Aufgabe des ganzzahligen Charakters der Grenzexponent 
(:x3 

durch die Eigenschaft definiert, dal3 far jedes positive e E la~ I e-~ 
~ t ~ l  

o o  

divergiert, ~ l a, I ~+~ konvergiert. 

Das analoge Verfahren ist hier folgendes: Nail bestimmt zu 
jedem von allen mSglichen positiven Wertepaaren m, n, die nun 
nicht mehr notwendig ganzzahlig sind i eine positive Zahl s derart, 
da~ die Reihen 

CO 8 O:b 8 

fib jedes ~ > 0 konvergieren~ w~l,rend yon den Reihen 

0 ~ s cxD s 

g = l  ; ~ = 1  

S werden wenigstens eine divergiert. Die so gefundenen Zahlen ~-~ -~ 

mit p bezw. p' bezeichnet. Die Gesamtheit aller Zahlenpaare p~ p' 
stellt das Analogon zum Grenzexponenten der Punktionen einer 
Veranderliehen vor. Die dadureh definierte Funktion p' ~--- q~ (p) 
hatte man der bisherigen Bezeiehnungsweise folgend als Grenz- 
exponentenfunktion~ ihr geometrisehes Bild als Grenzexponenten- 
kurve zu bezeichnen. Es zeigt sich abet unmittelbar~ daft diese 
Gebilde ausgearteter Natur sind; die Grenzexponentenkurve ist stets 
ein rechter Winkel mit parallel zu den Achsen verlaufenden 
Sehenkeln. Daher wird weiterhin die ktirzere Bezeichnung ,,Grenz- 
winkel" gebraucht. Der Scheitel des Grenzwinkels ist ein Punkt 
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%, ~ ,  dessen Koordinaten dutch die Eigenschaft definiert sind~ daft 
fib jedes s > 0 die Reihen 

(30 (3O 

divergieren~ dagegen die Reihen 
(N3 O(3 

la l Ib h 

konvergieren 1). 

Rangsystem und Grenzwinkel stehen in folgender Beziehung, 
die sieh am einfaehsten geometriseh formulieren l~tgt" 

Satz 39. Die Punkte, welche die Wertepaare des Rangsystems 

repr~sentieren, (Punkte mit den Koordinaten ~-~ / )  liegen, vom 

Anfang aus gesehen, diesseits des Grenzwinkels oder auf ihm, d i e  

Punkt% welche die Wertepaare 1 -]- 1 ~ l -~-_____11 repriisentieren~ dagegen 
n m 

jenseits des Grenzwinkels oder auf ihm. ~) 
(X3 1 

Ist n~tmlich - - I  > P o ,  so konvergiert "~ l a, l ~-, es mug also 
n 

co  1 

[b~l -~ divergieren, da / die kleinste Zahl ist, ftir welehe 

~ [ a. [ " und [b..l ~ konvergieren. 
~ = 1  9 r  

j_<, Wenn aber ~ Ib~l ~ divergiert, ist p0:. Ebenso ergibt 
m ~ - ~ -  

g = l  

1 , 
s i e h - -  / <:po, w e n n - - > ? 0  ist, 

n = D$ 

l @ 1  , 
Anderseits mug aber ! --~ 1 >  %, _ _ >  po sein: weil 

co /-f-I o3 lq-i 

[aN] '~ and ~i~ ]b~l ,~ konvergieren. 
g : l  g = l  

1) Das Wertepaar %, p~ l~tl3t sieh natiirlieh yon vornhereln bestimmen, und 
daraus kt~nnen alle mtigliehen Wertepaare p, p' gewonnen werden; die obige Dar. 
stellung ist gew~thlt, um die Analogie mit den Verhiltnlssen bei Funktionen elner 
Veranderliehen deutlicher hervortreten zu lassen. 

2) Der Satz stellt das Analogon zur Beziehung 19 <: p~p--]-1 zwisehen 
dem Range p und dem Grenzexponenten p einer Funktion einer Ver~tnderlichen rod 
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w 9. Bez iehungen z w i s e h e n  der O r d n u n g s k u r v e  e iner  ganzen  
Funktion endlichen Ranges mit wesent l ich  l inearen Primfunkt ionen 

und dem Rangsystem bezw. Grenzwinkel  dieser  Funktion.  

Naeh den vorausgegangenen Vorbereitungen sell die L~sung 
der eigentlichen Aufgabe dieses Absehnittes, die schon in w 4 be- 
gonnen wurde, fortgesetzt werden. Zunachst ergibt sich in ein- 
facher Weise die fotgende Beziehung zwischen Grenzwinkel und 
Ordnungskurve. 

Satz 40. Die Ordnungskurve einer ganzen Funktion G (x~ y) 
endlichen Ranges mit wesentlich linearen Primfunktionen kann~ 
veto Anfang aus gesehen~ nur jenseits des Grenzwinkels verlaufen 
oder mit ihm zusammenfallen. 

Ein beliebiges Ordnungspaar der Funktion G (x, ?1) sei e, a'~ der 
Seheitel ihres Grenzwinkels Punkt Po~ p0. Dann ist za zeigen, dag 

ist. Um etwa die erste Relation abzuleiten~ betrachtet-man die 
Funktion G(x, o); deren Ordnung sei ~ ihr Grenzexponent P. 
Man hat nun zunachst: 

~>~-; (1) 

denn aus der Ungleiehung, welehe ~, a' als Ordnungspaar yon G (x, y) 
definiert : 

~0",r') <e"~+% ''~ f~ir ~'~q-~"~> R~,~, 
folgt : 

-G(r,o)< e "~+~ f~r r'~> R~,~' oder r>R~,~, .  

Sodann hat man, da die Ordnung einer ganzen Funktion e i n e r  
Vert~nderliehen nichtkleiner ist als ihr Grenzexponent: 

Endlieh ist 

p = Po; (3) 

denn p-ist dureh dieselbe Eigensehaft definiert wie P0~ namlieh 
o o  c o  

daaureh, da13 ~ / a ~ [  s+~ konvergiert, ~ ~-~ ~). I a~I divergiert Aus 

den Relationen (1), (2)~ (3) folgt die erste der behaupteten Relationen. 
In derselben Weise ergibt siel~ die zweite. 

~) Dies ergibt sich, in dem man die Darstellung yon G (x, o) betraehtet, 
welche aus der im Satz 88 angegebenen Darstellung yon G (x, y) folgt. 
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Hieran liege sieh m(iglieherweise der Naehweis sehlietien, da[3 
ftir eine primitive ganze Funktion endliehen Ranges mit wesentlieh 
linearen Primfunktionen der Grenzwinkel vollstandig mit tier 
Ordnungskurve zusgmmenf,illt, fails Vorausgesetzt wird, dag die 
Ordnungskurve ein reehter Winkel ist. Allein die Entseheidung 
der Frag% wann dies zutrifft, oder ob es etwa yon selbst aus der 
vorausgesetzten wesentlieh linearen Natur der Primfanktionen folgt, 
seheint groi3e ~ " " " Sehwmmgkelten zu bieten. 

Es soll hier ein anderer Weg betreten werden, nm wenigstens 
unter gewissen Umst~tnden - -  die Identit~t yon Grenzwinkel und 
Ordnungskurve festzustellen. Unter gewissen Voraussetzungen llilh 
sieh nimlieh zeigen, dab die dazu niitige Erg~tnzung des Satzes 40 
gilt, n~mlieh dal~ die Ordnungskurve yore Anfang aus gesehen stets 
diesseits des Grenzwinkels liegt odor mit ibm zusammenfKllt Allot- 
dings sind hiezu ziemlieh umfangreiehe Vorbereitungen notwendig; 
es miissen die Untersuehungen~ wie sie in w 4 begonnen wurden~ 
der verallgemeinerten Produktdarstellung (w 7) angepal~t werden. 
Zunaehst soil dies mit den beiden in w 4 angeftihrten Hilfssiitzen 
geschehen. 

Hilfssatz 1. Ist 

.(n, m,/) (z, y) En, ,n,~ (a~ x -~ b~. y) ~ [1 --- (a~ x -~ b~. y)] e ~ 

so  hat man ftir 0 < l ) J l ~ } ~ l  und Ix l2--~ly[2>R~: 

~+" !+fl  

IE " .... z(a~x+b~.y)l<e,%Xl ~ +l~,,yl 

Es ist n~tmlich 

I i-(a~x-~b~ y) l <=l +Lc,~xI~-Ib~ yI< (l Jcla~xl)(l +Ib~ yl). (4) 

Da nun allgemein ftir positive und hinreiehend groi~e u die 
Beziehung 

besteht~ so ist 

1 1 

1 + la. xl<  fc r Ixl>R. 1+ Ib. yl i t> 

also 
1 1 

(1-]-]a, x l ) ( l  +lb ,  y ]) <e '~17~+~b~yl~ far lxl > R1, lYl > R~. (5) 

x) Darin, daft hier das Gleiehheitszeichen ausgesehlossen wird, liegt eine 
wesentliche Beschr~inkung dlesos Satzes gegeniiber dem entsprechendeu frtiheren. 
Doch reicht diese Form ftir die folgenden Anwendungen hin. 
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Ist ]Yl ~ R 2 ,  so gilt 

l § 2 4 7  far I x l > R ; ;  
also ist 

1 

( l + l a ~ x l ) ( 1  §  ~~ f~ir IxI>IRR~ , y<=R~. (6) 

Ebenso ergibt sich: 
1 

( l + l ~ / i ) ( ~ + l ~ u i ) < ~  ~ ' ~  f~r [~I_<R,, l Y l > { ~ .  (7) 

Aus den Relationen folgt: 

I ~-(~.  �9 + b~ ~)1 < ~(~%~�88 ~'~) f~r l~l ~ + ly l~> ~, 
- -  ~ D 2 / R '2 wenn R~ die grSl~te der drei Zahlen tt~ + R~, R? -4- R~, ~1 -r- ~ ist. 

Anderseits ist naeh dem Beweise des Satzes 37 wenn die 
dortige Substitution (5) eingeftthrt wird: 

1 

(,, m 0 

~ , ~ 1  

folglieh 
1 

]E,,..,.~] < e  u(I%~I+Ip"'~I)+~ (l~'~l+lP'"l)z ftir Ix l~-J- ly l~>-R ~. 
2 = 1  

Der Exponent der reehten Seite ist eine ganze rationale 
Funktion l *"~ Grades in i a. ~l und [~  ~t[; unter Anwendung des 
Satzes 4 folgt daher 

I[!,, < el%~iz-k~'§247 
wenn 

Damit aber ist die Behauptung erwiesen~ da sieh zeigen lal3t~ 
dal3 die Ungl. (8) stets erfiillt ist~ wenn lxI~.-Jv [ y l Z > R  ~ ist bei 
hinreizhend grol3em R. Diese letzte Ungleiehung bedingt namlieh, 

R ~ R ~ 
dal~'entweder 1. I x t s > - - ~  oder 2. ] y j ~ - ~  ist. 

hn Falle 1 ist 
1 

[ a ~ t s = / a ~ J ~ / x l ~ > / a ~ l , \ 2 =  ] > fitr him'eichend gro~es R; 
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im Falle 2 ist ahnlich 

61 

far I x I ~ + I U I ~ > R  ~, 

w e  

Fiir l = 0  gilt der Beweis, wie er i m  Hilfssatz 2 yon w 4 
far den Fall 39 =--0 geftihrt wurde. 

Es sei also l >  1. Man zerlegt: 

M 

I [  E.,.~,,(.~ x + b. y) = Pl,~.g~, 

21/ 

P ~ = H  [~-  (..x + b~u)j, 

M 

ist. Nun bestimmt man wie friiher (w 4, Ungl. (3) bezw. (4)) /r 
s% daft man hat: 

(c, x-~- d,, y) < e  vlxl +VLYl ftir Ixl~-+-/~l~>~ (9) 

und R~ so, dal~ man hat: 

{Pz[ < e  v{~{ " +TRY' far Ix[~+ lyl~> R 22. (10) 

k 3I lq-~ lq-~ '  

und somit allgemein 

[~. ~[2 _~_ [~  ~ l~ > p2 ftir hinreiehend grol~es R. 

Hilfssatz 2. Ist 

{1 --(a~,x---~-b~,y) far l ~ - O  
En,,~,l (a~ x --~ b~ y) ~--- [1 - -  (a~. x Jr- b~. y)] e r(~ ~' 'n' z)(x,y) fiir l > 1, 

so hat man, wenn ~, ~!: 5 ~' positive Zahlen sind (Null ausgeschlossen) : 
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Endlich ist 
M 

g = l  ] eS~l ~ e 

oder naeh dem Beweis des Satzes 37 mit Bentitzung der dortigen 
Substitution (5) 

M 1 

Well nun der Exponent der rechten Seite eine ganze rationale 
Funktion hSchstens vom Grade l in I~ l u n d  [~l[ ist, folgt nach 
Satz 4, Zusatz 1: 

I eSJgl < e@ 'a'z+a+ {:" bz+ 'far lal § (U) 
2 oder ~) fat" ]x]2-t - lyl ~ ~ B~ bei hinreiehend grol~em /~ .  Aus den 

Ungl. (9), (10)~ (11) folgt die Behauptung, wenn/~ die gr~l~te der 
Zahlen _R1, R~, R, ist. 

Mittels der beiden Hilfssiitze lal~t sieh Satz 34 verallgemeinern: 
Satz 41. Ist 

k co 

wo E,,m,~ dieselbe Bedeutung hat wie im letzten Hilfssatz, eine 
1 1 

primitive ganze Funktion~ deren Rangsystem das Wertepaar ~ 
n m 

enth~l-t~ so ist bei beliebigen positiven e, ~' 

z +~ l +__2 
jp(x ,~) l<dtxl  ~ +~'lyl ,,~ fttr I x l ~ + l y l ~ > I t  ~. 

Zum Beweise zerlegt man: 

P(x,  y) --~ Pk,~ . Bx ,  
"frO 

k 111 

Cx9 

x ~ M + z  

a) Vergl. den Schlug  des Beweises  des  Hi l f s sa t zes  1. 
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Nun ist nach Hilfssatz 1 ftir ~ = ~ ~---i: 

\ l % x l E ~ - + I b ~ y [  ,n ] 

l + i  co l + 1  1+1 co ~ + i  

-- ~ = M + i  ~ = M + I  

Da --1 __l ein Wertepaar des Rangsystems sein soll~ kon- 
n ~ m 

vergieren die geihen 
oo ~+~ oo l + l  

'~ b - E -  , 

es kann also M so grol~ angenommen werden~ dal~ man hat:  

oo l @ l  e o~ l + l  ~, 

und daher : 
e l + 1  e l ' J r l  

(1~) 

Ferner ist nach Hilfssatz 2, wenn dort ~ -~- ~' ~ ] gew~hlt wird : 

Ixl ~+~+~lyl~+l • 
ipk, i l < e .  ~ m fiir I x l 2 J F l y l 2 > ~  ~ 2. (13) 

Aus den Ungl. (12) and (13) folgt die Behauptung, wenn R 
die grSi~ere der beiden Zahlen R1, .R 2 ist. 

Ein genaueres Resultat ergibt sich, wenn man statt l - { - 1  

1-~-1 zwei passend definierte kleinere Zahlen einfiihrt: 
m 

Satz 42. P ( x ,  y) habe dieselbe Bedeutung wie im Satze 41, 
l 1 

- -  - -  sei wieder ein Wertepaar des Rangsystems; existieren dann 

zwei Zahlen z, ~, welche den Bedingangen gentigen: 

l < z <  l-I- 1 l l @ 1  
(14) 

I..I~ < I I (15) 
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so ist 

e~( l~I~+luI  ") I~ [~ R 2, I f ' ( x , y ) l <  , f~r I~ + i v  > 
wo C~,~ eine nur yon a~ z abhiingige positive Zahl ist. 

Zum Beweise zerlegt man: 

P (x, y) = P~, ~,. R~, ~. R~., 
WO 

k 

N 

RM, N ~  H 

GO 

R~= I I  

E~..., ~ (a~ x + b~. y), 

Naeh I-Iilfssatz 2 (ffir e-----a') ist unter Bent~tzung der Voraus- 
setzung (14) 

R~,~ zerlegt man weiter in folgender Weise: 

n ,  ~ t  y 

WO 

des Satzes 37: 
N 

~ = M + I  2=1  

(16) 

N 37 

~ , ~ =  I f  [1-(a~x+b~v)l, z~,~= ~ ~( ..... 

Far l = 0 ist Sl~,x = O; ftir l >  1 aber gilt nach dem Beweise 

, 1)~ 

= ~ l . . x l ~ + t ~ J l  ~ �9 
Z ~ l  ~=M-{- 1 

N sei so bestimmt~ dat] man hat: 

N - - 1  < I x ( +  lyl~< N; 
dann ist 

1 t 

(17) 

(is) 
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ferner ist~ da der kleinste Wert~ den x in der betrachteten Summe 
annimmt, M-~--1 ist i nach Voraussetzung (15): 

1 I 

folglich wird 
1 Y 1 1 ,~ 

wobei 
1 1 /, 

s~ ~ (N) = ~ N 

(a, 7:) 
Nun wird gezeigt~ daft ~ (N)  ffir alle endlichen N unter 

einer yon N unabh/~ngigen Schranke S[ "'0 bleibt~ so dal~ man hat: 

ISe,~] < N.S} ~'~). (19) 

Es sei etwa z n ~__ z m, also weil N• ~ N - - - - ~  N 1 ist: 

1 N _ I  

Demnaeh ist 

~v 2 ~ z z z 
8[~,~,(s) < ~ ~ - _ : ~  2 ' x  ~ - 1  ~ ; 

2 = 1  ~ = M + I  ) . ~ 1  ~ ~ 3Inl- 1 

da k ~ l ,  r also k - ~ - ~ l  ist~ hat manl ) :  

~=~+1 1 - - - -  

~) Es  ist n~tmlich fiir 0 < ~} • ! :  

{ 1 \  1 - ' a  1 

eino elementare Ablei tung dieser Relation gibt A. P r i n g s h e i m  a. a. O. p. 304, Fu~n. 

Mona~sh.  f i i r  M a t h e m a ~ i k  u. P h y s i k .  X X V .  J a h r g .  5 
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folglich 

die reehte Seite dieser Ungleiehung ist eine yon N unabhiingige Zahl, 
welche also als die gesuehte Schranke S~ ~'*) betrachtet werden kann. 

Weiterhin hat man: 

IR'at, N[~ H [127[a~xt-~-Ib~yl]<H 1~--~- --~--~- ; 

bezeiehnet r dis kleinere der beiden Zahlen ~ r, so wird 

[ .R~t, N [ < H  1 + 2 

N 1 1 
< H  3 N~-_y__ ~ ] [  (3~~ N)~v]~ <eW3~~ 

~ 1  Xo) 

Daraus folgt mit Racksicht auf Ungl. (19) bezw. (17): 

e~V ~'~)+ ~- f ) 
< e~l~lo+ i~l~+l)(4 ~' % ~/~j 

< e~,x~~ J~,~)(~~ +.) f~ Ixl~+ ryl~> ~:, 

wenn R~ so gewiihlt wird~ dal3 

(o 

Jxl~+ lu]~ 

ist, was stats m~iglieh ist, da mit [xl~- ~ [y]~ auch ]xl ~ ~t-ly[~ be- 
liebig grog wird. Setzt man 

3 ~ 
Ca, r~ 

so erhldt man: 

IRM, NI<e2,~ <l~l"+lyl~) far ]x]~-~ - yl~>R~. (20) 



Beitrfige zur Theorie der ganzen Funktionen etc. 67 

Ftir das Produkt R~v gilt naeh Hilfssatz 1 (ftir =---~:~--1), 
wenn Ixl ~ -~-lY I~ ~ R~ ist bei entsprechendem /~a: 

( z+* z+~ 

Y . ~ N - ] - I  

~=Nq-1 ~=N--}- 1 

~) l-{-1 lq-x a 

( ~ . ~ )  ~ -1  ( ~  ~ ~) ~ -  

lq-1 _ 1 _ l+a 
< ~ e ~  +W7 -1  

I z l  r ~. [ Y l  ~ 

l - ] - I  1 ~ - - 1  
e c~n ~t~T 

naeh den Rel. (18), da 1-~-1 1 und 1-~-_~1_ 1 nach Voraus- 
n~ m~ 

setzung (14) positiv sind. Bezeiehnet man die kleinere dieser 
1 

beiden Zahlen mit c',,~ ~ so hat man: 

A7~ t*eC'a,~(Ixl~-l-lYi~) ~iir I ~ "-~ I x l ~ - l - - l y l ~ > R ~ .  (21) 
Aus den Ungl. (16)~ (20), (21) folgt die Behauptung~ wenn 

and R die grtigte der drei Zahlen R~, R~ R~ ist. 
Aus dem letzten Satze last sieh folgende Beziehung zwisehen 

der Ordnungskurve der betraehteten Funktion und dem Scheitel 
des Grenzwinkels gewinnen: 

Satz 43. Hat  eine primitive ganze Funktion mit wesentlich 
linearen Primfunktionen 

k c o  
(n, m, l) x 

1) ' 

:~=N+I\ z /  H~hr~ 

(Elementarer Beweis yon A. Pr ingshe lm u. a. O. p. 305, FuBnote). 
5 *  
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die Eigensehaft, dag man ftir alle positiven 8 hat: 

xla~l*~ xlb~le'+~<l ftir x > K , !  ) 

wo Po, p'0 die Koordinaten des Seheitels des Grenzwinkels sind~ so 
gibt es stets ein Ordnungspaar a, a' der Funktion P(x~ y), so dag 

ist. s) 

ist nun 

Naeh Voraussetzung ist nitmlieh 

]a~ieo+(~ < ] . ,  [3,,leo+~, . < 1  fiir z >  K;  
~ X ~ X 

l 1 
~ ein Wertepaar des Rangsystems, so dal~ 

?o < , P; n m 

ist und damit (Satz 39) 

_~ <p0+8<1,+1 ~ < p ; + 8 , < l + l  

ftir hinreiehend kleine, sonst beliebige 8, 8', so kann mall Po-~- 
und po'~-~' als die Zahlen a bezw. z des letzten Satzes auffassen 
und erhMt durch Anwendung dieses Satzes: 

1P(x,y)] <e %+~'~'+~'(~<~~176 ft~r IxJ'~+ lyl2> R~; 

zuniiehst gilt diese Ungleiehung far hinreiehend kleine, damit abet 
far alle positiven 8, 8'. Naeh der Definition der Ordnungspaare 
ist damit der Satz bewiesen, 

Satz 44. Far  die im letzten Satz eharakterisierte Klasse yon 
Funktionen fgllt die Ordnungskurve vollstlindig mit dem Grenzwinkel 
zusammen. 

1) Eine dieser beiden Bedingungen ist stets erffi!lt, z. B. die erste, indem 
man die Faktoren des unendl ichen Produktes nach monoton abnehmenden l as[ ge- 

o(3 
ordnet denkt ;  denn aus der Konvergenz yon ~ I az[eo+~ und der Monotonle der 

Zahlen [ a ,  I folgt: 

l i m x l a ~ ] e ~  also x [ a s [ e ~  ftir z > K .  
~=oo  

Die andere Bedingunff ist sieher erfiillt, wenn zugleleh die Zahlen Ib~l 
monoton abnehmen,  sic kann  aber auch noeh in anderen FAllen erftillt sein und 
ist es in der Tat  bei den naheliegenden Funktionen.  

2) Wenn  zwei Zahlen l - ~  1,  1-~ 1 mit Po bezw. ~ zusammenfallen, folgt 

dieser Satz sehr einfaeh aus dem Satze 41. 
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l~ach Satz 40 namlich liegt die Ordnungskurve, yore Anfang 
aus betrachtet, jenseits des Grenzwinkels oder fallt mit ihm za- 
sammen. Dies widersprieht dem letzten Satze nur dann nieht, 
wean dort 

ist. Damit f~llt ein Punkt der Ordnungskurve in den Scheitel des 
Grenzwinkels; als monotone Kurve mug aber dann (wegen Satz 40) 
die ganze Ordnungskurve mit dem Grenzwinkel zusammenfallen. 

Die allgemeine Identit~t der Ordnungskurve mit dem Grenz- 
winkel im Falle primitiver Funktionen mit wesentlieh linearen 
Primfunktionen ist zwar sehr wahrscheinlich, bleibt aber dahingestellt. 

Welt weni~er wahrscheinlich ist es, daft sieh fiir ganze 
Funktionen zweier Veranderlichen mit unendlich vielen Prim- 
funktionen hsheren als ersten Grades oder filr solche der weiteren 
w 1 angegebenen K]assen auf einem ~hnlichen Wege analoge 
Resultate gewinnen lassen~ zumal sieh schon einer lJbertragung der 
Grundlagen dieser Untersuehungen aufierordentliche Schwierigkeiten 
entgegenstellen~ wie ja oben (w 7) erwahnt wurde. 

Dagegen seheinen einer Ausdehnung der geftihrten Unter- 
suchungen auf ganze Funktionen yon n komplexen Veranderlichen 
mit analogen speziellen Eigensehaften keine prinzipiellen Hinder- 
nisse im Wege zu stehen. 


