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Ueber das Verschwinden der #-Funetionen.
(Von Herrn B. Riemann zu Göttingen.)

JLrie zweite Abtheilung meiner im 54sten Bande dieses Journals er-
schienenen Theorie der ^4oe/schen Functionen enthält den Beweis eines Satzes
über das Verschwinden der #- Functionen, welchen ich sogleich wieder an-
führen werde, indem ich dabei die in jener Abhandlung angewandten Bezeich-
nungen als dem Leser bekannt voraussetze. Alles in der Abhandlung noch
Folgende enthält kurze Andeutungen über die Anwendung dieses Satzes,
welcher bei unserer Methode, die sich auf die Bestimmung der Functionen
durch ihre Unstetigkeiten und ihr Unendlichwerden stützt, wie man leicht sieht,
die Grundlage der Theorie der Abehchen Functionen bilden muss. Bei dem
Satze selbst und dessen Beweise ist jedoch der Umstand nicht gehörig be-
rücksichtigt worden, dass die #-Function durch die Substitution der Integrale
algebraischer Functionen Einer Veränderlichen identisch, d. h. für jeden Werth
dieser Veränderlichen, verschwinden kann. Diesem Mangel abzuhelfen ist die
folgende kleine Abhandlung bestimmt.

Bei der Darstellung der Untersuchungen über &- Functionen mit einer
unbestimmten Anzahl von Variablen macht sich das Bedürfniss einer abkür-
zenden Bezeichnung einer Reihe, wie

® l , 02 9 · · · 5 ^m

geltend, so bald der Ausdruck von vv durch v complicirt ist. Man könnte
dieses Zeichen ganz analog den Summen- und Productenzeichen bilden; eine
solche Bezeichnung würde aber zu viel Raum wegnehmen und innerhalb der
Functionszeichen unbequem für den Druck sein; ich ziehe es daher vor

(m \
t?!, 02, . . ., em durch \v (f>„) J

zu bezeichnen, also

1.
Wenn man in der Function #(t>i,02j • • • > 0 p ) ̂  die p Veränderlichen

t? die p Integrale «!— ei9 %— 021 · · · > V""ep Algebraischer wie die Fläche
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Riemann, über das Verschwinden der &-Funcüonen.

T verzweigter Functionen von A substituirt, so erhält man eine Function von
s, welche in der ganzen Fläche T misser den Linien b sich stetig ändert, beim
Uebertritt von der negativen auf die positive Seite der Linie bv aber den
Factor e~~u* ~~Uv "^ erlangt. Wie im §.22 bewiesen worden ist, wird
diese Function, wenn sie nicht für alle Werthe von z verschwindet, nur für
p Punkte der Fläche T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punkte
wurden durch %, ??2, . . . , bezeichnet, und der Werth der Function uv im
Punkte durch c#°. Es ergab sich dann nach den 2p Modulsystemen der
&- Function die Congruenz

(1.) (e*,^..,^)^^^

worin die Grossen K von den bis dahin noch willkürlichen additiven Con-
stanten in den Functionen n abhingen, aber von den Grossen e und den
Punkten unabhängig waren.

Führt man die dort angegebene Rechnung aus, so findet sich

(2.) 2Ky =

In diesem Ausdrucke ist das Integral f(u++n~}duvt positiv durch bv, auszu-
dehnen, und in der Summe sind für v9 alle Zahlen von l bis p ausser v zu
setzen; ey = ±19 je nachdem das Ende von /„ auf der positiven oder negativen
Seite von av liegt, und 4 = ±1, je nachdem dasselbe auf der positiven oder
negativen Seite von bv liegt. Die Bestimmung der Vorzeichen ist übrigens
nur not big, wenn die Grossen e nach den in §. 22 gegebenen Gleichungen
aus den Unstetigkeiten von log# völlig bestimmt werden sollen; die obige
Congruenz (1.) bleibt richtig, welche Vorzeichen man wählen mag.

Wir behalten zunächst die dort gemachte vereinfachende Voraussetzung
bei, dass die additiven Constanten in den Functionen n so bestimmt werden,
dass die Grossen K sämmtlich gleich Null sind. Um die so gewonnenen Re-
sultate schliesslich von diese* beschränkenden Voraussetzung zu befreien, hat
man offenbar nur nöthig, überall in den #-Functionen zu deti Argumenten
— AI, — Ä"2, . . . , — K9 hinzp&ttfügen.

Wenn also die Function #(X~- e^n^—e^^ . . , ,%— ep) für die p Punkte
f]t , ;2 , . . . , verschwindet und nicht identisch für jeden Werth von z ver-

so ist
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Riemann, über das Verschwinden der 9~Funciionen. 103

Dieser Satz gilt für ganz beliebige Werthe der Grossen e, und wir
haben hieraus, indem wir den Punkt (s, z) mit dem Punkte zusammenfallen
Hessen, geschlossen, dass

Vj>} JjSnW ÜsV^ - 0&( 9 2 , . . . , — -- ^ ; — u,

oder da die #- Function gerade ist,

<H*r„w Pyl«w Py„w\ - n&(£i <*i , ̂  «2 , . . . , -£ «p ) = U,

welches auch die Punkte iyn i/2, . . . , %_! seien.

2.
Der Beweis dieses Satzes bedarf jedoch einer Vervollständigung wegen

des Umstandes, dass die Function #(&! — ej, ^2— e2, ...,^p— ep) identisch ver-
schwinden kann (was in der That bei jedem System von gleich verzweigten
algebraischen Functionen für gewisse Werthe der Grossen e eintritt.)

Wegen dieses Umstandes muss man sich begnügen^ zunächst zu zeigen,
dass der Satz richtig bleibt, während die Punkte unabhängig von einander
innerhalb endlicher Grenzen ihre Lage ändern. Hieraus folgt dann die all-
gemeine Richtigkeit des. Satzes nach dem Principe, dass eine Function einer
complexen Grosse nicht innerhalb eines endlichen Gebiets gleich Null sein
kann, ohne überall gleich Null zu sein.

Wenn s gegeben ist, so können die Grossen e^ e2, ..., ep immer so
gewählt werden, dass #(114 — el9 ^2 — e2, ..., np — ep] nicht verschwindet; denn
sonst müsste die Function #(«?!, 02> • • •*0 P ) ffir jedwede Werthe der Grossen

verschwinden, und folglich müssten in ihrer ̂ Entwicklung nach ganzen Po-
tenzen von e % e2\ ..., e p sämmtliche Coefficienten gleich Null sein, was
nicht der Fall ist. Die Grossen e können sich dann von einander unab-
hängig innerhalb endlicher Grössengebiete ändern, ohne dass die Function
#(^1-- 6i,%— 63,...,«^--^) für diesen Werth von * verschwindet, Oder mit
anderen Worten: man kann immer ein Grössengebiet E von 2p Dimensionen
angeben, innerhalb dessen sich das System der Grossen e bewegen kann, ohne
dass die Function &(nl—ei,u1—e^..^np~ep} für diesen Werth von * ver-
schwindet. Sie wird also nur für p Lagen von (s, &) unendlich klein von der
ersten Ordnung, und bezeichnet man diese Punkte durch %, %, . . . , % > so ist

(i.) (e,,*,...,*)
21 *
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164 Rietnann, über das Verschwinden der &-Functionen.

Jeder Bestimmungsweise des Systems der Grossen e innerhalb E oder jedem
Punkte von E entspricht dann eine Bestimmungsweise der Punkte , deren
Gesammtheit ein dem Grössengebiete E entsprechendes Grössengebiet H bildet.
In Folge der Gleichung (1.) entspricht jedem Punkte von H aber auch nur
ein Punkt von E; hätte also H nur 2p — l, oder weniger Dimensionen, so
würde E nicht 2p Dimensionen haben können. Es hat folglich H 2p Dimen-
sionen. Die Schlüsse, auf welche sich unser Satz stützt, bleiben daher an-
wendbar für beliebige Lagen der Punkte innerhalb endlicher Gebiete, und
die Gleichung

#(-£>\-S>,.. .,-£'<>) = ()
gilt für beliebige Lagen der Punkte ^, ^ . .. ., ^ innerhalb endlicher Ge-
biete und folglich allgemein.

3.
Hieraus folgt, dass sich das Grössensystem (en e>, · · · · ? ) immer und

nur auf eine Weise congruent einem Ausdrucke von der Form

(P \
setzen lässt, wenn #1 v(uy — ey) } nicht für jeden Werth von z verschwindet;

denn Hessen sich die Punkte , ??2, . . ., auf mehr als eine Weise so be-
stimmen, dass der Congruenz

genügt wäre, so würde naeh dem eben bewiesenen Satze die Function

f für mehr als p Punkte verschwinden, ohne identisch gleich

Null zu sein, was unmöglich ist.
ff \ ff \Wenn #1 »(«„·— e„)J identisch verschwindet, muss man, um ( v(ev] j

fP \
in die obige Fortti zu setzen, #i f(%+a^1}— ̂ 1} — ev] J betrachten, und wenn

diese Function identisch ftr jeden Werth von jg? £n J5A verschwindet, die

Function » « , + S * ~
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Riemann, über das Verschwinden der &-Functionen. 165

Wir nehmen an, dass

identisch verschwindet..

\ aber nicht identisch verschwindet.
Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von + betrachtet,
für «p..!, €p_2, . .., ep__m, ausserdem also noch für p — m Punkte, und bezeichnet
man diese mit %, ??2, ..., 13^»«, so ist

und diese Punkte 17̂  ??2, . . ., ^_m können nur auf eine Weise so bestimmt
werden, dass diese Congruenz erfüllt wird, weil sonst die Function für mehr
als p Punkte verschwinden würde. Dieselbe Function verschwindet, als
Function von % _ betrachtet, ausser für fy+i, i?p, . . . , ^p-m+i ^och für p— m—l
Punkte, und bezeichnet man diese durch «19 62^ · · · 9 «^-m-n so ist

und die Punkte «j, 2, . . ., ^^^ sind durch diese Congruenz völlig bestimmt.
Unter der gemachten Voraussetzung (1.) können also, um denCongruenzen

und

zu genügen, m von den Punkten und m—l von den Punkten a beliebig ge-
wählt werden, dadurch aber sind die übrigen bestimmt. Offenbar gelten diese
Sätze auch umgekehrt, d. h. die Function verschwindet, wenn eine diese*·
Bedingungen erfüllt ist. Wenn also die Congruenz (2.) auf mehr als eine
Weise lösbar ist, so ist auch die Congruenz (3.) lösbar, und wenn von den
Punkten , m aber nicht mehr beliebig gewählt werden können, so können
von den Punkten s, m—i beliebig gewählt werden und dadurch sind die
übrigen bestimmt, und umgekehrt.
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166 Riemenn, «ifcer das Vwsehmnden der &-Functiomn.

Auf ganz ähnlichem Wege ergiebt sich, dass, wenn

ist, die Congruenzen

(4.)

immer lösbar sind ; und zwar können sowohl von den Punkten als von den
Punkten «, m beliebig gewählt werden, und es sind dadurch die übrigen p—l~m
bestimmt, wenn

identisch gleich Null ist,

aber nicht identisch gleich Null ist, wobei der Fall m = 0 nicht ausgeschlossen
ist. Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Wenn also von den Punkten ,
m und nicht mehr beliebig gewählt werden können, so ist die Voraussetzung
desselben erfüllt; und es können folglich auch von den Punkten e, m und nicht
mehr beliebig gewählt werden.

4.
Bezeichnen wir die Derivirte von

(\ ^ Q( * ^\

nach vv mit &'V9 die zweite Derivirte nach 0„ und mit &'^ u. s. f.,

so sind, wenn »\v(n^-a^ + rv)J identisch fftr jeden Werth von jsl und ,

verschwindet, sämmtliche Füii0t!onen #' i v (rv] J gleich Null In der That geht

die Gleichung
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Riemann, über das Verschwinden der &-Functionen.

wenn SL und £t unendlich wenig von und verschieden sind, über in
die Gleichung

Nehmen W7ir an, dass

sei, so verwandelt sich diese Gleichung nach Weglassung des Factors ^ff **· .. in

und da zwischen den Functionen keine lineare Gleichung mit constanten
Coefficienten stattfindet, so folgt hieraus, dass sämmtliche erste Derivirten von

P
#( ? , 02 9 · · · 9 0p) für v (®r ~ r*) verschwinden müssen.

l
Um den umgekehrten Satz zu beweisen, nehmen wir an, dass

P P
v(e =rv] und v(vr = tv} zwei Werthsysteme seien, für welche die Function
l l

P P
& verschwindet, ohne für v(ev = i£l) — a^l)+rv) und v (vv == u™—a?}+/y) iden-

tisch zu verschwinden, und bilden den Ausdruck

(2.) -

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von J5M so ergiebt sich, dass
er eine algebraische Function von J54 und zwar eine rationale Function von SL

und s ist, da Nenner und Zähler in T1 stetig sind und an den Querschnitten die-
selben Factoren erlangen. Für &L = £j und SL = ffi werden Nenner und Zähler
unendlich klein von der zweiten Ordnung, so dass die Function endlich bleibt;
die übrigen Werthe aber, für welche Nenner oder Zähler verschwinden, sind,
wie oben bewiesen, durch die Werthe der Grossen r und der Grossen t völlig
bestimmt, also von ganz unabhängig. Da nun eine algebraische Function
durch die Werthe, für welche sie Null und unendlich wird, bis auf einen
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168 Riemann, ber das Verschwinden der &-Functionen.

constanten Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer rationalen
von æé unabh ngigen Function von SL und *n #(*n*i)i multiplicirt in eine
Constante, d. h. eine von «i unabh ngige Grosse. Da der Ausdruck symme-
trisch in Bezug auf die Gr ssensysteme (^, AI) und (ó1, £4) ist, so ist diese Con-
stante gleich ÷(ï^ £t), multiplicirt in eine auch von æë unabh ngige Grosse A.
Setzt man nun -\/Á.÷(8, z) =Q(S, ), so erh lt man f r unsern Ausdruck (2.)
den Werth

(3.) ñ(*é,*é)ñ(óé,åé)
wo ñ (s, ) eine rationale Function von s und * ist.

Um diese zu bestimmen, hat man nur n thig æé = ZL und OL = SL werden
zu lassen; es ergiebt sich dann

oder nach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors

= ±(4.) ñ (

Man hat daher aus (3.) und (4.) die Gleichung

(5.)
^^ ( v (r„) )^(«,, *,) <£i9> ( » (rv) )öì (ó,, æ
^ \1 / ,« \1 /

(·,, «,) ^^ (Ú C«r) Ji« M /

Aus dieser Gleichung folgt, dass .&( v(«4l)—et^+O f r jeden Werth
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Riemann, ber das Verschwinden der u-Functionen. 169

von *! und æ1 gleich Null sein muss, wenn die ersten Derivirten der Function
P

#(0i,02, • • - , 0 j ) ) f r v(vv — rv] s mmtlich verschwinden.

5.
Wenn

™ M
m m

identisch, d. h. f r jedwede Werthe von ì(ïì,æì] und ì(8ì9æì}é ver-
1 l

schwindet, so findet man auf dem oben angegebenen Wege zun chst, indem
man æúç = zm, om = sm werden l sst, dass die ersten Derivirten der Function

P / m—l m—l v

#(0i,02, . - . , 0« ) f r v(0v = Ó a^ — Ó ÉÁ?* ~{-rv) s mmtlich verschwinden, dann,v \ t l ^y

indem man £m_i —sm_i, om__1 — sm_i unendlich klein werden l sst, dass f r
p m—i m_2 v

v(0y = Ó c$° —-2?«$° + *v) auch die zweiten Derivirten s mmtlich ver-
4 V é é

schwinden; und offenbar ergiebt sich allgemein, dass die Derivirten rcter Ord-
P m—n m—n .

nung s mmtlich verschwinden f r v(ev= Óá^— Óç[ì^-{·ôí\ welche Werthe

auch die Grossen z und die Grossen æ haben m gen.
Es folgt hieraus, dass unter der gegenw rtigen Voraussetzung (1.) f r

p
v(vv = rv] die ersten bis «wten Derivirten der Function #(0 , 02, · · ·, 0P) s mmtlich
l
gleich Null sind.

Um zu zeigen, dass dieser Satz auch umgekehrt gilt, beweisen wir
/P m—l m-l \

zun chst, dass wenn # ( v ( Ó á(
í
ì^—Ó t$° + rv J ) identisch verschwindet und die

YP \ (P ÷ « Ë
Grossen #Cm)l v(r r) ) s mmtlich gleich Null sind, auch #1 íß^á^ — Óç^+ôË }\^ VJJ 6 \t \ i i VJ)
identisch verschwinden muss und verallgemeinern zu diesem Zwecke die
Gleichung (§. 4, (5.)).

/P m—l m—l \
Wir nehmen an, dass #( v( Óíã}—Ó u^+rrj] identisch verschwinde,

/P m m . \

#1 íßÓçÛ'—Óá(
í^+Ãí)) aber nicht identisch verschwinde, behalten in Bezug

V j V l l JJ
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170 Riem nn, ber das Verschwinden der &-Funciionen.

auf die Grossen t die fr here Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck

Ð # («£ - 1# + *,) &> («g
i

)#(*(«$--·£

In diesem Ausdrucke sind unter den Productzeichen sowohl f r Q, als f r ñ'
s mmtliche Werthe von l bis m zu setzen, im Z hler aber die F lle, wo
ñ = ñ' w rde, wegzulassen.

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von «19 so ergiebt sich,
dass er an den Querschnitten den Factor l erlangt und folglich eine alge-
braische Function von zl ist. F r *t = £e und SL = ac werden Nenner und
Z hler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der Bruch bleibt also end-
lich ; die brigen Werthe aber, f r welche Z hler und Nenner verschwinden,

m
sind durch die Grossen ì(9ì,*ì)é die Grossen r und die Grossen t, wie oben

2
(§. 3) bewiesen, v llig bestimmt, und folglich von den Grossen æ ganz un-
abh ngig. Da der Ausdruck nun eine symmetrische Function von den Grossen
z ist, so gilt dasselbe f r jedes beliebige &ì : er ist eine algebraische Function
von &ì, und die Werthe dieser Grosse, f r welche er unendlich gross oder
unendlich klein wird, sind von den Grossen æ unabh ngig. Er ist daher gleich
einer von den Grossen æ unabh ngigen algebraischen Function der Grossen
*y #( i 9 Sju • • • 9 * m ) j multiplicirt in einen von den Grossen z unabh ngigen
Factor. Da er aber unge ndert bleibt, wenn man die Grossen z mit den
Grossen æ vertauscht, so ist dieser Factor gleich ÷(æ^ £2, ..., £ ), multiplicirt
mit einer von den Grossen * und den Grossen æ unabh ngigen Constanten A;
und wir k nnen daher, wenn wir ̂ .^( !,^,...,*^) = V(*n*2 v -9*») setzen,
unserm Ausdrucke (2.) die Form

(3.) ^(*1>*2,.·Ì<)íÊ£À^··ïõ

geben, wo ^(*n «2, ...,*„) eine algebraische von den Grossen æ unabh ngige
Function der Grossen & ist, welche in Folge ihrer Verzweigungsart sich rational

m
in ì>(8ì,&ì] ausdr cken lassen muss. t sst man nun die Punkte ç mit den

Pinfetem« minmmenfallea, m dam dfe Gr sttn æì~*ì wid aw Grossen ïì—*ì
s mmtlich unendlich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten
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Riemann, über das Verschwinden der &**FunetiQnen*

von #(t?i, e* ,... , t>p) wie oben (§. 4* (1.)) bezeichnet.

(4.)

wo die Summationen im Zähler sich auf n, i>2, . . . , vm beziehen. Es ist
kaum nöthig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleichgültig ist,
da sie auf den Werth von ^(*lt *2, ...,*m)^/(£i, £2,..., *) keinen Einfluss
hat, und dass statt der Grossen *fe(/M), <fe(/M), . .., du(^ auch, im Zähler und
Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen Grossen «jPifs«^), ^2(^^)5 ····)

(8 >* ) eingeführt werden können.
Aus der in (2.), (3.) und (4*) enthaltenen Gleichung, welche für den

Fall bewiesen ist, dass
/p ,m—\. m—l

gleich Null und

von Null verschieden ist, folgt, dass
/P / m *»

df v(^f|W~-Sa

(P \
nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen &wl v(ry] j sämmt-

lich gleich Null sind.

Wenn also die Functionen &&+»( v(rvyj säittmilich gleich Null sind,

so folgt aus der Gültigkeit der Gleichung

* (1^--- «W+Oj = 0 ^ v

für n=*m ihre Gültigkeit für n — m+i. Gilt daher üfc ^eicbmg fto i? = 0

oder ist #(*(* )) = 0 m& verschwinden die ersten bis f»t<m Derivirten der

Function ·( (^ för v (0„»rr) simmtlieh, die (m-f4)tel1 aber aicht sämmtlich,
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172 Riemann, über das Verschwinden der &~Functionen.

so gilt die Gleichung auch für alle grössereti Werthe von n bis & = % aber
/p /m-H m+1 v \

nicht für ii = m +1; denn aus &[v{£ity*--£aW+r1,)] — Q würde, wie wir

fP \
vorher schon gefunden hatten, folgen^ dass die Grossen #(m+1} ( v (ry) J sämmtlich

verschwinden raüssten.

6.
Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Früheren zusammen, so er-

halten wir folgendes Resultat:
Ist #(ri,r2,...,rf)) = 09 so lassen sich (p—l) Punkte ^, %, · · · > fy-i

so bestimmen, dass

„ = , , . . . ,• (r, , r, , . . . , r„) =

und umgekehrt.
Wenn ausser der Function #(t?1902, ...,«^) auch ihre ersten bis mten

Derivirten für i?A = r19 «2 = r29 . . ., »p == rp sämmtlich gleich Null, die (m+l)ten

aber nicht sämmtlich gleich Null sind, so können m von diesen Punkten ,
ohne dass die Grossen r sich ändern, beliebig gewählt werden und dadurch
sind die übrigen p —i— m völlig bestimmt.

Und umgekehrt:
Wenn m und nicht mehr von den Punkten , ohne dass sich die

Grossen r ändern, beliebig gewählt werden können, so sind ausser der Function
#(0^029 • • •*0 j» ) auch &re ersten bis i»!e? Derivirten für $! = !·!, 02 = r2, ·..,
0p = rp sämmtlich gleich Null, die (m+l)t6n aber nicht sämmtlich gleich Null.

Die vollständige Untersuchung aller besonderen Fille, welche bei dem
Vef schwind^fl einer ^-Fujßctif n eintreten könne», war weniger nöthig wegen
der besondern Systeme von gleichverzweigten algebraischen Functionen, für
welche diese Fälle eintreten, als vielmehr desshalb, weil ohne diese Unter-
suchung Lücken in dem Beweise der Sätze entstehen würden, welche auf
unsern Satz über das Verseliwinden einer ^-Function gegründet werden.

ßöttingen, iia Oetoktü J865.
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