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S E D U T A  D E L  5 A P R I L E  t 8 8  5 

PRESIDE~IZA G. ALBEGGIANI 

C o m u n i c a z i o n i  : 

A .  ~ a p e l l i  osserva the il teorema enunciato nella nota del sag. 
H e r r n i t e :  Sur lesfonctions holomorphes ( ' )  non deve considerarsi come 
nuovo, ma cl'ie solo si dh di csso una nuova dimostrazione. Esso pub 
ricavarsi, con dimostrazione semplice, dal teorema, richiamato dallo stesso 
H e r m i t e ,  chr una funzione olomorfa il cui modulo resta finito per 
ogni valore della variabile ~ una costante. Un teorema analogo, pi~ 
generale, di cui questo ~ conseguenza, fit dimostrato da S c h w a r z  
nella Memoria:  Ueber die Integration der Differentialgleichung A'u=o 
(Borchardt's Journal, Bd. 74),  cio~, che una funzione u la quale nel- 
l' intemo di un cerchio di raggio R, grande quanto si vuole, soddis.~a 
all'equazione A*U=O ed /: monodroma finita e continua insieme alle 
sue prime derivate, ed ha le seconde derivate finite, e la quale inoltre 
sia tale the il suo valore per quanto cresca R testa inferiore in valore 
assoluto ad una gmndezza finita g (indipendente da R), ~ una costante. 
Lo stesso Autore conclude the analogamente si pu6 dimostrare t he ,  

u(r, ~) 
essendo u(r, 9) l'espressione di u in coordinate polari, se - r~ resta 

finita in tutto il piano, oltre a soddisfare alle solite condizioni, allora 
u(r, ?), considerata come funzione di x e di y, ~ un polinomio intero di 
grado n in x ed in y. 

Questi teoremi si estendono immediatamente ad un numero qua- 
lunque di variabili. 

(*) Journal de Jordan, 14 , t885. Veda a Rivista bibliografica ~ seduta a2 mat- 

zo t885 (p. 28). 
7 



S E D U T A D E L  x9 A P R I L E  t 8 8 5  

PRF.SIDENgA O. M.1~EGGIANI 

C o m u n l c a z i o n i  : 

Is. G a r n b o r a  ritoma sulla coerenza dei corp[ e sulle formole 

P 
k c d ~  P c t  P k d ' S t  k T S t  l~vSt  

w m  

mostrando la relazione ffa la coerenza �9 la dilatabilitA termica dei corpi 
e 1r calorie di riscaldamento necessarie per produrre un certo aumenm 

di temperatura. 

S E D U T A  D E L  r o  M A G G I O  r 8 8 5  

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

C o m u n i c a z i o n i  : 

G.  M ~ d s a n o  r alcune sue ricerche sul gruppo di punti 
simafi suit' H e s s i a n a  di una curva di ordine n, le cui tangenti toc- 
c2no la C a y l e y a  n a ;  nova che siffatro gruppo cosfituisce la comple~ 

intersezione d e l l ' H e s s i a n a  r curva dell'ordine 8 n - - I 8 :  

F ~-(abtO (abH t ) a, "-~ b~" I-~, ''7 ttt~'"7=. 0 (z) 

ore a ~ -  b ; -  ~ . . . . .  o rappresenta simbolicamente la curva fon- 
damentale e H~ ~'6 ==/T~ 3''~ . . . . .  o la sua H e s s i a n a. 

P d  caso particolare che la curva fondamentale sia del 4 ~ ordine, 
perviene alia curva del x4 ~ ordine : 



ove 6 posto 
'7 

s 2 z 02 % - (a/,uy a, t,,. 

La eurva (2) r162 taglia sull' H e s s i a n a i  6.t4 punti, le eui tan- 
gr tor la C a y l e y a n a ,  6 la stessa curva the sega la curva foa- 
damentale f ~- o nei punti di contatto delle sue tangenti doppie, come 
risulta dal calcolo ddle stesso Autore, fondato sopra i risultati ottenuti 
nella di lui Memoria Sui sisUmi con,pleti dd primi cinque gradi, etc. 
pubblicata nel Giornale di Battaglini, vol. XIX. 

P r o p o s t a  di q u e s i t i :  

G. B. G u c c i a  legge il seguente problema comunicatogli, con let- 
tera privata, dal Prof. P. H. S c h o u t e ,  dell'Universit/t di Groninga : 

On donne une surface quadrique S h centre C et un plan P per- 
pendiculaire bun des axes AA' de la surface aupoint milieu B de CA r. 
8i d'un point qudconqm de l'espace representd par M~, on parvient au 

point M,.+, correspondant, en chercbant sur le droite CM~, le point con]u. 
gu/ it M=. par rapport h S, et d" un point qudconque M,,+, au point M,,+, 
correspondant, en prenant le point symdtrique de M,.+, par rapport 71 P, 
on demande h ddmontrer que M,,+, ~ Mm pour chaque point M,, de I'tspam 
a de ebereber le lieu des points pour lesquels M,,~+~ ----- M,,, pour letqads 
M,,,. 3 ----- M:,, ou pour lesqt~els M ~  ~ M,~.,. 

SEDUTA DEL t7 MAGGIO t88~ 

C o m u n i c a z i o n i  : 

F .  C a v a l l a z ' o  espone alcuni suoi studi sopra una r 
birazionale d' ordine n fra due spazi a tre dimensioni, da lui ottenuta 
con particolare procedimento di ripetizione di una stessa trasforma~ione 
quadratica. 
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G. I:1. Gucc ia  aggiunge brevi osservazioni. 
A. Capelli  si occupa della soluzione del problema del Professor 

Schoute ,  letto nella seduta precedente dal Dr. Guccia.  
Ne segue discussione a cui prendono parte i soci Pepoli e Guc-  

cia; in seguito alia quale il socio Capell i  si riserba di ritomare sul- 
l'argomento. 

S E D U T A  D E L  3 i  M A G G I O  t 8 8 5  

PRESIDENZA G. MAISANO 

C o m u n i c a z i o n i  : 

A.  Cape l l i  ritoma sulla soluzione del problema del Professore 
S c h o u t e (vedi seduta precedente) e lo formula nei termini seguenti : 

Se si indica con fl la trasforma~ione piana per cui da un punto P 
sl passa al punto P~, coniugato di P rispetto ad una conica fissa C, so- 
pra la rata che congiunge P col centro della conica, e con •' la trasfor- 
m~ione delle stesso piano per cui da un punto P s i  passa ad un punto 
pr, simmetrico di P rispetlo ad una reaa parallela ad uno dei due assi 
della conica e passante p d  punto di mez~z~o dell'altro semi-asse; se ad un 
punlo M, qualsivoglia si applicano successivamente le 6 trasforma~ioni 
N, fl~, n, 12', n, l~', si dedurranno da M, altri 6 punti M , ,  M~, M 4 , 
M s , M 6 , M; , successivamente, l'ultimo dei quali M 7 coincide sem~re col 
punto di parten~a M, .  

Per venire alia soluzione del detto problema comincia dallo esporre 
alcune considerazioni generali sopra i problemi geomemci che ammet- 
tono un numero infinito di soluzioni. 

Osserva in parficolare the in Geometria si possono enunciare al- 
cuni problemi per modo che essi non ammettono alcuna soluzione, ov- 
vero ne ammettono un numero infinito : nel mentre the questi stessi 
problemi espressi algebricamente darebbero luogo in generale ad un nu- 
mero tinito k di soluzioni. Ci6 invert} ar perch~ il problema geo- 
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metrico (~ di natura tale da ammettere sempre k soluzioni improprie, le 
quali esaufiscono le k soluzioni date dall'Algebra, quindi se esse sono 
tall da ammettere almeno ancora una soluzione propria, il corrispon= 
dente problema algebrico ammetterebbe cosi k + z soluzioni, cio~ almeno 
una pih del grado dell' equazione fisultante a cui esso conduce. Tale 
equazione sar,~, dunque soddisfatta identicamente ed il problema alge- 
brico avr~ quindi infinite soluzioni. Cosl p. e. il teorema che (c se esi= 
ste un poligono d i n  lat] inscritto in una conica e circoscritto ad una 
altra data, ne esistono infiniti >) ~ una conse~enza immediata di que- 
sto principio. 

Considera separatamente i casi di problemi posti in un campo di 
numeri o di punti semplicemente infinito, ovvero in un campo di nu- 
mefi o di punti doppiamente infinito, quale p. e. il piano. In quest'ul- 
timo caso mentre si pub asserire, che, ammettendo il problenra sem- 
pre k soluzioni improprie ed almeno una soluzione propria, ammetter.~ 
infinite soluzioni, non si potr,\ d'altra parte dire, senz'altro, che esso 
ammette un numero doppiamente infinito di soluzioni; cio(~ che ogni 
punto del piano soddisfer,'t alle condizioni imposte dal problema. A tale 
oggetto occorrono altri criteri, uno dei quali dimostra potere essere il 
seguente : 

Siano 

= o ,  - :  o 

le dae equa(ioni in x,  y risp. di grado m ed , (m ~ n) che servono a 

determinare le coordinate x, y dei k punti del piano soddisfacenti alle con= 
di~(ioni del problema. Jtllora se le condiz, iom del problema sono verijicate 
da (m + I)" punti del piano the siano l'mterse(ione completa di un fascio 
di m + I rette distinte con un fascto di altre m + I rette distinte, esse 
saranno verificate certamente da tutti i punti del piano. 

Ove poi il problema conduca ad una corrispondenza o trasfomaa- 
zione piana (P, . ,  p t )  che ad ogni punto P(x,  y ) f a  corrispondereuno 
o pifi punt] Pr(x', y') e reciprocamente, e possa condursi alia determi- 
nazione dei punti-uniti, allora, se la trasformazione ~ talc da permet- 
tere di accertare facilmente 1' esistenza di curve ~ cui punti sono tutti 
unit.i, baster~ dimostrare l'esistenza di una o pi~ curve siffatte il cui 
ordine r st~peri n t, essendo n ~ l'ordine della curva che c o r -  
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risponde ad una tetra della ~ figura, per p o r t e  asserit~ ehe tutti i lsmati 
dd  piano sono uniti. (Continua, vedi sedum seguente). 

G. B.  Guooia .  Formole analitlch~ per la ~rasforma~ione Cremo- 
agcma : 

(n dispai) ~, -- 3 ,  ~, ,~ n -  2 ,  ~ -  I .  (*). 

Sia n - ,  up. + z .  La rete omaloidiea 6 formata da curve d 'or-  
dine up. + r ,  le quali hanno un punto ( z ~ m  r)--plo, up- - -  , punti 
doppi e tre punti semplir fondamentali. Posto per brevit?, : 

U = x3u~_ , + t~,, V ~ xsv~.. ~ + v ~ , ,  

dove t~,, u ~ , ,  v ~ , ,  v~ ,  indicano polinomi omogenei,  rispettiva- 
mente dd gradi F ,  ~ m x,  p. - -  x ,  ~ -  z ,  nelle variabili x , ,  x, ; 
si hanno per l'anuale trasforrnazione le fonnole seguenti : 

v,  - ( u  + ~,r,9[.U(x, + x,) + x,x,V] 

m - ( u  + ~ , t g [U(x ,  + x,) + xAv] 

my, .~ x,(u + ~ , v X U  + ~ , v ) .  

Infatti le curve del piano (x) r alle rette 

~,y, + ).,y, + ).p,~ = o 

dd  piano (y) sono ddl'ordine z~ + x, e passano: 
i ~ con z~ ~ I rami pel punto 

X *=* X a ~ O; 

ao con due rami pel punto di ulteriore intersezione delle linee 

x, -~ 0, U ,= 0, 

( ' )  C r e m o n a ,  Bulletin de Darboux, V , ,  p. ~24. 



e parimenti con due raml per o ~ u n o  del 

K~-- 0-(~- 'X~- ~) - "(~- ,) 

punti di uheriore intersezione delle curve 

U = o, F--o; 

3" con un ramo per ognuno dei punti di uheriore intersezione 
delle lince : 

x ,  ~ o, 

U+ ~ , Y - -  o, 

U +  f~ ,V  - o ,  

U,-o; 

U (x, + x,) + x,x, ; "  - o;  

U (x, + x,) + x,x, F = o. 

Formole analiticl~e per la trasfornt~ione Crenwniana : 

2 t l ~  8 
~', = ~  "~,--, = 3 ,  ~ . , . ,  = 2 ,  a , . _ L ~  ~ z .  (*), 

3 ; ; 

Sia . .-. 3V" + t. La fete omaloidica ~ formata da curve d'orcYme 
3P + z ,  le quail hanno : un punto ll~-plo , due punti (p 4- z)-pli, 
ire punti ~pli e 2 ( ~ -  t) punti semplki fondamentali. Poniarno : 

U - s,u~, + .~,  Y .-. s ,v~,  + v, . . , ,  

dove u~, "t,-,, v~..., v~ ,  sono lmlinoml omogenei, rispettivamente 
deigradi 8 ,  P - - i ,  ~ - - z ,  8 - - 2 ,  ne l l es , ,  s , ,  mentre 

; , -  t,(t, + t,) 

s, - -  t,(t~ -t-. r,) 

s, ~ t,(t, + t,) 

, ,  | 

( ' )  C r e m o n l ~  Bulletin ~ Darbo.x, V,. p. 117. 



~2 
dove 

t2 -I- t r  ~--- X X  s 

t~ + t, ---- :~x, 

t~ -~  ax ,x  + bx x, + cx,x, . 

Se ora scfiviamo l'equazione 

x, t l  + O.,s , + ~,, s.) t," ... o 

ed eseguiamo in essa le precedenti sostituzloni, ~ facile rlconoscere che 
dal primo membro si staccher2t il fattore x,~-'. Dico cl,e il fattore re- 
slduale posto uguale a zero, della forma 

),,K q- ),,L + x;M ~ o, 

rappresenter: ~. l'equazione delia fete omaloidica data. 
Infatti ognuna di queste curve ~ dell'ordine 3~ + r, e passa : 
~o con zt~ rami pel punto 

.x', -~  X 2 - - ~ O ;  

2 u con ~ + x rami pei due punti 

Xs ~ X; ~ 0 ~ X ~ X t ,m O ;  

3 ~ con ~. rami per ognuno dei tre punti in cu i le  coniche 

/I  ~ 0 ,  t a r O )  t3 ~ 0 

s'incontrano ulter/ormente due a due;  
4* con un ramo per ciascuno dei 

O~ + *X3~ - 2) - -  2~(2~ - 2 ) - -  2~,(~ + 0 - -  3~ (~,--  0 
.* 2 ( ~ - -  0 



punti di ulterlore intersezione delle curve residuali 

UI =, o ,  p'l t oo .  

Si hanno cost le formole di trasformazione : 

Y':Y* : Y3 ~ K :  L : M. 

5J 

S E D U T A  D E L  x4 G I U G N O  x885  

PRF..$1DENZA G. ALBEGGIANI 

A m m i s s i o n e  di  n u o v i  s o c i :  Dr. Andrea Cantone. 

C o m u n i c a z i o n i  : 

A.  C a p e l l i  applica l'ultimo dei metodi generaU da lui esposti 
ndla seduta precedente, alla dimostrazione del teorema de! sig. S c h o u t e  
(p. 48). Mantenendo le stesse notazioni, dimostra chela trasform~ione 
univoca O, risultante dalle sei trasformazioni 

fl ,  fl I, fl ,  fl l, fl ,  fl I, 

applicate suuessivamente, b una trasformazione identica. 
Evidentemente la trasformazione o dovr~ essere una trasformazione 

unlvoca (Cremoniana) al massimo deU'ottavo ordine, poich~ essa r 
sta di tre trasformazioni di 2 ~ ordine e di tre di I ~ ordine. 

Pertanto, per dimostrare r la trasformazione 0 ~ identica, r 
the tutti i punti del piano sono punti uniti, baster5 dimostrare l' esi- 
stenza di un complesso di curve i cui punti siano tutti uniti, ed il cui 
ordine r sia superiore ad 8, cio~ atmeno eguale a 9. 

II prof. C a p e I I i raggiunge tale intento dimostrando con consi- 
8 
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derazioni geometriche semplicissime l'esistenza di quattro re,tte spe, ciaU 
e di tre curve speciali del second' ordine (una delle quail 6 la conica 
stessa del teorema) i r puntl sono tutti uniti. 

O.  M a i s a n o .  Sui covarianli indipenden~" di 6 ~ grado nei coe~cienti 
della forma biquadratica ternaria. ~). 

Premette i seguenti teoremi : 

I. Dato un gruppo equianarmonico di 4 elementi rappresentanti 
una forma binaria bkluadratica , il gruppo S t e i n e r i a n o  coincide col 
gruppo dato. 

II. Le quattro tangenti che da un punto P della curva dl 4 ~ or- 
dine f - -  o si possono condurre allo inviluppo 

sono le quattro tangenti the  dal punto P s i  possono condurre alia cu- 
bica polare di P rispetto ad f =, o. 

III. Si hanno sulla curva f --- o I6 pund, intersezioni della curva 
f - - -  o colla curva 

s = Cab0 (aba) (aca) (~ca) ax b, cx a, - o, 

le cui r polari rispetto alia stessa curva f .,- o sono equianarmo-- 
niche; e 24 punti, intersezioni della curva f = o colla curva 

r = ObO(aef ) 'Oba) (ace) (bcf )a ,  h ~ a~ e~f~ - o, 

le cui cubiche polari rispetto ad f ~ o sono armoniche. 
IV. "Le quattro tangenti the  da un punto del piano si possono 

condurre alia r 

(*) Cfr. G. Maisano : S~stuni complai del prlmi r gra~', etc, (Giorna[e dl 
B ~ ,  voJ. XIX). 



formano un gruppo equianarmonir od armonico se i |  punto giace, ri- 
spettivamente, sulla curva 

( ~ y  - o, 

o w e r o  sulla curva 

( , , ~ x ) ' C . v x y C ~ x )  ~ - o . -  

Da questi teoremi segue the la curva S deve appartenere al fasdo 

~ f  + x(~x) '  - o, 

ore ,4 - - ( abe )  4 ~ l'invariante di 3 ~ grado della forma fondamentale; 
ed infatti nella citata Memoria trovasi : 

S -~ ! (,t~x)+ x Af;  
4 3 

e che la curva T deve appartenere al fascio 

~.(~) '(~x) '(~,x) '  + x . c f  = o ,  

in r C ~ un r di 2 0 ordine e di 5 ~ grado e quindi della 
forma 

~,C, + ~q, 

indicando con C, e C, i due covarianti di 2 ~ ordine e di iY grado 
della forma biquadratica. Si trova iafatti 

2 

servendosi della notazione : (abu) 'a~b~ =~ u~.  
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Si conchlude pertanto che i covarianti indipendenti di 6 ~ grado sono 
solamente due e dd 6 ~ ordine. 

G. 13. G u o r  espone alcune sue ricerche sulle Trasformazioni 
Cremoniane nel piano (*), dando implicitamente la soluzione del que.- 
sito da lui proposto neUa seduta del t5 maggio x884 (vedi pag. 5). 
Sia n l'ordine della trasformazione e p il numero dei punti fondamen- 
tall in ognuna deUe figure. Sia inoltre, nel piano : 

R il punto le di cui isologiche sono dotate d'una cuspide ; 
D il punto le di cui isologiche sono dotate di due punti doppi; 
I la retta luogo d'un punto le di cui isologiche toccano la retta 

istessa secondo un contatto di second' ordine (rispettivamente in due 
punti fissi i ,  it), ossia : la rata che ~ tangente d'inflessione (rispettiva- 
mente in due punti i, i t) delle curve the ad essa eorrispondono nella x" e 
nella 2" figura. 

Tla retta luogo d'un punto le di cuiisologiche toccano due volte 
la retta istessa (rispettivamente in due topple di punti ( ,  t, ; t~,, t~,), 
ossia : la rata cbe t tangente doppia (rispettivamente in due topple di 
punti t ,  t, ; t~,, t~,) deUe curve che ad essa corrispondono nella z* e 
nella 2 ~ figura. 

Si hanno allora i teoremi seguenti : 
I. La trasformazione Cremoniana atumette, in generale : 

x ~ 2 4 0 - -  I) 

punti R, epperb altrettante coppie di isologicbe dotate di cuspide; 

i 
2 ~ n ( I  7n + 6 p - - 6 3 )  + T  P ( P - 7 ) +  46 

punti D~ epper6 altre#anle cobpie di isologiche dotale di ,hu punti doppt; 

3 ~ x8 n - -  3P --  27 

(*) eft.. Gur162 Sur ks tramformatlon$ Crcmona dam le plan. (r Ren. 
duto t. C2~ p. 866). 
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rette it, eppeW, altrettante coppie di fasei (proiettivi) di isologicbe, in o. 
gnuna delle quali due curve corrispondentiqualunque hanno, ciascuna, un 
contatto di second'ordine con una medesima retta, rispettivamente in due 

pun  fissi ; 
o 

4["("- 0 + + '3] 

rette T .  epper~ altrettante topple di fasci (proiettivi) di isologicbe. 4. 
ognuna delle quall due curve corrispondenti qualunquebanno, ciascuna... 
dopplo contatto con una medesima retta, rispettivamente in due coppie di 
punti fissi. 

II. I punti D, R, le rette T, I sono nel tempo istesso . rispettiva. 
mente, punti doppt, cuspidi, tangenti doppie, tangenti di flesso, d'una et,r. 
va, 0 dell'ordine 6n + 8 - -  3. della classe 4(n - -  I) e del genere 
8 n  ~ ? - zo , cosl definita : 

a) luogo del punto le di cui isologicbe hanno un p~u, to doppio ; 
b) inviluppo della retta che tocca le curve che ad essa corrispondono 

nella g." e nella 2." figura. La curva | possiede inoltre un punto 
(r + i)-plo in ogni punto fondamentale r-plo di ciascuna delle figure, ed u.  
punto doppio in ognuno degli n + 2 punti .niti della trasformazione. 

III. La eurva 0 corrisponde p.nto a punto a ciascuna delle curve 
j, jt facobiane delle reti (profettive) delle isologiche relative a tutti i punti 
del piano : Dato un punto ] (ovvero ]9 della curva f (ovvero fl). per 
esso passano infinite isologicbe che ivi si toccano. La tangente comune ~ la 

retta l j  t, la quale ~. nel tempo istesso, il l.ogo dei centri d'isologia ~lle 

r di isologiche che toccano, risp. in j, in z ~, la tetra jr'. Fra i pun- 
ti di questa retta ve ne ha uno, ed uno solo, O, appartenente alla cur- 
va e.  le di cui isologicbe hanno un p.nto doppio rispettivamente in ] ,  

in jL Nel punto 0 la retta j j' tocca la curva o. Ficeversa, dato un punto 
0 della curua o gli omologhi 1, ]'. delle c.rue ]. f .  si ottengono q,ali 
p , , t i  doppl ddle isologlclJe di r 

IV. Le tangenti alla c.rva ~ the possono r da un punto qua. 
hmque p del piano, sono le rette che congiungono p ai 4(n - -  t)  p.nti 
di ulteriore intersezione della relativa isologica P (P9  colla curva J (J'), 
ovvero le rette che si possono condurre da p a toccare altrove la relativa 
isologica P(P'), Etc. 
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S E D U T A  D E L  24 G E N N A J O  t 8 8 6 :  

PRF-.SIDEIqZA G. ALBEGGIANI 

E l e z i o n e  d e l  C o n s i g l i o  D i r e t t i v o p e r  l ' a n n o  , 8 8 6 :  

Dietro votazione a schede segrete vengono confermati in carica 
tutti i membri del Consiglio Direttivo. (Vedi sedute del 2o matzo t884 
ed xt gennaio t885, R" x e r4). 

A m m i s s i o n e  di n u o v i  soc i :  Dr. Vittorio Martinetti, Dr.JFran- 
cesco Giudice, Giovanni D'Arone. 

C o m u n i c a z i o n i  �9 

A.  s rammentata la fomlola per 1o sviluppo di una fun- 
zione d i n  serie di variabili n ~''' secondo le potenze del determinante 
deUe variabili, moltiplicate per funzioni derivabili da funzioni di un mi- 
nor numero di serie di variabili (*), dimostra come una tunzione di pi6 
di n serie di variabili n'"" si possa defivare con operazioni invariantive, 
ciofi con operazioni del fipo: 

d d d 
+ + . . .  + y. 

" - h  

da funziom di sole n serie di variabili. 
Detto poi m~mero delle funzioni di gradi dati ndle serie di variabili 

che soddisfano a certe propriab, il numero delle funzioni linearment~ in- 
dipendenti, aventl tall gradi the possono derivarsi per mezzo di opera- 
zioni invariantive dalla ftmzione pi6 generale avente tall gradi e soddi- 

( ' )  Cfr. C a p e l l i  : FoMamcnt~ di una teoruJ gencrale ,tdlc foratc algebriche(ble- 
morie Ace. Lincei, XII, t882). 



sfacente a tali propriet,L dimostra cbe il numero ddle funzioni di gradi 
dati di n uric di variabili n"" derivabili con operazioni invarianlive da 
funzioni di un minor numero di variabili, ~ uguale a qudlo di tutte le 
funzioni, degli stessi gradi, d i n  serie di variabili (n ~ 0 " ' .  

11/I. !".. A l b e g g i a r t i  stabilisce nel seguente modo un passaggio 
nella lezione XVII del Corso del slg. H e r m i t e, 2 ~ edizione auto- 
grafata I883 pag. i18. 

Siano ~, g quantit~ reali e siano F(t, ~), G(I, Z) funzioni olomoffe 
delle variabill t, Z, come osserva l'Autore, l'equazione G(t, ~) == o fa 
r alia serie dei valori reali di t compresi fra ~, e ~, un nu- 
mero finito o infinito di porzioni di curve o di curve intere, secondo 
i casi, le quail sono da riguardarsi quail coupures per la funzione : 

f O F(t, r 0 dt. 
*(0 - 60,  0 

I1 sig. H e r m i t e  per mostrare ci6 considera un punto M sopra 
una di tall curve, al quale rispondono i valori particolari t ~ 0 Z ~ ~, 
condotta poi la normale in esso punto aUa curva prende su questa nor- 
male, da una parte e daU'altra della curva, due punti N', N 7 infinita- 
mente vicini al punto M ed egualmente distanti da esso per modo the  
sia MN=~ •  MN'.=-T-X; trattasi perci6 di mostrare, the,  trovati 
i valori di ,I,(Z) in ciascuno dei punti N', N", quando si consideri in 
essi X infinitamente piccolo la loro differenza 6 una quanti~ finita. 

Ora daU'equazione della normale in un punto, di affisso Z, ap- 
partenente alia curva ricavasi the lo afl-isso di un qualunque punto di 
essa normale 5:  

z -- + ix  c ; ( t , O  (t, O (/= v--r) 

ove intendonsi esclusi i casi nei quali per certi particolari valofi di t e 
di Z possa aversi G;(t, Z) "= o, O's(t, Z) "= o. 
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Posto 

G:(t, O 
G',(t, 0 = p + iq 

dopo breve discussione l'Autore trova'che le coordinate del punto di 
affisso Z si possono scfivere : 

X -. x ~ ~q F . ~ y + O , p  

ore ~. ~ posidvo ed e, in valore assoluto eguale all'unit,~, ha il segno 

d i p  se p <~ o e quello di - -  q se p *= o .  Per avere le coordinate di 

un punto appartenente alia parte negativa delia normale basra supporre 
~X negativo. 

Pongasi per brevit~ : 

F,(t, 0 - t'O, 0 si(t, 0 = QO, 0 

~',(t, 0 = R(t, 0 t o~(t, 0 = s(t, 0 

e si scriva sempUcemente P,  Q, R, S per P(O, ~), Q(O, ~), R(O, ~) 
S(O, ~). L'affisso del punto N situato sulla direzione positiva della 
normale ~ : 

onde : 

z- -  ~ + i~-~,  

r .= 



L'espressione analoga relativa al punto N ~ simmetrico di N si or. 
tiene mutando ~, in ~ ~, onde si ha : 

e perb:  

+ 

r - r 

t, 
G(t, r R 

(,) 

dove neU'integrale del ~~ membro bisogna supporre ~, infinitamente 
piccolo. Ora esso integr:de ~ la somma dei valori the  prende la dif- 
ferenziale 

r 
dt 

allorch6 la variabile cresce per gradi eguali a clt dal limite inferiore 
al limite superiore [r ma gli elementi di siffatta somma relativi ai 
valori di t the  non sono radici dell'equazione G(t, ()  = o ,  tendono 
a zero con ~,, mentre lo stesso non pub dirsi di qu~l i  demend the 
rispondono ai valod di t i quali annuUano G(t, () valori the, dopo le 
esdusioni fatte sopra, riduconsi al solo t = 0. Onde nell'integrale del 
z ~ membro delia ( I )  bisogna supporre ~. infirdtamente piccolo ed 6 sol- 

9 
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tanto da considerare l'elemento, il quale si presenta di forma indeter5 
minata, rispondente al valore t = O, o altrimenti/~ permesso sostituire 
identicamente t --- 0 + ( t -  O) in ciascuna deUe funzioni 

t,~-*-i~X-- K , G t , ~ i ~ X  

nel 2 ~ membro della (I)  e supporre che t - - 0  tenda a zero con X. 
Con tall intendimenti sviluppando lc funzioni : 

( F O + ( t - - O ) , ~ - + - i O ,  , G O + ( t - - O ) , ~ + i t X ~ -  

ed arrestandosi agl'infinitamente piccoli del i ~ ordine, poich6 G(O, D-~-o, 
si trova : 

F(0, 0 
= - ( t  - -  0 ~ i . .X)R -~ �9 R 

G (t,  ~r -r :tX--ff) 

ove i segni si corrispondono. Onde:  

(t - -  O) P S  +" itX Q R 
(t - - O  +-- h x ) R S  ' 

=i,F(0, D f~ xat 
J -(t-0)'4- x ~ 

- z i ,  T -  s / ~  0 - 0 ) ' + x ' "  

E perb : 

2(~x_O-o)(vs- QR) 
{(t-- 0y + x'} Rs 

,~(N)-,(~) = 

2i~ F(O, D 
- - I ( t - -  0y + ~' }R 
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Trattasi ora di trovare i valori dei due integrali nel 2 ~ membro 

di questa espressione, supposto 0 compreso fra ~, 13 e X convergente ver- 
so lo zero. Ii primo di essi integraU ~ stato studiato dallo stesso si- 
gnor H e r m i t e  a pag. Io9 del detto corso autografito ed egli ha tro- 
vato, quando 0 r compreso fra ~, 13 : 

Lira. f~ xdt 
X=o ~ ( t - - 0 )  ~ §  

I1 secondo integrale, ese, guendo l'integrazione, d~t: 

onde :  

- -  o)dt > - x  Io,, (t - -  o) + 
o)" + ~' = 2 o ( ; - - ~ ) ' : + . - ~ , - '  

e pcr6 : 

Lira. f~ _~(t_--_o)_d_t_ 
' -~  J (~- -0) '+  V = ~  

2i,,~F(o. 0 .  (,) 
�9 ( N )  - -  ,(~r . . . . .  g(O, 0 

(~ Cir. H e r m i t r  Cours profess~ a la FacultJ des Sciences de Paris (Paru 1885, 
pag. l t6), ed anchc : Sur quelques points & la th~ort~ des Fonctions (~laa SociaatiJ 
Scientiarum Fennlca~ XI[). 

I1 sig. G o u  s a r t  in una lettera diretta al sig. H e r m i t e  (tlr Mathematica I, pa- 
gina 189) dimostra, in modo pi~ generale, i[ suddetto teorema applicandovt il teorema 

di C a u c h y ;  per veto il fattore F(0 ,  ~') ~ il r di ! nello sviluppo di 
R(o, ~ -~- 

F(O + ]J, ~') , r il residuo dclla funzione F(t, ~', relativo al polo t .~ O. 
c( +/ , , 0  ~(t,O 



64 

S E D U T A  D E L  7 F E B B R A I O  t 8 8 6  

PRLt$1DI~NZA O, ALIJlIGGIAN! 

A m m i s s i o n e  di n u o v i  s o c i :  Prof. Temistocle Zona, In- 
gegnere Salvatore Rotigliano. 

E l e z i o n e  de l  B i b l i o t e c a r i o  de l  C i r c o l o  : Dr. Vittorio Mar- 
tinetti. 

1~ presente alla seduta il Dr. T .  A.  H i r s t  di Londra. 
G.  B.  G u c c i a  : Estensione di alcu'ni teoroni di H i r s t szdle tra- 

sformazioni quadratiche, alle corrispondenze C r e m o n i a n e d" ordine n nel 
piano. 

S E D U T A  D E L  2 t  F~EBBRAJO 1 8 8 6  

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

A m m i s s i o n e  di n u o v i  s o c i :  Prof. Michele Cantone. 

Comunicazioni: 

T .  A .  H i ~ t .  F .  I~. S .  Sur la congruence ~.occella, dt, troisi~me 
ordre et de la troisi~me dasse. 

M. le Dr. R o c c e l 1 a ,  dans une Th~se int&essante Sugli enti g eo- 
metrlci dello spazio di rette generali dalle intersezioni de" complessi corri- 
spondenti in due o pi:, fasci proiettivi di r lineari (Piazza Arme- 
rina, x882), a signal~ l'existence d'une congruence du 3 t~*' ordre et de 
la 3 '~=" classe, dans laquelle je viens de reconnaitre un cas particulier de 
la congruence C r e m o n i e n n e que j'ai ~tudi~e dans mon dernier M~- 

moire On Congruences of the Third Order and Class. (*) 

(') Proctedings of the London Mat/Jematical Society, Vol. XVI, z885, 
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Pour mettre en ~vidence cette liaison je rappelle que la congruence 

Rocce l la  dent il s'agit, peut ~tre definie comme lieu d'une droite 
qui s'appuie sur trois rayons correspondants de trois faisceaux proiectifs 
A, (~), B, C{~), X, (~) dennis dans l'espace. Parmi les droites de la con- 
gruencQ (3, 3) qu[ ferment ce lieu se trouvent les g~n6ratrlces de trois 
c6nes du second ordre, ct les tangentes de trois coniqucs. Chacun des 
trois c6nes a pour sommet un des trois ccntres A~, B~, X, et passe 
par les deux autres; chacune des trois coniques est sltu~e dans un des 
trois plans ~, 9, ~ et touche le.; deux autres. Par consequent, pour r 
blir r identit6 de la congruence dent il s'agit avec celle que i' ai trait~ 
dans men M~moire, il faut et il suffit de faire voir que la premiere 
dttermlne entre les points de deux quelconques des trois plans, entre 

et [~ par exemple, une correspondance d e J o n q u i ~ r e s (isograph,que) 
du troisi~me ordre qui poss~de deux points-unis C et D (voir art. 8 
de men M~moire). 

Pour cela j' observe que le lieu d' une droite d'une congruence 
(3, 3) qul rencontre une droite arbitraire dermic est, en gtn~ral, une 
surface gauche du sixi~me degr~, pour laquelle la droite arbitraire est 
triple. Dans le cas ot~ cette droite est prise arbitrairement sur le plan 
~, la surface gauche se d~compose, ~videmment, daus les tangentes de 
la conique situ~e en ce plan et clans une surface gauche, du quatri~me 
degrd, pour ]aquelle la droite directrice a e s t  simple. Mais une g~nc ~- 
ratrice de cette derni~re surface se trouve enti~rement dans le plan ~; 
c'est la tangente, outre que ~[~, qu' on peut mener ~ la conique du 
plan [~ par le point (a, ~ ) .  En r~cartant il reste done', pour section 
de la surface gauche par le plan ~ ,  uric courbe du troisitme ordre. 
C'est la courbe qui correspond proiectlvement ~ la droite arbitraire a 
du plan ~. Elle poss~de ~videmment en B, un point double, puisque 
deux des g~n~ratrices du c6ne qui a B, pour sommet rencontrent la 
droite a. 

On salt que pour chaque couple de faisceaux projectifs il arrive, 
deux lois, que deux rayons correspondants se rencontrent. On volt 
aussi qu' une droite quelconque qui passe par un tel point de rencontre 
et s'appuie sur le rayon correspondant hces deux-l,~, dans le troisi~me 
faisceau, appartient ~ la congruence; comme y appartient aussi chaque 
droite du plan des deux rayons incidents qui passe par la trace de ce 
rayon correspondant. 
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Or pour les faisceaux .4, (a), B, (~) les deux points de rencontre 
des rayons correspondants sont, /:videmment, les points-unis C et D, 
de la correspondance entre ct et I~, et les traces, sur les plans de ces 
couples de rayons,  des rayong qui correspondent, respectivement, a 
r couples, dans le troisi6me f:iigceau, sont les points C et D ~ de mon 
M6moire (art. 8). 

J'ajoute que, pour les falsceaux A~ (a), X, (~), les deux points de 
rencontre des couples de rayons correspondants, sont des points fon- 
damentaux simples A, ~, A," de la correspondance entre ~ et ~; de 
m~me, pour les hisceaux B 2 (~), X 2 (~) ce sont des points fondamen- 
taux simples B, I", B, m~. Les points fondamentaux B, ~, B/t, A, m, A, m~, 
respectivement assoct6s aux pr6c6dents, sont touiours les traces, sur le 
plan de deux rayons incidents, des rayons qui correspondent /t ceux-ci 
dans le troisi~me faisceau. 

I1 me reste seulement 5 faire observer que ce qui caract6rise la 
congruence R o c c e 11 a, comme congruence C r e m o n i e n n e, c'est que 
les points correspondants des droites A/A, t~ et B,mB, mt sont situ6s, 
deux /t deux, sur les tangentes d'une conique, dont le plan est ~ ; e t  
ceux des coniques (d~A,md,  mt CD)  et (B~B/B, t' CD) sur les g6- 
n~ratrices d 'un c6ne du second ordre,  dont le sommet est X 2 . Ces 
relations dans la congruence (3, 3), plus g6n6rale, que j' ai ~tudi6e dans 
mon M/:moire, n'ont pas lieu. 

G. B.  G u e e i a  aggiunge nuovi risukati sull' argomento esposto 
nella seduta precedente. 

S E D U T A  D E L  2x M A R Z O  t 8 8 6  

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

C o m u n i c a z i o n i :  

G. M a i s a n o  comunica alcune ricerche intomo a certe curve co- 
varianti analoghe aUe curve H e s s i a n a ,  S t e i n e r i a n a ,  e C a y -  
l e y a n a  di una curva fondamentale di ordine n. 
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Nel sistema doppiamente infinito delle k'*' polari dei punti del 

piano rispetto ad una r fondamentale f =, a~ ~ b~ . . . . .  o ve 
ne ha un numero sempllcemente infinito the hanno un punto doppio. 
I1 luogo dei relativi poll 6 una curva dell'ordine 3k(n ~ k ~ i)" : 

s~(y) = o (0 

the si pub ottenere eUminando le x fra le 3 equazioni .-- 

~t,--b.-i 
a x a t == 0 

aS~-' a, - o ,  (2) 

4 a ~  ' ' k - t  a 3 ~ O. 

II luogo dd  punti doppi di queste k'*" polari 6 una curva dell'or- 
dine 3ia(n m k N t )  : 

A, (~ )  - -  0 (3 )  

the si pub ottenere eliminando l e y  fra le equazioni (2). 
L'inviluppo delle rette the uniscono un polo y r punto doppio 

delia relativa polare ~ una curva della classe 3k(n - - k -  r)(n ~ 0 :  

C~(,,) . =  o. (4) 

Chiamando Si0 ')  "= o ,  A~(x) ~ o ,  Ck00 -- o, rispettivamente, 
km' S t e i n e r i a n a ,  k =' H e s s i a n a ,  k ~*~ C a y l e y a n a d e U a c u r v a  

f ,,= o ,  si hanno i seguenti teoremi : 
I. Le (n - -  k ) "  polari dei punti della k = I t e s s i a n a  rispetto alia 

curva fondamentale, toccano la k m" S t e i n e r i a n a  nei punti corrispon- 

denti. 
II. Le k "~ polarl dei puntl della k "~ S t e i n e r i a n a  rispetto alia 

curva fondamentale, toccano (impropriamente) nei punti corrispondenti la 
t t e s s i a n a  . 
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11I. Se la c,  rva fondaa, entate f ,., o ha un punto di ord,  lazlone, 

nel qual caso si deve anntdlare un invariante di J, questo punto ~ r 
rile ere curve f ,= o, A, =, o, ~, ~. o; reciprocamente, un punto comune 
a queste tre curve ~ un punto di ondulazione per la curva f =~ o. 

G.. B. G u c c i a  declina la priorit2i di una soluzione delle equa- 
zioni di condizione per le trasfonnazioni Cremoniane, r in una 
nots dell'Ammiraglio de  J o r L q u i ~ r e s  (*). Ne[ mese di ottobre t885 
gU era occorso di comunicare verb:tlmente all'illustre geometra francese 
�9 i due risultati seguenti : 

I. ~ Ore sin n ,= 2" (m numero intero) si ha sempre la soluzione, 
coniugata a se stessa, 

, t  .=,~t,  == %a ~ ~t,~ = . . . ~ eta,,_, ~ 3 (**); 

-2 ~ In ogni trasforma;jone Cremoniana d'ordine pari, in cui gli or- 
dini di moltiplicith dei punti fondamentali sono tutti dei humeri pari, 
si banno necessariamente tre punti fondamentali semplici. 

In ordine alla prima proposizione gli corre l'obbllgo dichiarare 
aver egU ignorato che di quella soluzione si fossero occupati con prece- 
denza : il Dr. H i r s t  neUa nots On quadric Transformation (Quar- 
terly Journal, n. ~ 68, x88I) ed il Dr. S t u r m  nella Memoria Uther 
die reciproke und mit ihr ~usammenh~ngende Verwandtschaften (Math. 

Annalen, XIX,  october I88I). 

(*) Sur Its transformations #o,~triques birationnelles d'ordre ,, ( Comptes Rendns, 
t. CI, p. 720 ,  19 octobre z885). Posterion,aente il sig. d e  J o n q u i t ~ r e s  ha conti- 
nuate  le sue importantl  ricerche sulle equazioni di C re  m o n a, dando alia luce le no te :  

Modes de solution dune qndstfon d' Analyse mddterminAe, qui ert fondamentalt dans la tblo. 
rie des transformations Cremona (Extrait  des Cbmptes 'R endur, t. CI ,  s~ances des 2 

et 9 novembre  I88 S, avec additions), Etwle sur ant qudst*on d" Analyst in~ttrminde. 
(Giornale d, Battaglini, ,886, vol. XXIV).  Cfr. inoltre : G u c c i a ,  Sur Its transforma- 
tions #on~triqner planer birationnelles. (Comptes Re,ulus, t. CI, s~ance du 26 octobre 

,885). 
(**) Posto m-----3 si ha la soluzione del C a y l e y  (Procee, t. London M,,thematical 

Society III. p. ~43). 
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S E D U T A  D E L  4 A P R I L E  ~ 8 8 6  

PRESIDENZA F. CALDARERA 

A m m i s s i o n e d i n u o v i s o c i : Professore Giuseppe Taschett i .  

C o m u n i c a z i o n i  : 

A .  C1ape l l i  presenta al Circolo un volume manoscri t to  del de-. 

funto professore G a e t a n o B a t ~ (*) contenente  lezioni di Geometr ia  

~a l i t ica  nello spazio e f ramment i  diversi riguardanti problemi risoluti 

daU'Autore.  Fa notare come le lezioni di Geometr ia  analitica neUo spazio 

possano riguardarsi come la prosecuzione di qudle  di Geometr ia  ana- 

litica del piano,  il cui man6scri t to s, t rova conservato presso questa 

B i b I i o t e c a C o m u n a 1 e .  Venendo quindi a parlare dei sopraddetti 

f rammenti ,  osserva come specialmente importante  il seguente teorema:  

L'ellisse di area massima inscrivibile in un triangolo d quella che 1o 
locca nei punti di mer 

In proposi to a ci6 lo stesso socio A. C a p e l l i  fa delle osserva- 

zioni sue proprie indicando un metodo generale che pub servire per la 

dimostrazione di questo e di alcuni altri teoremi analoghi.  

F .  G i u d i e e  fa conoscere un nuovo metodo  sulla determinarjone 
delle radici reali delle equa(ioni a coe2Ecienti numerici reali, il quale 

riesce spesso conveniente per  la risoluAone approssimata deUe equazioni, 

specialmente quando,  per essere queste di grado elevato riescirebbe mol to  

incomodo cosi l ' u so  dell 'equazione alle differenze (**), come l 'applica- 

zione del T e o r e m a  di S t u r m .  

(~ G a e t a n o B a t,~, n.lto in Palenllo l'am~o ! 7 83, fu profes~ore dz matematiehe su- 
blimi in questa Universit.~ per Io spazio dl sette am~i. Nominato l tale uf~cio no', x834 
cessava di vivere ne! dicembre I892. L'avet potuto e~ammare il manoseritto presen- 
taro al Circolo si deve alia genulezza della famiglia Jacona the ne ~ proprietana. 

(~ L agra  n ge - O~;uvre~ - Tome huitiame - Chapitre premier - Probl6me 8. 

IO 
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Avendosi un'equazione, che suppongo senza radici multiple, 10 si 

ponga sotto la forma : 

(O R~) = ~i~) 

scelta per modo che f(x) e ~?(x) siano entrambe costantemente r 
scenti mentre x percorre l'intervallo (a, b), dove suppongo a ~ o, b > a. 
Perch~ cib sia, ~ necessario e sufficiente che si mantenga 

df(x) d?(x) 
(2) dx ~ o, dx > o 

mentre x percorre il detto intervallo, Si potr2t sempre ottenere questo 
in intiniti modi; e lo si conseguir,~ in ogni caso immediatamente se, 
dopo d'aver ridotta a zero l'equazione, si trasporteranno tutti i ter- 
mini negativi nel secondo membro perch6 cosi f(x) e ~?(x) saranno po- 
linomi con soli termini positivi. 

Si formino i valori 

fia) f(b) ~ia) r b) 

Essendo arbitrario l'ordine dei due membri della (O, potremo sup- 

porre f i  a) < e?(a). 
Ial causa delle ipotesi (2), se una radice X della ( 0  cade nell'in- 

tervallo (a, b), deve cadere f iX) ,  = ?(X), canto nell'intervallo If(a), 
f(b)] quanto nell'altro [~?(a), ~(b)] per cui st questi non avranno niente 
di comune l'equazione proposta non avr~ nessuna radice neU'intervallo 
(a, b) considerato. Segue chese  una radice cade in questo, disponendo 
per grandezza crescente i valori f(a), f(b), ~?(a), ~(b), f (X)  ~ ~(X), 
avremo o l'uno o l'altro dei seguenti casi: 

(I) fi,O ~(,0 f (x )  = ~(x) fib) ~(b) 

0I) f(a) ~(~) f ( x )  = ~(x) ~(b) f(b) 
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onde si riconosce (*) c h e l a  minor radice della (I)superiore ad a ~ li- 
mite di a , ,  al crescere indefinitamente di r, purch~ sia fatto 

f (a , )  = f (a , )  = 3 

Si riconosce parimenti the la maggior radice della (z) infefiore a b 
limite di b,,  al crescere indefinkamente di s, purch~ sia ratio 

nel caso (1) : c?(b,) = f(b) ee(b,) = f(b,_,) 

e nel caso (IT) : f f f , )  = j(b3 = 

Se nessuna radice cadesse nell'intervallo (a, I,), il procedimento di 

r ora indicato ce ne avviserebbe perch~ le a, diverrebbero mag- 
giori di b e le b, diverrebbero mlnori di a. 

Indico con ~ la minor radice di (I)superiore ad a ed indico con 
la maggior radice infefiore a b. Siccomc la ( r ) n o n  ha radici multi- 

ple potremo spingere il calcolo tino ad ottenere a, e b, abbastanza vi- 
cine ai loro limiti ~ e ~ perch~ la minore radice di 

df( ) d (x) 
(3) dx = dx  

superiore ad a, sia pure superiore ad ~, e la maggior radice, di questa 
stessa equazione, inferiore a b, sia pure inferiorc a [~. Calcolando in 
simil guisa i humeri a . . . .  a,. , ,  a , , , ,  ... costanremente crescenti aventi 
per limite la minor radice delia (3) superiore ad a,,  ed i humeri b, , , ,  
b , , , ,  b,,~, ... costantemente decrescenti aventi per limite la maggior 
radice della (3) inferiore a b,, potremo quindi spmgere il calcolo fino 
ad ottenere un numero .4 --= a .... maggiore di ~ ed un numero B ---- b , ,  
minore di ~. Pel teorema di R o l l e  cadr,~ allora la sola radice ~ fra a 
ed A, o meglio ira a~ ed A;  e r la sola [~ fra b e B,  o meglio 

Ira b, e B. Potremo prendere per A e B tl primo numero a,,,, ed il 

primo b,,~ per r si ha : 

(*) C a u c h y - Analyse Algdbrlque. Note III- 2~,nc Th~or~mc. 
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[S'(a)-  q>(a)] x I f ( a , . . ) -  9(a,, .)] < o 

If(b) - -  ~(b)] X If(b,, ~) - -  9(b,, o)] < o 

Cosl avremo separate le radici a e 8- Procederemo a limitare le 
altre radici reali the cadono nell'intervallo (a, b) operando relativa- 
mente all'intervaUo ( A ,  B)  come gi~. s '~ operato relativamente a 
quello. 

Volendo limitare tutte le radici positive prenderemo per a e b lo 
zero ed un numero maggiore di tutte le radici reali della ( t ) .  

/k. ~ a n t o n e  comunica i sebnaenti teoremi suUa cubica gobba : 
I. Se si pro]etta da un punto quahmque di una retta data r la cu- 

bica gobba r e si cerca della retla r il piano polare rispetto al cono di 
3 ~ ordlne cosi generato, qnesto piano passa costangemente per una retta r r. 
Le retie r e d  r r sono h' trasversali alh. qttaltro eorde situate nei plani 
tangenti di I', r passano per r. 

Applicando il principio di dualit.k si ottiene : 
Segando con un piano qualsiasi passante per una rata data r la sa- 

perficie x, sviluppabile oscutatri,'e della cubica gobba F, i poli della rata 
r, rispetto alle curve di 3 ~ dasse cosi generate, sono situate su una tetra r.. 

Le retie r e d  r, sono le trasversali alle quattro retie direltrid pas- 
santi pei punti dincontro di r con la superficie x. 

II. Se da un punto qttalunque di una rata q del complesso di primo 
grado 0 determinato dalla curva I', si pro]etta essa r F,  il piano 
polare di q rtspetlo al cono di 3 ~ ordine cosi generato passa costantemente 
per un'altra rata q~ del medesimo complesso o, e viccversa; inoltre se con 
un piano qualunque passante per q seghiamo la svih~ppabile osculatrice x, 
il polo dl q rispetto alla curva d 3 ~ classe, che si viene a deterndnare, 
giace sulla mtta q~, e viceversa. 

In virt~ di tall propriet,k alle retie q e q' si pub dare il home di 
rctte polari conjugate rispetto alla cubica gobba t'. 

III. Una retta q dd complesso n sega la superflde ~. in due punti 
reali e due imaginart comugati formanti un rapporto equianarmonico. 

Se ~. e v sono i due piani tangent] reali di I" nei punti M ed N, 
passanfi per 12 retta q e seganri ancora 1" rispettivamente n~i punti M t 
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ed N y, la retta qt, polare coniugata di q ,  6 1' intersezione d d  piano 
tangente di r in M ~ e segante in M, col piano tangente in N t e se- 
gante in N. 

Richiamando poi la definizione di punti congiumi e di piani con- 
giunti relativamente ad una cubica gobba (*), dimostra il teorema : 

IV.  I piani congiunti a qudli passanti per una rata q dd com- 
plesso n sono i piani osculatori della cubica gobba luogo dei punti con- 
giunti a qudli situati sulla rata q. 

Infine richiamando La trasformazione razionale ed involutoria, che 
si pu6 stabiIire per mezzo di una cubica gobba r' (#) ,  si ha,  che le 
superficie di 3 ~ ordine rl~, corrispondenti ai piani ~ ddlo spazio, oltre a 
passare per la curva F, risultano inscritte alia superficie x, ossia la curva 
dd 6 ~ ordine, base della trasformaz, ione, si compone di due cubiche gobbe 
infinitamente vicine. 

S e i l  piano �9 sega la r I" in tre punti distinti A, B e C, al- 
lora la superficic Ii~ si pu6 ottenere dalla trasformazione del piano 
per punti congiunti rispetto ad un '  altra cubica gobba a passante pei 
punti A, B e C e quivi tangente alle tre ret te ,  the sono le trasver- 
sail alle tangenti di I" nei sudetti punti. Mediante le curve I" e A si 
pub quindi stabilire una corrispondenza involutoria di punti, tanto sul 
piano a, quanto sulla superficie corrispondente rl~. 

Quando il piano a ~ osculatore di I ' ,  aUora esiste un numero 
semplicemente infinito di curve 4, le quali possono trasformare il pia- 
no ~' neUa supefficie rl,. 

Supposto il piano et all'infinito enuncia i seguenti teoremi : 
V. Se il piano all'infinito sega una cubica gobba in tre punti distinti, 

esiste una superficie di 3 ~ ordine, la quale bisega le corde non solo della 
curva data, ma amora di un'altra cubica gobba, che ha in comune con 
la precedente, oltre i tre punti all'infinito, altri due punti e .r piani oscu- 
latori. 

VI. La superficie gobba di 3 ~ grado, la quale bisega le corde di una 

(*) C r e m o n a .  Memoria sulla cubica gobba. (Nouvdlts Ann. de Math. 2., sO:fie 
t. I.). 

(**) R eye.  Lezioni sulla geometri,t di posizione, p. II, Lez. 14". 
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parabola gobba, bisegherh anr le r di un numero semplicemente in- 
finito di parabolr gobbe, ognuna ddle quali ~ determinata da un punto 
preso sulla superfide. 

S E D U T A  D F L  x8 A P R I L E  t 8 8 6  

PRESIDENZA G. ALBEGGIANI 

A m m i s s i o n e d i n u o v i s o c i : Professore Damiano Maca- 
luso. 

C o m u n i c a z i o n i  : 

M.  G e b b i a  stabilisce un metodo per formate le equazioni a deri- 
vale par:jali delle superficie che ammettono una generatrice di forma co- 
stante, fondato sulla considerazione chela generatrice, senza deforrnarsi, 
vien trasportata nel moto di un sistema invariabile. Questo metodo co- 
stituisce quindi un'applicazione delia Geometria del movinlento. 

Siano ~, "e, 4, le coordinate cartesiane di un punto rispetto a tre 
assi ortogonaLi mobili col sistema che trasporta la generatrice ed x, y, 

Z le coordinate dello stesso punto rispetto a tre assi ortogonali fissi, a 
cui si vuol riferire la superficie. Si definisca la generatrice con tre 
equazioni 

= , # ) ,  ", = + ( o ) .  ,~ =.  z O ) .  

ove 0/: un parametro variabile e sl considerino le note relazioni 

(0 

= ao + a,x + a , y  + a3z ~= *?(0) "= 

i ~ - bo + b,x + b.y + b~ --  +(0) = q, 

- -  co + c.x + c,y + c3~, .= Z 0 )  ='  Z 



75 
Per definire il moto ddla generatriee si suppongano le dodici gran- 

dezze a, b, c espresse in funzione di un altro parametro indlpendente ~. 
Si segnlno con ~', 9", . . d/, J/ ' ,  . . le derivate di % ~b, Z rispetto 

' ' ' ' " le derivate di a o, bo, . rispetto a O  e c o n a  o ,  b o ,  r a t ,  �9 �9 ao~ . . 

Le grandezze O, T possono sostituirsi alle x ,  y nella qualit5 di 
variabili indipendenti della quistione, ed esse determinano sulla super- 
fic[e un sistema di coordinate curvilinee r dalla serie delle di- 
verse posizioni della generatrice e da quella delle traiettorie dei diversl 
punti di essa. 

Differenziando le ( r )  rispetto a 0 ed a .r, si ottiene 

( 2 )  

a , ~  + a, + a3-. ~-  

Ox b" ~y + b, O~ =. +, 
b ' W  + �9 oo -N 

Ox Oy OZ, .... X' 
6-~- + e," N" + r 

( 3 )  

, o x  3y 0 z  , , 
t a,-j-4"+a,'~',  + a ~ - ~ ' + a o + a , x + d , y + a ' 3 ~ ' = o  

Ox # az~ 
' b,.-ff~-+b, +b~ "4" + b ' , x +  + b '  ~ b' o b;y ,;C = o 

t Ox a y  oz~ , , , 
c,.-j- 4- + e, ~ + q ~ + c'o + c,x + q y  + c~ - o 

Moltiplicando i due membri delle (z) risp. per a , ,  b,, c,,  o per 
a , ,  b , ,  q ,  o per a3, b~, q ,  e sommando r volta; poi fa- 
r lo stesso con le (3), si ha per note relazioni : 
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(4) 

ax 

~x 
�9 " ~ = ~  A, 

- - ~  ,=,qr - ~ . ~ X  

o v e  

| - a,~' + b,k, + c,7.' 

q, =, a,~' + b,q,' + cy.' 

X =. a3~" + bsq" + c,7.' N = . ~ x - - ~ ' y - - v  

I I ! 

k = aoa , + bob ' + CoC, ,, = ~,a', + b?', + c,e, 

~. . .  doa, + b'ob. + ,:'o,. + b,b; + ,,,; 

, ,0~ , '~ ~ aoa~ + b .4-c0c~ = a~a', "b b,b', ~ c,r 

CAb posto, il metodo consiste ndlo stab~lire le equazioni, the ser- 
vono al cambiamento delle variabili indipendenti x, y helle altre O, 'r. 
Si ha dapprima 

,9~ &: dx ,9~ dy 
,9--T = --~- -~- + ~y ~ - ,  

a~ o~ Ox o~ 

le quali, scrivendo come di solito p ,  q invece dt--~- , - -~-  e per le 

relazioni (4) diventano 
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(5) l 
~ p  + v q - - -  x -  o, 

Ap + M q - - N  = o, 

the sono due equazioni a derivate parziali del x ~ ordine racchiudenti 
le funzioni generalmente arbitrarie % ~, x ,  A,  M, N. 

I1 significato geometrico di queste equazioni si rende manifesto os- 
servando the % % X sono proporzionali ai r degU angoli the la 
tangente alia curva forma con gli assi fissi; the -- A ,  - -  M, - -  N espri- 
mono le componenti della velocit~ del punto generatore secondo gli 
assi fissi, e sono quindi proporzionali ai coseni degli angoli che la tan- 
gente alla traiettoria di questo punto forma coi detti assi; che infi- 
ne p,  q, m I sono proporzionali ai coseni degli angoli determinati con 
gli assi fissi dalla normale alia superficie. Le equazioni (5) esprimono 
dunque the la normale alia superficie ~ perpendicolare : I ~ alia tan- 
genre alia curva generatrice; 2 ~ alia tangente alla traiettoria del punto 
generatore. Queste proprieth, stabilite a priori, com'~ agevole, potreb- 
hero condurre a quelle equazioni direttmnente. 

Da esse si possono dedurre tre altre equazioni a derivate parziali 
del ~o ordine che racchiuderanno insieme alle precedenti altre funzioni 
arbitrarie, e the saraxmo queUe esprimenti la trasformazione deUe de- 
rivate ser di ~. Per ottenerle basta differenziare le ( j )  rispetto a 0 
ed a .r. In questa maniera si per~,iene apparentemente a quattro equa- 
zioni, che perb si riducono effettivamente a tre in virt~ delle identit~ 

ax 0 Ox 
b~ a-'O "= c)--'O a--4' etc., 

le quali si traducono nelle relazioni 

(6) i O~ OM 

0x  0N -gU I I  
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Le tre eguagLianze the  in tal modo si ottengono sono le seguenti: 

,~p + qaq __ X' + O ' r  + 2 , V s  + ~ t  == o 

(7) 
A,r  + (AV + MO)s + MVt + 

O, ~', X 

p ,  q , - z  

A,p + z,q--N, + [,.pq--.(~ +p')--pq] A 

+ [~(I  + q')--xpq + ~p]M + A~r + 2AMs + M~t-= o, 

J O  

ove ,1, ~, ~.t, X ~ indicano le derivate parziali di q,, ~', X rispetto a 0 ,  
A~, M' N ~ le derivate parziali di A, M, "~ fspetto a "r : son queste le 
nuove funzioni arbitrarie. Poi r, s, t rappresentano, come di solito, le 
derivate seconde di Z rispetto ad x ed y. 

Cosi potranno formarsi successivamente quattro equazioni del terzo 
ordine, cinque del quarto, etc., che conterranno come funzioni gene- 
ralmente arbitrarie le derivate parziali successive di % ~', X fispetto a 0 
e quelle di A, M, ~, ~:, z, P rispetto a -r. 

Definita la natura della superficie, imponendo speciali r 
zioni alia generatrice, o al moto di essa o ad entrambe le cose in- 
sieme, per otteneme l'equazione a derivate parziali si elimineranno le 
arbitrarie ira tante equazioni dei gruppi (5), ( 7 ) e  seguenti, quante ne 
son necessarie, tenuto conto delle condizioni sudette. 

Applica brevemente il processo esposto alia ricerca delle equa- 
zioni a derivate parziali delle superficie cilindriche, coniche, di rivo. 
luzione, etc. 

SuperJicie cilindricbe. Queste ammettono due serie di generatrici 
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di forma r Una ~ la rettilinea, epper6 o ,  *v x sono co-- 
stanti e la prima delle (5) ~ gi,\ l 'equazione cercata. L'  altra /~ una 
r qualunque moventesi in traslazione, onde si ha ~: = z ~= ~ .-~ o, 

mentre X, t~, v sono costanti, e la seconda delle (5) diventa 

xp + ~ .q - -  v = o, 

cio~ sotto altro rlguardo si perviene allo stesso tipo d'equazione. 
Superflcie coniche. La generatrice ~ rettilinea e passa per un punto 

fisso (a, b, c), onde le sue equazioni nel sistema iqsso sono:  

x w a  y . - - b  Z - - c  
�9 �9 X 

e la prima delle (5) si pub scrivere 

(x - -  a)p + (y  - -  b)q ,= Z - - c ,  

ch'6 l'equazione cercata. 
Superficie rigate generali. Le % w, X sono indipendenti da O, on- 

de o t = iv' = X t = o e la prima delle (7) si riduce a 

,[,'r + 2OqrS + W't =" O. 

Differenziandola rispetto a 0, si ottiene 

r + 3~l,'q'v "b 3'l'q:*w + ~F~m ~ o ,  

ore u, v, w, tu indicano, come di solito, le derivate terze di ~. Eli- 
minando ,I,, �9 fra queste due forme binarie, si perviene all'equazione 
nora delle superficie rigate. 

~perficie sviluppabili. Come per le rigate generali la prima delle 

(7) si riduce a 
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the si pu6 scrivere 

O) (*~ + v 0 *  + ( , s  + q,t)~ - o .  

Inoltre, afl:inch~ le generatrici consecutive s'incontrino, ~ neces- 
sario the il moto istantaneo della generatrice si riduca ad una rotazione 
semplice e che l'asse istantaneo di questa incontri la generatrice. La 
prima condizione richicde the sia 

) , ~ + p ~ +  v~=o, 

che, aggiungendovi un'identit2t, si pub scrivere 

(/7) A= + Mx + N~ = O. 

Per esprimere la seconda r si osservi the le coordinate 
(di r e= )  della generarrice sono 

O, V,  X,  y X ~ Z ~ V ,  Z O ~ x x ,  x ~ y O  

e queue dcU.'asse istantaneo 

ondc la condizione d'incontro prende la forma 

(O ~,t, + ~,v + Nx -~ o. 

Eliminando A, M, N ira lc (b), (O c la seconda delle (5), si ot- 
tiene 

~ ,  V ,  X 

~3 x~ p 

p ,  q,  - I  

m O  
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e la seconda deUe (7) si potdt scrivere 

(a) 

Ora dalle (a), (d )  si ottiene 

A r + M s ,  A s + M t ,  A, M s,  t 

I1 primo determinante di questo prodotto non pub essere general- 
mente nuUo, onde resta 

rt ~ s 2 = o ,  

ch'~ la nota equazione delle sviluppabili. 
Superfide di rivoluzione. L'equazione si ricava daUa seconda delle 

(5). Ammettendo che l'asse della superfir passi per l'origine degU 
assi mobiU e che questa concida con l'.rigine dei fissi, si ha ). =- ~. 
= v ---- o e la r equazione si riduce a 

- -  + - -  p x ) q  - . 

ove ~, x, ~s i  debbono riguardare come costanti. 
Superfide canali.  L'equazione a derivate parziali del prim'ordine di 

queste superficie, che si ricava di solito riguardandole come inviluppi 
di sfere, non si pub dedurre col processo qul svoho, se non implican- 
do le primitive (t),  dapoich~ in questo caso l'eliminazione delle a, b, r 
ira queste equazioni diventa possibile, e se ne ricava una primitiva, 
della quale le (5) sono le derivate, e che diventa utile per I' elimina- 
zione delle arbitrarie. Cosi avviene che nell'equazione finale, oltre alle 
derivate parziali di ~ entri la ~ stessa. 

La generatrice 6 un circolo di raggio R, che supponghiamo trac- 
ciato nel piano ~, ~ col centro all'origine degli assi mobili, onde : 
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? . -  R cos 0,  

? '  ..- - -  R sen 0 ,  

hb ~ R sen O, 

q,' - R cos O, 

Z - - o  

7. I , ' =  O, 

r + ,r' + x '  - .  $"  + q~" + Z" - R'. 

L'originr degli assi mobili rimanga sempre nel piano xy, al quale 
il piano ~ resti sempre perpendicolare. Si ha quindi 

r aoa 5+bob +coc 3 ~ o .  

I1 movimento istantaneo /: una rotazione, il r asse 6 sempre pa- 
ralldo all'asse ~, onde 

e si ha 

e dalle ( f ) ,  (g) si ricava 

( f )  t L ,  + M v =, o. 

La seconda delle (5) diventa 

Ap + M q , = , o  

,t, q - -  ~rp ~ o. 

Da questa e dana prima ddle (5) si ottiene 

,= x p  x q  ~, p, + q,, ~r .-p,  + q,. 
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Sostituendo questi valori ndla (e), risulta 

Cb) 0 + F + r  - ~'(F + r  

Ora la X si pub esprimere in :~ per mezzo deUe (t).  Infatti da 
queste si ricava 

-- a , ( 9 - -  ~o) + b,(+--bo) + ~,(Z --co) 

ovvero, per le precedentl eguaglianze, 

,= a)? + b3k 

ed inoltre si ha 

Da queste si deduce, per note relazioni, 

e la (b) diventa 

0 + ? '  + q')~' -" R', 

oh'6 l'equazione nora delle superficie r 

Termina dedur l'ordine differenziale ddl'equazione a derlvate 
parziali generale delle superficie the ammenono una generatrice di 
forma r dapoich6 difiicolttt insormontabili di eliminazione vie= 
tano dl poterla formate. 

Per brevit/t di linguaggio si indichino coi simboli e, "r le equa zioni (5), 
r simboli 0', 0-r, -~* le equazioni (7), e cosl di seguito analogamente. 
Cosl queste equazioni e quelle che si potranno ottenere proseguendo 
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il m~esimo processo saranno 
formare il seguente qua&o: 

indicate da simboli, col quall si pub 

07 ~ 

0', 0~, ~*, 

0 3, 0~, 0~*, ~,  

0 4, 0~, O'x', O~ ~, ~4, 

Se ben si consldera il modo come queste equazioni vengono suc- 
cessivamente formate) si riconoscer/t che'l'equazione indicata dal sim= 
bolo 0"'r' conterr2~ le arbitrarie ,l,, ~F, X e tutte le loro derivate fispet-- 
to a 0 fino aU'ordine m, e dippi6 le arbitrafie A, M, N, ~, a, p e 
tutte le loro derivate rispetto a .r fino all'ordine n, sicch~ quesm equa- 
zione conterr~t in tutto 3m + 6n arbitrafie. 

Intanto fi facile verificare che il numero delle equazioni crescepifl 
rapidamente del numero delle arbitrarie, e quindi sark infine possibile 
di diminare quest' ultime, ottenendo in tal guisa equazioni a derivate 
parziaH, che rappresenteranno la condizione, intesa nel senso pi~ largo, 
che una superficie ammetta una generatrice di forma costante. Eviden- 
temente sat3 possibile in pi6 maniere di separare dalle precedenti un 
gruppo di tall equazioni, che permettano di elinfinare tutte le arbitrarie 
che vi son contenute. Ma allora si presenta la quistione di cercare Ira 
siffatti gruppi quello, o qudli, per cui l'ordine differenziale deU'equa- 
zione risultante sia il rain/too possibite. 

Per risolvere questa quistione osserviamo primieramente the, per 
separate dal precedente schema gruppi di equazioni che contengano 
certe arbitrarie, e queste sole, 6 necessario che coteste arbitrarie non 
siano scelte comunque, ma che siano le 4,, u:, X e tutte le loro de- 
rivate rispetto a 0 fino ad un cert'ordine m e le A, M, N, ~v, x, p e 
tutte le loro derivate rispetto a .r fino ad un cert'akro ordine n, poi- 
ch6 precisamente in questo modo le arbitrarie compariscono nelle equa- 
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zioni. Ed allora le equazioni r queste sole arbitrarie sono tune 
qudle rappresentate dai simboli O~'x', ore /~ . -  x, z, . . .  m; v . .  x, 
:~, . . . n. I simboli di queste equazioni formano n d  quadro un paralle- 
logrammo, che ha un vertice nel simbolo O'x" ed il vertice opposto 
smussato, ed il loro numero 6 

(m + O(n + O - -  z = mn + m + n. 

Per brevit~ di espressione r i gruppi di equazioni cost fatti 
gruppi completi. 

Ora cerchiamo fra i gruppi completi quello, nel quale il numero 
'delle equazioni superi del meno possibile quello delle arbitrarie, men- 
tre l 'ordine differenziale sia il minimo possibile. Sia O" x ~ il simbolo d'or- 
dine pit~ devato del gruppo, onde l'ordine differenziale sar~ 

Dovr~ esser sodisfana la diseguaglianza 

n m +  m + n >  3m + 6n, 

ha quale, sostituendo m con k - - n ,  ci dac~ 

n + 3  
k > n. n-'"-~-~ 

Dippi6, perch6 s i a m  positivo, 6 necessario the si abbia 

k > n .  

Abblamo dunque per k due limiti inferiori, dei quaff basra tenere 
il pifi grande, ch'~ il primo dei precedenti. 

n + 3  
11 minimo valore positivo dell' espressione n.--. si ha per 

n 

Ia  
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n --  2 + I / I o ,  ed aggiungendo la condizione d i n  intero, abbiamo 

n -- 6 ,  onde il minimo sudetto sarebbe 6. ~ , 9  ed aggiungendo la 
4 

r the questo minimo sia pure intero, ottenghiamo t 4. Ora 
possiamo prendere k uguale al suo limite inferiore I4, salvo a verifi- 
care il risultato, ed abbiamo 

k =  I 4 ,  n = 6 ,  m = 8 .  

Con queste cifre il numero delie equazioni sar~t 62 e quello delie 
arbitrarie 60,  onde il valore preso per k risponde aUe condizloni ri- 
chieste. Questo gruppo completo contiene dunque un'equazione di pi~ di 
quante sono strettamente necessarie, e possiamo omettere quella di or~ 
dine pi6 elevato, ch'~ rappresentata dal simbolo 0% 6. I1 gruppo rima- 
nente condurr~ ad una equazione del I3 ~ ordine. 

Or ~ evidente the nessun altro gruppo potr~ dar luogo ad una 
fisultante d'ordine minore di questo, poich~, se un tal gruppo esi- 
stesse, dopo l'analisi precedente questo non potrebbe esser completo; 
ma se fosse incompleto, il gruppo completo contenente le stesse ar- 
bitrarie ne permetterebbe afortiori 1' elimlnazione, e quindi o questo 
coinciderebbe con quello dianzi ottenuto, o non risponderebbe alia con- 
dizione di minimo. 

Cosl rcsta affennato the 
La condizione generale ebe una superficie ammetta una generatrice 

di forma costante ~ rappresentabile con un'equa@ne a derivate parzjali 
del 13 ~ ordine. 

G. M a i s a n o  : Sulle tangenti doppie e d'inflessione delia curva ge- 
nerale d e l f  ordine. 

Indicando con A, B, C i tre invarianti fondamentali delia quin- 
dca binaria, le condizioni necessarie e sufficienti perch~ questa ammetta 
due elementi doppi vengono espresse dalie due r 

A* ~ 64B -"= o, 3 c + A, .= o. (') ( 0 

(*) Cir. G. M a i s a n o  : 5ulla formz binaria di qtdnt'ordine. (Memorle della Reab 
,Mccadcmm de~ Lintel, XIV). 
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Per mezzo dell' Uebertragungsprindp dagl'invarianti A, B, C si ot- 
tengono i ere r delia quintica temaria 

~lb = ( e ( ~ lU)  2 4 ' 
~/0 U0s' 

,v '= (nn',O 2 (n,, n",, O' (n n", 0 (n' n"'tO u~ u~, ,~,, ,d,,,, 

X = (nn 'uy (no,,) (n'e,,) ,,,~ ,,~ ,,~, 

(2) 

ponendo simbolicamente 

f = a2, (abu)4a, b,, = o',u6, (abu)2(actO2(bcu)2a,,b,,e,, = rl]u~. (3) 

Le r ( 0  si mutano dunque helle 

, # w  64Z ~ o,  ,t: + 28.32 ,v ~ o (4)  

rappresentanti due curve rispettivamente della 2o' e della 30" classe, la 
prima delle quali 6 l'equazione della curva fondamentale f , -  o in coor- 
dinate di tetra. 

Dai risultati ottenuti nella citata Memoria si conchiudono facil- 
mente i seguenti : 

I. Le tangenti d'inflessione della curva generale del 5 ~ ordine f I= o 
sono tutte le tangenti comuni alle tre curve 

rispatlvamente della dasse xo ~, 2o' ,  30 ~ . 
II. Le tangenti doppie della curva generale del 5~ ordine f . -  o sono 
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comuni alle due curve (4), le quail sono an~he toccatr dalle tangenti di 
inflessione della stessa curia f -~ O. 

m .  Tutu le tangenti comuni alle curve (4) sono soltanto qudle ora 
men~ionate e propriamente le tangenti doppie contate due volte e le tan- 
genti d'inflessione contate otto volte, 
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