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Uber quadratische Formen mit reellen Koeffizienten. 
Von Ernst Fischer in Brtinn. 

E i n l e i t u n g .  

a )  Die Klassifikation der quadratischen Formen 
7 t  

1 

yon n Unbestimmten xl~ x2~ . . ,  x mit reellen Koeffizienten alk-~akl  
ist aus zwei verschiedenen Gesichtspunkten vorgenommen worden~ 
welche hier kurz als der a l g e b r a i s c h e  und der a n a l y t i s c h e  
unterschieden werden m~igen. 

Die a l g e b r a i s e h e  Einteilung rechnet zwei Formen dann 
Und nur dann in dieselbe Klasse, wenn sie gegenseitig" auseinander 
durch linearhomogene T r a n s f o r m  a ti o n mit reellen Koefiizienten 
hervorgehen. Es bilden dann die Formen: 

- -  .... .) 
~+~ . . . .  x +~ ~ r. J r -  v ~ 

ein volles System voa Klassenrepri~sentanten, so dal~ die Klassen 
dutch die Zahlenpaare (%~) charakterisiert erscheinen. Unter dem 
einer einzelnen Form f zugehSrigen Zahlenpaare (~ v) werde das 
Zahlenpaar der Klasse verstanden, in weleher f enthalten ist. 

Aus dem a n a 1 y t i s c h e n Oesiehtspunkte dagegen werden 
die V o r z e i c h e n  d e r  F u n k t i o n s w e r t e  in Betraeht gezogen, 
welche die Funk t ionf  annimmt~ w.~hrend ihre Yariabelen x~, x2, . . .  x 
das Gebiet der reellen Zahlen durchlaus Danaeh werden dreierlei 
Formen unterschieden: positiv definite, indefinite, negativ definite. 

Diese beiden Einteilungen hi~ngen aber mit einander zusam- 
men. Die positiv definiten 1) Formen sind die Formen der Klasse 
(~ ~---n~ ~ ~ o)~ die negativ definiten die der Klasse (~ ~ 0, ~ ~ n), 
die indefiniten die der iibrigen Klassen. So stellt sich die algebraische 
Einteilung - -  der Saehe nach ~ als eine Verfeinerung der anMy- 
tischen dar. 

Hierzu ist aber Folgendes zu bemerken. Der analytisehe 
Gesichtspunkt, die Funktionswerte und ihre Vorzeichen z a  beachten~ 

I) Die  B e n e n n u n g  ,def in i t"  w i rd  h ier  stets in d e m  engeren  Sinne g e b r a u c h t ,  
w o n a c h  f ~ 0 n u r  fiir x l  ----- xe ---~ . . . .  x n ~ 0 s t a t t ha f t  ist. 
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ist nur ein ganz a 11g e m e i n e r~ welchem b e s t i m  m t e Einteilungs- 
gr~inde erst entnommen werden mtissen. E i n  solcher bestimmter 
Eintei|ungsgrund ist der~ welcher zu der erw~hnten Dreiteilung 
gefiihrt hat: man untersueht~ welehe Vorzeichen die Funktion f 
tib e r ha up t anzunehmen vermag. Man kann abet dem allgemeinen 
analytischen Gesichtspunkte sehr wohl auch andere und r e i n  e r e  
Einteilungsgrttnde entnehmen~ indem man beachtet, in welcher 
Weise im Gebiete der reellen Veranderlichen xl~ x ~ . .  x, die 
Stellen v e r t e i l t  sind, an welehen f > 0 ~  und diejenigen~ an 
welehen f ~  0 ist. Und es ware zu erwagen~ ob nieht eine dieser 
feineren analytischen Einteilungen sich mit der a l g e b r a i s e h e n -  
der Sache naeh - -  genau decken mag. 

Da~ dies wirklieh der Fall ist~ leuehtet ein~ wenn man die 
oben angef~hrten Klassenreprasentanten der algebraischen Einteilung 
ins Auge faint: sie weisen deutlieh genug darauf hin~ wie man den 
Begriff des einer Form f zugehSrigen Zahlenpaares (~b ~) analytiseh~ 
aus Vorzeiehen yon Funktionswerten~ verstehen kann. 2) (w167 1~ 2.) 

Insoferne dabei die Zahlen ~ und ~ an der e i n z e l n e n  Form 
konstruiert werden, gewinnt man eine wilikommene Erg~inzung der 
algebraischen Auffassung. War namlich die algebraische Klassifikation 
gegrtindet auf eine Beziehung zwisehen z w e i  Formen derselben 
Klass% so dient als analytiseher Einteilungsgrund eine Eigenschaft 
der e i n z e l n e n  Form, in weleher die Formen einer Klasse tiber- 
einstimmen. Nun vermag freilich auch die algebraisehe Theorie in 
ihrer weiteren Entwicklung die Klassen dureh Eigensehaften der 
einzelnen Form zu eh.arakterisieren~ und dies in vollendeter Uber- 
sichtlichkeit~ aber~ wle ich meine, hie dureh Eigensehaften yon 
s e lb s t ~ n d i g e m  Interess% d. h. durch Eigensehafiel b welche aueh 
dann bedeutsam erscheinen m~'fl~ten~ wenn ihr Zusammenhang mit 
der Klassifikation naeh linearer ~;rans~brmierbarkeit noeh nicht 
bekannt ware. 

b) Es ist sodann interessant, mit einer derart verfeinerten 
analytisehen Auffassung auch dem weiteren Ausbau der algebraischen 
Theorie zu folgen: 

Die Frage naeh der Klasse (% v), weleher die Form f augehOrt~ 
ist enthalten in der Frage nach den Klassen~ durch welche die 
Form f - - t F  hindurehgeht, wahrend t das Gebiet der reellen 

Zahlen durehlauft~ dabei bedeute  F(x) -~- ~ A~k x~ x~ irgend eine 
1 

positiv definite ~) Form. Auf diese Frage antwortet die algebraisehe 
Theorie dureh den Satz~ da~ sieh die Form f - -  t F durch linear- 
homogene Transformation mit nichtversehwindender Determinante 
und yon t unabhangigen reellen Koeffizienten in die Gestalt 

~) Es handelt sich also z. B. darum, die ree l lkol l lne  are Kla~sifikation 
der Fl~ichen 2. Ordnung zu grfinden auf eine anschaullch-geometrische Bedeutung 
der Zahl~ n ~, v selbst; dies gelingt ohae Schwierigkeit~ s. untea Ful~note 7). 



236 Ernst Fischer. 

(a s - -  t) x~ + (a 2 - -  t) x~ - ~  . .  . -~- (a  n - -  t) x]  tiberftihren ]iil~t, we al, 
a~, . . .  a n die Wurzelu der Determinantengleichung ] alk - -  t A i k ) =  0 
bedeuten. Danach sind die der Form f - - t  F zugehSrigen Zahlen 

(t)~ v (t) identisch mit der Anzahl derjenigen unter den Wurzeln 
al~ a2~ . . . an~ welche gr(i~ier resp. kleiner sind als t. Und al~ a2~ . . .  a n 

sind diejenigen Werte yon t~ boi deren Oberschreitung die Form 
f ~  t F aus einer Klasse in eine andere iibertritt. 

Von diesen Tatsachen t'~ll~ in das Bereich der b i s h e r i g e n  
analytischen Auffassung blo/~ die Bedeutung der au~ersten Wurzeln 
aa und a n (we a 1 ~ a~ ~ . . .  ~ a,, angenommen) als Maximum und 
Minimum derjenigen Werte t~ f-:dr welehe die Form f - -  t F indefinit 
ist. In das Bereich der v e r f e i n e r t e n  analytischen Auffassung 
fallen sie aber in ihrer Ganze. Es mu/~ daher g'elinven~ sie auch 
unabhi~ngig yon der algebraischen Theorie aus dem analytischen 
Ansatze zu entwickeln. (w167 3--6  ) Die Deduktion wird das algebraische 
Hilfsmittel der linearen Transformation zu vermeiden haben~ hin- 
geg'en yon Stetigkeitsbetrachtungen Gebraach machen dtirfen. 

Die Roll% welch% wie erwtthnt~ a 1 und a in der b i s h e r i g e n  
analytiSchen Auffassung spielen; kann ersichtlich auch so g'e, 
kennzeichnet werden: a s und a sind das Maximum und Minimum 

f der Werte t~ welche der Quotient ~ annimmt~ wenn ( x l ~ x 2 ~ . . .  x )  

alie reelien Wertsysteme au~ier (0~ 0~ . . .  0) durehliiuft, 3) oder aber 
der Werte, welehe f auf der aus den reellen LSsungen der Gleiehung 
/ ~ ' =  1 bestehenden Mannigfaltigkeit annimmt, a) In entsprechender 
Weise mu$ bUS der v e r f e i n e r t e n  analytisehen Auffassung eine 
Deutung der s t t m t l i c h e n  Wurzeln a~ a~ . . . .  a als Maxima 
und Minima Yon gewissen Funktionswerten erwaehsen. (w 7.) 

In diesem Siune sell nun im Foigenden der Versuch unter- 
nommen werden~ dutch Wiederaufnahme des alten analytischen 
Ansatzes der algebraischen Theorie eine analytisehe Nachbildung an 
die Seite zu stellen. ~) Denn man kann von den hohen Vorztigen 

3) Geome~rlsch ausgedrtickt : Da proportionale Wertsysteme der Variabclen 
Funktionswertc vom selben Vorzeichen ergeben, deute man x l ,  x u , . . . x  n als homo- 
gene Koordinaten eines Raumes yon n - - 1  Dimensionen und definiere den Wert 

f ( x l : x ~ : " . : x n ) , w e l c h e n  die Form im Pankte ( x l : x 2  : . . . : x , , )  annimrnt, durch 

f (~'1, :,-~ . . . .  x,~ ) 
f (x l  : x~ : . . .  : x n )  - -  F (xl ,  x~, . . .  x , )  Dann handelt es sich um das Maximum. 

und Minimum der Werte, welche die Form im Raume annimmt, j ' - - t  F =  0 be- 
deutet dann die ,Niveaufltiche ~ f ( x l  : x~ : -.. : xn) ~ t, und t = al,  t = a n geben 
die aul3ersten Niveauflachen, welche noch reelle Punkte besitzen. 

4) Beweis mit den Mitteln der Lehre yon Maximum und Minimum bei 
C. J o r d a n ,  cours d'analyse, 2. dd., $. I, p. 392 und O. S t o l z ,  Diff.-Rechn. I, 
p. 248. 

~) Der Aufbau der beidcn Theorien gestaltet sich nicht parallel. Die 
S~itze fiber die Gleichung I a~Ic - -  t A i k  I = O, welche unten (Ende des w 6) C. und D .  
heii~en, ergeben sich in der analytiscben Theoric zualler]etzt, als Nebenresultate. 
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einer Theorie durehdrungen sein, und doeh noeh den Wunseh  haben,  
zur Erganzung  den Gegenstand aueh von einer anderen Seite zu 
beleuehten. 

w I. Der  Pos i t ivrang  r. und der Negat ivrang  ~ e iner  quadrat i s chen  
Form mit  r e e l l e n  Koef f i z i en ten .  

Es seien x~ x~, . . .  x reelle unbesehr~nkt  ver~nderliehe GrN~en. 
Ein Inbegriff  yon Wer tsys temen (x) ~--- (Xl, x~ . . .  x )  dieser 

Grsgen  werde ein e b e n e s  G e b i l d e  genannt,  wenn er aus den 
s~tmtlichen reellen LSsungen eines l inearhomogenen Gleichungs- 
systems mit reellen Koeffizienten besteht ; oder, um , innere"  Eigen-  
sehai%en .zu Grunde  zu legen~ wenn :  

1 o neben (x) - -  (xl ,  % ~ . . .  x )  auch allem al X (x) = (X x; ,  X x,~, . . .  ), x )  
ihm angehsrt ,  wo k jede beliebige reelle Zahl, 

2 0 neben (x) = ( x , , x ~ , . . .  x ) ' u n d  (x') ~ -  (x~, x ; , . . ,  x ' )  auch 

aliemal (x -@ x') = (x~ .-~ x'~ , x s @ x; ,  . . . x --t- x:)  ihm angehSrt. 
Gibt es in einem ebenen Gebilde ein System yon k, aber 

kein System yon/c  or- 1 l inearunabhgngigen Wertsystemen~ so werde  
Is als die S t u f e n z a h l  des ebenen Gebildes bezeichnet ( 0 ~ / c ~ ) .  

Nun  sei f ( x )  = f ( x l ~ x  e . . . .  x )  eine quadrat ische Form mit 
reellen Koeffizienten. 

Gibt es ein ebenes Gebilde ~t~ star% jedoeh keines ~ - 1  te~ 
Stuf% auf  welchem mit alleiniger Ausnahme des Wer t sys tems  
(0)~-- - (0~0~. . .0)  stets . f ~ 0  is% so s o l l =  der P o s i t i v r a n g  der 
Form f heil~en ( O ~ n ) .  

Gibt es ein ebenes Gebilde ~t~, Stuf% jedoeh keines v-@ 1 ~" 
Stuf% auf welehem mit alleiniger Ausnahme des Wer tsys tems  (0) 
stets f ~ O  ist, so soll ~ der N e g a t i v r a n g  der F o r m f  heilaen~), ~) 
(o<~<~0. 

w 2. Z u s a m m e n h a n g  mit  der a l g ebr a i s che n  Def in i t ion  yon  r. u n d  4. 

Das Tr~tgheitsgesetz dot quadratisehen Formen  nimmt in 
unserem Zusammenhange  die folgende Gestalt a n :  

M a n  f t i h r e  d u r c h l i n e a r h o m o g e n e T r a n s f o r m a t i o n  
m i t  n i c h t v e r s e h w i n d e n d e r  D e t e r m i n a n t e  u n d  r e e l l e n  

6) Dal~ die Zahlen n und ~ gegeniiber linearhomogener Transformation mlt 
nlchtverschwindender Determinante und reellen Koeffizienten invarlant sind, Hegt 
bei dieser Art der Definition unmittelbar auf der Hand. 

7) Ist n = 4, und sind xl, x2, xa7 x 4 homogene Koordinaten der Punkte des 
Raumes, so teilt die Fl~che 2. Ordnung . f ~  0 den ganzen Raum in zwei R~tume, 
die dutch f >  0 und f < 0 unterschieden werden. Die Zahlen z, ~ enthalten dann 
Aussagen tiber die Gestalt dieser R~ume. Bei einer elliptischen Fl~iche z. B. hat 
in dem einen Raume eine Ebene Platz, im anderen yon ebenen Gebilden nur ein 
Punkt; dem entsprechend hat von den Zahlen 7:. und v eine den Weft 3, eine 
den Wert 1. Bei einer hyperbolischen Fl~che hat in jedem der beiden R~ume 
eine Gerade Platz, aber keine Ebene: z ~ 2 , ~ 2 .  Entsprechend bei den Kegeln, 
II. S. ~V. 
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K o e f f i z i e n t e n  n e u e  V a r i a b e l e  x' l ,x '2~. . .x '  ~ ein .  W i r d  
h i e b e i :  

/(xl, x)  = A  z:)--/2 
w e l l  u n d f ~  p o s i t i v  d e s  F o r m e n  i h r e r  ~ resp .  v 
V a r i a b e l e n  s i n d ,  so s i n d  d i e  Z ~ h l e n  rc u n d  ~ d e r  
P o s i t i v r a n g  u n d  N e g a t i v r a n g  d e r  F o r m 3 " ( x l ~ x s ~ . . . x ) .  

Beweis: Dutch das Gleichungssystem 

x '  " = - =  ~+1 --- O, x~+ 2 O~ . . . .  ~ 0 

wird ein ebenes Gebilde ~t~, Stufe definiert. Auf demselben ist 

f (x) -~-f ,  (x'~, x'2, ... x'),  also s t e t s f  (x) ~ 0, und nur dann f ( x ) =  0, 
wenn 

ist; in diesem letzteren Falle ist aber wegen (a) und (b) auch 
(x) ~ 0. Damit ist die Existenz eines ebenen Gebildes ~er Stllfe 
nachgewiesen, auf welchem durchaus f ~  0~ mit alleiniger Aus- 
nahme des Wertsystems (0). 

Angenommen nun, es gebe aueh ein ebenes Gebilde ~-J-1 ~ 
Stufe @, auf welchem durchaus f ~  0 mit alleiniger Ausnahme 
des Wertsystems (0). Dann sei @* das ebene Oebilde n - - = t ~  Stuf% 

t ! welches dutch das Gleichungssystem x I ~ 0~ x. 2 ~- 0~ x' ~ 0 de- . ' * . - T - -  

iqniert ist. Da die Stuf'enzahlen yon @ und @:~" eine Summe ~ n 
haben, gibt es ein yon (0) verschiedenes Wertsystem (~)~ welches 
den Gebilden @ und @* gemeinsam ist. Es sol (~') das ent- 
sprechende Wertsystem der neuen Vari~belen. Man hat dann einer- 
seits f ( ~ ) ~ 0 ~  da (~) auf ~ liegt und yon (0) versehieden ist; an- 
derseits, da (~) auf ~ liegt, f ( ~ ) ~ - - f 2  (~+~, ~'~+.,,..- ~'=+.), also 
f(~)  ~ 0 .  Die Annahme hat also einen Widerspruch ergeben. 

Damit ist der Satz ffir ~ bewiesen. Fttr v folgt er aus der 
Bemerkung, dal~ der Negativrang yon f der Positivrang yon - - f i s t .  

Die Ausfiihrungen dieses w dienen lediglich zur Herstellung 
der Verbindung mit der algebraischen Theorie und w e r d e n  im  
F o l g e n d e n  n i c h t  b e n f i t z t .  

Bis hieher k~nnte tibrigens die quadratische Form durch 
eine F o r m b e 1 i e b i g e r O r d n u n g mit reellen Koeffizienten er- 
setzt werden. 

w 3. r~+~.=- Rang p der F o r m  fi 

a) Der Inbegriff derjenigen Wertsysteme (~), welehe die Be- 
dingung : 
(1) f ( x - 4 - ~ ) = f ( x  ) identisch in (x) 

erfitllen, werde d i e  S p i t z e  d e r  F o r m  f g e n a n n t  und mit 
bezeichnet. Man kann ~ auch durch die Bedingung: 
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(2) f ( x  -}- ~) -----f(x) @ f ( c )  identiseh in (x) 

definieren; die ~lbereinstimmung beider Definitionen beruht darauf; 
dug sich aus jeder yon ihnen: 

(3) f (~) = o 
ergibt, indem man (x)~---(~) eintr~gt, s) 

D i e  S p i t z e  | i s t  e i n  e b e n e s  G e b i l d e .  Denn vermSge 
der Identitat : 

(4) / (x @ y) ~--- f (x) 2 c- 2 f (x, y) -J- f (y) identiseh in (x) und (y) 

- -  wo f (x, y) = x 1 A  (Y) -J- x~/2 (Y) "J-" " "-~ x .  f .  (~), f~ (x) - -  1 3 / (x) 
2 0x  i ' 

und also f (x, y) = f (y, x) --- erkenn~ mar  eine dritte Definition 
von ~ ,  namlich dureh dis Bedingung: 

(5) f ( x ,  ~).= 0 identiseh in (x), 

d. i. durch das linearhomogene Gleichungssystem: 

(6) A (~) = o , f ,  (~) = o , . . .  A (~) = o. 
Ist nun | yon der Stufe n- - -p ,  also d a s  Gleiehungssystem 

(6) vom Range p, so heigt p der R a n g  d e r  F o r m  f .  9) 
b )  B o w e l s  f f i r  ~-@~_~?.  Es kommt blog darauf an~ ein 

ebenes Gebilde p - - r .  t~ Stufe zu konstruieren (~" unten), auf 
welehem durehaus f ~  0 mit alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0). 

Es  s e i  ~ e in  e b e n e s  G e b i l d e  m s g l i e h s t  h o h e r  
(~t~) S t u f e  v o n d e r  B e s e h a f f e n h e i t ~  da[3: 

(7) f ( a )  > 0 ftir alle (e) yon e auger (0). 

Der Inbegriff allot Wertsysteme ( ' ) ,  welehe die Bedingung: 

(8) f ( ~ - l - ; ' ) : - f ( a ) - l - f ( d  ) ffir alle (e) aus e 
erfttllen, werde d a s  zu  ~ in  B e z u g  a u f d i e  P o r m f p o l a r r e -  
z i p r o k e G e b i I d e genannt und mit ~'  hezeichnet. 

~' e n t h ~ t l t  a l l e  W e r t s y s t e m e ( a )  d e r S p i t z e  ~ ;  denn 
ftir diese gilt (2), umsomehr also: 

f(s .J-a)~---f(z)-J-f(~) ftir alle (a) yon ~. 
h a t  m i t  s e i n e m  p o l a r r e z i p r o k e n G e b i l d e ~ ' k e i n  

W e r t s y s t e m  a u g e r  (0) g e m e i n ;  denn ffir (a')-~-~(a)ergibt (8): 
f ( s )  = 0 im Widersprueh mit (7). 

~) Oaer ,.. B. (x)~ (0) in (1) und (x)~--(~) in (2). 
9) Die Bedeutung yon p als der kleinsten Zahl von VerRnderlichen, auf 

die man f durch linearhomogene Transformation mit nichtverschwindeader De- 
terminante briagen kanm ergibt sich yon hier aus dutch die folgende einfache 
Bemerkung. Ist ( x ) =  (,~) X @ . ,  . - ~  ([) Z @  (p) R @ . , .  -~- (-c) T eine solche Trans- 
formatlon, so ist dafiir, dug f ( ( ~ ) X @  .. . .  -t-(z) T) yon den u R . . .  T 
Unabh~ngig wird, offenbar notwendig und hinreichend, dal3 (p),. �9 (~) d i d  Eigen- 
schaft (1) haben, d. h. zu ~ gehSren. Ihre Anzahl ist also im boston Falle gleich 
der Stufo von ~,  d. i. ~,--p;  die Anzahl der verbleibenden Variabelen X-,. , .  Z 
also p. 
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D a s  zu  ~ p o l a r r e z i p r o k e G e b i l d e ~ ' i s t e i n e b e n e s  
G e b i l d e  d e r  S t u f e  n - - r : .  Denn vermSge der Identitiit (4)er- 
kennt man eine zweite Definition yon ~', n~tmlieh dureh die Be- 
dingung : 
(9) / ( a , ~ ' ) = 0  far alle (Q aus @; 

damit aber diese Gleiehtmg ftir alle (a) yon @ bestehe~ ist hin- 
reiehend, dal~ sie fiir r, linearunabh~tngige (s) aus @ erftillt sei; mit- 
hin ist @' dureh ein System yon = linearhomogenen Gleiehungen 
bestimmt~ ist also ein ebenes Gebilde yon m i n d e s t e n s n - -  r. ter 
Stufe. Anderseits ist~ da @ und @' kein Wertsystem auger (0) 
gemein haben, die Summe ihrer Stufenzahlen h~ehstens gleieh ~ 
also die Stufenzahl yon @' h 5 c h s t e n s n - -  r,. 

Es  i s t  f ( a ' ) < 0  f t i r  a l l e  (s') aus @'. 
Beweis: Gesetzt~ es gebe ein Wertsystem (z') auf @'~ ftir welches 
f (s') > O. Dann durehlauft 

= x + (-:), 

wenn ~, alle reellen Zahlen und (s) alle Wertsysteme yon ~ dutch- 
l~tuft, ein ebenes Gebilde r, ~ l te~ Stuf% da @ und @' kein Wert- 
system auger (0) gemein haben. Naeh (8) ist aber: 

f (-q) = f  ((s') },) --J-f (e), 
mithin : 

f ( ~ )  > 0 far alle (-,~) auger (0), 

was jedoeh bei einem Gebilde yon ht~herer als ~te~ Stufe nieht 
stattfinden kann. 

.f(s')~-~-0 g i l t  n u r  f i i r  d i e j e n i g e n  (~') von@' ,  w e l c h e  
d e r  S p i t z e  ~ a n g e h S r e n .  
Beweis : Sei (@ ein Wertsystem yon @'~ ftir welches f 0o) ~ 0. Dann 
ist auch 

(~') = (~,) § ~ (~') 

f~ir jede reelle Zahl ~, und jedes (s') yon @' ein Wertsystem yon 
@'~ mithin : 

f ( ~ ' ) ~ O .  

Naeh der Identit/~t (4) ergibt dies f~ir jedes (e') aus @': 

gJ , / (%e ' )@k~ < 0  ftir alle },. 

Dies ist nur miSglieh: wenn der Koeffizient yon X versehwindet: daher 
ist : 
(a) f(cu, ~ ' ) =  0 fat" alle (a') yon @'.  

Anderseits wird die Tatsaehe, dais (to) auf @' liegt, nach (9) aus- 
gedrtiekt dm'ch : 
(~) f (m ,  a ) =  0 far alle (s) yon @ 
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Aus (a) und (~)folgt abet:  

f(,o,~_i) 0 far jedes (~) aus ~ und jedes (~:)aus ~', d. i . :  

f(r x ) =  0 identiseh in (x). 

Nach der Definition ( 5 ) y o n  | gehSrt also ((0) zu ~.  
E s  s e i  @" e i n  e b e n e s  G e b i l d e  m S g l i c h s t  h o h e r  

: S t u f %  w e l c h e s  in  @' e n t h a l t e n  i s t  u n d  m i t  | k e i n  
W e r t s y s t e m  a u g e r  (0) g e m e i n  ha t .  

Dann ist f (~") < 0 fttr alle (s") yon ~"  auger (0). Die Stufen- 
zahl yon @" ist die Differenz aus den  Stufenzahlen yon ~' und ~ ,  
betragt also p - - = .  Mithin ist p - - r . ~ v ~  d. i.: 

c) B e w e i s  f i i r  ~ - ~ - v ~  p. , 

Es  s e i ~  e i n  e b e n e s G e b i l d e  m g g l i c h s t  h o h e r  (v t~') 
S t u f e  y o n  d e r  B e s c h a f f e n h e i t ~  d a b :  

(10) f ( ~ )  < 0  far alle (~) v o n @  aui~er (0). 

Dann haben zuvSrderst wegen (7) und ( 1 0 ) d i e  Gebilde @ und 
kein Wertsystem auger (0) gemein. I s t  ferner (e) ein :be- 

liebiges Wertsystem aus @: (}) ein beliebiges aus ~, so kann (e-~-~) 
hie zu ~ gehSren: es sei denn das YVertsystem (0); andernfalls 
namlieh wttrde (1) fttr (~) --=- (~) -~ (~) und (x) ~ - -  (~) ergeben: 
f (~)~- f (~) .  Demnach ist die Summe der Stufenzahlen von @: 
und  | nieht grSger als ~b u -~ ~ -~- 0~ - -  P) _~ ~, d. i. : 

D i e  Z u s a m m e n f a s s u n g  y o n  b) u n d  c) e r g i b t  s e h l i e ~ -  
l i e h :  ~: ~-~ ~ ~. 

An diese Betrachtungen mSchte ieh n0ch zwei Bemerkungen 
kntipfen. 

el) U m k e h r u n g  zu  w 2. 
Da 9 -  = ~ v ist~ hat ~" die Stufenzahl v~ u n d  dieser Urn- 

stand liigt sich zur Umkehrung des in w 2 er(~rterten Satzes be- 
niitzen: Die gegebene Form f babe den Positivrang = und den 
Negativrang ~; es soll gezeigt werden~ dab sieh f !n die 1. e. 
:n~ther erkl~trte Gestalt f l - - f 2  setzen l~iI]t:: . : ': 

Zu dem Ende:w~thle man : ein b e l  i e b i g  e s ebenes Gebitde 
~en v o n d e r  = Stuf% auf welchem mlt alleiniger Ausnahme des 

Wertsystems (0) stets f ~ : 0  i'St, und konstruiere ein:~" wie oben (b). 
Haben  nun ~ '  Uhd ~ die ;friihere Bedeumng~ und  bezeichnen: (~.), 
(~');:(~"), (~)Wertsysteme aus resp, ~ ~ ' i  ~"~ ~ so kann je~es 
Wertsystem (x) auf e ine-und nur ieine Weise i n  die Ges t a l t  

Monatsh. fiir Mar u. Physik. XVI. Jahrg. 16 
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(x)-----(~,-~-~')~ weiter dieses (s') auf eine and nur eine Weise in 
die Gestalt ( s ' ) =  ( s"@ z) gesetzt werden, u n d  man hat: f(x) 
= f ( a  -q-- a') = 7 ( ~ )  @ f  (z') =f(z)-~f(z" @ a) ~--- ]'(s) @ f  (a"),d: i, 

: f ( , )  = f ( ~ )  + f ( ~ " ) ,  
womit  die gewtinsehte Darstellung im wesentliehen erreieht ist. 
Haben n~mlieh @: @" und ~ die Parameterdarstellungen: 

(~) = (~)1 xl §  + (~).~ x;, 

(~") = (~L+I x2+i + . . . §  (~),~+ x~+, ,  
X I n~ 

r r mit den Parametern x i . . . .  x~ so ist 

(x) = (~), xl + . -  +:(~),~ x; 

eiile Transformation mit niehtverschwindender Determinante (vgl. c)) 
l i nd  w e i l n  

- -  ~ �9 r p, 
f ( ~ ) - - f  ((~)1 Xl -~- " " " -~- (~)~ X ) = A  (Xl ' ' ' "  XJr)' 

f (~tt) = / ( : ( ~ ) ~ - { -  1 X; -~ I  + ' ' *  + (~)~-4-~, X ;~ - ; )  = - - A  (X~ -t- 1N'" "*;-~- ~,) 

gesetzt wird~ sind f l  und f~ positiv definite Formen ihrer = resp. 
Variablen~ und man hat: 

f (x)  = Z  (x;, ... ~2) - - A  (x;,+,, �9 �9 ~2+,)- 

Im folgenden wird ttbrigens diese Umkehrung ebensowenig 
bentitzt wie der Satz aus w 2 selbst. 

, iV) D i e  Z a h ! e n  r. ~ u n d  ~ .  
Bisweilen (s. w 7) empfiehlt es sieh, an Stelle yon (~: v )der  

Form f ein anderes Zahlenpaar (=~: ~*) zuzuordnen~ welches durch 
folgende Bedingungen definiert ist: Es gebe ein ebenes Gebilde 
~.to~ aber keines ~'~@- 1 t~ Stufe, auf welchem durehaus f >  0 2 
Und es gebe ! ein ebenes Gebilde v'~t~ aber keines 9~--~ lt~ S-role, 
auf welchem durchaus f_=< 0. 

Diese neuen Zahlen hangen mit den alten in der Weise zu- 
sammen,, dal~ : 

~* = ,, - f -  ( n  - -  p) = ~.~ - ~ ,  

Beweis: Es sei @ ein ebenes Gebilde =t~ Stufe, auf welchem mit 
alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0) durehaus f >  0; ferner 
sei ~ die Spitze der Form f ;  dann haben @ und ~ nur das 
Wertsystem (0)gemeii l .  Durchlauft nun (~) alle Wertsysteme 
yon @ u n a  (z)alle Wertsysteme von ~,  so durehlauft (z-J~-z)ein 
ebenes G~bilde = @ (n ~: p)t~, Stufe, auf welehem wegen (1) dure h- 
a u s : f ~  0. Mithin ist =* > =--~- ( n - -  p). 
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Anderseits sei ~* ein obenes Gebilde ~ Stuf% auf  welchem 
durehaus f > 0, ~ ein ebenes Gebilde v t~ Stale, auf welehem mit 
alleiniger A~nahme: des Wertsystems (0) durchaus f ~  0; dann 
haben ~* und ~ nur das Wertsystem (0) gemein~ da f nieht zu- 
gleieh ~ 0 und .~  0 sein kann. Folglich betr~gt  die Summe 
~ : * ~  v ihrer Stufenzahlen hSchstens n, so da~ 7:*_<_ n---~.  

Fiir v* wird der Beweis analog gehihrt 7 oder auch auf den 
fiir ~* zurilekgefiihrt 7 indem man f durch - - f  ersetzt. 

w 4. D i e  F u n k t i o n e n  ~ (t) u n d  v (t); H i l f s s a t z  f iber  d e n  Rang ~ (t). 

Um den Pos i t iv -and  Negativrang der Form f zu bestimmen 7 
ist es yon Vorteil:, f als Element der Formenschar mit dem reellen 
Parameter t: 

f (x) - -  t (x), 

wo F irgend eine positiv definite Form bedeutet~ zu betrachten 
und zuvSrderst den Positivrang 7: (t) und Negativrang ~ (t) der Form 
f - - t  F als Funktionen yon t zu studieren. 

Die Summe dieser beiden Funktionen ist nachw 3 stets gleich 
dem RanGe ~ (t) der Form f - -  t F. Dieser ist nach der Definition 
in w 3, a) gleich dem Range des Gleichungssystems: 

(11) A ( x ) - - t l ~  (x)=07  J 2 ( x ) ,  t ~ u ( x ) = 0  . . . .  f ~ ( x ) - - t  F= ( x ) = 0 ,  

1 O F  Es ist also stets ? ( t ) <  n. Die Werte  t ferner w o F ~  2 ~x~ - -  

far welche ~ ( t ) ~  n ist, sind die reellen Wurzeln der Gleiehung: 

a l l - - t A l l  7 a l~- - tA12 ~ . . . a l ~ - t A l ~  

(12) a ~ l - - t A ~ l ,  a2~--tA2~ , . . a  2 ~ - t A  2~ i = 0 '  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  i t a l - - t A  1 , a ~ - - t A ~ 2  ~ . . . a  - - tA ,~  n 

1 ~ f  1 ~ F  
wo 2 und also % ,  

= A~i ~ sic sind daher nur in endlicher 1~ Zahl vorhanden; insbe- 
sondere in der Zahl 0 7 falls (12) keine reellen Wurzeln haben sollte. 

Es sei t =  a eine ~f~ch~ reelle Wurzel der Gleichung (12)7 
wobei ~ 0 .  Bildet man das Gleichungssystem (11) ffir t = a -  

(13) . f~ (x ) :~  a F,  (x), f2 (x) --" a F 2 ( x ) . . . f =  (~) = a ~ (x), 

so h~ingt die Anzahl n - - p  ( a ) d e r  linearunabhangigen LSsungen 
dieses Gleichungssystems aufs engste m i t  der Multiplizitat a 

~o) Der Grad der Gleichung (12) betragt n, da F definit; es genligt al3er 
f'tir das Folgende, festzuhaltea, daft er ~ n, und dal~ (12) keine Identit~t: 

16" 
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der Wurzel a zusammen. Die eine Halite dieses Zusammefihanges 
enthi~lt der 

H i l f s s a t z :  ~ n - - p ( a ) .  

Beweis: Es seien (a), ( a ' ) , . . .  n - -  p (a) linearunabh~,ngige LSsungen 
voTi ( 1 3 ) , - u n d  (~)~ (~ ' ) , . . .  P0~) derart gew~thlte Wertsystem% 
dai~ in ~a), (a') (~), (~')~ . . .  n linearunabh~tngige Wertsysteme 
~orliegen. Dann ist : 

a ~ t A n ~  , a e - t A ~ , . . . a  - - tA  ~[ la,a:,"L~,~:~,"" 

IA Ca)-- t F 0),:f,~(a')-- t J,: (a'):,;. ~ f~ (~) t I~  (~),/~ (~') - t ~ (g), ...! 

Tragt  man in die rechtsstehende Determinante die durch (13) gege- 
benen Werte : 

( a  t) Z a . F  1 ( { ~ ' ) , A  ( a ' )  : ~ P 2  ( ( ~ ' ) , ' " "  ~)~:~ ( a ~ ) ' =  a I~: ( a ' ) ,  

. . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  

ein~ so erhi~lt: jede der ersten n - - - ? ( a )  Vertikalreihen den Faktor  
a -  t. Folglich ist die erste Detcrminante linker Hand~ d. i. die 

�9 linke Seite der Gleichung (12), dutch die n - - , ~ ( a )  te Potenz dieses 
Faktors teilbar. 

Im folgenden werden yon der Funktion ?( t )b lo l~  die in 
diesem w besprochenen :Eigenschaften bentitzt. 

w 5. D i e  v i er  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  der  F u n k t i o n e n  
(t) und  "~ (t). 

Die Funktionen ~(t) and v ( t ) s i n d  eindeutig mit reellen ~l) 
Werten definiert far ul[e reeIlen Werte yon t und besitzen die 
folgenden vier Eigenscha.ften~ 1~) welche slch in w 6 auch als charak- 
teristisch erweisen ~verden. 

I. Bezeichnet man ihre Summe mit  ?(t)~ so i s t  

w e n n t  eine =~r Wurzel tier Gleichung (12) ist; und zwar auch 
im Fatle ~ ~--- 0. 

:~ ~1)Da~ die Funktionen nut ganzzahliger, offer d~l] sie nut endlich vieler 
versehiedener Werte ffi~hig sin(i, wir d in alas System churakteristischer Eigea- 
schaft0n nieht  a~fgenommen. 

i~) Davon sirid IL, IlI., IV. ge~eirlsch evident. 
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Diese Eigensehaft ist in w 4 vollst~ndig naehgewiesen worden . . . . .  

II. Sie sincl monoton : aus t~ < t 2 fo!gt ~ (tl) > ~ (t2) , v ( t i ) ~  v (t2). 
Denn es ist: ( f  t 1 F) ( f - -  t2 F )  - -  (t 2 t 1) F ~ >  0 f.~r ( @ - ( 0 ) .  

Den Eigensehaften I I I  und IV werde die folgende ErSr- 
terung vorausgesehiekt~ welehe den Umstand zur Geitung bring b,,' 
dag die quadra~isehen Formen s t e t i g e  F a n k t i o n e n  sin& 

Da proportionale Wertsysteme tier (x) Funktionswerte vom 
selben Vorzeiehen liefern, genttgt es; statt eines ebenen Gebildes 

blol~ seinen Sehnitt E mit der aus den reellen LSsungen der 
Gleiehung F ( x ) - - I  bestehenden Mannigfaltigkeit zu betraeh~en. 
Nun ist diese Mannigfaltigkeit F - - 1  im Endliehen gelegen ~3) lind 
abgesehlossen: das Gleiehe gilt daher far E. Da anderse i t s f  stetig 
is b gibt es unter den Werten. welehe f auf E annimmt, ei~aen 
grN3ten und einen kleinsten. Wir bezeiehnen dieselben mit: 

max. (~) und rain. ((~). 

Nunmehr ist eine Aussage wie ~.f t F ~ >  0 auf ~ auger (0)" 
gleielibedeutencl mit ,rain. ( ~ ) ~ t " ,  ebenso eine Aussage wie 
f - - t  F ~  0 auf ~ auger (0)" gleiehbedeutend mit ,,max. (~) ~ t", 
desgleiehen eine Aussage wie ,,/" t - P ~ 0  a u r a "  gleiehbedeutend 
mit , ,min.(~)~zt"  und eine Aussage wie , f  t F ~ O  auf ~ 
gleiehbedeutend mit ~max. (~)<~t" .  

Dies vorweggenommen~ iahren wir in der Aufz~thlung der 
vier Eigensehaften fort. 

1II. ~ ( @ c , c ) - - 0  7 v(  o c ) = 0 .  Wil l  sagen: es gibt einen 
Weft  g und einen Wert  h, soaal~ far t ~ y  stets ~ (t) 0 und fttr 
t < h stets v (t) - -  O. 
Beweis: Man braueht nut g ~ ' m a x .  (~,,) za setzen, wo ~ das 
einzig existierende ebene Gebilde n t~ Stuf% namlieh den Inbe- 
griff.aller reellen Wertsysteme; bedeutet. In der Tat~ fttr t ~ max. (~,) 
i s t f  t F ~ O  auf ~,~ mithin ~ ( t ) - - 0 .  Damit ist die eine 
H~lfte der Behauptung erwiesen. Die andere tt~lfte folgt aus dieser~ 

a~) Dies ist aach ohne Inanspruehi~ahme des algebraischen Hilfsmittel~ der 
l inearen Transformat ion leicht einzusehen. Betrachte t  man die Funkt ion  "F (x )  
auf  derjenigea Mam~igfaltigkeit, welche aus allen reellen L~Ssungen der Gle ichung 

g 2 2 x t -@ x~ - ~ , . .  ~ -  x,~ ~ , 1  besteht, so g ib t  es unter  ihren Wer ten  einen kleinston 

j~'~; denn die Mannigfal t igkei t  ~" ~ '~ x1-4-, x,~ ~ -  . . . @ x n --: 1 ist im Endl iehen gelegen 
und abge,~chlossen, die Funkt ion  F ( x )  stetig. Da  aber -~'(x) positiv definit, ist 

~ =  .2 fl F o 2> 0. N~m ist F ( x )  > Fo" auf  der Mannigfal t igkei t  x~ @ x 2 - ~ - . , .  - ~  xn ~ ~-~ 1, 

@ x ~ )  ft~r alle mSglichen Wertsysterae (x). mithin 1;'(x) > ,F o. (x~ -~- x~ . @ . , .  , 
2 2 ) _ _  /~ (x) ~ 1 kann  daher  nu t  s ta t thaben fiir : F o, (x] -~- x2 -~  . . .  ~ -  x~n -~ 1 oder, 

�9 " ~ / ~ ' o  
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indem man f (lurch - - f  ersetzt, oder kann auch analog bewiesen 
werden; hier geniigt h ~ rain. (@~)der gestellten Forderung. 

IV. Jede Stelle t o besitzt eine rechtsseitige Umgebung 
t o < t .<  t o --~ ~, in welcher darehaus ~ (t) > = (to) , und eine links- 
seitige Umgebung t o ~' < t <~ to, in welcher durchaus v (t) :> v (to). 
Beweis (ftir ~ ( t ) ) :  Es sei ~ ein ebenes Gebilde von de-r-Stufe 

(to) , auf welehem mit alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0) 
durchaus f - - t  o F >  0. Dann ist ra in .  (@) > to~ und man kann 
min. (@) -,-- t o ~t_ 8 setzen, wo 5 > 0. F(ir t < t o -~ ~, d. i. t < rain. (@), 
ist nun : f t F >  0 auf @ auger (0)~ mithin 7=. (t) mindestens gleieh 
der Stufenzahl =(to) yon @: ~:(t)>=(to) far t < t  o -~8 .  (Be- 
rticksichtigt man ftir die rechtsseitige Umgebung noch Eigen- 
schaft II:  so kann man sogar genauer sagen: r. (t) > ~: (to) f~ir 
t < t  O und = ( t ) ~ ( t 0 )  fiir t o < : t < t  o-~-8. Um aber alles aus- 
scheiden~ was neben Eigensehaft I[  tiberfltissig, wurde die obige For- 
mulierung der Eigensehaft IV vorgezogen.) 

w 6. D e r  v e r l a u f  der  Funktioneia ~(t) und ~ (t), ermit te l t  aus ihren 
v ier  charakter i s t i sehen  Eigenschaf ten .  

Durch die Eigensehaften I - - I V  sind nun die Funktionen 
7:(t) und v(t) vOllig bestimmt~ sobald die reellen Wurzeln der 
Gleichung (1.2) und ihre Multiplizit/tten bekannt sind. In der Tat 
werden wir jetzt die Bestimmung der Funktionen durchftihren, 
o h n e  a u f  i h r e  B e d e u t u n g  f i i r  d i e  q u a d r a t i s c h e  F o r m  
f - - t F  z u r i i c k z u g r e i f e n .  

Ist t o ein Wert~ ftir den p (to)-~-~'~ ist~ so gibt CA eine b e i d- 
s e i t i g e Umgebung yon t o, in weleher w (t) und v (t) konstant sind. 
Dies folgt aus I, II, IV durch die folgenden Schliisse. Es gibt 
nach I I  und IV eine beidseitige Umgebung yon to, in weleher 
durchaus ~r(t)>__ ~ (to) , v ( t ) > v  (to) , mithin p (t)>_p (to) ist. Da aber 
naeh Vorausse~ung p (to) = n und naeh I p (t) < n~ sind die Zeiehen 
::> ungfiltig und man hat = ( t ) :  = (to) , v ( t ) ~ ( t o )  , w. z. b, w. 

p (t)~---n finder aber naeh I start f~ir alle Werte t~ welche 
der Gleichung (12) n i e h t  geniigen. Sind also 

a < b < c < . . . ~ d ~ e  

die yon einander versehiedenen reellen Wurzeln tier Gleiehnng 
(12), und betrachtet man die Intervalle 

( ~ ,  ~), (~, b), (b~ ~), . . .  (d, ~), (~ § ~ ) ,  
bezw., falls (12) keine reellen Wurzeln haben sollte, das eine In- 
tervall ( - -  ~ ,  -~- ec)~ so ist i m I n n e r  n dieser Intervalle durehaus 

(t)  = ~. 
Diese beiden Tatsachen gestatten den Sehlul~ dal~ im Innern 

eines jeden dieser Intervalle =(t) und v (t) konstant sind. Denn 
sind t~ < t~ irgend zwei Werte im Innern eines und desse!ben 
Intervalls i so betrachte man die obere Grenze t o derjenigen unter- 
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halb t~ gelegenen Werte t, fiir welehe ~: (t)-~-7: ( t l ) .  D~nn liegt 
auch t o im Innern des IntervMl% und es ist daher p (to) ~--- n. Folg- 
lich gibt es am t o eine beidseitige Umgebung, in Welcher v.:(t) 
konstant ~---T: (to) ist. Dann mug aber nach dem Begriffe der oberen 
Grenze einerseits ~ (to) -~- ~ (t,), anderseits t o ~ -  t~ sein~ sodag sich 

(t~) ~ ~: (t~) erweist. Da ferner f) (t~) ~ ? (t~) ~ n, ist auch v (t~)=- 
= v (tl). 

Die Werte yon ~ ( t ) and  v (t) im Innern der beiden Inter- 
valle ( - -0% a) und ( e , - [ - ~ )  ergeben sich aus III  in Verbindung 
mit der Tatsache p (t)~-~-n. Und diese Werte zeigen noch, dag  
jedenfi~lls diese beiden /tul~ersten Intervalle yon einander versehie- 
den sind~ also die Gleiehung (12) mindestens eine reelle Wurzel 

besitztl3etrachten wit endlich zwei aufeinanderfolgende Intervall% } 

so hat im Grenzpunkte zwischen ihnen wegen IV und II  T: ( t )den-  
selben Wert wie im zweiten, v (t) denselben Wert wie im ersten 
,yon ihnen. 

ttiernaeh kann nun der Verlauf der Fanktionen ~ (t) und 
(t) dargestellt werden dutch das folgende Schem% in  welehem 

a~ ~ c, . . .  b~ t reelle Zahlen bedeuten. 

| 

ist r , ( t ) - -  [ n n - - a  n - - a  ~ - - a  b n - a - - b  n a - - b - - r  i . . .  

i I ist ~ ( t ) - -  0 0 a a a - t - l )  a - ~ b  

t - - e  e ~ t  

n a - - b  c . . .  b r 

a + ~ + c ~ . . . T b  
n - - a - - b  c - - - . . .  - - b  e 

a + b + c + . .  + b + r  

Darin bestimmen sich die Werte % b, q . . .  b, e, wie folgt. 
Da nach III  s (@ o c ) - - 0  ist, erweist sich zun~tchst: 

(14) a-@ b -~- C @ �9 .- -t-- b -~- e - -  n. 

Ferner ergibt die Gleichung u ( t ) + v  ( t ) -=?  (t) ftir t -  a, b, 
c~ . . . d ~  e : 

(15) n a - = p ( a ) , n - - 5 - - p ( b ) , . . ,  n r  

Sind nun 
% ~ "5 . . .  g, ": 

die Maltiplizitiiten der Warzeln a~ b, c, . . .  d~ e~ so ist einerseits: 

(16) ~ @ ~ - q - 7 @ ' " ~ - g @ e < n ,  
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anderseits :nach I :  

(17) ? ( a ) ~  n ~  a, p (b) ~ n --:~;.  p (e)=~= n --~.  

Da nun nach (15) und (17) : ~z ~ a~ ~ ~ l~, . . . ~ > c ist, lassen 
sich (14) und (16) nur so vereinigenT-dal~ - -  

(18) 
{Werden diese Wer te  in das Schema einge~i'agen, so vermag 

man den Verlauf der Funktionen r. ( t )und ~ (t)vollkommen zu 
fibersehen i wen n :die reeilen Wurzeln der Gleiehung (1.2) mit ihren 
Multiplizitgten bekannt sin& Man kann das Resultat ia den Satz 
fassen ! 

A. ~(t) ist  d i e A n z a h l  d e r j e n i g e n  r e e l l e n W u r z e l n  
d e r  G l e i e h u n g  (12), w e l c h e  ~ t  s i n d ,  ~(t) d ie  A n z a h l  
d e : r j e n i g e n ,  w e l c h e  ~ t  s in& w o b e i  j e d e  ~ u  m i t  
i h r e r  M u l t i p l i z i t g t  in R e c h n u n g  zu s t e l l e n  ist .  

Geht man auf die Bedeutung der Funktionen ~ (t) und v (f) 
far' die Form f - - t F  zurtick, So erhiilt man aus A. ftir t ~  0: 

B i ' D e r  P o s i t i v r a n g  ~ de r  F o r m f i s t g l e i e h d e r A n :  
zah l  d e r  p o s i t i v e n ,  d e r  N e g a t i v r a n g  ~ ,g l e i ch  d e r  An- 
z a h l  der  n e g a t i v e n  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g  (12)~ j e d e  
Wu!rze l  n a c h  i h r e r  ~ I u l t i p l i z i t ~ t t  gez~thlt .  

Diese Anzahlen sind also ganz unabh~tngig yon der Wahl der 
Form /~' (x). 

Da der Satz B. ftir jede beliebige Form f gilt, umlaut er 
auch den  Satz A. 

Als Nebenresultate aber ergeben sieh die S~itze: 
C. D i e  G t e i e h u n g  (12 ) i s t  yore  G r a d e  ~, und  hat  

l ~ u t e r  r e e l l e  W u r z e l n .  Denn nach (18) und (14) is ta-}-}~--  

! D. Es  i s t :  ~ z = n - - p ( a ) ,  ~-~-~.~--p(b), = n - - - p ( e ) .  
Dieser Satz folgt aus (18) und (15)~ und stellt jene Verschgrfung 
d6s Hilfssatzes dar: welehe schon in w 4 angedeutet wurde. 1~) 

14) Diese Satze C. uud D. spielen in der . a l g e b r a l s e h e n  Theorie eine 
entscheidende 1~o116. Und in tier Tat, sind diese b e i d e n  Satze erst bekannt,  so 
fiihrt die folgende :einfache Be t raeMung artS Ziel. 

Es s e i  ~ a  die Spitze der Form. f - - -  a F  und (a) ein beliebiges Wertsystem 
von ~ a  (w 3, a), ebenso | die Spitze der Form f - -  b F u n d  (b) ein beliebiges 
Wertsystem yon ~b u, S. w., d. h. nach Gleichung (5): 

f (X, a) ~ a / ; ' ( x ,  el), f ( x ,  b) = b F(x ,  5), . . .  j ' (x ,  6) == e F ( x ,  6) identisch in (x). 

Setzt man in dor ersten dieser Gleichungen ( x ) = :  (u), so  ergibt sieh 
f ( a ) - - : a F ( a ) .  S e t z t  man in tier ersten Gleichung ( x ) - ~ - ( b ) ,  in der zweiten 
( x ) ~ ( a )  und bedenkt,  daf~ a und b verschieden sind, so erhellt :  f ( a ,  5 ) = : O ,  
F(a ,  15) ~ 0. Nach diesen und den analogen Gleichungen ist nun:  

(19) f ,(a q -  b q-  . . . - t- r ~_--~_ a F (g) - ~  b F (~a) -',v- . . . -!-. e F (r 
( c o )  F ( a + ~ + . . . + r  F(~)q- ~'(~)-~ . . . .  -~- ~'(e). 

Aus (20) ist ersichtlich, dai3 (a -~- b ,~- . . .  ~ e) fiur d~nn = (0) sein kann,  
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w 7. Deutung  der W u r z e l n  yon (12) als  Ma~tima und Minima 
von F u n k t i o n s w e r t e n .  

8ind a l > a 2 > . - - > _ _ a ,  sowie 'b t < b ~ < . . . < _ _ b  die n 
Wurze ln  der Gle iehung  (12), so kann  man  dem ~atze ,4. die fol- 
gende Fassung  geben : 
, Ftir  t < a  n ist:  ~ ( t ) ~ x ,  dagegen fiir t > a  : , ~ ( t ) ~ x ;  ftir 
t > b ist: ~ ( t )~_z ,  dagegen fttr t < b :  ~ (t) < x. 

W i r  fi ihren jetzt  an Stelle yon ~ (t) und ,~ (t) die Funk t ionen  
~* ( t )  - -  ~ (t)  § [ ~  - p ( t ) ]  - -  , :  - -  ~ ( t ) ,  
~*(t) - -  ~ ( t ) - t -  [~  ~ (t)]  = n ~ ( t )  

ein, deren Bedeutung  ffir die Fo rm f - - t  F aus w 3~ e) za ent- 
nehmen ist. D a d u r e h  g e w i n n t  der Satz die Ges ta l t :  

Far"  t < a  ist:  ~* ( t )~_x ,  dagegen  fttr t > a  : ~ * ( t ) < ~ , ;  
f t h - t > b  ist:  ~ * ( t ) > z ,  dagegen ffir t , Q b  : v * ( t ) ~ z .  

Nun besagt  abe t  ~ §  dal3 ein ebenes Gebi lde  ~ der 
z t~n Stufe exist iert ,  auf  welehem durehaus  f - -  t F >  0 oder, was 
dasseibe ist, rain. ( ~ ) >  t ist. 

Mithin ist a de-r-grSl3te Wert~ welchen min. (~) annimmt~ 
wenn (@)a | l e  ebenen Gebilde x t~ Stufe durchlauft .  Dieses Er-  
gebnis enthi~lt zwei Aussagen:  ers tens  gibt  es unter  den Wer ten ,  
~e l ehe  min. (~) annimmt ,  wenn (~) alle ebenen Gebi lde  x *~* Stufe 
durchlguff,  e inen  grSgten, den wit  mit  Max.  (min. z) bezeiehnen 
wollen;  zweitens besteht  der 

S a t z :  Max. (rain. z) = a .  
Ebenso gibt  es unter  den Wer ten ,  welehe max.  (~) annimmt~ 

wenn ~ alle ebenen Gebilde x ~ Stufe durchl~tuft, einen kleinsten~ 
den wir  mit  Min .  (max. z) bezeiehnen, und es ist: 

Min. (max - ~ ) -  b~. 
Ftir  z - - n  k o m m t  man auf  die bekannte  Bedeutung dec 

~tugersten Wurze ln  zurtick. V o n d e r  n t+~ Stufe n~tmlieh gibt  es 
na r  d a s  eine ebene Gebilde ~ ,  welches aus allen m(Sglichen reellen 
Wer t sys t emen  besteht, und man hat d a h e r  

a --- Max. (min. n) - -  min.  ( ~ ) ,  
b - -  Min. (max. n) - -  max.  ( ~ ) .  

wenn (a) - -  (o), (5) ~ o , . . .  (r =- (o). Wird daher ~a dargestellt dureh :(a) - -  (a')-~' 
_2. (a") ~" ~- . . . .  we (a'~. (a"), . �9 linearunabhii.ngige Wertsysteme und ~r  ~,,, . . 
tmabhlingigo -Parameter bedouten, ebenso ~v dareh: (~) -~- (b') ?8" -}- (b") ~"  @ . . .  
u. s:w., so miissen die Wer~systeme (a'), (a"), . . .  (br), {b"), . . .  linearunabh~ngig seln. 

Naeh den. "Siitzen C. uud D. ist abet die Anzahl dieser Wertsysteme 
gleich n. Man hat daher die linearhomogene Transformation mit nichtverschwin~ 
dender Determinante : (x) - -  (a') 9,t' ~- (a") 9~" @ . . .  -4- (b') !~' @ (b") ~"  Ay. . .  , und 
nach (19): 

f ( x ) - - a F ( a ' ~ ' @ a " 9 . i " @  . . . ) @  b F(b' ~ '  @ I f ' ~ " - j - . . . ) @  
. . .  + e ~ ' ( r  § 1 6 2  § . . . ) .  

Diese Gleiehnng ftihrt den Satz B. unmittelbar auf w 2 zuriickl. 


