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Uber quadratische Formen mit reellen Koeffizienten.

Von Ernst Fischer in Briinn.

Einleitung.
a) Die Klassifikation der quadratischen Formen

/(@) = 2 @5 % Oy,

von # Unbestimmten z,, 7,, . . . , mit reellen Koeffizienten ¢,, = a,;

ist aus zwei verschiedenen Gesichtspunkten vorgenommen worden,
welche hier kurz als der algebraische und der analytische
unterschieden werden mogen.

Die algebraische Einteilung rechnet zwei Formen dann
und nur dann in dieselbe Klasse, wenn sie gegenseitig auseinander
durch linearhomogene Transformation mit reellen Koeffizienten
hervorgehen. Es bilden dann die Formen:

) ) . ) . ) f[,V:‘O,l,Z,...n
e ta o gl ._.x,.,+v< w v <n )
ein volles System von Klassenreprisentanten, so daff die Klassen
durch die Zahlenpaare (=,v) charakterisiert erscheinen. Unter dem
einer einzelnen Form f zugehorigen Zahlenpaare (x,v) werde das
Zahlenpaar der Klasse verstanden, in welcher f enthalten ist.

Aus dem analytischen Gesichtspunkte dagegen werden
die Vorzeichen der Funktionswerte in Betracht gezogen,
welche die Funktion f annimmt, wihrend ihre Variabelen z,,,, ... z,
das Gebiet der reellen Zahlen durchlaufen. Danach werden dreierlei
Formen unterschieden: positiv definite, indefinite, negativ definite.

Diese beiden Einteilungen héngen aber mit einander zusam-
men, Die positiv definiten !} Formen sind die Formen der Klasse

(r=mn,v=0), die negativ definiten die der Klasse (= =10,v=1n),
die indefiniten die der iibrigen Klassen. So stellt sich die algebraische
Einteilung — der Sache nach — als eine Verfeinerung der analy-

tischen dar.
Hierzu ist aber Folgendes zu bemerken. Der analytische
Gesichtspunkt, die Funktionswerte und ihre Vorzeichen zu beachten,

1) Die Benennung ,definit“ wird hier stets in dem engeren Sinne gebraucht,
wonach f =0 nur fiir x; =y == - ==&, = 0 statthaft ist,
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ist nur ein ganz allgemeiner, welchem bestimmte Einteilungs-
grinde erst entnommen werden miissen. Ein solcher bestimmter
Einteilungsgrund ist der, welcher zu der erwihnten Dreiteilung
gefilhrt hat: man untersucht, welche Vorzeichen die Funktion f
iberhaupt anzunehmen vermag. Man kann aber dem allgemeinen
analytischen Gesichtspunkte sehr wohl auch andere und feinere
Einteilungsgriinde entnelimen, indem man beachtet, in welcher
Weise im Gebiete der reellen Verdnderlichen w,x,, ...z, die

Stellen verteilt sind, an welchen />0, und diejenigen, an
welchen /<0 ist. Und es wiire zu erwigen, ob nicht eine dieser
feineren analytischen Einteilungen sich mit der algebraischen —
der Sache nach — genau decken mag.

Dafi dies wirklich der Fall ist, leuchtet ein, wenn man die
oben angefiihrten Klassenreprésentanten der algebraischen Einteilung
ins Auge fafit: sie weisen deutlich genug darauf hin, wie man den
Begriff des einer Form f zugehorigen Zahlenpaares (r, v) analytisch,
aus Vorzeichen von Funktionswerten, verstehen kann.?) (§§ 1, 2.)

Insoferne dabei die Zahlen = und v an der einzelnen Form
konstruiert werden, gewinnt man eine willkommene Erginzung der
algebraischen Auffassung. War némlich die algebraische Klassifikation
gegriindet auf eine Beziehung zwischen zwei Formen derselben
Klasse, so dient als analytischer Einteilungsgrund eine Eigenschaft
der einzelnen Form, in welcher die Formen einer Klasse iiber-
einstimmen. Nun vermag freilich auch die algebraische Theorie in
ihrer weiteren Entwicklung die Klassen durch Eigenschaften der
einzelnen Form zu charakterisieren, und dies in vollendeter Uber-
sichtlichkeit, aber, wie ich meine, nie durch Eigenschaften von
selbstindigem Interesse, d. h. durch Eigenschaften, welche auch
dann bedeutsam erscheinen miifiten, wenn ihr Zusammenhang mit
der Klassifikation nach linearer Transtormierbarkeit noch nicht
bekannt wiire.

b) Es ist sodann interessant, mit einer derart verfeinerten
analytischen Auffassung auch dem weiteren Ausbau der algebraischen
Theorie zu folgen:

Die Frage nach der Klasse (x, v), welcher die Form f angehort,
ist enthalten in der Frage nach den Klassen, durch welche die
Form f—tF hindurchgeht, wihrend ¢ das Gebiet der reellen

Zahlen durchliuft; dabei bedeute F (x)::z 4;, x,x, irgend eine
1

positiv definite ') Form. Auf diese Frage antwortet die algebraische
Theorie durch den Satz, dab sich die Form f—¢ F durch linear-,
homogene Transformation mit nichtverschwindender Determinante
und von ¢ unabhingigen reellen Koeffizienten in die Gestalt

) Es handelt sich also z. B. daram, die reellkollineare Klassifikation
der Flichen 2, Ordnung zu griinden auf eine anschaulich-geometrische Bedeutung
der Zahlen =, v selbst; dies gelingt ohne Schwierigkeit, s. unten Fubnote 7).
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(@, — t)a2 -+ (ay — O @2+ .- 4 (@, — t) 2 iberfiihren lift, wo a,,
@y, . ..a_ die Wurzeln der Determinantengleichung |a,, ¢4, |=0

bedeuten. Danach sind die der Form f — ¢ F' zugehirigen Zahlen
n (¢), v (¥) identisch mit der Anzahl derjenigen unter den Wurzeln
Iy, @y, . .. @ , welche grofler resp. kleiner sind als £. Und ay,q,, ... @,

sind diejenigen Werte von ¢, bei deren Uberschreitung die Form
f—1t F aus einer Klasse in eine andere iibertritt.

Von diesen Tatsachen fillt in das Bereich der bisherigen
analytischen Auffassung bloB die Bedeutung der dufiersten Wurzeln
a, und a, (wo a, >a, >.-- >a, angenommen) als Maximum und
Minimum derjenigen Werte ¢, tiir welche die Form f— ¢ F' indefinit
ist. In das Bereich der verfeinerten analytischen Auffassung
fallen sie aber in ibrer Ginze. Es mufl daher gelingen, sie auch
unabhingig von der algebraischen Theorie aus dem analytischen
Ansatze zu entwickeln. (§§ 3—6.) Die Deduktion wird das algebraische
Hilfsmittel der linearen Transformation zu vermeiden haben, hin-
gegen von Stetigkeitsbetrachtungen Gebranch machen diirfen.

Die Rolle, welche, wie erwéhnt, @, und @, in der bisherigen

analytischen Auffassung spielen, kann ersichtlich auch so ge-
kennzeichnet werden: @, und ¢, sind das Maximum und Minimum

der Werte ¢, welche der Quotient U annimmt, wenn (2,,&,, .. . Z,)

F ‘ns
alle reellen Wertsysteme aufiler (0,0, ...0) durchliuft,?) oder aber
der Werte, welche f auf der aus den reellen Losungen der Gleichung
F =1 hestehenden Mannigfaltigkeit annimmt. *) In entsprechender
Weise mufl aus der verfeinerten analytischen Auffassung eine
Deutung der sdmtlichen Wurzeln e, a,, ...a, als Maxima

und Minima. von gewissen Funktionswerten erwachsen. (§ 7.)

In diesem Sinne soll nun im Folgenden der Versuch unter-
nommen werden, durch Wiederaufnahme des alten analytischen
Ansatzes der algebraischen Theorie eine analytische Nachbildung an
die Seite zu stellen.’) Denn man kann von den hohen Vorziigen

3) Qeometrisch ausgedriickt : Da proportionale Wertsysteme der Variabelen
Funktionswerte vom selben Vorzeichen ergeben, deute man a;, 2, .. .@, als homo-

gene Koordinaten eines Raumes von n— 1 Dimensionen und definiere den Wert
S (@ iag:--rx)), welchen die Form im Punkte (x,:x, :---:2,) annimmt, durch

Sfry, rge oo xy)
Sy iy izy) :m————m Dann handelt es sich um das Maximum

und Minimum der Werte, welche die Form im Raume annimmt. f—¢ F'==0 be-
deutet daun die ,Niveaufliche® f (2, :@y:---:2,)=1¢, und ¢t=a,,¢t==q, geben
die duBersten Niveauflichen, welche noch reelle Punkte besitzen.

4) Beweis mit den Mitteln der Lehre von Maximum und Minimum bei
C. Jordan, cours d’analyse, 2. éd., t. I, p. 892 und O. Stolz, Diff.-Rechn. I,
p. 248.

%) Der Aufbau der beiden Theorien gestaltet sich nicht parallel. Die
Sitze iiber die Gleichung | @, —tAy ‘ = 0, welche unten (Ende des§ 6) C. und D.

heifen, ergeben sich in der analytischen Theorie zuallerletzt, als Nebenresultate.
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einer Theorie durchdrungen sein, und doch noch den Wunseh haben,
zur Erginzung den Gegenstand auch von einer anderen Seite zu
beleuchten.

§ L. Der Positivrang = und der Negativrang v einer quadratischen
Form mit reellen Koeffizienten.

Esseien z,, z,, . . . , reelle unbeschrinkt verinderliche Grofien.

Ein Inbegriff von Wertsystemen (x)=(x,,,,...a,) dieser
Groflen werde ein ebenes Gebilde genannt, wenn er aus den
simtlichen reellen Losungen eines linearhomogenen Gleichungs-
systems mit reellen Koeffizienten besteht; oder, um ,innere“ Eigen-
schaften zu Grunde zn legen, wenn:

1%neben ()= (2, 2,, ... ,)auchallemal A (x) = (A2, h 2y, ... A2}
ihm angehirt, wo A jede beliebige reelle Zahl,

29 neben (z) = (,, 2, ...2,) und (') = (27, x,, ... %)) auch
allemal (z - 2") = (¢, + ', x, + %}, --- 2, -} ) thm angehort.

Gibt es in einem ebenen Gebilde ein System von %, aber
kein System von %4 - 1 linearunabhingigen Wertsystemen, so werde
k als die Stufenzahl des ebenen Gebildes bezeichnet (0 <Ck <#n).

Nun sei f(z) =/ (x,, 2, ...%,) eine quadratische Form mit
reellen Koeffizienten.

Gibt es ein ebenes Gebilde =tr Stufe, jedoch keines = -} 1t
Stufe, auf welchem mit alleiniger Ausnahme des Wertsystems
(0)=(0,0,...0) stets f>>0 ist, so soll = der Positivrang der
Form f heiflen (0 <w<w).

Gibt es ein ebenes Gebilde vier Stufe, jedoch keines v—|-1ter
Stufe, auf welchem mit alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0)
stets /<0 ist, so soll vder Negativrang der Form f heifen®), 7)
0 <<v<<w).

§ 2. Zusammenhang mit der algebraischen Definition von = und v.

Das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen nimmt in
unserem Zusammenhange die folgende Gestalt an:

Man fihre durchlinearhomogene Transformation
mit niechtverschwindender Determinante und reellen

%) DaB die Zahlen n und v gegeniiber linearhomogener Transformation mit
nichtverschwindender Determinante und reellen Koeffizienten invariant sind, liegt
bei dieser Art der Definition unmittelbar auf der Hand.

) Ist n =4 und sind @y, #;, 5, ¥, homogene Koordinaten der Punkte des
Raumes, so teilt die Fliche 2. Ordnung /==0 den ganzen Raum in zwei Riume,
die durch >0 und f << 0 unterschieden werden. Die Zahlen w,v enthalten dann
Aussagen iiber die Gestalt dieser Riaume. Bei einer elliptischen Fliche z. B. hat
in dem einen Raume eine Ebene Platz, im anderen von ebenen Gebilden nur ein
Punkt; dem entsprechend hat von den Zahlen = und v eine den Wert 3, eine
den Wert 1. Bei einer hyperbolischen Fliche hat in jedem der beiden Riume
eine Gerade Platz, aber keine Ebene: n==2,v=2. Entsprechend bei den Kegeln,
w8 ow.
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Koeffizienten neue Variabele z,x,,...2, ein. Wird
hiebei:

o — ’ s ’ . ’ W ’

S @@y ) =00 (@ 2 ) — S (g T

wo f; und f, positiv definite Formen ihrer = resp. v

Variabelen sind, so sind die Zahlen = und v der

Positivrang und Negativrang der Form f(z,,,...x,).
Beweis: Durch das Gleichungssystem

(@) =0z, ,=0..2=0
wird ein ebenes Gebilde =ter Stufe definiert. Auf demselben ist

f (@) =J, @, a,, - x,), also stets /' (¥) > 0, und nur dann f(z)=0,

wenn .
®) ¥ =0, &, =0...2,=0

ist; in diesem letzteren Falle ist aber wegen (#) und (6) auch
() =0. Damit ist die Existenz eines ebenen Gebildes ='er Stufe
nachgewiesen, auf welchem durchaus />0, mit alleiniger Aus-
nahme des Wertsystems (0).

Angenommen nun, es gebe auch ein ebenes Grebilde = 1t
Stufe €, auf welchem durchaus />0 mit alleiniger Ausnahme
des Wertsystems (0). Dann sei €* das ebene Grebilde 7 — =t Stufe,
welches durch das Gleichungssystem z; =0, z, =0, ... 2/ =0 de-
finiert ist. Da die Stufenzahlen von € und €* eine Summe > »
haben, gibt es ein von (0) verschiedenes Wertsystem (£), welches
den Gebilden € und €* gemeinsam ist. Es sei (¢') das ent-
sprechende Wertsystem der neuen Variabelen. Man hat dann einer-
seits f(§) >0, da (§) auf € liegt und von (0) verschieden ist; an-
derseits, da (£) auf € liegt, /(&) =—/4 (€, 1y & ppy - 8,1,), also
f(¢)<<0. Die Annahme hat also einen Widerspruch ergeben.

"Damit ist der Satz fiir = bewiesen. Fiir v folgt er aus der
Bemerkung, daff der Negativrang von f der Positivrang von — fist.

Die Ausfiihrungen dieses § dienen lediglich zur Herstellung
der Verbindung mit der algebraischen Theorie und werden im
Folgenden nicht bentitzt.

Bis hieher konnte iibrigens die quadratische Form durch
eine Form beliebiger Ordnung mit reellen Koeffizienten er-
setzt werden.

§ 3. =+ v= Rang p der Form f.

a) Der Inbegriff derjenigen Wertsysteme (c), welche die Be-
dingung :

1) f @@+ 6)=/(x) identisch in (x)

erfiillen, werde die Spitze der Form f genannt und mit &
bezeichnet. Man kann & auch durch die Bedingung:
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@) S (@ o)y=f ()4 f () identisch in (x)
definieren; die Ubereinstimmung beider Definitionen beruht darauf,
dafl sich aus jeder von ihnen:

(3) S (@) =0
ergibt, indem man (z) = (o) eintrigt.$)

Die Spitze © ist ein ebenes Gebilde. Denn vermige
der Identitiit:

(&) f@+9) =/ @) +2/@y)~+/)identisch in (2) und ()
—wo fa ) = i)+ s A e, ) @) = 2D,
und also f(z,y) = f (y, ) — erkennt man eine dritte Definition
von ©, ndmlich durch die Bedingung:

) J (%, 6) =0 identisch in (x),
d. i. durch das linearhomogene Gleichungssystem :
(6) Si(@=0,/;(0)=0,...1,(6) =0

Ist nun & von der Stufe n-—p, also das Gleichungssystem
(6) vom Range p, so heiflt p der Rang der Form f.9)

b) Beweis fiir n~4-v>p. Es kommt blofi darauf an, ein
ebenes Gebilde p — =t* Stute zu konstruieren (€ unten), auf
welchem durchaus /<0 mit alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0).

Es sei € ein ebenes Gebilde moglichst hoher
(ntr) Stufe von der Beschaffenheit, dali:

0 S (e) >0 fir alle () von € auber (0).
Der Inbegriff aller Wertsysteme (z'), welche die Bedingung:
®) Se+N=rF @)+ f(E) fir alle () aus €

erfilllen, werde das zu € in Bezug aufdie Form fpolarre-
ziproke Gebilde genannt und mit € hezeichnet.

€' enthilt alle Wertsysteme (s} der Spitze &; denn
fir diese gilt (2), umsomehr also :

fe+tao)=f ()4 f (o) fiir alle () von €.
€ hat mit seinem polarreziproken Gebilde € kein
Wertsystem aufier (0) gemein; denn fiir (¢)==(¢) ergibt (8):
f (&) =0 im Widersprueh mit (7).

8) Oder z. B. (#)=(0) in (1) und (x)=— (o) in (2).

® Die ‘Bedeutung von p als der kleinsten Zahl von Verinderlichen, auf
die man f durch linearhomogene Transformation mit nichtverschwindender De-
terminante bringen kann, ergibt sich von hier aus durch die folgende einfache
Bemerkung., Ist (@)= X-+---+ Q) Z-+ )R+ .- -+(x) T eine solche Trans-
formation, so ist dafiir, dab F((E)X-+---- 4 (x}T) voun den Variabelen E... T
unabhingig wird, offenbar notwendig und hinreichend, dab (p),...(r) die' Eigen-
schaft (1) haben, d. h. zu & gehtren. Ihre Anzahl ist also im besten Falle gleich
der Stufe von &, d. i, 2 —p; die Anzahl der verbleibenden Variabelen X,...Z
also p. o ' ’
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Das zu € polarreziproke Gebilde € isteinebenes
Gebilde der Stufe n—=. Denn vermdge der Identitit (4) er-
kennt man eine zweite Definition von €', ndmlich durch die Be-
dingung :

9 S (e,¢)=0 fir alle (¢) aus €;

damit aber diese Gleichung fiir alle (¢) von € bestehe, ist hin-
reichend, daB sie fiir = linearunabhingige (e) aus € erfillt sei; mit-
hin ist @' durch ein System von = linearhomogenen Gleichungen
bestimmt, ist also ein ebenes Gebilde von mindestens n — =t
Stufe. Anderseits ist, da € und €' kein Wertsystem aufer (0)
gemein haben, die Summe ihrer Stufenzahlen hochstens gleich #,
also die Stufenzahl von € héchstens n — =.

Es ist f (") <<O fir alle (¢') aus €
Beweis: Gesetzt, es gebe ein Wertsystem (c) auf €', fiir welches
f (&) >0. Dann durchliuft
()= ) A+ ()

wenn A alle reellen Zahlen und (&) alle Wertsysteme von € durch-
lduft, ein ebenes Gebilde = - 1** Stufe, da € und € kein Wert-
system aufler (0) gemein haben. Nach (8) ist aber:

S @ =1 () +1 ),
S () >0 fir alle () aufler (0),

was jedoch bei einem Gebilde von hoherer als xt*r Stufe nicht
stattfinden kann.

JS(")=0 gilt nur fiir diejenigen (') von &, welche
der Spitze & angehiren.
Beweis : Sei (w) ein Wertsystem von &', fiir welches / (w) = 0. Dann

ist auch
() = (o) 4 ()
fiir jede reelle Zahl & und jedes (¢) von @' ein Wertsystem von
€', mithin:
J () <0.
Nach der Identitit (4) ergibt dies fiir jedes (¢') aus @':
20 f (w,2) 412/ (&) <O fur alle A

Dies ist nur moglich, wenn der Koeffizient von i verschwindet, daher
1st:

() flw, &) =0 fir alle (&) von €.

Anderseits wird die Tatsache, dal (w) auf @ liegt, nach (9) aus-
gedriickt durch:

® J (v, &) =0 fiir alle (¢) von €

mithin :
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Aus (a) und (3) folgt aber:
S(w,e+4¢) =0 fiir jedes (¢) aus € und jedes (¢') aus €, d. i.:
S (o, ) = 0 identisch in ().

Nach der Definition (5) von & gehort also (») zu &.

Es sei € ein ebenes Gebilde mdglichst hoher
‘Stufe, welches in € énthalten ist und mit & kein
Wertsystem aufler (0) gemein hat.

Dann ist /(') < 0 fiir alle (¢"") von €' aufler (0). Die Stufen-
zahl von €" ist die Differenz aus den Stufenzahlen von €' und &,
betrigt also p ~— n. -Mithin ist p— = <{v, d. 1.2

‘R+VZP.
¢) Beweis fiir n-}-v <p. |

Es sei @ ein ebenes Gebilde maglichst hoher (vt)
Stufe von der Beschaffenheit, dafi::

(10) f (&) <0 fiir alle (¢) von € aufler (0).

Dann haben zuvirderst wegen (7) und (10) die Gebilde € und
€ kein Wertsystem aufer (0) gemein. Ist ferner (z) ein be-
liebiges Wertsystem aus @, (¢) ein beliebiges aus €, so kann (s -} &)
nie zu & gehoren, cs sei denn das Wertsystem (0); andernfalls
ndmlich wiirde (1) fir () ==(c) + (¢) und (2) = — (&) ergeben:
f () =7 (€). Demnach ist die Summe der Stufenzahlen von €, €
und & nicht grofler als n, n4+v 4+ (n—p) <m, d. i.:

Die ZusammenfaSSung;on‘ b)und c)ergibtschlief-
lich: nfv=0 ‘

An diese Betrachtungen mochte ich noch zwei Bemerkungen
kniipfen.

d) Umkehrung zu § 2.

Da p— m==v ist, hat €" die Stufenzahl v, und dieser Um-
stand 1ift sich zur Umkehrung des in § 2 erbrterten Satzes be-
niitzen: Die gegebene Form f habe den Positivrang = und den
Negativrang v; es soll gezeigt werden, dafl sich f in die L c.
niher erklirte Gestalt f, — f; setzen-ldfit;: © - 7 -

-Zu dem Ende wihle man ein beliebiges ebenes Gebilde
‘€ von der r* Stufe, auf welchem mit alleiniger Ausnahme des
Wertsystems (0) stets > 0 ist, und konstruiere ein' & wie oben (5).
‘Haben nun @' und & die frithere Bedeutung, und bezeichnen: (g),
(e, (e"), (6) Wertsysteme aus resp. €, €'; €", &, so kann jedes
Wertsystem (x) auf eine und “nur ‘eine Weise -in die Gestalt

Monatsh, fiir Mathematik u, Physik. XVIL. Jahrg. 16
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(x) = (s -+ ¢'), weiter dieses (') auf eine und nur eine Weise in
die Gestalt (") = (¢'' -}- 6) gesetzt werden, und man hat: f(x)=

=fGet ) =S O+ =S O+ +I=F O+ F &)L
F@=FO+7E)

womit . die gewiinschte Darstellung im wesentlichen erreicht ist.
Haben nimlich €, €" und & die Parameterdarstellungen:

(e) = (&), 1; + cee - (s)q x,:,: ‘
(") = (E)”+,_ A SRR -+ (E)n_};vx,}z-j—y,
(0) = (e)n+v+1 '”,,7+y+1 + 46,7,

mit den Parametern z/....z,

@)= &, ;4 +0),7,

eine Transformation mit nichtverschwindender Determinante (vgl. ¢),
und wenn

JE=,(E, 2+ -+, 2)=F (2, - 2),
FE) = (O %yt @2 )= — S @ 2 L)

gesetzt wird, sind f, und f, positiv definite Formen ibrer = resp.
v Variablen, und man hat: '

f(x):fl (.T;, 'x;t) —_f2<x;x+17“'x;t+v)'

Im folgenden wird iibrigens diese Umkehrung ebensowenig

beniitzt wie der Satz aus § 2 selbst.
-€) Die Zahlen =* und v¥,

Bisweilen (s. § 7) empfiehlt es sich, an Stelle von (=, v) der
Form f ein anderes Zahlenpaar (=¥, v¥) zuzuordnen, welches durch
folgende Bedingungen definiert ist: Es gebe ein ebenes Gebilde
n*ter aber keines n* - 1** Stufe, auf welchem durchaus />0,
and es gebe!' ein ebenes Gebilde v*tr aber keines v* -~ 1t Stufe,
auf welchem durchaus /< 0.

Diese neuen Zahlen hingen mit den alten in der Weise zu-
sammen,. daf}::

, S0 ist

r=rfnm—p) =n —yv,
vie= v (n—p)=n—m.

Beweis: Es sei € ein ebenes Gebilde =nte* Stufe, auf welchem mit
alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0) durchaus f>> 0; ferner
sei © die Spitze der Form f; dann haben € und & nur das
Wertsystem (0) gemein. Durchliuft nun (¢) alle Wertsysteme
von € und (q) alle Wertsysteme von &, so durchliuft (z-}-o) ein
ebenes Gebilde = - (1 — p)*** Stufe, auf welchem wegen (1) durch-
aus £ >0. Mithin ist «* > = (n —p).
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Anderseits sei &* ein ebenes Gebilde ' Stufe, auf welchem
durchaus /> 0, § ein ebenes Gebilde vtr Stufe, auf welchem mit

alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0) durchaus f << 0; dann

haben €* und € nur das Wertsystem (0) gemein, da f nicht zu-
gleich > 0 und <C 0 sein kann. Folglich betrigt die Summe

¥ =y “ihrer Stufenzahlen hochstens », so daff =* <#n—w

Fiir v¥ wird der Beweis analog gefiihrt, oder auch auf den
fir =* zuriickgefithrt, indem man f durch — f ersetzt.

§ 4. Die Funktionen = (¢) und v (¢); Hilfssatz iiber den Rang ; (¢).

Um den Positiv- und Negativrang der Form f zu bestimmen,
ist' es von Vorteil, f als Element der Formenschar mit dem reellen

. Parameter ¢: _
S (@) —t ¥ (),

wo F irgend eine positiv definite Form bedeutet, zu betrachten
und zuvérderst den Positivrang = () und Negativrang v (£) der Form
f—1tF als Funktionen von ¢ zu studieren.

Die Summe dieser beiden Funktionen ist nach § 3 stets gleich
dem Range p () der Form f—¢ F. Dieser ist nach der Definition
in § 3, a) gleich dem Range des Gleichungssystems:

(1)) £, @—tF, @=0, f, @) — tE,@)=0, ... fu (&) —t Fy (2)==0,

wo E:%%g Es ist also stets p (f) <<m. Die Werte ¢ ferner

fiir welche p (f) <n ist, sind die reellen Wurzeln der Gleichung:

au_"tAn) gy — tAm aln—tAl'n
t12) am—tAzu“zsthzza"'azni'tAw |: ,
‘ a’nl ¢ Anl’ an2 4 Anz? ann —1 Ann
1 9zf 1 02F ,
wo g, =—5u—r—, 4, =4 s——undalso a, =qa,,, 4, =
20,0, " * 20z 0x, E ki k
== 4,.; sie sind daher nur in endlicher !°) Zahl vorhanden; insbe-

sondere in der Zahl 0, falls (12) keine reellen Wurzeln haben sollte.
Es sei t==0a eine o™ reelle Warzel der :Gleichung (12),
wobei @ >>0. Bildet man das Gleichungssystem (11) fiir t=a:

13)  fi@=a F (), f@)=al,(@@)...[,(@=0al, (z),

so hingt die Anzahl # —p (@) der linearunabhingigen Liosungen
dieses Gleichungssystems aufs engste mit. der Multiplizitit o

1%) Der Grad der Gleichung (12) betrigt n, da F definit; es- geniigt’ a.b.é?
fir das Folgends, festzuhalten, daB er << », und dab (12) keine Tdentitht.

16%*
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der Wurzel a zusammen. Die- eine Hilfte dieses Zusammenhanges
enthiilt der

Hilfssatz: a > n—op(a)

Beweis: Es seien (), (a'), ... #n — p () linearunabhingige Lissungen
von (13), und (r), (t), ... p(s) derart gewihlte Wertsysteme,
daf 1 (a), (a") ... (x), &), ... » linearunabhiingige W ertsysieme
vorliegen.. - Dann ist :

e

an_tA a12*“tA12’ "'am'«tAln ' Q0 Ly Ly o
gyt Ay gy —b Ay oty — Ay 1 10y, 0 Ly By

o —tA

nl

14 ’
n1? a112mtAn%7 e ann-‘tAnn, a,, C‘l”’ o B

Sy (aj —tF (a), f, (@) —tF, (@), - Sy @) — ¢ F, (0, /, (¢) — ¢ F (&), -
fz(a)—“th (a)>fz(a') - tF2(a')7 "'fz(g)_t]ﬂz (p’f? (‘I‘:I)h—lt'pz (21),

Trigt man in die rechtsstehende Determinante die durch (13) gege-
benen Werte:

fi@) =aF (), £, (@) =al,@), 1@ =aF, (),
£ (@)=a F (a),f,(@)=aF, @), f, @) =a F,@),

...............................................

ein, so erhilt jede der ersten n-—p(a) Vertikalreihen den Faktor
a —1. Folglich ist die erste Determinante linker Hand, d. i. die
. linke Seite der Gleichung (12), durch die » — p(a)*® Potenz dieses
Paktors teilbar. '
Im folgenden werden von der Funktion p(f) blof die in
diesem § besprochenen FKigenschaften bentitzt.

§ 5. Die vier charakteristischen Eigenschaften der Funktionen
= (¢) und v (1)

Die Funktionen = (f) und v (¢) sind eindeutig mit reellen'!)
Werten definiert fiir alle reellen Werte von ¢ und besitzen die
folgenden vier Eigenschaften,'?) welche sich in § 6 auch als charak-
teristisch erweisen werden.

1. Bezeichnet man ihre Summe mit p (¢), so ist:

n—*rép(t) <mn,

wenn ¢ eine tfbe Wurzel .der Gleichung (12) ist; und zwar auch
im Falle ==20.

11y DaB die Funktionen nur’ ganzzahliger, oder dafi sie mur endlich vieler
verschiedener Werte fahig sind, wird in das System charakieristischer Eigen-
schaften nicht anfgenommen. ‘ » ’

12) Pavon sind IL, 1IL., IV. geomefrisch evident.



Uber quadratische Formen mit:reellen Koeffizienten. 245

Diese Eigenschaft ist:in § 4 vollstindig nachgewiesen worden. ...
I1. Sie sind monoton : aus ¢, < t, folgt = (¢,) > = (&), v (t;) < v (t,)-
Dennesist: (f — &, F) — (f — b, F) = (t, — ¢t O F >0 fur (x) ==(0).
‘Den Eigenschaften III und IV werde die folgende Kror-

terung vorausgeschickt, welche den Umstand zur Geltung brlngt,
daf die quadratischen Formen stetige Funktione n ‘sind.’

Da proportionale Wertsysteme der (x) Funktionswerte vom
selben Vorzeichen liefern, geniigt es; statt eines ebenen Gebildes
€ bloB seinen Schnitt E mit der aus den reellen Losungen der
Gleichung F" (z) == 1 bestehenden Mannigfaltigkeit. zu betrachten.
Nun ist diese Mannigfaltigkeit F'=1 im Endlichen gelegen'?) und
abgeschlossen; das Gleiche gilt daher fiir K. Da anderseits f stetig
ist, gibt es unter den Werten, welche f auf K annimmt, einen
grofiten und einen kleinsten. Wir bezeichnen dieselben mit:

max. (&) und min. (€).

Nunmehr ist eine Aussage wie . f—¢ F' > 0 auf € aufler (0)“
gleichbedeutend mit ,min. (@) > t“ ebenso eine Aussage wie
f—tF<<0 auf € auber (0)¢ Gleichbedeutend mit ,max. (€) < ¥,
desgleichen eine Aussage wie ,,f t F'>>0 auf € vleluhbedeutend
mit ,min. (§)>>1* und eine Aussage wie ,f-—¢F <0 auf €
gleichbedeutend mit ,max. (&) <¢t“.

Dies vorweggenommen, tabren wir in der Aufzéihlung der
vier Eigenschaften fort.

L = (4 00) =0, v(—oo)=0. Will sagen: es gibt einen
Wert g und einen Wert 4, sodal fir ¢>g stets ks (t) =0 und fiir
t < h stets v (t) = 0.

Beweis: Man braucht nur g:mdx (@n) zu setzen, wo €, das
einzig existierende ebene Gebilde n'r Stufe, nimlich den - Inbe-
griff aller reellen Wertsysteme, bedeutet. In der Tat, fiir.£ > max. (€,)
ist f—¢tF <0 auf €, mithin ='({) == 0. — Damit 1st die eine

Hilfte der Behauptung erwiesen. Die andere Hilfte folgt aus dieser,

13) Dies ist auch ohne Inanspruchnahme des algebraischen Hilfsmittels der
linearen Transformation leicht einzusehen. Betrachtet man die Funktion ' F' (x)
auf der]emgen Manmgfaltlgkelt welche aus allen reellen Lisungen der Gleichung:

@ +x2 =+ .. +x =1 besteht, so gibt. es unter ihren Werten einen lkleinston

Fi;. denn die Manmgfaltlgkelt av +x9 . +x == 1ist im Endlichen gelegen
und abgeschlossen, die Funktion F (&) stetig. Da aber F(x) posmv deﬁmt, ist
F; > 0. Nun st F(z) = F, aof der Mannigfaltigkeit xi +w2+ = a, =1,
mithin F(x) > Fy. (wl +- x3+ «-}—x ) fir alle moglichen Wertsysteme ().
Fxy=1 kam; daher nur statthaben fiir: ( 4+ L2+ e )< 1 oder,

1
24,8 2
lpad . el S
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indem man f durch — f ersetzt, oder kann auch analog bewiesen
werden ; hier geniigt - = min. (@ ) der gestellten Forderung.

IV. Jede Stelle f, besitzt eine rechtsseitige Umgebung
ty <<t<t, -8, in welcher durchaus ~ () > = (t,), und eine links-
seitige Umgebung ¢, — 8" <t <{{,, in Welche1 durchaus v (£) > v (¢,).
Beweis (fir = ()): Es sei & ein ebenes Gebilde von der Stufe
= (¢,), auf welchem mit alleiniger Ausnahme des Wertsystems (0)
durchaus f— ¢, > 0. Dann “ist min. (®) >+¢,, und man kann
min. (§) = ¢, -~ & setzen, wo & > 0. Fiir ¢t < ¢, -} 3, d. i. # << min. (€),
ist nun: f-— ¢ F > 0 auf € auller (0), mithin = (¢) mindestens gleich
der Stufenzahl = (t,) von &: = (t) >=(t,) fir <t 4 8. — (Be-
riicksichtigt man fiir die rechtsseitige Umgebung noch Eigen-
schaft II, so kann man sogar genauer sagen: =(f) > = (f,) fiir

t<t, und = (f) == (f) fir t,<t<t,~3 Um aber alles aus-
schelden, was neben Eigenschaft LI tiberfliissig, wurde die obige For-
muliernng der Eigenschaft IV vorgezogen.)

§ 6. Der Verlau'f der Funktioneh = () und v (¢), ermittelt aus ihren
vier charakteristischen Eigenschaften.

Durch die Eigenschaften I-—IV sind nun die Funktionen
n(t) und v(¢) vollig bestimmt, sobald die reellen Wurzeln der
Gleichung (12) und ibre Multiplizititen bekannt sind. In der Tat
werden wir jetzt die Bestimmung der Funktionen durchfiihren,
ohne auf thre Bedeutung fiir die quadratische Form
f—tF zuriickzugreifen.

Ist ¢, ein Wert, fiir den p(t,) = ist, so gibt es eine beid-
seitige Umgebung von ¢, in welcher = () und v (¢) konstant sind.
Dies folgt aus I, II, IV durch die folgenden Schlisse. Es gibt
nach II und IV eine beidseitige Umgebung von to, in welcher
durchaus = (£) > = (), v (t)>v(t0), mithin p (£} > p (fy) ist. Da aber
nach Voraussetzung p (f,) = # und nach I p () <, sind die Zeichen
> ungiiltiz und man hat = () == (), v =v (), w. z. b, w.

o (1) =n findet aber nach I statt fiir alle "Werte {, welche
der Glelchung (12) nicht gentigen. Sind also

a<b<lc< - <d<ec

die von einander verschiedenen reellen Wurzeln der Gleichung
(12), und betrachtet man die Intervalle

(— oo, a’); (a7 b>, (by c): toe (d7 e): (67 + oo),
bezw., falls (12) keine reellen Wurzeln haben sollte, das eine In-
tervall (— oo, -}-o0), so ist im Innern dieser Intervalle durchaus
p () == n.

Diese beiden Tatsachen gestatten den Schiufi, daf im Innern
eines jeden dieser Intervalle = (#) und v (f) konstant sind. Denn
sind ¢, <, irgend zwei Werte im Innern eines und desselben
Intervalls, so betrachte man die obere Grenze ¢, derjenigen unter-
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halb ¢, gelegenen Werte ¢, fir welche = (f) == (¢;). Dann liegt
auch £, im Innern des Intervalls, und es ist daber p (¢,) = n. Folg-
lich gibt es um ¢, eine beidseitige Umgebung, in welcher = (f)
konstant === (%,) ist. Dann mufi aber nach dem Begriffe der oberen
Grenze einerseits = (f,) = = (#,), anderseits £, =, sein, sodaf}. sich
= (t;) == (f,) erweist. Da ferner p (¢,) = p (¢,) = n, ist auch v (f,) =
jai V] N .
ll)ie Werte von = (¢) und v () im Innern der beiden Inter-

valle (— oo, @) und (e, - o0) ergeben sich aus III in Verbindung
mit der Tatsache o (f)==n. Und diese Werte zeigen noch, .daf}
jedenfalls diese beiden duflersten Intervalle von einander verschie-
den sind, also die Gleichung (12) mindestens eine reelle Wurzel
besitzt. ‘ )
Betrachten wir endlich zwei aufeinanderfolgende Intervalle,
s0 hat im Grenzpunkte zwischen ihnen wegen IV und II = (¢) den-
selben Wert wie im zweiten, v (f) denselben Wert wie im ersten
von ihnen.

~ Hiernach kann nun der Verlauf der Funktionen = (¢f) und
v () dargestellt werden durch das folgende Schema, in welchem
a, b, ¢, ... 0, ¢ reelle Zahlen bedeuten.

Fiir ta|lt=alalt<<b| t=b b<t<e t=¢
. | !
ist = (f)= n (n—al n—a m—a—bln—a—bn—a—>b-—q ...
ist v (f) == 0 0 a a a--b a+b
t=e¢e e~ t
7 n—a—b—c—...—d—¢ . n—aq-—b—c-—... —D—e
{ ad-b4ct ... 4o ot bdced .. tode

Darin bestimmen sich die Werte a, b, ¢,...0, ¢, wie folgt.
Da nach III = (4-c0)=0 ist, erweist sich zunichst:

(14) at+b4+c4---Fbte=mn

Ferner ergibt die Gleichung = (f)-fv (f) =0 () fir t=a, b,
¢, ...4d, e:

(15) n—a=pla),n—b=p®),...n—e¢e=pe).
Sind nun
% B Yoo B e
die Multiplizititen der Wurzeln @, b, ¢, ... d, ¢, so. ist einerseits:

(16) D ffr it <n,
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anderseits nach 1:
A7 @S n—ap ) >h—fy ... p (>0 —.

Da nun nach (15) und (17): @ >>q,2 >, ... > eist, lassen
sich (14) und (16) nur so vereinigen, daffi o :

(18) g=a, b=0,... e==.

~'Werden diese Werte in das Schema eingetragen, so vermag
man den Verlauf' der Funktionen = (¢ und v(¢) vollkommen zu
tibersehen; wenn die reellen Wurzeln der Gleichung (12) mit ihren
Multiplizititen bekannt sind. Man kann das Resultat in den Satz
fassen ! ; : :
A. = (f) ist die Anzahl derjenigen reellen Wurzeln
der Gleichung (12), welche >>¢ sind, v(#) die Anzahl
derjenigen, welche <t sind, wobei jede Wurzel mit
ihrer Multiplizitit in Rechnang zu stellen ist.
_ Geht man auf die Bedeutung der Funktionen = (¢) und v (#)
fir'di¢ Form f'— tF zuriick, so erhilt man aus A. fiir ¢ =20:

B Der Positivrang = der Form fist gleich der An-
zahl der positiven, der Negativrang v.gleich der An-
zahl der negativen Wurzeln der Gleichung (12), jede
Wurzel nach ihrer Multiplizitit gezihlt.

+ Diese Anzahlen sind also ganz unabhiingig von der Wahl der
Form F (z). S

Da der Satz B. fiir'jede beliebige Iorm f gilt, umfafit -er
auch den Satz A,

Als Nebenresultate. aber ergeben sich die Sitze:

C. Die Gleichung (12) ist vom Grade » und hat
l%uter reelle Wurzeln. Denn nach (18) und (14) ist a -} -}
fe=mn.

5 +D. Es ist: a=n-—p(a), p=n—p®), .- e=n—ople).
Dieser Satz folgt aus (18) und (1), und stellt jene Verschirfung
des Hilfssatzes dar, welche schon in § 4 angedeutet wurde. 14)

%) Diese Siitze C. uud D. spielen in der algebraischen Theorie eine
entscheidende Rollé. Und in der Tat, sind diese beiden Sitze erst bekannt, so
fiihrt die folgende: .einfache Betrachtung ans Ziel. :

Es sei. ©, die Spitze der Form. f'— @ F und (a) ein beliebiges Wertsystem
von &, (§ 8, a), ebenso &, die Spitze der Form f — b F und () ein beliebiges
Wertsystem von &, u. 8. w., d’ h. nach Gleichung (5):

f (@ @)= a F(z,q), £z, b)=5b F'(x,b), ... f(x,¢) = e F(x,¢) identisch in (2).

Setst man in der ersten dieser Gleichungen - (x)==(a), so. ergibt sich
fla)=a F(a). Setzt man in der ersten Gleichung (z)= (b), in der zweiten
(%) = (a) und bedenkt, dal « und b verschieden sind, so erhellt: f(a,b)==0,
F(a,b)==0. Nach diesen und den analogen Gleichungen ist nun:

19 fatb . F9=aF@ b F®) ... e F(e),
(20) Flatbt...+o= F)+ FO)+ ...+ F@.
Aus (20) ist ersichtlich, daB (a b -+ ... - ¢) hur dann = (0) sein kann,
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§ 7. Deutung der Wurzeln von (12) als Ma%ima und Minima
von Funktionswerten.

Sind @, > a, > --->aq, sowile bl<b <. <b, die n
Warzeln der Gleichung (12), so kann man dem Satze A, die fol-
gende Fassung geben :

Fir ¢t <a, ist: = (f) >«, dagegen fir ¢>a_ : = (f) <u; fir
t>>b ist: v (£)>>ux, dagegen fir ¢ <Tb : v(t) <

Wir fiihren jetzt an Stelle von = (t) und v (¢) die Funktionen

= (1) = (1) -+ [m— p ()] = n — v (1),

O =vOtln—p@l=n—x(
ein, deren Bedeutung fiir die Form f—¢F aus § 3, ¢) zu ent-
nehmen ist. Dadurch gewinnt der Satz die Gestalt:

Rir ¢t<Ca,  ist: =*(t) >x, dagegen fiir ¢>a : =*(f) <¥»;
fir ¢ > b, ist: v¥(f) > », dagegen fiir £ <D : v¥(f) <<

“Nun besagt aber ,=*(f) >x“, dafl ein ebenes Gebilde & der
zten Stufe existiert, auf welechem durchaus J—tF >0 oder, was
dasselbe ist, min. ((S)>t ist. .

Mlthm ist @, der grofite Wert, welchen min.(€) annimmt,
wenn (€)-alle ebenen Gebilde «t* Stufe durchliuft. Dieses Er-
gebnis enthilt zwei Aussagen: erstens gibt es unter den Werten,
welche min. (€) annimmt, wenn (€) alle ebenen Gebilde x** Stufe
durchliuft, .einen wroﬁten den wir mit Max. (min. x) bezeichnen
wollen; zweitens besteht der

Satz: Max. (min. x) =a,

Ebenso gibt es unter den Werten, welche max. (€) annimmt,
wenn @ alle ebenen Gebilde »** Stufe durchlduft, einen klelnsten
den wir mit- Mln (max. ») bezeichnen, und es ist:

Min. (max.«) =26, .

Fiir x=—n kommt man auf die bekannte ‘Bedeutung der
duBersten Wurzeln zuriick.  Von der w*® Stufe nimlich gibt es
nur das”eine ebene Gebilde € , welches aus allen moglichen “reellen
Wertsystemen besteht, und man hat daher:

a, = Max. (min. ) = min. (€ ),
b, == Min. (max. n) == max. (€ ).

.

wenn (a) = (0), (5)=0,...(¢)=(0). Wird daher & dargestellt durch:(a) = (a') A

F@HW + ..., wo(a), (a” .. lmeatunabhanglge Wertsysteme und U, A", .
unabhiingige Parameter bedeuten, ebenso &, durch: (b) == (6) B -} (") B" ..
.8 w., so miissén die Wertsysteme ('), (a''); ... ('), (b"), ... linearunabhingig sein.

"Nach. den. Satzen C. und D). ist aber die Anzahl dieser Wertsysteme
gleich n. Man hat daher die linearhomogene Transformation mit pichtverschwin~
dender Determinante : (%) = (a/) W' -+ (@) A"+ ... L (0B (") B" ..., und
nach (19):

fl@)=aF @ 91’+a”91”+ )—}—bF(b 58’—{—5"%” CO
e F(e (&’+e G+ ..

Diese Glemhung fuhrt den Satz B. unmittelbar auf §. 2 zuriick..



