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Volumen und Oberfl~che. 

Von 

H~Rm~ Mr~-KOWSr~ in G6ttingen. 

Fiir die konvexen KSrper gibt es einen element~ren Weg, am den 
Begriff der Oberii~iche aus dem einfacheren Begriffe des Volumens heraus 
zu ea~wickeln, und in Verfolg dieses Weges gelang~ ma~a zu sehr be- 
merkenswer~en Erwei~erungen der Tu~suche, wonach tinter allen K~irpern 
gleichen Volumens die Kugel die kleinste Oberflitche besitz& 

Liegt ein konvexer KSrper ~ ~or und versteht man under x, y, z 
rechtwinldige Koordinaten eines Punktes aus ~, so nimm~ ein !inearer 
Ausdruck ux + vy + wz, wo u, v, w feste (~rSBen sind, in ~ immer einen 
bestimmien grSBten Weft H(u, v, w) an; und diese Funktion H(u, v, w) 
yon drei beliebigen reellen Argumenten, die S~iitzebenenfunktion yon ~, 
charakterisiert den konvexen KSrper ~ vo]Ikommen. Das Volumen des 
KSrpers ~ erscheint als eL1 gewisser homogener Ausdruck dritien-Grades 
V~r in den s~mtlichen Werten H(u, v, w). Aus diesem Ausdrucke ent- 
springt fiir drei beliebige konvexe KSrper ~ ,  ~ ,  ~3 eine polare Bildung, 
ein symbolisches Produk~ VR, V~ V~., das gemischte Volumen "der drei 
KSrper ~1, ~ ,  ~3- Diese Gr~ifle ist invarian~ bei beliebigen Translationen 
der einzelnea KSrper. Werclen zwei der KSrper mjt einem bestimm~en 
KSrper ~, der dritte aber mi~ einer Kugel yore RaAius 1 identitlziert, so 
ist das dreifache ihres gemischten Volumens die Oberfl~che yon ~. 

Fiir die gemischt~n Volumina gilt der wich~ge Satz: Fi ir  irgend drei 
K~irper yore Volumen 1 wird das gemischte Volumen stets ~ 1 and nut 
dann ~-1, wenn die drei Kiirper mit einander homo~hetisch sind. DaB 
jeder konvexe K~irper, der keiae Kugel is~, eine grSl~ere Oberfl~che ha~ 
a!s eine Kugel yon demselben Yolumen, is~ nut ein spezieller Fall 
dieses Satzes. 

Diese fundamentale Ungleichung I~B~ weiter die folgen~le Auslegung 
zu: Man bezeiclme in der ManvSg~tigkei~ aIler mSglichen Fun~ionen 
H(u, v, w) yon drei reellen Argumenten u, v, w eine einzelne Fanktion 
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H(u, v, w) als einen ,,P.n ~l~ '~, den Inbegriff der aus zwei Funktionen H i 
und //~ abzulei~enden Funktionen ( l - - t )  H I + tH~ fiir 0 ~ t ~ 1 als die 
.H t und H~ verbindende .Streeke"; alsdan, besitzt~ die Gesamtheit der 
St~itzebenen.ftmkCionen _H zu allen denjenigen konvexen Kiirpern, welche 
ein V.olumen _~ 1 haben, die Eigenschaf~, mit irgend zwei Pn~k~en stets 
die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, stelll also ein .konvexes 
Gebilde" in jener Mannigfaltigkeit vor. 

Geht man auf die Tangentialebenen des Gebildes ein, so ist~ sein 
konvexer Chara~er gleichbedeutend re_it folgendem Theorem: 

huf  der Kugelfl{iche vom Radius 1 mit dem Nui1punkt als Mi~tel- 
punkt denke man sich Masse in einer beliebigen ste~igen und durchweg 
positiven F1Kchendich~igkei~ ausgebreitet, doch so, dab der Schwerp.nkt 
der g'~nzen Betegung in den Nullpunk~ f[illt; alsdann existier~ eine ge- 
schlossene konvexe Fl~che, bei welcher an jeder Stelle d~s Produkt der 
Krtimmungsradien gleic-h der Fl~chendichtigkeit an dem Punkte der Kugel 
mit gleicher NormaJe ist; und diese Fl[iche is~ vSllig bestimmt bis auf 
eine beliebige Translation, durch die man sie noch variieren kann. 

In diesem Theorem erkennt man eine Aussage fiber eine gewisse 
quad_r~tische partiel]e Differenti~gleichung zweiter Ordnung, dereh L~s- 
baxkeit miter bestimmten Bedingungen hier dutch eine eigen~rtige, wolff 
noch mancher wei~eren A~wendungen f~hige Methode sicherges~ell~ wit& 

w 

Stiitzebenenfunktion eines konvexen K~irpers. 

1. Es seien x, y, z rechtwinklige Koordina~en eines Punktes im Raume, 
mid 2)/ bedeute eine abgeschlossene Menge yon Punlr~en x, y, z, die ganz 
in einer Kugel yon endlichem Radius enthalhm isl~, abet nicht~ vSllig in 
eine einzige Ebene fKllt. Sind u, v~ w irgend welche festen Werte, so 
hat der Ausdruck ux-F vy + wz fiir die Gesam~eit der P~mlr~e x, y, z 
in ~ ein bestimmtes Maximum, das H(u, v, w) heiBe. 

Eunktio~ H(u, v, w) yon drei be~i~igen reellen Argumen~ erfiitlt 
offenbar folgaade Bedingungen (1)--(4): 

(1) H(O, O, O)= O, 

(2) t,,, t w ) =  t H(u, v, 
wenn t :> 0 isk Sind u 1, v l, w 1 mid u~, v~, w~ irgend zwei Systeme der 
Argumente, so gibt~ es in ~ immer wenigstens einen Punk% x, y, z, wofar 

( ~ + ~ )  x + (~+~ , )y  + ( ~ , + ~ ) ~  = H ( ~ + ~ ,  ~ + ~ .  ~ 1 + ~ )  

wird, mid da fiir, diesen Pu~ sicherYufh 
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u, x + v~y + wlz <= H(u,, vl, wl), u~x + v~y + w~z <= H(~ ,  ~,  w~) 
ist, so gilt daher immer: 

(3) H(r + . , ,  v, +v3, wl + ~ )  <= H(ul, ~, ~,) + A(u~, v3, ~). 
Das Maximum yon - - ( u x + v y + w z )  in ~ i~ H ( - - u , - - v , - - w ) ,  also gilt 
in ~ stets: 

- H ( - . , - v , - w )  =< ux + ~y + ~ z  < H ( . ,  ~, w). 

Wean die Werte % v, w @ O, O, 0 sind, muff daher, da ~ nicht ganz in 
einer Ebene liegen soil, stets 

(4) H(u, ~, ~) + H(--~, --v, --~) > 0 
seim 

2. Eine Ebene, welehe wenigsiens einen Punkt der Begrenztmg yon 
enthiilt, abet aufler den Punkten, die sie mit ~ gemein hat, ~3~ ganz 

auf einer Seite yon sich liegen 1~$~, nennen wir eine Stiitzebene an ~]~. 
Ist H(u, v, w) eine beliebige reelle Funktian van drei r ~  Argumvnten 

u, v, w, welche allen den Bedingungen (1)--(4) geniigt, so bezeichnen wit  
den Bereich ~ van Punkten x,  y, z, wether dutch die stimtlichen Un- 
glen'chungen 

(5) ux + vy + wz <= H(u, v, w) 
fiir alle mSglichen Wertsysteme u, v, w definiert ist, als einen k o n ~  
K6rper. 

Die l~nnk'~ion H nennen wit die Stiitzebenenfun]~m yon ~,  da aas den 
Ungleichungen (5) offenbar genau die Stiitzebenen an ~ zu erkennen sin& 

Ist H(u, v, w) wie in 1. aus der Punk4menge ~]~ hergeleitet, so wird 
der dutch die Ungleichungen (5) definier~ Bereieh ~ der k/e/nste, ~ en/- 
h a l ~  kanvexe K6rper, d. h. ~ ist ein not~wendiger Bestandtefl jedes 
konvexen KSrpers, der ~ ganz in sich aufmimmt. 

Ist ~*  ein zweiter konvexer KSrper mit der Stfitzebenenfmak4ion 
H*(u,  v, w), so ist dann und nut dann ~ ganz in ~*  en~alten, wean stets 

H(u ,  v, w ) <  H*(u ,  v, w) 
ausf'~llt. 

3. Ein konvexer KSrper ist andererseits vSllig clutch die Eigen- 
schaften zu charakterisieren, erstens, dab jede Gerade mit ihm sei es eine 
Strecke, sei es einen P-nkt ,  sei es keinen l%nkt gemein hat, zwe/tens, daft 
zu ihm wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Pn.l~e gehSren. 

4. Ist p ein beliebiger Pnnkt, so verstehen wit tinter ~ + ~ den 
KSrper, der a~s ~ dutch diejenige Translation ents t~ t ,  dutch welche der 
Nulllmnkt nach p. gelangt. Sind a, b, c die Koordinaten yon p, so wird 
d~,i,Stai~zeba~af~-~ioa yon ~ + ~: 

H(u, v, w) Jr" au A- by 4" cw: 
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Unterwerfen wir ~ einer Dilatation yore Nullpunk~e aus nach allen 
Richtungen in einem fest~n positiven Verh~iltmisse t: 1, so bezeichnen wit 
den ents~ehenden Kiirper mi~ t~;  eine Stiitzebenenfunlc~ion wird tH(u, v, w). 

5. Wir bezeichnen mit ~ die Kugel x ~ % y~ % z ~  1, yore Radius 1 
mit dem Nullpnnl~t o als Mi~Celpunkt, mit ~ die Kugelfl~he x ~ -~ y"~ + z~= 1, 
mit a, fl, 7 die Koordinaten eines beliebigen Pnnk-~s au~ ~, bez. die 
Richtung yore Nullpunkte nach diesem Pnnl~te. lnfolge der Eigenschaft 
(2) sind aUe Wene der Funktion H bereits durch deren Werte H(a, fl, 7) 
fiir die Punkte auf ~ bestimmt. Die Ungleichung 

~x + ~y + r~ _-< H(~, ~, r) 
bezeicbnen wir Ms die Bedingung der Stiitzebene an ~ mit der iiufleren 
2r (~, ~, r). 

Die Fo~k~ion ~(u, ~, ~) is~ n~ch a~. E i g ~ n ~ r  (1)--(4) ~ 
stetige Funk~ion ihrer Argnmente, und besitzen inf~lgedessen die Wer~e 
H(a, fl, ~) auf ~ ein bestimmtes Maximum G. Is~ ein Wer~ H(a, fl, 7)~-~ O, 
so ist nach (4) der zugehiirige Wen H ( - - a , - - f l , - - 7 )  positiv und yon 
grSgerem Betrage; G ist daher jedenfalls ~ 0. Mit Hfilfe yon (3) und 
(2) gewinnen wir die Ungleichung 

(~) IH(U-Uo, V-~o, ~ - ~ o )  - ~(Uo, ~o, ~o)I __4< ~ V~ ~ 4 ~ + w~. 

w  

Ann~herung an einen beHebigen konvexen K~rper durch 
vollkommene Ovaloide. 

6. Is~ (p = 0 die Gleichung einer Ebene und der konvexe KSrper 
ganz im Bereiche ep ~ 0 enthalten, so heifl~ r ~ 0 ein Halbraum um ~. 
Is~ ein Halbraum 90 ~ 0 um ~ so beschaffen, daft man nicht q~ = t 1 q~l ~ t~ep~ 
setzen kann, so dab t 1 > 0, t~~  0 und ~1 ~ 0, ~9. ~ 0 zwei verschiedene 
Halbr~ume urn ~ sind, so heil3t ~ ~ 0 ein extremer Halbraum um ~. Die 
Ebene (p = 0 ist d~nn jedenfMls eine Stiitzebene an ~ und heiBt eine 
extreme S~'tzebene an ~. Ein konvexer KSrper mit einer end~/chen AnT.ahl 
yon extremen Stiitzebenen heiBt ein (konvexrs) Polyeder. 

7. Unter einem vollkommenen Ovaloid woUen wit einen konvexen 
KSrper verstehen, bei dem die Begrenzung dutch eine analytische Glei- 
chung in den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z definier~ wird und fiber- 
dies in jedem Punkte eine bestimmte und i~mer nut eine l~eriihrung erster 
Ordnung eingehende T a n g e n s  besitst. 

8. Ist ~ ein belitlYger lamvexer K6r W mit dem Nullpunkte als innerem 
Tunkt und ~ eiue beliebige positive Gr6fle, so liiflt sich stets ein vollkom- 
men~ Ovaloid ~ bes~immen, so daft ~ den Edrper ~ entMilt und selbst 
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Es sei H(u~ v, w) die Stfitzebenenfunk~ion yon ~. Da ~ r  l~ulIpun~ 
im lnneren yon ~ l i e ~  ist jede Gr6Be H(a~ ~ 7 ) ~  0. Es sei nun g 
das ~ i ~ i m ~  der Wer~e H(a, fl~ 7) auf der Kugelfl~i~he ~, so ist auch 
g > 0. Wit denken uns den ~anzen Raum dutch ein N~z ~o~ tauter 
gleichen Wiirfeln mit, einer Kan~e (~ erfiillK Es sei !~ der Gesamtbereieh 
aller derjenigen Wfiffel dieses Netzes, welche iiberhaupt wenigstens einen 
Punkt yon ~ aufnehmen, und ~ der kleins~e, diesen Bereich ~ ganz 
en~haRende konvexe KSrper, so ist ~ ein Polyeder, und flit jede Richhmg 
(a, fl, 7) ist der &bs~nd derjenigen Stiitzebene an ~, welehe (a, fl, 7) als 
iiuBere Normale hat, yore l~ullpunkte einerseits :> H(a, fl~ },), andererseits 

8 

Dana& enth~lt; ~ den K6rper ~ im lnneren und ist selbst; ga~z in 

1 + -7) en~halten. 

Das Polyeder ~) besi~ze n Seitenfl~chen; da ~) den Nullpunkt im 
Inneren enthiilt, kSnnen wir die Bedingungen dieser n ex~remen S~ii~z- 
ebenen an ~ in der Form 

(7) ;Zl =< 1, Z~ =< I,---X,,=< 1 
schreiben, so dab dabei :Z~, Z~, "'" ~ homogene lineare Ausdriicke in x, y~ z 
sin& Es set nun co eine beliebige positive GriiBe, die wir > lgr~ an- 
nehmen, und ~ der dutch die Ungleichung 

(8) ~ = e~x, + e~x~ + . . .  + eoz,, =< n e  ~ 

bes~immte Bereieh. 
Dieser Bereich ~ enthiflt jedenfalls das dutch die Ungleichungen (7) 

definierte Polyeder ~ in sick Andererseits ist C ganz in (1 +~-~) $ 
en~al~en; denn in jedem Pu_nk~e auBerhalb des letz~eren Polyeders erweis~ 

sich stets wenigstens eine der GrSBen Z~, ~ , . - .  ~ als > 1 + !gn und 
. g O  

die ~w.~hte Seit~dn (8) daher als > he% Naeh der Lagenbeziehung yon 
zu ~ wird wetter ~ den K6rper ~ enthalhm und selbst in 

(l + (, + v )  ,, 
en~;]ml~ea ~ e ~  Wit k6nnen nun ~ so klein, und e so gro~ anne]amen, 
da$ tier bier sCehende Fakbor yon ~ sieh ~ 1 + e erweisK 

Dio I ~ a z u n g  yon ~ ~ die ana~ya~e ~ ~ = n e  ~. Wit 
finden den &usdtuck 

(9) b~ x + ~-~ y + ~-i ~ ~- ~ X , ~ x ,  + og~e 'x ,  + . . . + ~ , ~ , , ~ ,  
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jedem Punkte wenigstens eine der GrSBen ~ ~ 1 und audererseits gilt 

I Mi~ Beriieksichtigung yon e ~ > n ersehen wir hieruus, immer ~g ~ e " 

daft auf der Begrenzung yon ~ niemals ~f~ ~Q ~Q gleichzeitig Null sein 

kSnnen, mithin in jedem Punkte dieser Begrenzung stets eine bestimmte 
Tangentialebene existiert. 

Welter finden wit, wenn x, y, z als lineare Funl~tionen eines Para- 
meters t dargestellt werden, immer 

Aus dieser Beziehung folgt, daft auf einer beliebigen gera~llinigen S~recke 
der Ausdruck Q(x, y, z) seinen grSBten Wer~ immer an wenigstens einem 
der Endpnnkte an,immt, dab mithin ~ mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Streeke en~Klt. Andrerseits ist aus (10) er- 
sichtlich, daft jede Tangentialebene an ~ mit ~ nur eine Befdhrung 
erster Ordnung eingeht. Nach allen diesen Umst~uden besitzt ~ in der 
Tat die in unserem Satze ver lan~n  Eigenscha~n. 

9. Auf Grund dieses Satzes kSnnen wir weiter zu einem gegebenen 
konvexen KSrper ~, der den Nullp,mkt o im lm, eren enfl~t,  mit einer 
Stfitzebenenfunktion H, immer eine unendliche Reihe yon voUkommenen 
Ova~oiden ~ ' ,  ~ " , - . .  mit solchen Stfitzebenenfunktionen Q'~ Q", ---  her- 
stellen, dal} die Reihe der Quotienten 

H<~, ~, ~)' ~(~, ~, r ) '  

nach der Grenze 1 konvergiert und zwar gleichm~flig ffir alle Systeme 
e~, ~t, ~, auf der ganzen Kugelfl~he ~. Trifft der bier bezeic.hnete Umst~nd 
zu, so wollen wir sagen, die Reihe der konvexen K~rper ~', ~ ' , . . .  tin6 
den konvexen KSrper ~ als Grenze, oder konvergiert naeh ~. 

Ist p ein beliebiger Punkt, so bezeichuen wir waiter den KSrper 
+ p, der p als inneren Pnn~  enth~lt, als Grenze der KSrper 

s  ~, s  ~, �9 �9 .. 

w 

Volumen eines konvexen K~rpers. 

10. Jedem konvexen KSrper kommt ein bestimmtes Votumen zu, 
feraer ein bestimmter Schwerpunkt, welcher s ~  ein innerer Punkt des 
K~rpers ist. 
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11. Wit fiihren flu" die 
koordinaten ein und setzen 

---- sin ~ cos ~, 

wobei wir ~ und ~p in 
Wix schreiben ferner 

P,~lrte a, ~, 7 eler Kugelfl~he {~ Polar- 

fl :~ sin @ sin r  7 -~ cos ~, 

den Grenzen 0 ~ a ~ ~, 0 ~ ~ ~ 2 ~ annehmen. 

~ ~ cosa sin ~, 

1 ~ ~ 1 ~ eA)S ~, 

dabei ergeben die drei Gleichungen 

(11) 

~ -~  - sin ~ ,  

7~ ~-  sin ~ ~ 

= ax  + ~y  + 7z  

stets eine or~ogonale Transformation der Koordina~n x, y, z mit einer 
Determinante ~ -~ 1. 

12. Es sei ~ ein volllrommenes Ovaloid, ~ seine begrenzende Fl~che, 
H(u, v, w) die Stiitzebenenfunlrtion yon ~. Wit schreiben 

H(~, fl, 7) = H(a ,  ~) = H. 
Die Stfitzebene an ~ mit der iuBeren Normale (a, ~, 7) hat die Gleichung 

(12) t = H(a ,  ~); 
sie ist hie~ zngteich Taugentialebene an ~ und berfihrt ~ in einem be- 
stimmten Punkte p. Die ganze F1Rche ~ erscheLu~ damit punktweise, 
dutch paraUele Normahn, auf die Kugelfl~he @ bezogem Wit wollen 
nun unter x, y, z, a, fl, y, @, ~p speziell die betreffenden Bestimm,ngsstficke 
ffir den Punkt p verstehen mid die Vedinderungen dieser GrSBen be'tin 
l~Tbergaug zu einem anderen Punkte auf ~ dutch Vorsetzen yon A andeuten; 
ferner sollen A~, A~, A~ die Werte der kusdriicke (11) bedeuten, wenn 
darin Ax, Ay, Az an die Stelle yon x, y, z treten. Dan, gilt auf ~ in 
einer gewissen Umgebung yon p ffir A~ eine Entwicklung nach Potenzen 
von A ~ ,  A ~ :  

darin bilden die quadratischen Glieder eine definite negative Form, es ist 
also P > 0, P T -- E ~ > 0. Wit kSnnen alsdann, da PT -- Z 2 =~ 0 is~ 

in einex gewissen Umgebung yon p die Werte A~, A~ dutch ~-~ und 

~-~ ausdl~i~ken, welche letzteren GrSBen sich sofort mittels Ar A ~  A7 

darstel!en lassen. Daraus erkennen wir, dab die Koordiua~n x,  y, z des 
P u n k ~  p yon ~, wo die ~ul~ere Normate die Richhmg a~ fl, 7 ha~, mad 
weiter der zugetd~rige "Wert H(a, ~, 7) analytise~ Fnnld~olmn der Gr6t~en 
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Da die Ebene (12) Tangentialebene an ~ ist, haben wit 

(13) a -g~ T fl -~ + y - ~  = O, sin O. a "g-~ + fl -~  + 7 = 0, 

und mi~ Rfieksiehi hierauf folgen aus den allgemeinen Formeln (11) zur 
Bestimmung der Koordinaten x, y, z des Pmakt~s p die Gleichungen: 

a~(o, v) ~ a~(a, v) 
(14) ~ =  aa ' ~ = s i n a  av ' g = H ( & ' * ) "  

13. Um nun das u V des KSrpers ~ auszudriicken~ zerlegen 
wir die KugelflEche ~ in Fliichenelemente do = sin &dO'd~l,; jedem Ele- 
ment rico entspricht als Abbild dutch parallele Normalen ein Element 
d f  auf der FiChe ~, 
dem Nutlpunk~ o als 
HShe dieser Pyramide, 
und ihr Volumen mit 

mad wir konstruir jedesmal die Pyramide mit 
Spitze und dem Element d f  als Grundfl~he; die 
mit gewissem u genommen, ist = H(a, fl, 7) 
demselben Vorzeichen daher 

1 H d f =  1 ] ax aXt d& dO. (15) ~- --~ x, ~#, aV 

(Wit bezeichnen hier und weiterhin eine dreireibige Determinante, in 
wetcher die Glieder der ersten Reihe yon der Koordinate x abhii~gen und 
die der zweiten und (h'it~en in der entsprechenden Weise mit Htilfe des 
Zeichens y bez. z darzustellen sind, einfach dutch _An__.gabe bloB der ersten 
Reihe). Der KSrper ~ ist nun derart das Aggrega~ aUer jener Element~r- 
pyramiden, dab sein Votnmen genau 

(16) V =  f =  ~ x, a o, a ,  

wird~ wo die Integrale tiber 
fl~iche ~ zu erstreeken sin& 

14. Wir setzen jetzt 

die g,.n~e Fl~he ~, bez. die ganze Kugel- 

a ~z 
~ -  + r ~ / = - - 8 ,  

1 (aa~x ~ y _  ~ z \  
~ , ~ .  ~ - O + ~ - r ~ O )  = - ~ ' -  

Durch Differentiation der zwei ~leichungen (13) einmal nach ~, einmal 
nach ~, erhalten wit noch die Beziehungen 

~x ~y ~z 

Nun gil~ 

Z~x ---- ~ A O + ~ Z~ #, + ~ ~-~.~ Z~ O "~ + 2 ~ ZX a ,~ #, + ~ +...,...; ] 

1 ~ ~ z  ~ + ~ ~ + ~'~ ~ ) ,  

~ = ~--~ (,~ ~ + & ~ + r~ ~ ) -  
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aus den Gleichungen (11) gewiunen wit  dann mit Rticksieht am r die 
letzten Ausdriicke und auf (13): 

A~ = RAa + S sin aA,l, + �9 AV = SAa + Tsin aA,~ +-.-, 

a ~  = --  -~1 ( R A a  ~ + 2,9 sin a A a  A,p + Y sin ~ a A~ ' )  + -  �9 -, 

und hieraus geh~ dutch Elimination yon A@ und A~p eine Entwicklung 

hervor. 
Wir entnehmen d~r~us ffir die in 12. benu~z~en GrS~en P, X, T: 

T --S .B 
P =  X= T =  

I~ T-- S ~ ~ RT-- S'~ RT-- ~ ~' 
sodag 

das Produkt, 
RT-- S ~ = I PT -- Z ~ 

R + T =  
P + T  

PT -- E ~ 

die Summe tier Hauptkriimmungsradien der Fl~iche ~ im Pnnk~ p dar- 

2S die Neigung der Krtimmungskurven auf stellen, w~hrend yon / r  T 

dutch p gegen die Richtungen a t,/~1, 71; a~,/~, 7~ abh~ing~. 
Von den Relationen (14) ausgehend, erhalten wir folgende Ausdrticke 

fiir R, S, T allein dutch die Funl~tion H = H(a, ~p): 

(17) 

~'H 

T =  

1 ~ H  COs ~ ~ H  
sin @ ~@~ sin~@ ~ '  

1 ~'H cos @ 0H 
sin' a 0~,' + sin ~ ~ 4- H. 

Dabei wird immer / ~ >  0, / ~ T - - S ~ : >  0, und in diesen Ungleichungen 
sind berei~s die aUgemeinen Bedingungen (1)--(4) fiir die Stii~zebenen- 
fimktion H vSllig eingeschlossen. 

Setzen wit die De~erminan~ x, 0o '  0e zu ihrer ]inken Seite mit; 

der Determinante 1 der Substitution (11) zusammen, so finden wit sie 
= H ( R T - - S 9  sin a, sodaB aus (15): 

(18) df  = ( R 2 - - S g d ~  

und aus (16): 

(~ 

hervorgeht 

r= ~f ~(~T-- S ~) a. 
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Das Yolumen V erscheint hiernach ats ein gewisser homogener Ausdruck 
dritten Grades in den Werten H(~,  ~p). 

15. Is~ ein konvexer KSrper ~ die Grenze einer unendlichea l~eihe 
f f  * ~ vollkommener Ovaloide ~ ' ,  ~ ,  ., so konvergieren die Volumina dieser 

Ovaloide naeh dem Volumen yon ~. Man erschlieBt diese Tatsache ganz 
allein mit; tIiilfe dos Umstandes~ dafl~ wenn ein Ovaloid ein anderes in 
sich eath~lt, das erstere s~ets ein grSfleres Volumon besi~zt. Ferner kon- 
vergieren die Koordi~en der Schwerpunkte yon ~',  ~"~ . - .  nach den 
Koore]inaten des Schworplmktes yon ~. 

w  

Seharen kon~exer K~rper. Gemischtes Volumen dreier K~rper. 

16. Sind //i, H~, - . .  H~ die Stfitzebenenfunktionen von m konvexen 
KSrpern ~1, ~ , " "  ~,, so geniigt die Funktion 

~(~, ~, ~) = tl~(u, ~, w) + t~H2(u, ~, ~) + . . .  + t~/t~(~, ~, ~), 

wenn die Parameter tl, t2,.- ,  t~ s~mtlich ~ 0, abe~ nieht durehweg = 0 
sind, stets ebenfaUs allen Bedingungen (1)~(4) in w 1 and bildet daher 
wiedernm die Sfiitzebenenfunktion eines konvexen KSrpers. Diesen KSrper 
bezeichnen wir dutch 

(20) ~ = t,~, + t~., + . . .  + t,,,~,,, 
und die Gesamtheit aller in solcher Weise aus gegebenen GrundkSrpern 
~ herzuleitendea KSrper ~ nennen wit eine Schar konvexer K~rper. 

17. Sind ~,  ~ , . . .  ~ voUkommene Ovaloide, so grit das gleiche yon 
jedem KSrper ~ der Schar (20). Bezeichnen wit die Punkte auf den 
Begrenzungen yon ~, ~ ,  in welchen eine bestimmte (und die n~mliche) 
~uflere Normale a, fl, ~, vorhanden ist, mit x~ y, z; x~, Yi, zi, so finden wit 
auf Grund der (~leichungen (14) die Beziehungen g01tig: 

(21) x =  t~x, + t,x~ + . . .  + t , x , , .  . .. 

Stellen wir nun das Volumen V yon ~ gem~ifl der Formel (16) dar, so 
resultiert mit R~icksieht auf diese Gleiehungen (21) fiir Vein  homogener 
Ausdruek dri~tea Grades in den Parametern t~: 

(22) v =  ~ v~, t~t~t, (j,  ~, z= 1,2, . . .~);  

die Koeflizientea ~ mit niehfi lauter gleichen Indizes denken wir uns 
dahei so eingef'r da~ sie bei Permut~t~ionen tier Indize~ sich nieht 
iindern. Ein jeder Koeffizient ~ ist allein yon den drei zugehSrigen 
KSrpern ~ ,  ~ ,  ..~, abh~ngig; wit bezeichne~r ~ ihn aueh mit V ( ~ ,  ~ ,  ~,) 
und ne, mo:en iha das gemischte Volume~ der KSrper ~ ,  ~ ,  ~ .  
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18. Beh~chten wit nun clas gemischte Volumen V~s = V(~I, ~, ~a) 
dreier vo!Ikommener Ovaloide ~i, ~, ~s- Schreiben wir 

Y,J[ ' / t  o .  ~.Id~d~p 

und de6nieren die a~aalogen Ausdriicke fiir die Permuhtfionen tier Indizes 
1, 2, 3, so ist 

Nun gilt 

1 ~ r 1 ~sx s I# # dO, 
t 

Die ]inken Seiten in diesen zwei Gleiehungen sind gleich Null, weil die 
Integranden Differentialquotienten nach @, bez. ~p sind trod die Integra- 
tionen sich fiber die ganze Kugelfl~he ~ erstrecken. Dutch Subtraktion 
der damit hervorgehenden Relationen folgt nun 

(23) 4 ~  + 4 ~  = 4 ~  + 41s, 

und dureh cyklisehe Vertansehung yon 1, 2, 3 bier finden wir weiter 
diese Ausdriieke = Jsl, + ~ 1 ,  soda~ sieh 

1 + 
= y 

her~usstellt. 
Multiplizieren wir in Jls3 'die Determinante xl '  ~ e '  0#, zur linken 

Seite mit der Determinaute 1 der Substitution (11), und bezeictmen wlr 
die den Formeln (17) gem~iB herzustellenden Ausdrfieke R, 8, T ffir 
~1, ~ ,  ~ mit den entspreehenden Indizes, so entsteht 

analog drficken wir Jl~s aus, und wit erhalten endlieh 

(~)  L ,  = -~ f ~ , (~T , - -2S~& + T~D d, .  

Nach tier Gl~ichung (23) besteht fiir diesen Ausdruck die wichti@e F.4gen- 
schaft, daft er bei bdie~igen Per~utatior~n vo~ 1, 2, 3 :~ne~ Weft ~icht 

19. Wit !~fipfen an diese Formel einige einf~he Bemerkungau an. 
Die @rSl~en Re, ~s, Ts bleiben bei einer Translation yon ~s unge~dert,. 
mithLm bleibt clabei aueh V~s~ unge~dert, und da V~n = ~nz = V ~  ist~ 
so folgt aUgemein: 

M~thematische Av~dez~ LV~. ~;0 
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.Der Weft V(gn, ~ ,  ~s) bleibt bei bdiebigen Translationen der ein- 
~elnen K'drt~ ~1, ~,~, ~3 unge~indert. 

Der Ausdruek /~ T a -- 2 $2 S~ + T~_R s ist als die Simultanlnvariante 
zweier positiver bin'~rer quadratischer Formen stets > 0. Bat ~1 den 
Nttllpnnkr im [nneren liegen (was sic-h stets durch eine Translation yon 

hervorrufen liigt), so ist durehweg Hi(a, V)> 0 und also dann aueh 
VI~ s > 0. Mit Rficksicht auf den eben bewiesenen Satz gilt daher allgemein: 

Z~e ar~Ze v(~l, as, &) ist stets > o. 
Ist tier KSrper ~1 in einem anderen vollkommenen 0va]oide ~1" mit 

der Stiitzebenenfunl~ion Hi* enthalten, so gilt stets//1 (~, ~p) ~ H~*(@, V) 
und entnehmen wit aus (24): 

(25) v(~ ,  ~, ~) < v ( ~ *  ~, ~). 
Endlich bemerken wir die RegeI: Ist t ein positiver Faktor, so gilt 

(26) r ( t~ l ,  ~ ,  ~ )  = t v ( ~ ,  ~ ,  ~ ) .  

20. Sind die KSrper ~1, ~ ,  ~a mit einem und demselben K5rper 
identisoh, so wird V(~ ,  ~ ,  ~3) das Volumen yon ~. 

Die Stiitzebenenfunktion der Kugel (~(x ~ + y~ + z ~ ~ 1) ist fiir die 
Systeme a, fl, 7 au_f ~ konstant = 1. Beziehen sich H, R, S, T auf ein 
vo!lkommenes Ovaloid ~ und bezeichnen wir das Oberflgehenelement dieses 
KSrpers mit d[~ seine gan~e Oberfl~che mit O, so folgr daher aus (24): 

und dutch (23) gelaugen wir noch zu dem Ausdrucke 

(28) 0 = 3 V(~, ~ ,  ~) = --~ j ' ~ ( n  + T) d~. 

Andrerseits wird 

(29) 3V(~,  (~, ~) - - - -  + r ) d e o = - ] - ~ - ~ - s -  ~ df; 

1 -~(~+ r) 
die GrSBe R T_S~ bier bedeutet die miYslere Kriimmung am Fl~i~hen- 

element df und kSnnen wir dauach 3V((~, (~, ~) als das Integra/ der 
mitt~e~ Kriimmang yon ~ bezeicbnen. Wir haben d~.nn noch die Be- 
ziehung 

/ - a  

(~o) ~ v(~,  ~, ~) = ~ v(~, (s, (s) ~ j  ~ o .  

21. Sind ~ ,  ~ , - - .  ~ beliebige konvexe KSrper, so k6nnen wit 
nachw 2 jeden dieser Kiirper ~ alsGrenze einer Reihe vollkommener 
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Ov'~oide ~ fla~telleIL Auf Grand der in 19. abgeleiteten Regeln l~t~t 
sich dann zeigen, dab dabei ein jeder Ausdruck V ( ~ ,  ~ ,  ~a) immer nach 
einer bestimmten, yon tier Wahl der ann~hernden Ovaloide ~ n a b ~ e n  
Grenze konvergiert, die wir mit V(~,  ~k, ~ bezeichnen und alas gem/schte 
Volumen yon ~ ,  ~ ,  ~ nennen. Es iibertragen sich da~, alle Regelu aus 
19. und die Entwicklung (22) sofort auf beliebige konvexe K6rper. 

Fiir die gemischten u bestehen einige fundamentale Unglei- 
chungen, die in dem Satze gipfeln, dab irgend drei KSrper yore Volumen 1 
stets ein gemischtes Volumen :> 1 ergeben, hls Vorbereitung zum Nach- 
weis dieser Ungleichungen behandeln wit zuniichst die entsprechenden 
Fragen fiir die Ebene. 

w  

Ovale. Gemischter Flicheninhalt zweier Ovale. 

22. Wir betrachten jetz~ Figuren in einer Ebene z ~ const. Es sei 
H(u, v) eine reelle Fu~ktion zweier reeller Argumente mit den Eigen- 
schaf~n: 

H(O, O) ---- O, H(tu, tv) -~ tH(u, v), wenn t > 0 ist, 

+ + =< n(u,, + 

Den dutch die s~mtlichen Ungleichungen 

u x  + v y  H(u, 
fiir alle mSglichen Systeme u, v definierten Bereich ~ yon Punkten x, y 
in der Ebene z ~-contr. bezeicbnen wir als ein Oval in dieser Ebene, 
und wir nen,en H(u, v) die Stiitzgeradenfunk~ion dieses Ovals. Jedem 
solchen Oval ~ kommt ein bestimmter Fl~icheninhalt, ferner ein bestimmter 
Schwerpun~ zu; der Schwerl)unkt wird stets ein innerer Pnnlrt des Ovals. 

Ist s ein positiver Wer~ ~ 0, so stellt sH(u, v) wieder die S~tz- 
geradenfunk~ion eines Ovals vor, das wir dann s~  nennen. 

23. Wit bezeichnen ein Oval ~ als ein voltkommenes Oval, wenn die 
Begrenzung yon ~ dutch eine analytische Gleichung in x, y gegeben ist 
und in jedem Punkte eine bestimmte und immer nut eine/~r~hrung erster 
Ordnung eingehende Tangente hat. 

Ist ~ ein beliebiges Oval mit dem l~ullpunkt als Schwerpunk~, mad 
eine-beliebige positive GriiBe, so ]~ann man stets ein vo]]lrommenes 

0val ~*~ ebenfaUs mit dem l~ul!punkte als Schwerpunkr finden, welches 
enth~t und setbst ganz in (1 + e) ~ enth_atten ist. Jedes Oval k a ~  

als Grenze vo]~ommener Ovale mit dem n~m!ichen Schwerpunkt dar- 
gestellt werden. 
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24. Es sei ~ ein vollkommenes Oval, H(u, v) seine Stiitzgeraden- 
funktion. Wi t  bezeichnen mit a, ~ die Koordinaten eines Punktes der 
greis!i~Je x ~ + y~ = 1 bez. die Richtung yon x-~  0, y = 0 nach diesem 
P ,  n l ~ ,  ~tihren a = cos ~, fl = sin a ,  0 ~ a ~ 9~ ein und schreiben 
H(a, fl) = H(a)  ---- H. Der K.~immungsradius der Segrenzung yon ~ in 
einem Punkte p, wo die iiuBere Normale die Richtung (a, fl) hat, wird 

R-~  H - t - ~ - ~  und der Fliicheninhalt yon ~ bekommt den Ausdruck: 

2~  

~j ~-- 
o 

Wit haben nun in Bezug auf den Fl~cheninhalt ~ noch einige Be- 
merkungen zu entwickeln, die bald Anwendung finden werden. 

Es sei a tier kleinste, A der grSl~te Wer~ yon x in ~ und bezeichnen 
wir ffir ein x :> a und ~ A mit y(x) die L~inge der zur y-Achse parallelen 
Sehne yon 3 ,  auf welcher der betreffende Abszissenwert x konstant ist. 
Die Funktion y(x) ist im Inneren des Intervalls a ~ x ~ A regular und 
an den Grenzen n'~hert sie sich stetig dem Werte Null. Ferner ist da~n 

d_yy eine mit w a c h s ~  x stets abnehmende Funktion. hffolgedessen is~ dx 
weiter insbesondere 

X 

a y 

z x - - a  

y 
eine s~ets abnehmende and analog A - - x  

VOI1 X .  

Der Fl~icheninhalt F yon ~ besitzt nun auch den Ausdruck 

eine stets wachsende Funlrtion 

A 

(39) F = f y  (x) dx. 

S e ~ n  wir, w e . -  a ~ x ~ A ist, 

x 

so ist ~ -~ ~(x) eine solche F n ~ o n  der oberen Grenze x dieses I n ~ ,  
we!che ko~'mder//ek yon 0 bis 1 ~unimmt, wii~rend x yon a bis A 1Ruff, 
mad k'Sn~en w/r daher ~mge~ehrt die obere G~nze dieses Inte~als als eine 
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bestimmte Funktion x(z) des Wertes z im InY~valle 0 "~ ~ ~_ 1 ei~uT~ren. 
Dabei gilt 

dx 

Nach der zwei~en Gleichung bier wird d (y~) eine mit  wachsendem v s~e~ dr 
y~ 

abnehmende Funktion yon v; in~'olgedessen is~ wei~er - -  eine s~e~s ab- 
y,. 

- -  eine stets zunehmende F u n ~ i o n  yon v. nehmende, 1 -- v 

a-~- A a l so  Die L~inge der Sehne bc yon ~ auf der Geraden x = ~ ,  

(~_A_ ) ,  sei ~-h.  Die Tangen~n an ~ in den Endpunl~n dieser Seh,e Y 
bflden mi~ den Geraden x = a und x----A ein Trapez, welches ~ ganz 
in sich enthiil~; also folgr 

(33) ( A - - a ) h  ~ F.  

Andrerseits enthi~lt ~ das Dreieck afir mit; jener Sehne ~r als Basis mad 
der Spitze in dem Punkte a yon 3 ,  fiir den x = a ist; daher gilt 

• 
& 

woraus mi~ Riicksich~ auf (33) nun �9 < T hervorgeh~; analog 

finden wit ~ > ~ -  
3 

Ftir einen Weft  v > X- f~,]l~ dana~h s~e~s x(~) > a + A ~ s ;  d ~  

y~ 
Y und mi~ wachsendem x bez. v zunehmen~ haben wir alsdann A ~ x  1 --~ 

A 

A - - x  l ( A ~ a )  ~ ,J A - - a  
2 x 

woraus mit Rticksicht auf (33) sich 

(34)  a - < V 1  - 

ergibt, und erhal~en wir andrerseits 

y~ h ~ 4 y~ 4 (1 --  v) ~ ~ 
(35)  , 

Nehmen wir an, der Schwerpunl~ yon ~ liege im l ~ u l l p n n ~ ,  so 
fiihr~ die BeCrac~tung der x-Koordinate des Schwerpunkt~s zur Gleichung 

A 1 
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woraus dutch par~ielle Inbgration 
A 

a 

1 

0 

folgr Zerlegen wir ~ in die Dreiecke mi~ a als Spitze mid den einzelaen 
Bogenelemen~n des Umfangs yon ~ als Cxrundlinien, so ist fib den 

Schwerpunk~ eines jeden dieser Dreiecke offenbar A -- x > 1 (A--a)  und 

muB die gleiche Relation da~er auch fiir den SchOerp~mkt; yon ~ selbst~ 
gelt;en, d. h. wir haben 

A ~ a  (m) ~ > 

25. Es seien ~1 und ~, zwei beliebige Ovale und H1(u , v), tt~(u, v) 
i~e  S ~ t z g e r ~ e ~ ~ o n ~ n ;  a l s d ~  bilaa (i-t) ~1(% ~) + tB~(~, ~), 
wenn t ~> 0 mid <~ 1 isis, immer ebenfalls die St~iitzgeradenfunktion eines 
Ovals, das mit ~ = (1- - t )~  I + t ~  bezeiehnet we~:de. Dieser Hersbllu~g 
yon ~ st~eht; folgende Erzeugungsweise desselben Ovals dual gegeniiber. 
Man verbinde j~len Punk~ ~i yon ~i mit jedem P,nL~e ~ yon ~ mid 
~ile immer die Verbindungss~reCge [1 [~ in einem Punkt;e [ so, da~ 

~ =- ( 1 - t ) ~  + tG 
i~t (/L h. aa~ aie L~gen de~ S~eaen ~i  ~ a  if~ ~ia wie t: i -  t~e~- 
hal~n). Die Menge aller verschiedenen P~nkte ~, die auf diese Weise 
geftmden werden, bildet; dann genau den Bereich des Ovals ~. Bei diesel" 
Konsf.ruk~ion yon ~ denkes wir uns zweckmiiBig ~1 und ~ in zwei ver- 
sehiedenen Ebenen z = eonst;., etwa ~ in z ~ 0 und ~ in z = 1 gelegen; 
alsdann st;ellt; 3 =  (1--t)~i + t ~  den Schnitt des kleinsten, die beiden 
Ovale ~ mid ~ ganz enthaltenden konvexen KSrpers mit; der Ebene 
z ~ t vor. 

Der Fl~i~heninhalt; des Ovals ~ besii~zt; einen Ausdruck 

(38) F = -  (1--t)~F~l + 2(1--t)tF,~ + t'F=,, 
wobei Fa~ den Fliiehenlnh~.lt; yon ~i, Fm den yon ~ and F~ eine weibre 
Konstante bedeu~t, die wit den gemischten Fl~heninhalt yon ~l trod ~ 
~leanen. F~ ~i~dert sich nicht bei bdiebigen Translaf.ionen yon ~ oder 
v o n  ~ .  

Sind ~ und ~ vollkomme~.e Ovale, so finden wit, yon der Formel 
(3 i) ~usgehend, 

2~ 2~ 

I I f , ,  a ' ~ ' t d # ,  ---f y ~(H~ q- 0~', 
0 

woria Hi f ~  ~(oosO,,haO) ,ad ~ fiir ~(eos  O , ~  O) ~ht .  
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S~ellt ~s die Kreisfl'~he xS+ yS~ 1 vor~ so ist J~ bier konshmt---- I, 
Fss = ~ and wird 2 ~ s  die Ltinge des Umfangs yon ~1- 

26. Wit. woUen nun den Satz beweisen, da~ stets die Ungleichung gilt: 

(39) ~ s  __> V~I~ ~s .  

Diese Ungleichung ist gleichbedeu~end mit folgender Beziehung f'tir den 
in (38) en~wickel~en Ausdrack F:  

(~0> V ~ >  < i - t ) ~  + t V ~ .  
Von besonderem Werte ist es, auch die (~renzi~ille tier Ungleichung 

(39) mit aufzukl~.ren. Wir werden den Zusatz gewinnen, daft in dieser 
Ungleichung dann und nut dann das Gleichheitszeichen eintritt, wenn ~l 
und ~ homothetisch sind (d. h. aus einauder dutch Translation und Dila- 
~atTion hervorgehen, mit einander iihnlich und ihnlich gelegen sin(1). 

Wir den~en uns der Einfachbeit wegen ~den Schwerpunk~ yon ~l 
wie den yon ~ im Nullpunkte gelegen (was sbb  (lurch Translation 
die~e~ Ovate ~.u e~rei~en ~t). A~a~n ~in~ ~(~, ~) u.d ~(~, ~) 
immer ~ 0. 
Funktion 

(~l) 

Auf der Kreislinie as-I - /3s= 1 hat die daselbst st~tige 

ein bestimmtes Maximum, das wir D nennen. Dieser Wer~ hat die Be- 
1 deutung, da~ das 0val ~ ~s yore Fliicheninhalt 1 im 0val s It1 yore 

Fli4cheninhalt s s enthalten ist, wenn s ~ D ist, aber nicht ga~  dar--m 
enthalten, wenn s < Dist .  Sind ~l und ~s homo~etisch, so decken sicb 

die Ovale 1 1 ~s und 1/-F-~ ~l und ist daher auch ~ gemischter Fli4chen- 

inhalt - -1 ,  also F~ = V.F~ F~ und wird andrerseib D ~-1. 
Je~zt veffolgen wit die Annahme, dab ~l und ~ nieht homo~etisch 

sin& Alsdann muB D ~ 1 ausfallen. Wir werden nun eine Ungleichung 
aufsteUen 

F,  i >= n(1)), 

worJn I~(D) eine stetige Fun!r~ion yon D sein wird, die fiir ein _D > ! 

s t ~  :> 0 is~. Diese Beziehung setzt dann in Evidenz, daft ste~s ~'~ ~ V ~ 1 ! / ~  
wird, wenn ~ und ~s nicht homot~ae~sch sind. 

:Eine Beziehur~g veto diese~ Charalder mit einer stetigen Fun~io~ n (D)  
b r a ~ t  offenbar nut fiir vogk~nmene Ova~ eruga~ ~u werden. Dutch 
unseren Hfilfssa~z in 23. fiber die Ann~erung eines beliebigen Ovals dutch 
vo!!kommene Ovale gilt~ sie elann soforb ffir alle Ovale. 
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27. Es seien nunmehr ~l and ~ zwei vollkommene Ovale und sie seien 
nicht homothetisch. Wit drehen die Koordinaf~nachsen um den Nullpnnl~t 
derar~, dag die positive x-Achse in eine solche Richt~ng f~illt, wofiir die 
Funktion (40) ihren grSSf, en Wert D erh~lf,, d. h. also, wir nehmen 

(42) ~ ~ 0 '  o) = D 

a l l .  

Es sei jetzt t irgend ein bes~ramt~r Wer~ > 0 und < 1; wit ge- 
brauchen ffir das Oval ~ =  (1 - - t )~  + t ~  die Zeiehen a, A,  y(x) in 
derselben Weise, wie sie fiir ein Oval ~ in 24. erkl~r~ sind; die en~- 
spreehenden GrSSen ffir ~ und ~ bezeiehnen wit mi~ al, At ,  yx(x), 
a~, ~ ,  v~(x); in~b~onaCre i~  -41 = E ( 1 ,  0), As = ~ ( 1 ,  0). ~ a a ~ m  
bestehen fiir a and A, den kleinst~n bez. grSgten Wer~ yon x in ~,  die 
Ausdrfieke 

(43) a---- (1-- t )a  i + ta~, A == (1-- t )A i + tA~. 

Die Flicheninhalte yon ~x und ~ stellen wir gemiiB der Formel (32) dar: 

(44) Pll 

(45) 

211 .A~ 

al a2 

Wir se~z~n nun, wenn a 1 ~ x, ~ A1, a~ ~< x~ ~ A~ ist, 

(x) dx = ~Fll, /V~(x) dx = ~F~ 
a~ a~ 

und fiihren die oberen Grenzen dieser Int~grale a]s Funlctionen xl(v), x~(v) 
des Wer~es vein, ,  der sich im Intervalle 0 ~ �9 ~ 1 bewegr Indem wit 
un~r v in diesen beiden Ftmk~onen ein und dasselbe Argument ver- 
stehen, wird ein gewisser Zusammenhang zwischen den zur y-Achse 
parallelen Sehnen yon ~1 und yon ~ herges~ell~*). 

Wir ziehen je~z~ die in 25. angegebene Me,ode zur Erzeugung des 
Ovals ~ aus den Pnn~en yon ~i und ~ heran und bringen sie zun~chs~ 
auf die Pun!~f~ tier Sehne Plql yon ~1 auf de~ (~eraden x =-xl(~ ) lind 
der Sehne p~% vonn~ auf der Geraden x = x~(v) in Anwendtmg; dadurch 
erkennen wir, da$ zu ~ auf der Geraden 

(4o) ~ = ( 1 - ~ )  ~1(~) + ~(~) 

*) Die Idee clieser Zuordnung der parallelen Sehnen in zwei Ovalen nach dem 
Ver t~ i s  clef je zwei Fl~mhens~ficke, in welche sie die 0vale zerschneiden, 
yon Herrn H. Brunn her (vgl. Ovate ~ E i f l ~ n ,  Inauguraldisser~idon, Mfinc-hen, 
1887, pag. 2S). 



Volumen uud Obe~che. 

jedenfaHs alle diejenigen l~mlr~e gehSren miissen, welche diese Gerade 
aus dem Trapeze Plq~q~P~ herausschneide~. Die ~ e n  der Sehnen Piqt 
und p~q~ sind y~(x~(v)) bez. y~(x~(v)); danach muB fox die LRnge y(x) der 
Sehne pq yon ~ auf der durch (46) angewiesenen Geraden jedenf~l~ die 
Ungleichung 

(47) y(x) + 
gelten. 

Ffir den Fl~cheninhal~ E des Ovals ~ haben wir 
A 

P= f dx. 

Nun w~chs~ die dutch (46) gegebene Funk~ion x konfinuierlich und l~uft 
nach (43) in den Grenzen a bis A, wenn v yon 0 his 1 znnimmt, und 
kSnnen wir sie daher als Variable in dieses Integwal fiir F ei,ffihren. 
Schreiben wit zur Abkiirzung x~, y~ und x~, y~ fiir x~(v), y~(xt(~) ) und 
x~(v), y~(x~(v)) und machen yon (47) Gebrauch, so ergibt sich 

1 

F =  (1--t)y~+ty~) (1-- t ) - j~ + t  dr~dr. 
0 

Jetz~ ziehen wir den Ausdruck (38) fiir F heran und benut, zen die Glei- 
chungen (44); dadurch erhalt~n wir 

1 

_ ~ + y ,  - ~ )  dr. 
o 

Hier fiihren wir gem~iB (45): 

dx~ F,~ dx, F,, 
~ , =  ~ , ,  ~ 7 ~ -  ~, ~ 

ein, trod wit erzielen endlich 
1 

0 

Andrerseits haben wir der Formol (36) zufolge: 
1 1 

mifflin 
0 0 

1 

0 

- > o .  
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Mit Hfilfe der lef~feren Beziehung suehen wir eine positive untere 
Grenze ffir das Integral anf der rech~n Sei~e in (48) herzuleiten; dabei 

�9 ~ bei Ann~herung ents~eht eine Schwierigkeit dureh den Umsf~nd, dab ~ y, 

an v = 1 fiber jsde Grenze hinausw~hst. Es sei nun ~ sine positive 
1 

Gr6ge < u  so gilt 
1 1 

mit Rficksicht auf (34) und (37) finden wir die rechte Seite hisr < 3 A~ ]/~, 
and wit erhalten aus (49) die Ungleichung 

1 - 8  

Yl Y2 
o 

Die Ungleiehung (48) bleibt bes~hen, wenn wir die Integration 
reehts nut his zur oberen Grenzs 1 -  ~ ers~ecken. Tm Intervalle 0 bis 

Y' und Y2 1 - - ~  sind zufolge einer in 24. gemachten Bemerkung V~ V; 

best~mdig abnehmende ~,nktionen und haben wir mit Rficksicht auf (35) 
und (37) und auf v < 1 durehweg 

damit erhalten wit aus (48) die Beziehung 
1 - $  

F,, F,, f(y, ~ 2 d l ; .  

o 

Bezeiehnen wir den In~egranden in (50) zur Abkfirzung mit q J, so is~ 

f (q' + s)~ d ~ 
o 

fiir jeden reellen Wer~ yon s stets ~ 0 und gilt infolgedessen 

(51) j ' % q ! ' d V ~ l l , ) ( / ~ d , )  ~ . 
o o 

Diese Beziehung f0_h~ uns nun mit Rfieksieht anf (50) und, wenn wit 
noch bier rechf~ 1 -  ~ im Nenner dutch i ersef~en~ zu 
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ein, 

Mif, ehesem 1 (/~-lp 
wobei ~ <  , also gewi$ < x - i s ~ ,  und wird -= 41) " 

Werte yon $ ents~h~, wenn wit noch yon (42) Gebrauch machen: 

. 1 (D--  a) 4 
F,~ --1~28 s~ D8 

In der kier geschriebenen Form (mi~ dem Zeichen ~ i i b e ~  sieh 
difise Relation unmittelbar auf beliebige Ovale; sie liefer~ in der Ta~ den 

sate, E ,  > 
28. Nehmen wir fiir ~ eine KreisflKche yore Radius 1, so bedeu~$ 

2F~ die L~nge des Umfangs yon ~ ,  w~hrend ~'~ = z z u  se~zen is~. 
Die fiir diesen Fall aus (39) en~sf~hende Ungleichung 

besag~, daft jedes Oval, welches yon einem Kreise versc~d~ @t, immer 
kleineren Inhalt besitzt ats ein Kreis yon demselben Umfarg]e. Diese Aus- 
sage liiflt sich sogleich auch auf nicht konvexe Fliichen a/usdehnen, indem 
zu jeder abgeschlossenen und zusammenh~ugenden Figur, welche nich~ 
ein Oval vorsf~ll~ and weleher ein besf~mm~er Fl~heninbalt und oine 
bes~immte LKnge des Umfanges zakommt, immer ein bestimmtes kleins~es, 
die Figur gaaz enthaltendes Oval gehSr~, und far dieses der Fl~cheninhal~ 
grSger, der Umfang kleiner ausf~ll~ als fiir die Ausgangsfigur. 

w  

E i n e  kubi sche  U n g l e i e h u n g  f i ir  die  g e m i s c h t e n  u  

29. Wit suchen jetzt die entsprechenden Tatsachen fiir den Rsum 
abzuleit~n. Zun~ichst schicken wir einige Hiilfsbemerkungen voraus. 

Es sei ~ ein vollkommenes Ovaloid, c der kleinsf~, C der gr'SBt;e 
We~ yon z in ~; f'tir jeden Weft z ~ c und =~ C bezeichnen wit mit 
~(z) den Schnitt yon ~ mit der Ebene, in welcher der betreffende Wer~ z 
konsf~a~ is~, mi~ (f(z)) ~ den F1Kchenlnhal~ yon ~(z). Fiir die Werte i_m 
!nneren des In~ervalls e ~ z ~ C sf~Alt; ~(z) Ovale vorund ist die Funk- 
tion f(z) immer regul~ir, an den Grenzen nKher~ sich f(z) s~efig dem Wer~ 
Null. Is~ e < z' ~ z < z" < C, z = (1--t)z" q- tz", so enth~lt das Scbnit~- 
oval ~(z), da ~ ein konvexer KSrper ist, jedenfalls das gam,e dutch 
( l - t )  ~(z') + t~(z") darges~ll~ Oval in sich un4 grit aaher zufo]ge &r 
Ungleichung (40) sicherlich 

f(z) ~ ( l - - t ) f (z3  + tf(z").  
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Auf ~ n a  dieser Eigenschaften erkennen wir, wenn wir z und f als 
rechtwink]Jge Koordinaten in einer Ebene deuhm, dab der Bereich 

(53) c s  z ~ e ,  o s f s f(z) 
ein Oval in dieser Ebene vorstellt, und nimm~ infolgedessen df(z) mit dz 
wadasendem z best~indig ab. 

Das Vohmen V yon ~ driickt sich dutch 
C 

r 

aUS. Setzen wir nun,  wenn c _~ z ~ C isr 

$ 

(f z)) d z  = 

C 

so w~hs t  �9 = ~(z) kontinuierlich yon 0 bis 1, w~rend die obere Grenze z 
yon c bis C zunimmt; wir k6nnen dann umgekehrt die obere Grenze z 
dieses Integrals als eine bestimmte Funktion z(v) des Wertes v einfiihren, 
die ihrerseits konfinuierlich yon c his C zunehmen wird~ w~rend v yon 
0 his 1 w'~hst. Dabei gilt ,  wenn wit zur Abkiirzung f(z@))= f se~zen, 

de, 

Wir entnehmen daraus weit~r 

d(fS) 3 df 

sodaB auch d(fS) mit wachsendem ~ best~dig abnimmt; infolgedessen wird 

- -  eine bestiindig welter v eine best/indig abnehmende und audrerseits 1 --: 

zunehmende Funk~ion yon v sein. 
Be~achten wir wieder das durch (53) bestimmte Oval in seiner 

~f-Ebene. Es sei h die L~Lge derjenigen Sehne dieses Ovals, auf der 

c + C ist, also h = f (c__~). Die Tangente des Ovals im Endpun~e 

f =  ]~ dieser Sehne bilde~ mit den Ger~ten z = c, z = 0 und f = 0 ein 
Trapez, in welchem das Oval ganz enf~al~en ist; da~lurch ergibt sich 

(55) V <  { ( C - - ~ ) ~  ~ . 

Andrerseits ist das Dreieck mit jener ~Sehne als Basis und der Spi~e 

$ = c, f = 0 gauz im Bereiche z < c +____G des Ovals enthalten, und geht 
2 

t l ie l~US 
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hervor; mit Riicksicht auf die Relation (55) erhal~n wit so(latin 

>~--  

also ~ >~-  A~alog finden wir 1 -  ~ < ~-, 

7 Fiir einen Wert ~ > W wird demuach immer z(v) > e + O 
2 

folg~ dann 

f(z) h 
c - ~  > Z ( c - c ) '  

2 g 

sein; es 

woraus mit ttiilfe yon (55) die Ungleichung 

hervorgeht, und es ergibt sieh ferner 

h ~ s (f(z))8>8 1 - - ~ ( ~  Vc)~ 
(57) (f(z))' > > T h~, ~ 7 ~ c "  ' , - ,  , _  ~ ( c ~ )  

Nehmen wit den Schwerl~m~t yon ~ im NulApunkt gelegen an, so 
ffihrt die Be~achtung der z-Koordinate dieses Schwerpnnl~ts zur Gleichung 

C 1 C 1 

r 0 c 0 

Zerlegen wir ~ in lauter Pyramiden mit der Spitze in demjenigen Punkte 
yon ~, ftir den z ~ c is~, und mit den ein~.elnen 0berfl~chenelemen~en 
yon ~ ats Grundfli~chen, so isr fiir den Schwerpunkt einer jeden dieser 

1 (C--c) und gilt daher die gleiche Relation such Pyramiden 0 -  z > u 

ffir den Sch~erpunkt yon ~ selbst~ d. h. man hat 
(59) C -- c < 4 C. 

30. Es seien jetz~ ~1 und ~ zwei beliobige konvexe KSrper mit 
den Stiitzebenen~m~ionen //1 und ~r~ und t ein beliebiger Wer~ > 0 
und < 1. Verbindet man jeden Punl~ ~ yon ~ mit jedem Punkt~ ~ yon 
~.~ und refit die Strrecke ~ immer in dem PunkCe ~-~ (1 - -0~  + t~, so 
erfiillt die Gesam~eit tiller verschiedenen in dieser Weise enfi~henden 
Pun~e t genau den konvexen KSrper ~- - - - (1- - t )~  + t ~ ,  tier als S~t~- 
ebenenfunktion H =  (1--t)H~+tH~ besitzt (vgl. hierzu die Formel (21) 
in w 4). Das Volumen dieses KSrpers ~ wird durch einen Ausdruck 

(60) r =  O-t?ro  + 3(1-t) tr, + + 
dargestellt, worin 17o, V~, Fs, V s die gemischten Volumina 
(6!) ~ ( ~ ,  ~ ,  ~ ) ,  ~ ( ~ ,  ~ ,  ~ ) ,  r ( ~ ,  ~ ,  ~ ) ,  r ( ~ ,  ~ ,  a,)  
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bedeu~n~ insbesondere also V o das Volumen yon ~t und /r 3 das yon 
vorstellt. Diese vier Konstan~en bleiben bei beliebigen Translationen yon 
~1 und yon ~ ungefndert. 

Wir wollen nun den Satz beweisen: 
Fiir diese Konstanten im Ausdruck yon V girt stets die Ungleichung 

(62) ~ ~_ Vo~V~ 
und r tritt bier das Gleichheitszeichen dann und nut dan~ ein, wen~ 
~1 und ~ ho~othetisch s i ~  (auseinander durch Translation und Dilatation 
hervorgehen). 

Wir denlren uns yon vornherein mit ~ und ~ solche Translationen 
vorgenommen, dab sowohl der Schwerpnnkt yon ~1 wie der yon ~ in 
den Nullpunkt zu liegen komm~. Alsdann sind die St/itzebenenfunktionen 
dieser K  er, Argument  w § 0, 0, 0 
sf~r > 0. Es sei D das Maximum der Funktion 

auf der ganzen Kugelfl/iche ~ a lsd~,  ist der KSrper 
1 s 

~ veto Volumen I ira g6rper ~/Voo ~ veto Vohmen s s enthalten, 

wenn s ~ D ist~ aber nicht ga.n~, darin enthalf~n, wenn s ~ 1) isk Wenn 
~'x und ~ homothetisch sind, gilt D = 1 und entnehmen wit aus der 

E V. gs und daher ]71 s Vo~Vs ist. Regel (26) in 19., dab alsdann ~ = E - - ~  = 

Sind ~t und ~,2 nicht homothetisch, was wir jetzt annehmen woHen, 
so fgllt D ~ 1 aus, und wir werden zeigen, dab alsdann eine Ungleichung 
besteht: g~ 

worin I~(D) eine steis Funktion yon D vorstellt~ welche f~ir ein D ~ 1 
stets ~ 0 ausfSJlt. Eine derartige Relation mit einer stet/gen Funk~ion 
I'[(D) bmucht nur fiir vollkommene Ovaloide ~ ,  ~ bewiesen zu wexden; 
vermSge unseres Hfilfssatzes aus w 2 fiber die A nn~iherung beliebiger 
konvexer KSrper dutch voll~ommene Ovaloide gilt sie dann sofort ffir alle 
konvexen KSrper. 

31. Es seien jetzt ~ und ~ zwei vollkommene Ovaloide und sie 
seien nicht einander homothetisch. Wir geben den Koordinatenachsen 
eine solche Lag% dal~ die positive z-Achse in eine Richtung f'allt, wof~ir 
die Ftmktion (63) ihren grS~ten Wert D anriimmt~ Wir verwenden die 
Zeiohen c, C, ~(~), f ( g  f~r den K ~ e r  ~ = ( l - - t ) ~  + t ~ ,  wie sie 
fiir den KSrper ~ in 29. erkI~rt sind~ und bezeichnen die entsprechenden 
GrSt~en mad Bereiche in Bezug auf ~ oder ~,~ analog unf~ ~ g  
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des ~ae~ 1 oaer ~. ~a~a~,, ~ q = ~ ( 1 ,  o, o), v, ~- ~ ( 1 ,  o, o) una 
nach der eben gemachten u wird 

F<oo. 

Der kleinste und grSBte Weft yon z in ff bestimmen sich gem~B 

(65) c = ( i - - t ) ~  + t~,  C = ( l - - t )  q + W~. 

Wir setzen nun, wenn c l ~ ~1 ~ C1, c~ ~ z 2 ~_ C~ ist, 
z x z~ 

el c2 

und ffihren amgekehrt die oberen Grenzen dieser zwei Integrale als Fnnk- 
tionen z1(z), zs(z) der Variablen ~ ein, die sieh im Intervalle 0 ~  1 
bewegt. Indem wit fiir ~ in beiden Funlr~onen dasselbe Argument ver- 
wenden, erhalten wir eine gewisse Zuordnung der Schnitte ~i(zI(~)) yon 
~ und ~(~(~)) ~o~ ~. 

Andrerseits stellen wir das Volumen yon ~ in der Formel 
0 

(67) v= f (f(.)),d. 
c 

dar. Se~zen wit 

so nimmt diese Funktion yon v, wenn v yon 0 his 1 l~iuft, kontinuierlich 
wachsend die Werte yon c his C an. Wit  wenden nun clio in 30. erSrterte 
Konstruktion, welche aus den Pnnkten yon ~ und yon ~ die Pnvkte 
yon ~ herzuleiten gest~ttet, speziell auf die Pun~e ~1 yon ~1 in seinem 
Schnitte ~(z~(v)) and die Punk~e ~. yon ~s in seinem Schnitte ~s(zs(v)) 
an, wobei v irgend ein Weft :> 0 and ,~ 1 sei. Die Menge tier dabei 
hervorgehenden Punkte ~ = (l--t) ~ + t~s bfldet alsdann genau den Bereich 

(69) (1--  t)~(z~(v)) -t- t~s(z2(~)) 
in derjenigen Ebene z = coast., die dutch den Weft z in (68) bestlmmt 
ist; da~ach muB der zu diesem Werte z gehSrige Schnitt ~(z) yon 
gewiB den ganzen Bereich (69) in sich enthalten. Ziehen wit die l~la- 
tion (40) aus 26. heran, so geht daraus 

(70) f(~) ~ (~ -~)  f,(~<~)) + ~f~(~(~)) 
hervor. Aus (67) erhalten wit nu~mehr, wenn wit ffir z~(v), f~(z,<~)), 
zs(v), fs(z~(v)) zur Abkarzung z,,f~,zs, f~ schreiben: 

1 
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Wit verwenden jetzt den Ausdruek (60) ftir V, maehen noeh yon 

1 

27- d~ 
0 

Gebrauch und lassen endlich in der entstehenden Ungleichung die GrSBe t 
sich der Grenze Null niihern; dadurch kommen wir zur Ungleichung 

1 

- ~  + 2 fi ~ ~-r d ~ . 
0 

Nach den Gleichungen (66) haben wit 

und so ergibt sich weiter 

1 

0 

Setzen wir 

(71) f~ = f~ 

so L~Bt sieh diese letzte Ungleichung in 

d~. 

1 1 

Vs o o 

umwandeh. 
Andrerseits haben wir gem~B (58): 

miflain 

(73) 

1 1 

0 O 

1 

0 

1 
Nehmen wit jetzt eine positive GrSge ~ < -~- an~ so wird unter Ver- 

(56) una (59): 
1 1 
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and mit Rficksicht hierauf folgt aus (73): 
1 - 5  

(7,) f ( " -  ") r + 

Die Ungleiehung (72) bleil~t gNtig, wenn wir auf der rechten Seite 
die Integration nur bis zur oberen GTenze 1 -  ~ erstrecken. Bezeichnen 
wit den Integranden in (74) mit ~t', so wird der Integrand in (72): 

(75) (~1 + ~ )  ~ , ~  T~. (~1 + ~,)*~ 

~ ~t im ~ t e ~ U e  0 < �9 < i -  ~ ~o~ge  (~7) ana (59): 

wobei yon den zwei anteren Grenzen bier wegen (64) die erste die grSl~ere 

ist; andrerseits hat man ~ @ ' + ~ ' ) ~ ,  wenn ~ %  ist, and (~1 + ~ ) '  - -  
3 

~ @ 1 + 2 ~ )  ~ ~ '  wenn ~ ~ ~ isk Danach fiillt der Faktor yon ~ (~ +~)~ -- = 
in (75) im Intervalle 0 < ~ ~ 1 -  ~ stets 

> 7~ �9 64~ C , C ,  

aus. Auf Grtmd der auch schon frfiher verwandten Hiilfaformel (51) 
erhalten wir nun mehr: 

3 v, - ~ > ~ ( 4 V ~ ) '  - 
V~ 7~. ~ b 

I )~  Produk~ (4V~) ~ ( 1 ) -  1 - 4 ~ / ~  D) , ~ ,  ~ o ~  ~ ~  Wo~ f~r 

4 ~/~ ~ 2 (D--  i) 1 1 ist, and wird dann 3 D  an~ wobei # ~ 216' also sicher ~ ~- 
i(D --i) ~ 

27 D ~ 
Mit diesem Werte fiir ~ folgt endlich 

V, 1 => t (D- -  1) e 
(76) ~/-Vo 2 V~ 2 TM- s ' .  7~ D~ " 

In solcher Form tibertrragt sich diese Ungleichtmg sofor~ auf zwei 
beliebige konvexe KSrper ~i und ~2 and setz~ in der Tat in Evidenz, 
daft, wen~ ~1 und ~ nicht ]wmothetisch sind, stets 

5 > f-r25 
a~d~t. 

32. Vertauschen wir die Rollen yon ~1 trod ~ ,  so treten, wie aus 
(61) zu ersehen ist, an Stelle yon Vo, V1, V~, V~ diese G14it~en in um- 

~thems t i~he  A_~,-~lea. LYlL 3 t  
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gekehr~er Folge and geht aus V~ :>__ ~/V]-J V~o die Ungleiehtmg V~ __2> ~rV o Vs ~ 
hervor. Diese zwei Ungleiehungen zusammen ergeben fiir den ~_usdruek V 
in (60) die Absch~.tzung 

0 - 0  V o.+ t 
Bezeichnen wir das Minimum der Funktion (63) auf der Kugelfliiche 

d 1 
mit d, so ist der KSrper s-~-- v ~1 = ~ ganz im KSrper ~ - ~ - ~  = ~ 

v , o  r r ~  

enthalten; infolgedessen gilt: 
> 

d . h .  
d'V~ 1 V, I >  , - - - - I ~  1 .  

= V v o ,  
Verbinden wir hiermit die Ungleichung (76), so folgt 

(78) d-~- 1 :> 
- - -  2 ~~ �9 3 ~.  7~ D ~  

1 
Vert~uschen wir die Rollen yon ~ und ~ ,  so ist D durch ~ and 

1 
d dutch ~ zu ersetzen und dtirfen wit mithin in dieser Relation (78) noch 

1 
D und -d mit einander vertausehen. 

4~ 
33. Nehmen wit fiir ~ eine Kugel yore Radius 1, so ist V~ = 3 

und 3 V I definiert uns die 
Ungleichung 

b e s a g t :  

Jeder konvexe K6r~er, 

Oberfliiche yon ~1- Die aus (62) entstehende 

[ ~ - - -  j 
3 

welcher nicht eine Kugel ist, besitzt immer eine 
gr6flere OberflSzhe als eine Kugel yon demsdben Volumen*). 

Es sei jetzt ~1 zun~hst  ein vollkommenes Ovaloid. Wir bezeichnen 
mit d f  ein Element der Begrenzung yon ~ ,  mit a, fl, 7 die ~uBere 
Normale dieses Elements, mit deo* ein Element der Kugelfl~che ~, mit 
a*~ fl*, ~2 ~ die iiuBere NormaIe yon d~*. Msdn.~n hat die or~hogonale 
Projektion der Begrenzung yon ~i auf eine zur Riehtnng a*, fl*, 7* senk- 
rechte Ebene einen Fl~cheninhalt 

,f 
*) Von der Literatrar fiber diesen Satz seien erw~hnt: S te ine r ,  Ueber Maximum 

-and Minimum bei den Figuren et~., Crelles Journ. Bd. 24, 1842 (auch Werke Bd. ]2").- 
If. A. Sehwarz ,  Giit~. l~achr. 1884 (uuch Ges. Abh. Bd. IT) . -  $. O. Mfiller,  Inaugural- 
disserha~ion, G~dugen 1903. 
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Das arithme~ische Mittd aller Gr6flen P(a*, ~[$*, 7*) in Bezug auf a~le 
m6glichen Richtungen (a*, fl*, 7*) wird nu~ 

f d~* = l a a* + ~ fl* + 7 7* l d f d ~* = -~ -4 

d. i. gleich dem vierten Teile der Oberfltiche yon ~1. Dieses Resultat iiber- 
t-ri~gt sich sofort yon vollkommenen Ovaloiden auf beliebige konvexe 
KSrper. Verbinden wir damit den vorhin g efundenen Satz, so ergibt 
sieh die Folgerung: 

Jeder konvexe KSrper, der nicht eine Kugel ist, besitzt stets unter d~a 
ibm umbeschriebenen Cylindern solche, welche einen gri~Beren Querschnitt haben 
ats die einer Kugel yon demselben Volumen wie der KSrper umbeschriebenen 
Cylinder. 

34. Wir nehmen ferner fiir ~2 den Wiirfel yon cler Ka~te 1: 
1 1 1 1 1 < x < l ,  < y ~  < z ~ - - "  

2 ~--- ~ 2 ~ - - 2 - ~  2 ~ - -  2 ~ 

fiir diesen KSrper ist H~ (a, fl, 7) 1-- ( = ~ lal + lfll + 17i) uad stellt infolge- 
dessen 3171 ~ 3 V ( ~  ~ ,  ~ )  naeh (24) und (18) die Summe der Fl~hen- 
inhal~e der drei senkrechten Projek~ionen des KSrpers ~, auf die drei 
KoorBinatenebenen dar, withrend V s ~- 1 isl. hus unserer allgemeinen Un- 
gleiehung (62) folg~ hier der Sa~z: 

Wird ein konvexer KSrper yore Volumen V senkrecht auf drei zu e inam~ 
orthogonale ~ben~ projiziert, so ist die Summe der Fltivheninhalte dieser 

2 2 

drei Projektionen stets ~ 3 V ~ und nut dann = 3 V ~, wenn der KSr W 
ein Wiirfet mit Seitenfl~hen parallel den drei Ebenen ist. Unt~r solchen 
drei zu einander orthogonalen Projektionen des K~irpers befindet sich dann 

gewiB wenigstens eine yon einem Fl~icheninhalt ~ V ~. 

w  

Weitere Ungleichungen fiir die gemisehten u 

35. Es seien wieder ~ und ~ zwei beliebige kbnvexe KSrper mad 
es mSgen f'ttr sie ]70, ]71, ]72, V 3 die bisherige Bedeutung (s. (61)) haben. 
Das Volumen eines KSrpers s l~  a -F s2~2, wobei s 1 ~> 0 and s~ :> 0 ist, 
hat den Ausdruck 

S?Vo + Ss,%L + 3s, + 
~Venden wit diese Formel auf eiaen KSrper 

( t  + + = + 

an, wo t mad s ::> 0 seien, and ordnen die e n ~ e a d e  Form~ nach t~ s~ 
kommea wit  zu folgender Bemerkung: 

3 1 "  
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Wenn ~ ,  9~ dutch 9u, ~l + s ~  ersetzt werden, so treten an die 
Stelle yon Vo, V1, G,  V8 die GrSBen 

vo, v0 + svl, vo + ~sL + s~v.. )7o + 3sL + 3s~v~ + s~V~. 
Aus der Ungleichtmg V~ s -  FosV~ ~ 0 en~steht nun bei dieser Substitution 
die Ungleichung 

( Vo + s V~)3 - v J  ( Vo + 3 S Vt + 3 s~ V~ + ~3 v~) 
= s~(3 ro(V~-ro r~)+ s(L~- ro~r~)) > o. 

Lassen wir hierin die positive GrSBe s nach Null abnehmen, so gewinnen 
wir die folgende in den GrSBen V~ quadratische Ungleich~g: 

(79) )'1~ => Vo v~. 
36. Vertauschen wit die Rollen der KSrper ~1 und ~ ,  so treten an 

die Stelle yon ]7o, ]71, F~, F 3 diese GrSBen in umgekehrter Folge und aus 
(79) geht die andere Ungleichung 

(8o) v~ ~ => )~ v~ 
hervor. 

Andrerseits fiihren die zwei quadratischen Ungleichungen (79) and 
(80) bei Elimination yon V~ zu 

L~ > vo~ v~'- > Vo~V ~ 

mithin zurfick zu der kubischen Ungleichung, yon der wir ausgegangen 
sin(l, sodaB jene kubische Ungleichung und die quadratische (79) einander 
gegenseitig zur Folge haben. 

Doch besteht in der Abhiingigkeit dieser Ungleichtmgen yon einander 
ein wesentlicher Unterschied, insofern als die Grenzf~iHe der quadratischen 
Ungleichung sofort auch die Grenzfiille der kubischen ergeben, dagegen 
nicht umgekehrt aus den Bedingungen, unter welchen in der kubischen 
Ungleichtmg clas Gleichheitszeichen sta~hat, vollkommen zu ersehen ist, 
warm das Gleichheitszeichen in der quadratischen eintri~t. 

37. Man l~.,n nun die quadra~ische Ungleichung V1"2~ VoV ~ auch 
auf einem direkten Wege dutch a~loge ~berlegangen~ wie sie zu der 
genaueren Ungleichtmg" (_76) ftihrten, herleiten and gelangt alsdann auch 
zur Kenntnis der Gronzffille dieser quadratischen Ungleichung. Wit be- 
gniigen uns }tier, das beziigliche Resulfat ohne Beweis anzugeben. 

Wit bezeichnen eine S~iitzebene r ~_< 0 an einen konvexen KSrper 
als eine E&st~tzebene an ~, wenn wit q) - - - -  t 1 q~l + t~ q~ + t 3 % seO.en 
kSnnen, sodaB t~, t2, t~ s~imtlich > 0 und r < O, % ~ O, ep3 ~_ 0 drei 
solche Sh]tzebenen an ~ sind, deren ~iuSere Normalenrichtungen unabMingig 
abad, d. tL nicht diner einzigen Ebene angehSren. Ein konvexer KSrper~ 
heit~e ein Ka_~paakgrper eines konvexen KSrpers ~', wenn mit husnahme 
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nut yon gewissen Eckstfitzebenen aUe anderen Stiitzebe~en an ~ zugleictl 
auch Stiitzebenen an ~' bilden. Der allgemeinste K ~ ' r / ~ r  e/net KugeZ 
wird erhalten, indem man die Kugel als Grundbestandtefl nimm~,-auf 
ihrer Oberfl~i~he eine endliche oder unendliehe gnzahl yon Kalob~en be- 
zeichne~, yon denen keine die GrSl~e einer halben Kugelfl~iche erreicht 
oder iiberschreitet und die untereinander hSehstens in den Randpunk~n 
zusammens~oflen~ und sodann die Kugel auf jeder dieser Kalo~ten mi~ der 
Kegelkappe versieht, bei der die Kalotte als Basis dient und die Erzeugen- 
den des Mantels die Kugel in dem Rande der Kalotte beriihren. 

Es bes4eht nun der Satz: 
In der Ungleichung V ~  ro r~ fiir ~wei beliebige lamvexe ~drper ~l 

und ~2 hat dann und nut dann d~s Gla'chheitszeichen start, wenn ~1 
homothetisch mit ~ oder mit einem Ka/ppent~rper yon ~ ist. 

Bei einem vo]lkommenen 0valoide kommen keine Ecks~ii~zebenen vor 
und kann ein solches daher niemals KappenkSrper eines anderen konvexen 
KSrpers sein. Wenn also ~ ein voIIkommenes Ovaloid is~, gilt in 
V~*~ V o V, das Gleiehheitszeichen nur dann, wenn ~ und ~ selbst homo- 
thetiseh sin& 

Nehmen wir fiir ~2 eine Kugel yore Radius 1, so ist V o das Votumen, 
3V~ die Oberfl~che, 3 ~  das Integral der mi~leren Kriimmung yon ~ 

und V~ =-~--4~ Alsdann grit V~VoV~__ und hat bier das Gleie.hbeits- 

zeichen dann und nur dann stat.~, wenn ~ eine Kugel oder ein Kappen- 
ldirper einer Kugel ist. Zweitens gil~ V~ ~ ~V~F~ und in dieser Unglei- 
ehung hat das Gleichhei~szeichen dann und nur dann s~a~, wenn ~ selbst 
eine Kugel ist. 

Danach liefern unter allen konvexeu KSrj~rn yon gl~icher Oberfdiche 
die KugeJn und die ~ k 6 r p e r  van Kugeln das Maximum des ~rodukts 
aus Volur~m und Integral der mittleren Kriimmung und andrerseits a ~ n  
die Kugdn das Minimum des Integrals der m#tleren Yriimmura 3. hus 
diesen beiden Tatsachen zusammen fo]gt, daft unter allen konvexen K~rpern 
yon gleicher Oberfi~he die Kugeln das grS~te Volumen darbieten. 

38. Es seien jetzt ~,~, ~,~, ~ drei beliebige konvexe KSrper; das 
Volumen eines KSrpers ~ = s ~ t  d- s ~  d- ss~s, wobei s~,~,s  s ~ 0 ,  abet 
nieh~ durehweg 0 sind, stellt sich durch eine ~em~e kubise~e Form 

dar, wo jeder der Indizes die WerCe 1, 2, 3 zu durch!aufen ha~. Der 
Koeffizien~ V~  bedeu~et das gemisch~e Volumen V(~ ,  ~k~ ~ -  

Wir wenden nu~ die fiir zwei konvexe ~K6rper~nachgewiesene un- 
gleiehung ~ - - V o V ~  ~ 0  der~--~ an, &~ ~ ffir den erst, en KSrper 
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P~ ~n q" Pz~'z 4- P s ~ ,  ffir den zweiten ql ~ A- ~ q- qa~,.~ nehmen, wobei 
P . ' " q s  lauter positive Parameter seien. Setzen wit 

v~v~ + ~ + r~.p~ = ~ ,  
so wird bier 

Wir nehmen noch 

ql = tp~ + r,, q , =  t1% + r,, q~ = t ~  + 5 

an; ~bei  kSnnen r~, r~ ra bdiebige reelle Werte bedeuten und bei positiven 
Px, P~, Pa kann stets t so gro$" gewKhlt werden~ da$ aueh q~ q~, qa siimt- 
lich > ' 0  sin& Die in Rede stehende Ungleichung verwandelt sich nun- 
mehr in 

o. 

Wit nehmen jetzt p~ = 1 an und lassen die positiven Wer~e p~ p~ 
sieh der Grenze Null nghern; es entsteht dann hieraus: 

( L ~ ' ~  + V,~'~) ~ - V=~( V ~  ,'? + 2 L~,~ , ~ + r=~,~ ~) _>_ 0 

und dabei muB diese Ungleiehung ftir beliebige Werte r~, rs gelten. Setzen 
wir nun 

A ( 3 )  _--_ 

L,,, v:,:, L .  
r~:, r~::, V~: 
r~:, V:., V::: 

und bezeichnen die-adjungierbe Un~rdeterminante zum Element Vj~ s bier 
mit W~ (3~ ~k, so schreibt sich diese Ungleichung 

(81) - w ~ ) , l  ~ + 2 w ~ ) , l ~  -..w<~)~l,.~ 2 ~_ o. 

Die Determinante der bin~iren quaclratischen Form rechts bier ist Vss3A(a) 
mad folg~ daher 

Ar > O. 

Ferner haben wit insbesondere --W2(~) ~ 0, --]~1(~)~ 0. Is~ nun etwa 
- - W ~  ) > O, so geht vermSge der Beziehmag 

die Ungleiehnng 
- w ~  = ~% - v~.  5 ~  ~ o 

hervor. Analog e r s e h l i ~  man diese Ungleiehung, we, n - - W ~ ) >  0 ist. 
H~t man jedoch sowotd - - W ~ ) =  0 wie --WI(~) = 0, so muff, da die 

Ungleiehung (81) ffir beliebige r I und r 2 statflmben soil, darehaus aueh 
WI(~) ~ -0  sein, und dama sind in A(S) die erste und drit%e und ferner die 
zwoite mad dritte Reihe proportio,a! und folgt dadurch 

~(~) = O, - W ~ >  = o.  
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In allen F~illen gilt hiernach 

v& ___ 
Verbinden wir diese Ungleichung mit den zwei Ungleichungen 

(83) V L >_ V~ V~=, V2~ ~ > W.~ V~ 

~elche die Beziehang V~ Vo2V~ f~ ~ und ~3 bez. ftir ~ und ~ 
vorstellen, so gelangen wir dutch Elimination yon Vns and Vss s zu 
(84) V~ _~ V~I V~ V~.  
Dabei kann in dieser Ungleichung das Gteichheitszeichen nur sta~haben, 
wean in beiden Ungleichungen (83) das Oleichheitszeichen gilt. Damit 
kommen wir zu folgendem Satze: 

.Drei beliel~e konve~ K ~ I ~  yore Voluraen I hier ~. 1 ~ s ...... ~ ,  
v,,-Z ' V n .  

1 ~ )  ergeben stets ein gemischtes Volumen (n~_lich 3~ ~s* :~, 

das ~ 1 und nut dann-~ 1 ist, wenn atle drei ~drper einander 
t~tisch sind. 

Die frtihere Ungleichang Vls~  VosV~ geht aus diesem Satze, ebenso 
die Ungleichung V ~ >  V o F, aus (82) als spezieller Fa~ hervor, we,__- der 
zweif~ und dritte KSrper identisch gesetzt werden. 

39. Es seien ~1, ~ , , ' "  " ~ m beliebige konvexe KSrper. Wix wendon 
die Ungleichung (82) far drei konvexe KSrper an, indem wit ftir den 
ers~;en eft, on KSrper ~ p , ~ , ,  f'tir den zweiten einen KSrper ~(tp,-{-r,)~# 

fiir den dritten einen KSrper ~ s ~ ,  (i-~l,2, . . .m) nehmen, wobei die 

r i beliebige GrSSen und die Werte Pi, tp~ + r~, s, s~imflich positiv sin& 
Se~en wir 

so wird die betrreffende Ungleichung 

' -  ->- 

sie bedeu~et, da$ die quadratische Form ~ . ~  r~ r~ bei einer Transformation 
in ein Aggregat yon Qua~Ira~en reeller unabh~.ngiger linearer Formen mit 
positiven oder negativen Vorzeichen ein einziges Quadrat mit positSvem und 
im iibrigen lauter Quadrate mit negativem Vorzeichen darbiet~n mu$. Im 
besonderen mu]~ danach die Determinant~ dieser Form mit (--I)  '~-* multi- 
pliziert, stets ~ 0  sein, d. ti. ffir beliebige positive Werte s~)s,, ...sin 
mtfl~ stets die Ungleichung 

bestehen. 
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w 
Stetig gekriimmte konvexe Kfirper. 

40. Das allgemeine Theorem Vla~ Vo~Vz ffir zwei beliebige konvexe 
KSrper ist~ aufs engste mR gewissen Fmgen fiber die Kriimmung konvexer 
KSrper verknfipf~. 

Sind ~ trod ~' zwei beliebige konvexe K6rper, so wollen wir den 
Wer~ 3V(~', ~, ~) die l~elativoberfl~he yon ~ in ~zug  auf ~' nennem 
Es seien H und H' die Stfitzebenenfimkfionen yon ~ und ~:  Wir nehmen 
$~ zun~ichs~ als ein vollkommenes Ova~oid an und verwenden dafiir die in 
{} 3 einge~hrten Bezeichnungen; alsdaun gil~ nach (24)und (18) der 
Ausdruek 

(86) H'(RT--S )c   flB'dF; 
darin bedeutet df  das Fl~ichenelement der Begrenzung yon ~, welches durch 
paraUele Normalen dem Element rico der KugelflKehe ~ entspricht~, und 
B T - - S  z daz Produk~ der Hauptkriimmungsradien, die reziproke GauBsehe 
Kriimmung, an der S~lle yon df. 

Se~zen wir t t ' =  H + ~Ir so hat der KSrper (1-- t )~ + t~ ,  wenn 
t ~  0 und < 1 ist, die Stfitzebenenflmkfion H +  t~H. Die Differenz aus 
dem Volumen dieses KSrpers und dem Volumen yon ~ is~ dann bis auf 
~rSgen yon der Ordmmg t ~ gleieh 

41. Diese Beziehungen, die jedenfalls bei einem vollkommenen 0valoide 
s~thaben, veranlassen tins nun zu folgender Definition: 

F, in konvexer K6rper ~ soll stetig gekriimmt heiflen, wenn f'dr ihn eine 
auf der KugeloberflSche ~ stetige und durchweg positive Funktion F =  F(a, fl, y) 
existiert derart, daft die t~elativoberfltiche yon ~ in Bezug auf einen be- 
liebigen ko~vexen K6rlo~r ~" mit de~; Stiitzebenenfunktio~ 1t' immer den 
Ausdru~k hat: 

(87) 3V(SL S~, S~) = J H ' F d , , , .  

Diese Funk~on F(~z, fl, ~,) (oder F(@, ~)) wollen wit d~u~ die Kr//m- 
~rc~russf~n/~/on des KSrpers ~ nennen. Zun~chs~ leuch~et ein~ dab bei 
einem s~tig gekrfimm~en KSrper ~ diese Funk~ion jedenfalls eine durch- 
aus bestimmte ist. Dean nehmen wir an~ es g~be fflr ~ noch eine zweite 
auf {~ s~efige und positive Fnul~ion ~ ( a ~  fl~ 7), welche in derselben 
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Weise wie F in (87) eintweten kSnnte, so w~e dann far jeden beliebigen 
konvexen KSrper ~' s~ets 

(8s) fH'F* d~----/H'Fd~, f H ' ( F * - - F ) d ~ = O .  

Da 2 '*--  F auf ~ nicht durchweg Null ist, kSnnen wir auf ~ einen Punkt 
finden, wo F * - - 2 '  + 0 ist, mad hernach kSnnen wit, da F * - - F  auf 
stetig ist, eine ganze Kalotte um diesen Punkt bestimmen~ (die wit kleiner 
als eine Halbkugel w~hlen), sodaB F * - - 2 "  daselbst iiberall + 0 und also 
yon konstantem Vorzeichen, ei~wa stets > 0 ist. Wit setzen anf die 
Kalo~e die Kegelkappe, bei welcher die Kalotte die Basis bildet und die 
Erzeugenden des Mantels die Kugelfl[iche ~ im Rande der Kalotte be- 
riihren, und nehmen nun in der Gleichung (88) far ~ einmal den KSrper, 
der ans der Kugel ~ und dieser Kappe besteht, ein andres Mal (D selbst, 

so hat das Integral f H '  (F*--  F )  d~ im ersten Falle einen gr86eren Wer~ 

als im zweiten Falle und kann daher nicht in beiden Fgllen Null seim 
42. Nehmen wir mit dem KSrper ~ ,  far den (87) gebfldet is~, die 

Translation yore Nullpunkte nach einem Punkte a, b, c vor, so ist 
H'(~, ~, r) durch 

tt"(~, ~, ~,) + a~ + b~ + cr 
zu ersetzen. Da nun hierbei der We~ 3V(~, ~, ~) sieh nicht ~nder~ und 
die GrSBen a, b, c vSllig beliebig sind, so ersehen wit: 

Die Kriimmungsfunktion F fiir einen stetig gekriimmten zK6rper muff 
stets die drei ~edingungsgleichun~en erfiillen: 

Andrerseits erhellt, da~, wenn wit mit ~ eine Translation vornehmen~ 
dabei die Krtimmungsftmktion invariant ist. Unter den sgmflichen, aus 

dutch Translationen abzuleitenden KSrpern kSnnen wir einen bestimm~n 
KSrper durch die Lage des Sehwerpunk~ fixieren. 

Ist t ein posRiver Parameter, so hat t~ die Kriimmungsf-un]~on t~E~ 
wenn F die Krfimmungsfunkfion yon ~ ist; dieses folgt unmR~elb~r aus 
der Formel 

3v(~,  t~, t~) ~- ~s .r(~,  ~, ~). 
43. Unsere wei~eren En~icklungen nun werden dax~uf gerieh~e~ sein, 

den folgenden sehr bemexkenswerten Satz zu beweisen: 
/st 2"(~, ~, 7) eine auf der Kugdfliiz~ ~ beliebig v o r g e s ~ ,  daze~st 

stetige und durchweg positive $'unktion, u~lche die drei Bedi~ungsgldv~u~e~ 

f a$'d~ = O , ~ F d o  = O , / r F d , ~  = O 
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erf~llt, so gibt es immer einen stetig gekriimmten konvexen J~drper ~ mit 
F(a, fl, 7) als Kriimmungsfunktion, und dieser K6rper ist bestimmt Ms 
auf eine wi~lkiirliche Translation, dutch die man ihn noch abiindern kann, 
also eindeutig festgelegr wenn noch zusiitzlich gefordert wird, dab sein 
Schwerpunk~ im Nullpunkte liegen soil. 

Wit beweisen zuniichst den Nachsatz, dab den bier ges~ellten 
Forderungen, wenn fiberhaupt, jedenfalls nur dutch ellen ein~igen KSrper 
geniigt werden kann. In der Tat, nehmen wit an, es sei ein konvexer 
KSrper ~ gefunden mit F als Krfimmungsfunktion und mi~ dem Schwer- 
punkte im Nullpunkte, und es sei H die Stiitzebenenfanktion yon ~. 
Zun~ichst ist klar, dab unter den mi~ ~ homothetischen KSrpern kein 
anderer diese beiden Eigenscha~en mit ~ teilt. 

Das Volumen yon ~ ist durch 

V-=--+fHFd  
darges~eilt. Ist sodann ~' mit der Stiitzebenenfunktion H" und dem 
Volumen ]7' ein beliebiger konvexer KSrper, der mi~ ~ nich~ homothetisch 

v~ Vo auf die K~irper ~ and ist, so ergibt das allgemeine Theorem ~ / ~  ~ 

~' angewandi: 

(90) ~ ~" tt" Fdeo > 1 f 1t Fdeo . 
J 

Darin sind nu~ ~--~ und ~ - ~  die SYtitzebenenfnn~l~tionen der KSrper 

~ d  diese zwei mit~ ~ bez. ~' homo~he~ischen Kgrper sind dadurch charakte- 
risie~, dab sic ein Volumen ~ 1 l~ben. 

Dami~ kommen wit zu folgendem Ergebnisse, welches zeigt, dab tier 
Kiirper ~ eindeulig bestimm~ is~. 

Man betrachte fiir alle mSgliehen konvexen KSrper ~ yore Volumen 1 
das Integra~ 

J ( ~ ) =  ~ j L F d e o ,  

wobei L =  L(a, fl, y) die Stiitzebenenfunktion yon ~ und F =  E(a, ~, ~,) 
die g egebene Funktion fiir die Arffam~te a, fl, 7, die Normale in dco, be- 
deu~; gibt es einen stetig gekriimmte~ konvexen K6rper ~ mit ~' als 
Kriimmung~'~funktion, so hat dieses Integral J(2) fiir einen, ganz bestimmten 
KSrloer 2 mit dem ~ul~nk te  als Schweryankt (und flit die aus ,Tyro dutch 
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Translation~ h e r v o r g e ~  ~Srper) einen kleinsten Weft  J ,  und atsdan~ 

ist ~ ~ s c h  mit W J  ~ oder geht aus letzterem K6rper dwrch eine Trans- 
lation hervor. 

44. Zugleich werden wir hierdurch auf ein gewisses Variafionsproblem 
hingewiesen, das in nahem Zusammenhange mit der yon nns zu behandeln- 
den Aufgabe steht; und in der Tat erkennen wir sofort, dab die Differen- 
tialgleichung zu diesem Variafionsproblem 

S' = 

wird, worin F die gegebene, den Gleichungen (89) geniigende Funktion 
ist, und die in /~, S, T auftretende Funktion H(&, ~p) gefunden werden 
soll. Diese Gleichung ist nach den Ausdriicken yon /~, S, T in (17) ffir 
H(a,  V) eine quadratische Differenfialgleichung zwei~er Ordnung yon dem 
Monge-Ampgreschen Typus; sie transformier~ sieh, wenn wit auf der 
Oberfliiche des gesuchten KSrpers die Koordinate z als Fnn~ion yon x, y 
einfiil~en, in die Gleichung: 

r t -  s ~ = f(p,  q) 
ftir diese Funktion z(x,  y), wobei 

3z ~z 32z b~z ~'z 
~x = P '  - ~  = q' ~x , ~- r ,  OxOy = s' ~y, ---- t 

gesetz~ ist und 
f(P, q) _~ ~' 

(1 + f + q')' 

als eine beliebige eindeutige und stetige Funkfion in 

~ = Y l §  § Y ~ §  §  ~' 7 - - - y ~ §  § 

v.orgeschrieben sein kann, die nut den Gleichungen (89) zu geniigen hat. 
Wir werden jetzt ein gewisses Problem mit einer nur endlichen An- 

zahl yon Parametern, sozusagen eine Ar~ yon Differenzengleichung erledigen 
und hernach yon diesem Probleme aus durch elnen Grenziibergang zm 
LSsung der bier gestellten Aufgabe, die yon einer kontinuierlichen Funk- 
fion F haudelt, gelangen. 

{}9. 

Bestimmung eines Polyeders dureh die Normalen und die Inhalte 
tier Seitenfi~c, hen. 

45. Es sei ~ ein beliebiges Polyeder mit n Seihmfl~chen, die in 
irgend einer Ordnung numerier~ seien. Wit wotlen annehmen, tier 1~ull - 
punkr liege in ~ selbst, sei es im Inneren, sei es auf der Begrenzung 
yon ~ .  Wit bezeiclmen fiir i ~- 1, 2 , - - -  ~ mit (ai, ~,  y~) die ~ml~ve 
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Normale, mit ~ den Fl~icheninhalt der i u€ Sei~enfli4che yon ~,  mi~ p; 
die Liinge des yore Nullpunkt auf die Ebene dieser Fl~che gef~llh~n Lobes, 
endtich mit V das Volumen yon ~.  

Die Richtungea (ai, ~6~, 7i) sind gewig so beschaffen, dag sie nicht 
s~imflich e/net Ebene angehSren; die GrSBen ~ sind siimtlich :> 0. Bet 
ether Translation des Polyeders ~ bleiben alle GrSgen a~, fli, 7i, ~ un- 
ge~derr 

Indem wir das Polyeder ~ nach der in w 2 entwickelten Methode als 
Grenze yon vollkommenen Ovaloiden darstellen und die Formel (86) heran- 
ziehen, gewinnen wir die folgende Regel: 

Ist ~ dn bdiebiger konvexer K6rper, Q seine Stiitzebcnenfunktion und 
setzen wit allgemein Q(ai, fli, 7 i )= qi, so wird das gemischte Volumen 

1 
(91) V(~, $ ,  $)  = ~- (Flq ~ + Fsqs + . . .  + 2",q,). 

Insbesondere en~nehmen wir daraus Ftir das Volumen yon ~ den 
Ausdruck 

1 (9~) v = -~ (Flp, + F~v~ + . - .  + F.p,).  

Genau so, wie wir aus (87) die drei Gleichungen (89) folger~en, 
schliegen wit aus (91) durch beliebige Translation des K6rpers ~ auf das 
notwendige Bes~hen der drei Gleichtmgen: 

= o ,  = o ,  = o 

Bezeieh~en wir das Volumen yon ~ mit V, und bilden wir unsere 

allgemeine Ungleichtmg ss V~__ a3 r o ~ /V~-- -~o  ~ in Bezug auf das Polyeder ~ als 

ersten nnd den KSrper ~ als zweiten KSrper, so finden wir, (tag ste~s 

(94) F~q~ + F~q~ -+-., ..-[- F~q~ :> F~p~ + F~p~ + . . . +  F,~p n 

isi and herin das Oleichheitszeiehen nut dan~ gilt~ wenn s mi~ ~ homo- 
~etisch ist. 

Wit werden nunmehr den folgenden Satz beweised*): 
~Es seien n beliebige Richtungen (a~, fi~, ~,~) fiir i =  1, 2, . . . n  gegeben, 

die nicht s~mtlich ether ~ e n e  angeh6ren, und dazu n bel'u~ge positive 
G r 6 ~  ~ ,  so[taft die drei Gleichunyen bestehen 

= o ,  o ,  = o 

*) Diesen Sa~ habe ieh zuers~ in dem Aafsa*ze: Allgemeine .Lehrs~ze iiber die 
~ v e x ~  Polye~er , C~gt. Na~hr. 1897 l~blizie~,r 
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alsdann gibt es stets ein Polyeder ~ mit n ,~itenfltichen, wofiir die Richtungen 
(% fl~, ~) die iiu~ren Normalen und die Gr6flen ~ die Flgcheninhalte 
dieser $eitentYichen bilden, und dieses Polyedzr ~ ist vo~lkommen bestimmt 
his auf eir~e beliebige Translation, dureh die man dasselbe noeh variieren 
kann, also eindeutig festgeleg~, wenn ferner noch die Lage seines Schwer- 
punkCes beliebig vorgeschrieben wird. 

46. Um zu einem Beweise dieses Satzes zu ge]angea, fassen wit jetzt 
die Gesamtheit aller mSglichen Polyeder mi~ n oder'weniger Seitenfl~ichen 
ins Auge, welche die ~iulleren Normalen der Seitenfliichen nut unter den 
n Richtungen (ai, fl~, 7i) besitzen und welche ferner den Nullpuak~ in 
sieh sehheBen. 

Sind ql, q~,'" �9 q~ irgend welehe n (~riigen, siimtlieh ~_ 0 nnd derart, 
dab die n Ungleichungen 
(95) + + =< q, = 1, 2 , . . .  
ein wirkliches Polyeder definieren, so bezeichnen wlr dieses Polyeder mit 
~(q~, q~,--, q~) oder ~(q~), sein Volumen mit V(q~, q~, . . ,  q~) oder V(q.,). 
Dabei kann auch ein Teil dieser Ungteichungen eine Folge der iibrigen 
sein, das Polyeder also weniger aIs n wirkliche Sei~enfl~chen besi~zen. 
Wit bezeichnen ferner mit q~* den grSBten Wer~ yon aix + fliY + ~,~z in 
~(q~; fiir diejeaigen Indizes i, wobei ~ eine wirkhche Seif~nfli4che mit 
der Normale (as, ~6~, ~,~) besitzt, ist immer q~* = q~, wKhrend wit bei den 
aaderen Indizes nur qi ~ q* behaupten kSnnen. Wit nennen q~*~ q~*,-.-q~* 
die tangentialen Parameter yon ~(q~, q~,.--q~); offenbar ist 

~(q~, q , . - - q . )  ---- ~(q,* q~*-- -q*) .  

Existiert nun ein Polyeder ~ = ~(p~,/o~,.../o~) gem~i$ den Forderungen 
unseres Satzes, so zeig~ die Ungleichung (94), da$ uater allen vorhan- 
denen KSrpern ~(q~, q~,. . ,  q~) eben dieses Polyeder ~ and die ibm homo- 
thetischen KSrper den kleinsten Weft des Ausdrucks 

liefern. Daraus erhell% zun~chst der letzte Tell jenes Sa~zes, da$ ~ l i e h  
das gesuchte Polyeder ~ gewit~ nut auf eine Ar~, abgesehen voa einer 
Translation, bestimmt werden kann. 

Nunmehr wollen wir die wh-kliche Exish~nz jenes Polyeders ~ dar~ma. 
47. Wir zeigen vor ahem, da~, wie die n Richtangen (a~, fl~, 7~) 

vorausgesetzt sind, gewil~ irgend welche Polyeder ~(q~, q~, . . ,  q~) vor- 
handen sin& In der Tat, der dutch die n Ungleichungen 

(96) a,$ + fl, y + 7,z s 1 (~= 1,2,.--n) 
definierte Bereich ~(1, 1 , . . -  1 ) =  $~(1) st~llt ein solches Polyeder, and 
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zwar wirklidh mit n Seitenfl~ichen vor. Denn diese Ungleichungen sind 
die Bedingangen yon n verschiedenen TazLgentialebenen an die Kugel $ ;  
der Bereich enth~t daher die Kugel (~ in sich und besitzt jene n Ebenen 
als extreme Stiitzebenen. Andrerseits kann dieser Bereich ~(1) sich nieht 
ins Unendlic-he erstrecken; denn der Absiand eines beliebigen Ptmktes 
x,  y, z in ibm yon der ~ jener Stfitzebenen wird 

and entnehmen wir aus den Oleichungen (93) dann 

(i = 1, 2 , . . .  n). 

Da die Werte ~ siimtlich ~ 0 sind, besteht hiernach fiir eine jede 
CTrS]3e t i eine obere Grenze. Nun kSnnen wir unter den Sttitzebenen (96) 
gewiB drei solche heransgreifen~ die sich in einem Punkte schneiden; 
dureh die oberen Grenzen der drei zugehiirigen GrSBen t i werden dann 
drei zu ihnen paraUele Ebenen angewiesen, welche mit den ersh~ren zu- 
sammen ein ParaUelepipedum bestimmen, in dem der Bereich ~(1) ganz 
enthalten sein muB. Danach liegt dieser Bereich ganz im Endlichen. Das 

Volumen set .en = hat das Volumen 1. 

Welter wird fiberhanpt fiir beliebige end!iche Werte ql~ q 2 ~ " ' q ~  der durch 
die Ungleichungen (95) bestimmte Bereich ganz im Endlichen liegen und 
bei lanier positiven Wer~en q~ ste~s ein wirkliches Polyeder, wenn auch 
nicht immer mit n Seih~nfliichen~ vorstellen. 

48. Wit  beirachten jetzt in der n-fachen Mannigfaltigkeit 2)~ yon n 
beliebig veriinderlichen reellen Gr~iBen ql~ q2~""  q~ den Bereich !~ aller 
solchen Systeme q~, q~, . . . q~, , ,Punkte" (q~), wobei ql ~_~ O, q~ ~ O,. . . q ~  O 
ist und den Gr6flen ql, q ~ , ' " q ~  ein Polyeder ~(ql ,  q ~ , " "  q~) yon einem 
Volumen 

V(q~, q2, " " q~) ~_ 1 
entspricht. 

Sind (r~) und (s~) i f =  1, 2 , . . .  n) zwei beliebige Punkte dieses Bereichs 
!8 und (r~*) bez. (s~*) die tangent~en Parameter yon ~(r. ,)und ~(s,) und 
ist t ein Werth ~ 0 und ~ 1, so besi~zt der aus diesen zwei Polyeclern 
abzulei~nde Bereich ( 1 - - t ) ~ ( r ~ ) +  t~(s~) naeh (77) ein Volumen 

> + >= 

Die St~i~zebenenfunktion des letzteren Bereichs hat fib" die Argnmente 
a,, fl~, ~'~ den W e n  (1--t)r~* + ts~*, mad danach ist dieser Bereic-h enC- 
weder idenfisch, oder, wenn nicht identisch, so doch jedenfat~ ganz ent- 
baleen in dem Bereich 

a,x  + fl, y + 7,z ~-- (1--t)r** + ts,* ( i~-  1,2,---n),  



Volumen und Oberfl_iiche. 4~7 

der dadurch gewi$ aueh ein Polyeder vors~llt,  "and nm so mehr dan~ 
enthalten im Polyeder ~((1--t)r~ + t@. Mithin isr far das letz~ere Polyeder 
notwendig ebenfalls gas Volumen ~ 1, also 

v((1-t)r  + ts,) => 1. 
Der Bereieh ~ hat danach die Eigenschaft, mit i~gend zwei Punkten 

(r.,), (s,) stets die ganze sie verbindende,Streck~r yon Punkah  ((1--t)r, + ts,) 
zu enthalten, und ist deshalb als ein ,,konvexes Geb~Tde" in der Mannig- 
faltigkeit ~ auzusprechen. Da E(ql, q 2 , " "  q~) eine stetige Function der 
Argumente ist, wird ferner der Bereieh ~ abgesddossen sein und wird 
seine Begrenzung yon denjenigen Punkten (g~) gebildet werden, ffir welche 

r (q l ,  q,, �9 - - q0 = 1 

ist. Wir haben jetzt nach dem ldeins~en Werte des mit den gegebenen 
posi~iven GrSgen F~ zu bfldenden linearen kusdrucks 

(97) F~q~ -4- F~q~ + . . .  + F,,q,, 
im ganzen Bereiche !~ zu fragen. Der Bereieh !8 ersixed~ sich in~ Un- 
endliche. Insbesondere ist qx = q~ ~ . . . .  q~ ~- l  ein Punk% aus ~.  Ntm 
wird dureh die Ungleichtmg 

+ + . . . +  F.q. =< + . . . +  

ein Tell yon !8 bestimmt, der ganz im Endlichen lieg~ und zum mindes~en 
jenen speziellen Punkt enthiilt. In diesem Teile hat der husdrack (97) 
sieher einen bestimmtea kleinsten Welt, welcher nua zugleich das Minimum 
dieses Ausdrueks (97) im ganzen Bereiche ~} sein wird. 

Dieser kleinste Wert yon (97) in ~ sei 3V ~, und es sei rl ,  r~,-- .r~ 
e in Punkt in ~ ,  far den dieser Wer~ eintritt. Der Punkt (ri) lieg~ dann 
jedenfalls auf der Begrenzung yon ~ ,  es stellt also ~ ( r i ) e in  Polyeder 
veto Volumen 1 vor. Nehmen wit mit diesem Potyeder diejenige Trans- 
lation vet, wodureh sein Schwerpunkt in den Nullpunkt fiillt,~so treten 
an Stelle der Parameter r~ gewisse Werte r~ + aai + bfli + c7~; far diese 
hat dann aber der Ausdruck (97) genau denselben Weft,  da. wit far die 
GrSBen ~ die Oleichungen (93) als bestehend angenommen haben. Dan~h 
kSnnen wit aueh yon vornherein uns die Parameter r~ so besehaffen denken, 
da$ der Sehwerpunkt yon ~(ri) sigh ira l~ullpunkte befindet~ Alsdann 
sind notwendig die GrSgen rt, r2, . . . r , ,  siiantlieh > 0. Ffir a r e  Punk+~e 
(q~) in !~ ~_lt nun die Ungleiehung 

and haben wir hier;m also die ]~]ingtmg einer .,Stfitzebene a an ~ darch 
den Punkt (ri) , d. h. einer solchen" Ebene, welche auf einer Seite yon sieh 
gar keinen Punk* yon ~ liegen hat. 
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F~r das Polyeder ~(rl, r~,.-, r~) bedeute allgemein % den Fl~chen- 
inhalg der Seitenfl~he mit der guBeren Normale (%, ~6i, }q), wobei wit 
r zu setzen hs falls eine solche SeitenflEche im Polyeder nicht 
wirHich vork~me. Alsdann kSnnen wit zeigen, dab die Ebene 

1 -~ (r +r + . . . + % ~ . ) =  l, 

die jedenfalls dutch den Punkt (ri) geh~, die einzige Sgiitzebene an !~ 
durch diesen Punkr vorstellt, dab mit~n die n Gleichungen 

F, 
(99) r = ~ (i = 1, 2,---n) 

gelten miissen. Denn h~tten nicht diese n Gleichungen s~mtlich start, 
so kSnnten wir in der dutch (98) dargestellten Stfitzebene an ~ einen 
Punkt (q-t-s~) fiuden, fiir den 

1 
-~ (%s~ + %s~ + . . .  + %s~) > 0 

ausf~llt und noch alle Were  r~ + s i > 0 sind. Nun ist V(r~)= 1 und 
nach (91) das gemischte Volumen 

1 1; 

infolgedessen w~rd das Volumen yon (1- - t )~( r~)+ t~(r~+s~) dem Aus- 
drucke (60) zufolge bei hinreichend kleinen posifiven Werten t sicher 

1 und umsomehr nach den oben gemachten Bemerkungen elaun 

r((1--t)r, + t(r,+s~))=V(r,-kts,) > 1. 

Dieses kSnnte aber nieht der Fall sein~ weft der Punk~ (r~+ ts~) in einer 
Stfigzebene an ~ liegt, somit gewiB nicht ein innerer Punkt yon 
sein kan~ 

Damit ist in der Tag bewiesen, daft die n Gleichungen (99)gelten 

miissen. Setzen wit V�89 = ~ ,  so besitzt alsdann das Polyeder ~(p.~ zu 
den Normalen (ai, ~, 7i) die Inhalt~ F~ der SeitenB~chen, ent~pricht mit- 
hln genan den Fordem~ngen unseres Satzes in 45. 

w 10. 

Bestimmullg eines konvexen K~rpers zu einer gegebenen 
Krfimmungsfuuktion. 

49. Auf den soeben gewonnenen Sats fiber Polyeder griinden wit 
nun den Beweis des Satzes in 43. tiber die Existenz eines stefig gekrfimmten 
konvexen KSrpers zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion. Dabei wird 
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nns. namentlich die in (76) abgeleitete un~ere 0renze flit die Differenz 

t71- V-Vo~Ks yon l~uf~en sein. 
ZunT~chs~ haben wit eine Bemerl~mg fiber gewisse Einteilungen anf 

der Kugelfl~he ~ (x ~ -{- y~-{- z 2 = 1) vorauszuschicken. Unter der Winkel- 
distanz zweier Punkte r und r* auf ~ wolten wir den Winkel rot* der 
Radien yore Nullpunkte o nach diesen Pnnkten vers~heIL Es sei 0 ein 

beliebiger positiver Wert~ den wir < - u  annehmen. Wir besfimmen auf 

successive Punk4e 1:1, v~,"" derar~, da6 die Winkeldis t~ jedes folgen- 
den Pnnktes yon allen vorhergehenden > 0 isk Da die Oberfli~che yon 
eine endliche GrSi~e hat, kSnnen wit eine solche Reihe yon PunkCeu nicht 
unbegrenz~ bflden, sondern wit gelangen schlieBlich zu einer endtiche~ 
]~ihe ~:~, r~ , . . ,  r. d~rart, daft nun fiir jeden belidrigen Punkt ~: auf 
unter den n Winkeldistanzen yon r mwh rl, r , ,  . . . r~  i m m e r  w e n i g s ~ m s  eine 

O ausftillt. 
Es seien ~, y~, ~ die Koor~linaten yon r~ (i~--1, 2,---n). Die n Un- 

gleichungen ~.x + ~y + ~.z ~ 1 (i = 1, 2,-.-n) 

bestimmen alsdann ein Polyeder mi~ n Seit~nfl~ichen ~R,~ das ganz in der 
1 Kugel mi~ o als M_itf~lpnnl~ vom Radius ~ enfllalgen ist. Die Pyramide 

~)~R~ mit o als Spi~e und ~R, als Basis schneider aus der gugelfl~he 
eine Partie ~ heraus, den Bereich aller der Pnn~ge r auf 6, f'tir welche 
die Winkeldisfanz yon dem betreffenden Pun kCe r, night gr6fler als yon 
irgend einem der anderen n -  1 Punlrte re ( j ~ i )  ist. Es sei ~ tier 
Fl~cheninhal~ yon ~i; das Oebiet {~ enthiilt gewil~ aUe Punk~ auf ~ mi~ 

0 
einer Winkeldistanz _~-ff yon r~ und ist selbst ganz enthalten im Oebiet 

aller Punkte auf ~i! mit einer Winkeldistanz ~ 0 yon ri; daraus folgt 

2~ (1--cos -~) < E, < 2~(1--cosO).  
Da fiberdies 

ist, so haben wit 

1 ( 1 - - c 6 s ~ ) < l < l n ( i  cos0). -~-n 

50. Es sei nun F(a,  fl, 7) die gegebene auf ~ durchweg s~e~ge und 
positive Funkfion, welche die drei Gleichungen 

(100) 

erflfll~ und als Kriimmungsfunk~on eines gewissen konvoxen K~irpers 
erkannt werden soil 

Mathem~t~ohe Almale~, LVIL ~ 
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(102) 

so wird 

Verstehen wit unbar er ~,* eben&lls einen behebigen Punkt auf ~, 
so s~ellt 

(101) Or*, r*) = t + 1F( , 7) do  

eine Funktion der Argumente er*, r 7* dar, welehe gleiehf~s auf ~ durch- 
weg stetig und positiv sein wird, und besitzt diese Funktion daun auf 
ein bestimmtes Minimum, das wir S o nennen und das auch noeh ~ 0 
sein wird. 

51. Wir denken uns jetzt eine Massenbelegung der Kugelfl~ehe 
vorgenommen, wobei die Fliichendich~igkeit an einem Punkte ~,/~, 7 durch 
F(a, fl, 7) dargestellt ist. Der Schwerpunkt der Belegung des Gebiets ~t 
wird alsdann, da der Sek~r  o ~  mit o als Spitze und ~ als Basis ein 
konvexer KSrper ist und die Pnnl~te auf ~t eine Winkeldist~nz ~ 0 yon v t 
haben, eiu Punk~ q~ sein, der eine Enffernung 0t > cos 0 und < 1 yon o 
besi~t und so gelegen ist, dab der Strahl ~q~ in seiner Verl'~ngerung 
einen Punkt Pt innerhalb ~ triift. Wit  bezeichnen mi~ at, fit, ~'t die 
Koordinaten yon Pt, sodaB @~a~, 0~fl~, @~7i die yon qt sind. Setzen wit noch 

Oi ' 

j" 
(103) Fdeo = a,F~, Fdeo = ~,~, yFdeo = 7,~; 

(%) 

darin sind die vier Integrale tiber den Bereich ~ zu erstrecken. Ftir die 
damit eingeCiihrten n Richhmgen as, fit, 7~ und n positiven GrSBen F~ 
werden nunmehr auf Grund der Gleichungen (100) die Beziehungen 

(104) ~ a ,  Ft.---O , ~ f l t F t = O ,  X T t F , = O  (i==l, 2,...n) 
st~tOr~haben. 

Jeder Pnnlrt auf ~ besitzt yon wenigstens einem der Punkte r~ eine 
Winl~eldistanz ~ 0, und soda~  yon dem zugehiirigen Pnn~e  Pi gewig 
eine Winkeldistanz < 20, weft immer r t yon Pi eine Winkeldist~az <: 0 

hat. Da wir nun 20 <-~- vorausgesetzt haben, kSnnen hiernach die 

n Richtungen at, fl~, 7t gewiB nicht s~imflich in einer Ebene liegen. 
Nach dem Sa~ze in 45. wird es nunmehr ein ganz best~mmtes Polyeder 

geben mit n Sei~enfliichen, den Richtungen (as, fit, 7t) als ~iuBeren 
Normalen und den GrSgen ~'t als Fl:4cheninhal~en dieser Seitenfliichen, und 
zudem noch re.it dem Schwerpunkte im N u l l p n n ~ .  

52. Wit  haben jetzt noch einige a!!gemeinere Abschiit~algen zur 
Sprache zu bringen. 
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Ist ~ ein beliebiger konvexer KSrper mit dem Sehwerpunk~ im Null- 
punk~e, H die S~ebenen~mlrfion yon ~, so wollen wir das Integral 

(105) = J ( a )  

sehreiben. Es sei O das Maximum unter den Wer~en H(a, fl, 7) auf ~, 
also der Radius der kleinsten, den KSrper ~ gan__~ in sieh enthaltenden 
Kugel mit dem Nullpunk~e als Mittelpunkt, und etwa Ga*, Gff*~ G.7* 
ein soleher Pnnlr~ der Begrenzung yon 8, der yore Nullpunkte die Ent- 
fernung G hat. Naeh der Definition der Stfitzebenenfunk~ion ist daun 
sieherlieh immer 

(106) G(aa* + tiff* + ~,~r*) ~ H(a, fl, ~'). 
Andrerseits haben wit, weft der Sehwerpunkt yon ~ sich im Nullpunk~ 
befindet, mit Riicksicht auf die Ungleichung (59) stets 

(lO7) H(~, ~, r) =< ~H(- -~ , -~ ,  --r)- 
Wir wenden nun auf das Integral (105) die Ungleichung (106) fiir 

alle diejenigen Riehtungen a~ fl, y an~ wobei a a * +  16/~*q-7Y* _~0 ist, 
und machen ffir die anderen Rich~ungen yon (107) Gebrauch; beachten 
wir noch, dab zufolge der Gleichungen (100) das Integral 

-ff 

erstreekt fiber die halben Kugelfliiehen yon t~, wo ate* + tiff* + ),~,* ~ 0 
bez. ~ 0 gilt, beide Male deuselben Wer~ tmg~ mithin, naeh tier ha 50. 

1 
erkl~irten Bedeutung der (]rSl~e So, jedesmal ~ -~-S  o sein mut~, so folg~ 

(108) 
Set~en wir 

(109) 

so wird andrerseits 

(110) 

1 4 
J(~) --> -~ v 

f F ( . ,  ~, r)d~ = 0o, 

• Oo~ ~ g(a). 3 

Bei der Ammhme F(a, fl, 7 ) =  1, wobei die ilelationen (100) jeden- 
falls effiillt shad, geht auf diese Weise insbesondere 

hervor. 
Setzen wir H(a~, 16~, 7~) = q~, so ist naeh (91) das gemischt~ Volumen 

1 
(11~) v(~, ~, ~) = -~ (Flqt + F,q, + . . .  + F.q,). 
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Jeder Punkt a, fl, 7 an~ ~ besitzt yon wenigst~ns einem Punkte.a~, fl~, 7i 
eine Winkeldistanz <: 28, also eine geradlinige Distu~,n~ < 2 sin # and gilt 
alsdann nach der Ungleichung (6) in w 1 immer: 

Mit Htiffe dieser Beziehung mad der Formeln (102) gewinnen wir 
~u. (lO5) ~nd 01~)  ~ i ~ o i u :  

J(~)  > v ( ~ ,  ~ ,  ~ )  - ~ .in o .  Oo ~ ,  (113) 
andrerseits: 

(114) v(~,  ~,  ~) > J(~) - ~ ~in O. Oo~. 
cos O 

53. Die abgeleiteten Ungleichungen benutzen wir zun~chst, urn in 
Betreff der Ausdehnung des in 51. konstyruierten Polyeders ~ gewisse 
Grenzen nachzuweisen. Es sei .P(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion yon ~, 
N das Maximum unter den Werten P(a,  fl, 7), ferner V das Volumen 
yon ~.  Aus (111) entnehmen wir 

(1t5) 

Die 0berltiiche yon ~ ist 

(116) ~ I + F ~ + - . - + F . < 0 o  ~ d  > r  

Wemden wit nun die allgemeinen Ungleichmagen ]713 ~ Vo~Va, V23 ~ VoVa ~ 
ffir zwei behebige konvexe KSrper auf das Pot~eder ~ and die Kugel (~ 
an, so erhalten wir mi~ Rficksich~ hierauf: 

(117) 1 a~ V2 ~ N a > V. ~-~ 0~ > T ' T 

Aus (113) gewinnen wir 

(118) J (~)  :> V--  2 sin O- OoN 
~ d  ~ (114) . . d  (108): 

(110) V ( ~  0o) oo~ o > J ( ~ )  - ~ . i . o .  OoN > So - ~ ~in o .  ~v. 

Mit Hiilfe der zweit~n Ungleiehtmg in (117) folgr hieraus 

> o G o. Oo). 

Wit nehmen nun einen Winkel 8 0 so klein an, da~ jedenfalls 

s i ~ O o <  ~ So 
9 o ~  

is~, and gewinaen dann aus (120) eine yon 0 anabhTaaagige positive flrSl~e 17 0 
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mid hernaeh aus der zweiten Ungleiehung in (117) eine yon O unabh~ng;dgi~ 
Gr~iBe 2r 0 derar~, dal$ immer 

(121) V ~  Vo, No ~ 2V 

st~i~ha~, wenn 0 ~ 0 o is~, was wit yon nun an voraussetzen. 
1 Das Polyeder ~-~ ~ hat das u 1. Aus (119) ent~ehmen wit 

(12 ) = j ( $ )  < 2vo  + sin 0o. Oo o 
V�89 cos o~ Vo�89 ' 

4 SoMo ' dsnn, ~ also die bier rechb sgehende Gr~il$e se~zen wit -~-ff 

(123) J < - ~  SoM o . 

54. Es sei jetzt ~ ein beliebiger konvexer K~irper yore Volumen 1 
und mit dem Nullpunk4e a.!s Schwerpunl~t, L(u, v~ w) die Stfib, ebenen- 
funkgion yon 2. Wit fragen, under welchen Umsg4nden sich 

herausst~llea kan,. Nach" der Formel (108) mid in~olge tier UngIeichung 
(123) wird hierzu jedenfalls nSfig sein~ da~ ~ ganz im Inneren der Kugel 
yore Radius M o mi~ dem Nullpunk~ als Mitblpunk~ enthalten ist, dab 
also st, b L(a, ~, r ) <  ~o gut,. N a a  (113) ist ~od~n 

(125) g(2) > V(2, $ ,  !~) -- 2 sin O-OoM o. 

Jetzt ziehen wir die Resultuf~ des w 6 heran. Bezeiehnen wir mit D 
das Maximum unter den Quogienben 

(126) v~ r~(~. ~, 7) 

so gilt nach (76) die Ungleichung 

(127) v(2, ~, $) 1 ~ 
(D-- I)s 

worin x die numerische Konstanh~ bedeu~k Aus (125), (124), 

(119) und (121) schlieSen wit nun 

Aus dieser Ungleichung en0netunen wit ffir D- 1 eine obere Grenze~ die 
nach Nu~ konvergier~ wean 0 ~ l~utl abn~m~. 
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A-,drerseits haben wir, weml d ({as Minimum der Funktion (126) 
bedeu~et, nach (78) und der an diese Ungleichung angeschlossenen Be- 
merkang: 

(i-- d)~ (129) D ~- 1 ~ 
d ' 

und hieraus ergibt sich weiter fiir 1 -  d eine obere Grenze, die mit 0 
zugleich nach Null konvergier~. Wir werden somit auch eine GrSge ~, 
die zugleich mit 0 nach Null konvergier~, angeben kSnnen, sodat~ 

1 

gilt, mid wit haben damit das Resulb~t erlangt: 
8o// 

auoTfal-len, so muff jedenfalls ~ ganz in (1-t-e) ~.., enthalten sein und selbst 
r~ 

1 ?~ in sich enthalten, wobei e eine gewisse yore Winkel 0 das Polyeder 1 + ~ r~ 

abh~ngende GrSfle bedeutet, die mit nach Null a l m e h ~ m  0 ebenfalls 
nach 1gull konvergiert. 

55. Dieses Resul~at zeig~ uns sofor~ (s. 9.), daB, wenn wit den 

Winlrel 0 nach Null abnehmen lassen~ das Polyeder $--~ nach einem be- 
v~ 

stimmten konvexen KSrper ~ als Grenze konvergieren mug, welchem die 
Eigenschaft zukommen wird, dab fiir jim unter alien konvexen KSrpern 
yore Volumen 1 und dem Nullpunkt als Schwerpunk~ das Integral 

unter L die S~fi~zebenenfunktion yon ~ verstanden, den kleinsten Weft 
hat. Bezeiclmen wit das betreffende Minimum dieses Integrals mit J, 

so konvergier~ gleiehzeitig V ] nach J (s. (118) mid (119)) und das Polyeder $ 
naeh dem K~rper ~ = J~ ~. 

Ist jetz~ ~ ein beliebiger konvexer K6rper, H" seine St,~itzebenen- 
~nk~on, ~ ' ~  M~imum de~ W~r~ H'(~, ~, r), so folg~ ~us 013),  
(I,4) ,ma (IIO): 

< oos 0) + ,m 0) Ooa'. 

Da nun fftr ein nach Null abnehmendes 0 die GrSBe V(~'~ ~ $)  naeh 
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V(~', ~, ~) konvergier~, so ersehen wir hieraus, dab al]gemein die Dar- 
stellung 

= d .  = F d~ 

gilt. Danach ist in der Tat der gefundene konvexe KSrper ~ ein ste~ig 
gekrfimm~er mit F(a ,  3, ~) als Krfimmungsfunl~ion, mithin der Beweis 
fox den Satz in 43. vollst~ndig erbracht. 

56. Wir kSnnen diesen Sa~z fiber die Bes~immung eines konvexen 
KSrpers zu einer gegebenen Krfimmungsfimlrbion F auch auf F~lle ausdetmen~ 
we diese vorgeleg~e Funlr~ion E nicht durchweg stetig is~. lnsbesondere 
lasson sich alle konvexen KSrper, welche in der Regel konstante posRive 
Krfimmung und nur an singul~ren S~ellen unendliche KrfJmmung besitzen~ 
dutch folgende Aussage charal~erisieren: 

Es seien auf der Kugelfl~he ~ beliebige Partien ~ abgegrenz~, 
denen ein bestimm~er und yon Null verschiedener Fl~che~inhalt zukommt 
und so, da~ der Schwerpnnk~ dieser Par~ien ~ ffir sich, wie der der 
ganzen Kugelfl~che ~, im Nullpunk~ liegk Alsda.nn gibt es struts einen 
und nut einen konvexen KSrper ~ mR dem Nultpnn~e als Sehwerpnn~, 
derar~ dab ffir jeden beliebigen konvexen KSrper ~'  die Dars~llung 

gilt, we H '  die Stiitzebenenfim ~ion yon ~" bedeute~ und das In~egr~l nut 
fiber die Par~ien ~ der Kugelfl~che ~ zu ers~recken isk 


