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Volumen und Oberfliche.

VYon

HerManNy MINkOWSKI in Gottingen.

Fiir die konvexen Korper gibt es einen elementaren Weg, um den
Begriff der Oberfliche aus dem einfacheren Begriffe des Volumens heraus
zu entwickeln, und in Verfolg dieses Weges gelangt man zu sehr be-
merkenswerten Erweiterungen der Tatsache, wonach unter allen Kdrpern
gleichen Volumens die Kugel die kleinste Oberfliche besitzt.

Liegt ein konvexer Ko6rper & vor und versteht man unter z, y, 2
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes aus &, so nimmt ein linearer
Ausdruck ux + vy + wz, wo u, v, w feste GroBen sind, in £ immer einen
bestimmten groBten Wert H(w, v, w) an; und diese Funktion H(w, v, w)
von drei beliebigen reellen Argumenten, die Stiitzebenenfunktion von &,
charakterisiert den konvexen Korper & vollkommen. Das Volumen des
Kérpers & erscheint als ein gewisser homogener Ausdruck dritten -Grades

% in den simtlichen Werten H(u, v, w). Aus diesem Ausdrucke ent-
springt fiir drei beliebige konvexe Kdrper &, &,, & eine polare Bildung,
ein symbolisches Produkt Vg Vg Vg, das gemischte Volumen der drei
Korper R, &, K. Diese GroBe ist invariant bei beliebigen Translationen
der einzelnen Korper. Werden zwei der Korper mit einem bestimmien
Korper &, der dritte aber mit einer Kugel vom Radius 1 identifiziert, so
ist das dreifache ihres gemischten Volumens die Oberfliche von .

Fiir die gemischten Volumina gilt der wichtige Satz: Fiir irgend drei
Kérper vom Volumen 1 wird das gemischte Volumen stets > 1 und nur
dann = 1, wenn die drei Korper mit einander homothetisch sind. DaB
jeder konvexe Korper, der keine Kugel ist, eine groBere Oberfliche hat
als eine Kugel von demselben Volumen, ist nur ein spezieller Fall
dieses Satzes.

Diese fundamentale Ungleichung 1iBt weiter die folgende Auslegung
zn: Man bezeichne in der Mannigfaltigkeit aller moglichen Funktionen
H(u, v, w) von drei reellen Argumenten u, v, w eine einzelne Funktion
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H(u, v, w) als einen ,Punkt“, den Inbegriff der aus zwei Funktionen H,
und H, abzuleitenden Funktionen (1—¢)H, 4+ tH, fir 0 << 1 als die
H, und H, verbindende ,Strecke; alsdann besitzt die Gesamtheit der
Stiitzebenenfunktionen H zu allen denjenigen konvexen Korpern, welche
ein Volumen > 1 haben, die Eigenschaft, mif irgend zwei Punkten stets
die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, stellt also ein ,konvexes
Gebilde“ in jener Mannigfaltigkeit vor.

Geht man auf die Tangentialebenen des Gebildes ein, so ist sein
konvexer Charakter gleichbedeutend mit folgendem Theorem:

Auf der Kugelfliche vom Radius 1 mit dem Nullpunkt als Mittel-
punkt denke man sich Masse in einer beliebigen stetigen und durchweg
positiven Flachendichtigkeit ausgebreitet, doch so, daB der Schwerpunkt
der ganzen Belegung in den Nullpunkt féllt; alsdann existiert eine ge-
schlossene konvexe Fliche, bei welcher an jeder Stelle das Produkt der
Kriimmungsradien gleich der Flichendichtigkeit an dem Punkte der Kugel
mit gleicher Normale ist; und diese Fliche ist vGllig bestimmt bis auf
eine beliebige Translation, durch die man sie noch variieren kann.

In diesem Theorem erkennt man eine Aussage iiber eine gewisse
quadratische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Los-
barkeit unter bestimmten Bedingungen hier durch eine eigenartige, wohl
noch mancher weiteren Anwendungen fihige Methode sichergestellt wird.

8 1.

Stiitzebenenfunktion eines konvexen Karpers.

1. Es seien z, y, # rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im Raume,
und MM bedeute eine abgeschlossene Menge von Punkten z, y, 2z, die ganz
in einer Kugel von endlichem Radius enthalten ist, aber micht vollig in
eine einzige Ebene fillt. Sind w, v, w irgend welche festen Werte, so
hat der Ausdruck wz + vy + wz fiir die Gesamtheit der Punkte z, y, #
in M ein bestimmtes Maximum, das H(u, v, w) heiBe.

Diese Funktion H(u, v, w) von drei beliebigen reellen Argumenten erfiillt
offenbar folgende Bedingungen (1)—(4):

(1) H(Oa 02 O) =0,

2 H(tu, tv, tw) =t H(u, v, w),

wenn >0 ist. Sind u,, v, w, und u,, v,, w, irgend zwei Systeme der

Argumente, so gibt es in M immer wenigstens einen Punkt z, y, 2z, wofiir
(@ +us) x + (v +0,) y + (wy+w;) & = H(uy +1ty, 03405, 10 +us,)

wird, und da fiir diesen Punkt sicherlich
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u + 0y +wz < H(uy, 0, 0,), 4+ 0y + w2 < Hlu, vy, w,)
1st, so gilt daher immer:
3 H(uy +uy, v+,, wy+w05) < H(uy, vy, ;) + H(u,, 03, w;).
Das Maximum von — (uz+vy+wz) in M ist H(—u, —v, —w), also gilt
in M stets:
— H(—u, —v, —w) L ux + vy + wz < H(u, v, w).

Wenn die Werte %, v, w 4 0,0, 0 sind, muB daher, da I nicht ganz in
einer Ebene liegen soll, stets

4) H(u, v, w) + H(—u, —v, —w) >0

sein.

2. Eine Ebene, welche wenigstens einen Punkt der Begrenzung von
M enthilt, aber auBer den Punkten, die sie mit M gemein hat, M ganz
auf einer Seite von sich liegen 14Bt, nennen wir eine Stitzebene an IN.

Ist H(u, v, w) eine belicbige reelle Funktion von drei reellen Argumenten
u, v, w, welche allen den Bedingungen (1)—(4) geniigt, so bezeichnen wir
den Bereich & wvon Punkten z,y, z, welcher durch die similichen Un-
gleichungen
(5) uz + vy + wz < H(u, v, w)
fir alle moglichen Wertsysteme u, v, w definiert ist, als einen komvexen
Korper.

Die Funktion H nennen wir die Stitzebenenfunktion von ®, da aus den
Ungleichungen (5) offenbar genau die Stiitzebenen an & zu erkennen sind.

Ist H(u, v, w) wie in 1. aus der Punktmenge I hergeleitet, so wird
der durch die Ungleichungen (5) definierte Bereich & der kleinste, M ent-
haltende konvexe Korper, d. h. & ist ein notwendiger Bestandteil jedes
konvexen Korpers, der M ganz in sich aufnimmt.

Ist &% ein zweiter konvexer Korper mit der Stiitzebenenfunktion
H#¥(u, v, w), so ist dann und nur dann & ganz in 8* enthalten, wenn stets
H(u, v, w) < H*(u, v, w)

ausfallt.

3. Ein konveser Korper ist andererseits vollig durch die Eigen-
schaften zu charakterisieren, erstens, daB jede Gerade mit ihm sei es eine
Strecke, sel es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, zweitens, daB
za thm wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte gehdren.

4. Ist p ein beliebiger Punkt, so verstehen wir unter & + p den
Korper, der ans  durch diejenige Translation entsteht, durch welche der
Nullpunkt nach p gelangt Sind @, b, ¢ die Koordinaten von p, so wird
die. Stiitzebenenfunktion von & + p:

H(u, v, w) + au + bo + cw.
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Unterwerfen wir & einer Dilatation vom Nullpunkte aus nach allen
Richtungen in einem festen positiven Verhiltnisse £:1, so bezeichnen wir
den entstehenden Ko6rper mit tR; eine Stiitzebenenfunktion wird ¢H (u, v, w).

5. Wir bezeichnen mit @& die Kugel 2 4+ 4* + 22 < 1, vom Radius 1
mit dem Nullpunkt o als Mittelpunkt, mit € die Kugelfliche 2%+ y? + 22=1,
mit «, B, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf €, bez. die
Richtung vom Nullpunkte nach diesem Punkte. Infolge der Eigenschaft
(2) sind alle Werte der Funktion H bereits durch deren Werte H(e, 8, »)
fiir die Punkte auf € bestimmt. Die Ungleichung

«z + By + 72 < H(e, B, 7)
bezeichnen wir als die Bedingung der Stiitzebene an K mit der duferen
Normale (, B, 7).

Die Funktion H(u,v,w) ist nach den Eigenschaften (1)—(4) eine
stetige Funktion ihrer Argumente, und besitzen infolgedessen die Werte
H(a,B,7) auf € ein bestimmtes Maximum G. Ist ein Wert H(e, g,9) <0,
so ist nach (4) der zugehdrige Wert H(—e, —f, —y) positiv und von
groBerem Betrage; G ist daher jedenfalls > 0. Mit Hiilfe von (3) und
(2) gewinnen wir die Ungleichung
(6) |H(u—uy, v—25, w—10,) — H(%, vy, wo)| £ G Vu* + v* + w’.

§ 2.

Annidberung an einen beliebigen konvexen Korper durch
vollkommene Ovaloide.

6. Ist ¢ =0 die Gleichung einer Ebene und der konvexe Kirper &
ganz im Bereiche @ < 0 enthalten, so heit ¢ <O ein Halbraum um f.
Ist ein Halbraum ¢ <0 um & so beschaffen, daB man nicht ¢ =¢, ¢, + t, ¢,
setzen kann, so daB 4 >0, >0 und ¢, <0, @, < 0 zwei verschiedene
Halbriume um ® sind, so heiBt ¢ < O ein extremer Halbraum wm K. Die
Ebene ¢ =0 ist dann jedenfalls eine Stiitzebene an & und heiBt eine
extreme Stitzebene an K. Ein konvexer Korper mit einer endlichen Anzahl
von extremen Stiitzebenen heiBit ein (Fonvexes) Polyeder.

1. Unter einem wvollkommenen Ovaloid wollen wir einen konvexen
Korper verstehen, bei dem die Begremzung durch eine analytische Glei-
chung in den rechtwinkligen Koordinaten z, y, # definiert ‘wird und dber-
dies in jedem Punkte eine bestimmie und imamer nur eine Berithrung erster
Ordnung eingehende Tangentialebene besitzt.

8. Ist & ein belicbiger konvexer Korper mit dem Nullpunkte als innerem
Punlt und & eine beliebige positive Grife, so lipt sich stets ein vollkom-
menes Ovaloid L. bestimmen, so daf L den Korper & enthilt umd selbst
m (1+¢) & enthalten ist.
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Es sei H(u,v,w) die Stiitzebenenfunktion von . Da der Nullpunkst
im Inneren von & liegt, ist jede GroBe H(w, f, y) > 0. Es sei nun g
das Minimum der Werte H(a, §, y) auf der Kungelfiiche €, so ist auch
9g>0. Wir denken uns den ganzen Raum durch ein Nefz von lauter
gleichen Wiirfeln mit einer Kante o erfiillt. Es sei B der Gesamtbereich
aller derjenigen Wiirfel dieses Netzes, welche tiberhaupt wenigstens einen
Punkt von & aufnehmen, und P der kleinste, diesen Bereich ® ganz
enthaltende konvexe Korper, so ist 9 ein Polyeder, und fiir jede Richtung
(o B, ) ist der Abstand derjenigen Stiitzebene an %, welche (e, §, ) als
duflere Normale hat, vom Nullpunkte einerseits > H{(e, B, 7), andererseits

V3
< H(e, B, 7>+6\V§§—H(“7 B, 7) (1 +"“;V:')
Danach enthilt § den Korper 8 im Inneren und ist selbst ganz in

(1 + -8—;@) K enthalten.

Das Polyeder P besitze % Seitenflichen; da B den Nullpunkt im
Inneren enthilt, kénnen wir die Bedingungen dieser »n extremen Stiitz-
ebenen an P in der Form

() =1l <L n<1

schreiben, so daf dabei y,, y,, - - - ¥, homogene lineare Ausdriicke in 2,y, 2
sind. Es sei nun o eine beliebige positive GroBe, die wir >lg» an-
nehmen, und £ der durch die Ungleichung

(8) Q=et 4 8 4 - - | Ptn < pe?

bestimmte Bereich.

Dieser Bereich &) enthslt jedenfalls das durch die Ungleichungen (7)
definierte Polyeder ¥ in sich. Andererseits ist £ ganz in (1 + g %) B
enthalten; denn in jedem Punkte auBerhalb des letzteren Polyeders erweist
sich stets wenigstens eine der GroBen gy, 15, - -« 2, als > 14+ —=— 1g” and

die vechte Seite-in (8) daher als > ne®. Nach der Lagenbez1ehung von B
zu & wird weiter £ den Korper ® enthalten und selbst in

(142 (115

enthalten sein. Wir konnen nun & so klein und ® so groB annehmen,
daB der hier stehende Faktor von & sich <1 + & erweist.

Die Begrenmmg von £ ist die analytzsc]w Fliche Q =ne®. Wir
finden den Awusdruck

Q
®) gxx—#agy-bazz—-wzle%%—wxze“’h—!- -+ og,e°
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mithin auf der Begrenzung von £ stets > we” — -@—;—1; denn dort ist in

jedem Punkte wenigstens eine der Grofen y >1 und andererseits gilt

immer £t > — -2— - Mit Beriicksichtigung von ¢® > n ersehen wir hieraus,

daB auf der Begrenzung von {1 niemals g—g , % , %i—z gleichzeitig Null sein

kénnen, mithin in jedem Punkte dieser Begrenzung stets eine bestimmte
Tangentialebene existiert.

Weiter finden wir, wenn z, y, # als lineare Funktionen eines Para-
meters ¢ dargestellt werden, immer

(10) %;g=m((d75‘)ew +(dxs) st . +( e‘”1>>0

Aus dieser Beziehung folgt, dafi auf einer beliebigen geradlinigen Strecke
der Ausdruck Q(z,y, z) seinen groBten Wert immer an wenigstens einem
der Endpunkte annimmté, daB mithin £ mit irgend zwei Punkten stets
die ganze sie verbindende Strecke enthilt. Andrerseits ist aus (10) er-
sichtlich, daB jede Tangentialebene an £ mit £ nur eine Beriihrung
erster Ordnung eingeht. Nach allen diesen Umstinden besitzt £ in der
Tat die in unserem Satze verlangten Eigenschaften.

9. Auf Grund dieses Satzes konnen wir weiter zu einem gegebenen
konvexen Korper &, der den Nullpunkt p im Inneren enthilt, mit einer
Stiitzebenenfunktion H, immer eine unendliche Reihe von vollkommenen
Ovaloiden £, 7, - - - mit solchen Stiitzebenenfunktionen @', @”, - - - her-
stellen, daB die Reihe der Quotienten

¢ fr @by

H(e,B,7)’ He,pyy)’
nach der Grenze 1 konvergiert und zwar gleichmdifig fiir alle Systeme
o, B, y auf der ganzen Kugelfliche €. Trifft der hier bezeichnete Umstand
zu, so wollen wir sagen, die Reihe der konvexen Korper &, £, - -- hat
den konvexen Korper & als Grenze, oder konvergiert nach K.

Ist p ein beliebiger Punkt, so bezeichnen wir weiter den Korper
! + p, der p als inneren Punkt enthilt, als Grenze der Korper

Q‘,“!" », Q”'I"

§ 3.
Volumen eines konvexen Korpers.

10. Jedem konvexen Korper kommt ein bestimmtes Volumen zu,
ferner ein bestimmier Schwerpunkt, welcher stets ein innerer Punkt des
Korpers ist.
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11. Wir fithren fir die Punkie «, f, y der Kugelfliche € Polar-

koordinaten ein und setzen

«=sindcosy, B=sindsiny, y=cosd,
wobei wir & und 9 in den Grenzen 0 < 9 <L x, 0 < ¥ < 2% annehmen,
Wir schreiben ferner

P 2 . ay

— g dosy, p=jL—cosdsing, p—7l——sind,
1 O« . 1 3(3__ 1 37 3

by = s 67;;= — Sm¢, ﬂg mﬂ. _éjl_[? cos ¢’ V2= sin & 6’4’ O,

dabei ergeben die drei Gleichungen

(A1) E=az+By+n2, 1=wr+y+ e f=ar+fytyz
stets eine orthogonale Transformation der Koordinaten z, y, z mit einer
Determinante = + 1.

12. s sei & ein vollkommenes Ovaloid, § seine begrenzende Fliche,
H(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von &. Wir schreiben

H(e, B,y)=H(9,v)=H

Die Stiitzebene an & mit der duBeren Normale («, §, 7) hat die Gleichung
(12) §=H(,);

sie ist hier zngleich Tangentialebene an F und beriihrt § in einem be-
stimmten Punkte p. Die ganze Fliche § erscheint damit punkiweise,
durch parallele Normalen, auf die Kugelfiiche € bezogen. Wir wollen
pun unter z, ¥, 2, «, B, v, &, ¥ speziell die betreffenden Bestimmungsstiicke
fiir den Punkt p verstehen und die Verinderungen dieser GrioBen beim
Ubergang zu einem anderen Punkte auf § durch Vorsetzen von A andeuten;
ferner sollen Ag, An, Af die Werte der Ausdriicke (11) bedeuten, wenn
darin Az, Ay, Az an die Stelle von z, y, # treten. Dann gilt auf § in
einer gewissen Umgebung von p fiir Af eine Entwicklung nach Potenzen
von AL, Ax:

Al=— - (PAB+25 AL Aq+ TAY) + (AL, Ag)+ -+

darin bilden die quadratischen Glieder eine definite negative Form, es ist
also P>0, PT—X27>0. Wir kénnen alsdann, da PT — X240 ist,
in einer gewissen Umgebung von p die Werte A, Ay durch ng.\.gg und
gﬁi ausdriicken, welche letzteren GroBen sich sofort mittels Ae, AS, Ay
darstellen lassen. Daraus erkennen wir, daB die Koordinaten z,y, z des
Punktes p von §, wo die duBere Normale die Richtung «, §, y hat, und
weiter der zugehorige Wert H{e, §, y) onalytische Funktionen der GroBen
«, B, y auf € sind.
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Da die Ebene (12) Tangentialebene an § ist, haben wir
0x oy oz 1 ox 0y oz\
(13) szt Bs5+vs5=0, m(“%-i-ﬁg@-%?’%)—@;
und mit Ricksicht hierauf folgen aus den allgemeinen Formeln (11) zur
Bestimmung der Koordinaten z, y, 2z des Punktes p die Gleichungen:

o H(#, 1 0H(#,
(14) §=————5(—5—@, "= 3(¢¢)) §=H(®, ).

13. Um nun das Volumen ¥V des Korpers & auszudriicken, zerlegen
wir die Kugelfiiche € in Flichenelemente do = sin & d9 dy; jedem Ele-
ment do entspricht als Abbild durch parallele Normalen ein Element
df auf der Fliche §§, und wir konstruigren jedesmal die Pyramide mit
dem Nullpunkt o als Spitze und dem Element df als Grundfliche; die
Hohe dieser Pyramide, mit gewissem Vorzeichen genommen, ist = H(e, 8, 7)
und ihr Volumen mit demselben Vorzeichen daher
Ll 22, 22
3|77 0%’ oy
(Wir bezeichnen hier und weiterhin eine dreireihige Determinante, in
welcher die Glieder der ersten Reihe von der Koordinate x abhingen und
die der zweiten und dritten in der entsprechenden Weise mit Hiilfe des
Zeichens y bez. z darzustellen sind, einfach durch Angabe blof der ersten
Reihe). Der Korper & ist nun derart das Aggregat aller jener Klementar-
pyramiden, daB sein Volumen genau

1 1 oxr ox
(16) V=~3—fde=?fflx, ﬁ,%‘dﬁ‘d’lp

wird, wo die Integrale iiber die ganze Fliche {§, bez. die ganze Kugel-
fliche € zu erstrecken sind.
14. Wir setzen jetzt

(15) —;— Hdf = l as dv.

Pz | L0 | D% 1 0%z 2%y 0%z \ _
LYY +ﬂ3,3.2 +Y33.2“~R7 sin &(“633«1:'{"5529—5@4'78@3«1’)——8’
1 0%z 0%y o*z\
sylnzx‘)(‘xaftp2 +‘331}’2+?3"l’2) =—T

Durch Differentiation der zwei (leichungen (13) einmal nach o, einmal
nach ¥ erhalten wir noch die Beziehungen

0x oy 0z 1 o oy 0z
Ra“l'gfs+ﬁ1§f§+71§§.7 S"sm&(u1%+ﬁ15:p+71§;p)’

ox 0 oz 1 ox 0 0z
S=“2'275+525%+7255’ 1=msiw(a‘3%+ﬂ2§%+%§{b)'
Nun gilt

ox ox 1/0%°C , o9 o’z o’z .
Ahx =35 A9 + %A‘lp +~§_(§§-§ Ad*+ 2WA&A¢+W A’¢’2) +"‘,"',
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aus den Gleichungen (11) gewinnen wir dann mit Riicksicht auf die
letzten Ausdriicke und auf (13):

A%t = RA9 + Ssin®Ap+---, An=8SA8+ TsindAp+---,

AL = — 5 (RAD+28sin #AD Ap+ Tsin® B AY) + - -,

und hieranus geht durch Elimination von A& und A¢ eine Entwicklung

1 (TAE —2SAEAn+ RA
Az=—( R nz)+(A‘§’A”)3+"'

hervor.
Wir entnehmen daraus fiir die in 12. benutzten GroBen P, X, T:
T —8 B
P=gr—% *~mr—pv 1=
sodaB

RI—S8=3r—%

das Produkt,

_ PH4T
Bt T=tv—%

die Summe der Hauptkriimmungsradien der Fliche § im Punkte p dar-
stellen, wihrend von ﬁ—%_'_g—i, die Neigung der Kriimmungskurven auf &

durch p gegen die Richtungen e, B, 74; ¢, Bz, ¥, abhingt.
Von den Relationen (14) ausgehend, erhalten wir folgende Ausdriicke

fir R, S, T allein durch die Funktion H = H(9, v):

( 0*H
R—:W +H,
1 0*H cosd 0H
(17 S= sin & 990y sin*d 9’
1 0*H , cos® 0H
T'= 53 y? tamo os TH

Dabei wird immer BR>0, BT — 82> 0, und in diesen Ungleichungen
sind bereits die allgemeinen Bedingungen (1)—(4) fiir die Stiitzebenen-
funktion H vollig eingeschlossen.

Setzen wir die Determinante fx, g—g , g-g zu ihrer linken Seite mit
der Determinante 1 der Substitution (11) zusammen, so finden wir sie
= H(RT—8? sin 9, sodaB aus (15):

(18) df = (RT— 8% de
und aus (16):
(19) V=3 f HRT—8%dw

hervorgeht.
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Das Volumen V' erscheint hiernach als ein gewisser homogener Ausdruck
dritten Grades in den Werten H(%, ).

15. Ist ein konvexer Korper & die Grenze einer unendlichen Reihe
vollkommener Ovaloide £, 87, ---, so konvergieren die Volumina dieser
Ovaloide nach dem Volumen von &. Man erschlieBt diese Tatsache ganz
allein mit Hiilfe des Umstandes, daB, wenn ein Ovaloid ein anderes in
sich enthilt, das erstere stets ein gréBeres Volumen besitzt. Ferner kon-
vergieren die Koordinaten der Schwerpunkte von {, Q, --. nach den
Koordinaten des Schwerpunktes von f.

§ 4.
Scharen konvexer Korper. Gemischtes Volumen dreier Korper.

16. Sind H, Hz, - .- H die Stiitzebenenfunktionen von m konvexen
Koérpern &, &, -- &,, so geniigt die Funktion

H(u) Y, w) = tlE(“) v, w) + J52H2(u7 v, w) 4+t thm(’“) v, w))

wenn die Parameter &, 4,,- - - ¢, simtlich > 0, aber nicht durchweg =0
sind, stets ebenfalls allen Bedingungen (1)—(4) in § 1 und bildet daher
wiederum die Stitzebenenfunktion eines konvexen Korpers. Diesen Kérper
bezeichnen wir durch

(20) R=48% +68&+---+1,8,

und die Gesamtheit aller in solcher Weise aus gegebenen Grundkérpern
R, herzuleitenden Korper & nennen wir eine Schar konvexer Korper.

17. Sind &, &,,- - - &, vollkommene Ovaloide, so gilt das gleiche von
jedem Korper & der Schar (20). Bezeichnen wir die Punkte auf den
Begrenzungen von &, &, in welchen eine bestimmte (und die nimliche)
duBere Normale ¢, 8,y vorhanden ist, mit x, 9, 2; x,,¥,,2;, so finden wir
auf Grund der Gleichungen (14) die Beziehungen giiltig:

e sty by
Stellen wir nun das Volumen ¥V von & gemiB der Formel (16) dar, so

resultiert mit Ricksicht auf diese Gleichungen (21) fiir ¥ ein homogener
Ausdruck dritten Grades in den Parametern 4

(22) V=DVt G by 1=1,2,- -+ m);

die Koeffizientey V,;, mit nicht lauter glelchen Indizes denken wir uns
dabei so emgefuhrt daB sie bei Permutationen der Indizes sich nicht
dndern. Ein jeder Koeffizient ¥, ist allein von den drei zugehdrigen
Korpern &;, &, @, abhingig; wir bezeichnen ihn anch mit V(&;, &, &)
und nennen ihn dag gemischte Volumen der Korper R;, &, &.
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18. Betrachten wir nun das gemischte Volumen Vi, = F(R,, &, &)
dreier vollkommener Ovaloide R, ®,, &. Schreiben wir
0z 0%,

Jyes = ff 21y 550 v

und definieren die analogen Ausdriicke fiir die Permutationen der Indizes
1, 2, 3, so ist

6 .V123 ('7123 + J-132) + (J‘231 + J213) + (J312 + J321)

dddy

Nun gilt
0 iy 1 02
o, 28] a0 v = Ty — s+ [ [ |y 2, | a0 aw,
? 952,
—é‘ffa_,.[, yy %35 azg, AF AP = Joyy — Jygp + fj Xy, Ly, aﬁ'gap dddi.

Die linken Seiten in diesen zwei Gleichungen sind gleich Null, weil die
Integranden Differentialquotienten nach &, bez. 9 sind und die Integra-
tionen sich iiber die ganze Kugelfliche € erstrecken. Durch Subtraktion
der damit hervorgehenden Relationen folgt nun

(23) Jros + Jise = Jogy + S,

und durch cyklische Vertauschung von 1, 2, 3 hier finden wir weiter
diese Ausdriicke = Jy;, + J55,, sodaB sich

1
Vis = ) (Jms +J132)
herausstelit.
Multiplizieren wir in J,,, ‘die Determinante

Zy, g‘g s gf; l zur linken

Seite mit der Determinante 1 der Substitution (11), und bezeichnen wir
die den Formeln (17) gemdB herzustellenden Ausdriicke R, S, T fir
R, &, & mit den entsprechenden Indizes, so entsteht

T =5 [ BB~ 5.8 do

analog driicken wir J132 aus, und wir erhalten endlich

(24) Vigs = fH(RgT — 28,8+ T,Ry) do.

Nach der Gleichung (23) besteht fiir diesen Ausdruck die wichtige Eigen-
schaft, dap er bei beliebigen Permutationen von 1, 2, 3 seinen Wert nicht
andert.

19. Wir kniipfen an diese Formel einige einfache Bemerkungen an.
Die GroBen R,, S;, T, bleiben bei einer Translation von £; ungeindert, .
mithin bleibt dabei auch V,; ungeindert, und da V3 =V, =7V,5 ist,
so folgt allgemein:

Mathematische Annalen, LVIL 30
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Der Wert V(R, &, &) bleibt bei belickigen Translationen der ein-
zelnen Korper &, 8, & ungedndert.

Der Ausdruck B,T; —28,5; + T, R, ist als die Simultaninvariante
zweier positiver bindirer quadratischer Formen stets > 0. Hat &, den
Nullpunkt im Inneren liegen (was sich stets durch eine Translation von
R, hervorrufen 1iBt), so ist durchweg H, (9, %) >0 und also dann auch
V,ss > 0. Mit Riicksicht auf den eben bewiesenen Satz gilt daher allgemein:

Die Grife V(&,, K, &) ist stets > 0.

Ist der Koérper &, in einem anderen vollkommenen Ovaloide &,* mit
der Stiitzebenenfunktion H,* enthalten, so gilt stets H, (9, v) < H*(¥, ¢)
und entnehmen wir aus (24):

(25) V(R &, &) V(R &, K).
Endlich bemerken wir die Regel: Ist ¢ ein positiver Faktor, so gilt
(26) V(iR, &, K) =tV (&, 8, ;).

20. Sind die Kérper &, &, & mit einem und demselben Korper &
identisch, so wird V(&, &, &) das Volumen von K.

Die Stiitzebenenfunktion der Kugel &(2?+42+22<1) ist fiir die
Systeme «, B, y auf € konstant — 1. Beziehen sich H, R, S, T auf ein
vollkommenes Ovaloid & und bezeichnen wir das Oberflichenelement dieses
Korpers mit df, seine ganze Oberfliche mit O, so folgt daher aus (24):

(27) 3V (6, R, ®) =f(RT—S2) do ==fdf= 0,
und durch (23) gelangen wir noch zu dem Ausdrucke
(28) 0=3V7(R, 6,8 = —;—fH(R+T) da.

Andrerseits wird

<R+T>
(29) 3V(6,6,8) = [ B+ Ddo= [ 2 d

F®+D
die GroBe %ﬂ—g—z— hier bedeutet die mittlere Kriimmung am Flichen-

element df und konnen wir danach 3V(®, &, &) als das Integral der
mittleren Kriimmumg von & bezeichnen. Wir haben dann noch die Be-
ziehung

(30) 3V(6, 8, 8) —3V(R, 6, 6) — f Hio.

21. Sind &, &, -- - &, beliebige konvexe Kdrper, so kénnen wir
nach § 2 jeden dieser Korper &; als Grenze einer Reihe vollkommener
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Ovaloide £; darstellen. Auf Grund der in 19. abgeleiteten Regeln 1Bt
sich dann zeigen, daB dabei ein jeder Ausdruck V(Q);, £, ;) immer nach
einer bestimmten, von der Wahl der annihernden Ovaloide unabhiingigen
Grenze konvergiert, die wir mit V(&;, &, &) bezeichnen und das gemisehte
Volumen von R;, &, &, nennen. Es iibertragen sich dann alle Regeln aus
19. und die Entwicklung (22) sofort auf beliebige konvexe Korper.

Fir die gemischten Volumina bestehen einige fundamentale Unglei-
chungen, die in dem Satze gipfeln, daB irgend drei Kérper vom Volumen 1
stets ein gemischtes Volumen > 1 ergeben. Als Vorbereitung zum Nach-
weis dieser Ungleichungen behandeln wir zunichst die entsprechenden
Fragen fiir die Ebene.

§ b.
Ovale. Gemischter Flicheninhalt zweier Ovale.

22. Wir betrachten jetzt Figuren in einer Ebene z — const. Ks sei
H(u,v) eine reelle Funktion zweier reeller Argumente mit den Kigen-
schaften:

H(©,0)=0, H(tu,tv)=tH(u,v), wenn ¢>0 ist,
H(uy + s, v, + 03) < H(uyg, vy) + H(ug, v,),
H(u,v)+ H(—u,—v) >0, wemn u,v=+0,0 ist.
Den durch die simtlichen Ungleichungen
ux + vy < H(u, v)

fiir alle moglichen Systeme u, v definierten Bereich § von Punkten z, y
in der Ebene z = const. bezeichnen wir als ein Oval in dieser Ebene,
und wir nennen H(u, v) die Stitegeradenfunktion dieses Ovals. Jedem
solchen Oval § kommt ein bestimmter Flicheninhalt, ferner ein bestimmter
Schwerpunkt zu; der Schwerpunkt wird stets ein innerer Punkt des Ovals.

Ist s ein positiver Wert > 0, so stellt sH(u, v) wieder die Stiitz-
geradenfunktion eines Ovals vor, das wir dann s nennen.

23. Wir bezeichnen ein Oval § als ein vollkommenes Oval, wenn die
Begrenzung von & durch eine analytische Gleichung in z, y gegeben ist
und in jedem Punkte eine bestimmie und immer nur eine Beriihrung erster
Ordnung eingehende Tangente hat.

Ist & ein beliebiges Oval mit dem Nullpunkt als Schwerpunkt, und
& eine beliebige positive GroBe, so kann man stets ein vollkommenes
Oval §*, ebenfalls mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, finden, welches
% enthilt und selbst ganz in (1+4:) §§ enthalten ist. Jedes Oval kamn
als Grenze vollkommener Ovale mit dem nimlichen Schwerpunkt dar-
gestellt werden.

30*
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24. Es sel ¥ ein vollkommenes Oval, H(u, v) seine Stiitzgeraden-
funktion. Wir bezeichnen mit «, § die Koordinaten eines Punktes der
Kreislinie 22 + 4 =1 bez. die Richtung von z =0, y =0 nach diesem
Punkte, filhren ¢ =cos ¥, f=sin &, 09 <2« ein und schreiben
H(e, ) = H(9) = H. Der Kriimmungsradius der Begrenzung von { in
einem Punkte p, wo die duBere Normale die Richtung («, ) hat, wird

R=H + 5 92 H \1nd der Flicheninhalt von % bekommt den Ausdruck:

(31) ——wa ;I %, da

Wir haben nun in Bezug auf den Flicheninhalt §§ noch einige Be-
merkungen zu entwickeln, die bald Anwendung finden werden.

Es sei a der kleinste, A der grofite Wert von z in § und bezeichnen
wir fiir ein 2 > a und < 4 mit y(z) die Linge der zur y-Achse parallelen
Sehne von §, auf welcher der betreffende Abszissenwert x konstant ist.
Die Funktion y(z) ist im Inneren des Intervalls ¢ <z < 4 regulir und
an den Grenzen nihert sie sich stetig dem Werte Null. Ferner ist darin

Z—Z eine mit wachsendem x stets abnehmende Funktion. Infolgedessen ist

weiter insbesondere

eine stets abnehmende und analog Z—g_——i eine stets wachsende Funktion

von Zz.
Der Flicheninhalt F' von § besitzt nun auch den Ausdruck

(32) F=[y@)az.

Setzen wir, wenn a <z < 4 ist,

f y(z)dz = o F,

so ist 7 = 7(z) eine solche Funktion der oberen Grenze z dieses Integrals,
welche kontinuierlich. von O bis 1 zunimmi, wihrend 2 von a bis A lauoft,
und Lonmen wir daher wmgekehrt die obere Grenze dieses Integrals als eine



Volumen und Oberfliche. 461

bestimmte Funktion x(v) des Wertes v im Intervalle 0 < v <1 einfiibren.
Dabei gilt

A
Nach der zweiten Gleichung hier wird %@ eine mit wachsendem 7 stets
abnehmende Funktion von z; infolgedessen ist weiter ?—? eine stets ab-
nehmende,

Die Linge der Sehne bc von § auf der Geraden z = a-—;—A’ also

y (2—-_*212) , sei = h. Die Tangenten an { in den Endpunkten dieser Sehne
bilden mit den Geraden z =a und x = 4 ein Trapez, welches § ganz
in sich enthilt; also folgt

(33) (4A—a)h = F.

Andrerseits enthilt ¥ das Dreieck abc mit jener Sehne b¢ als Basis und

der Spitze in dem Punkte a von §, fiir den z = a ist; daher gilt
Td—an<s (“TH)F,

A) - bervorgeht; analog

2
i i - eine stets zunehmende Funktion von z.

woraus mit Riicksicht auf (33) nun = (a+
. a-+ A 3
finden wir ‘I:( 3 )>T'
Fir einen Wert 7> - 3

i
5 da

Ai”_x und 1——_—2— mit Wachsendem x bez. v zunehmen, haben wir alsdann

h A—2x)*h
L > , (1——1}F=fydx>—————-——~(A_‘”Z& ,
7 4=a :

woraus mit Riicksicht auf (33) sich
(34 A—2(r)<(4—a)Y1—=
ergibt, und erhalten wir andrerseits

y2 h2 4 y
(3%) 1—-t>1~_z(w+A)>-§—k2’ T7 3 v {d—ap
2

Nebmen wir an, der Schwerpunkt von § liege im Nullpunkte, so
fiihrt die Betrachtung der z-Koordinate des Schwerpunktes zur Gleichung
1
O==—1% zydz = | zdr,
a

0
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woraus durch partielle Integration

(36) A= zrdx, A= Ff”d"

folgt. Zerlegen wir { in die Dreiecke mit a als Spitze und den einzelnen
Bogenelementen des Umfangs von & als Grundlinien, so ist fiir den

Schwerpunkt eines jeden dieser Dreiecke offenbar 4 — 2 > —;—(A—-a) und

muB die gleiche Relation daher auch fiir den Schwerpunkt von & selbst
gelten, d. h. wir haben

A—a
(37) 4>272

25. Es seien §, und $, zwei beliebige Ovale und H,(u, v), H,(u, v)
ihre Stiitzgeradenfunktionen; alsdann bildet (1 —¢) H,(u, v) + ¢H, (u, ),
wenn >0 und <1 ist, immer ebenfalls die Stiitzgeradenfunktion eines
Ovals, das mit § = (1—¢)§; + 3, bezeichnet werde. Dieser Herstellung
von & steht folgende Erzeugungsweise desselben Ovals dual gegeniiber.
Man verbinde jeden Punkt {; von §;, mit jedem Punkte f, von ¥, und
teile immer die Verbindungsstrecke f; f, in einem Punkte | so, daB

f=Q0-D%+
ist (d. h. daB die Lingen der Strecken f,f und ff, sich wie £:1 — ¢ ver-
halten). Die Menge aller verschiedenen Punkte f, die auf diese Weise
gefunden werden, bildet dann genau den Bereich des Ovals . Bei dieser
Konstruktion von {§ denken wir uns zweckmiBig §, und §, in zwei ver-
schiedenen Ebenen z = const.,, etwa §; in 2=0 und ¥, in 2z =1 gelegen;
alsdann stellt F = (1—0)F; + tF. den Schnitt des kleinsten, die beiden
Ovale , und J, ganz enthaltenden konvexen Korpers mit der Ebene
z2 =1 vor.
Der Flicheninhalt des Ovals 3§ besitzt einen Ausdruck

(38) F=(1—1¥F, +20—1)tF,; + t2F,,
wobei Fy, den Flicheninhalt von §,, F,, den von §, und F,, eine weitere

Konstante bedeutet, die wir den gemischten Flichewinhalt von §F, und g,
nenmnen. F,, #ndert sich nicht bei beliebigen Translationen von §, oder

von ;.
Sind &, und F, vollkommene Ovale, so finden wir, von der Formel

(31) ausgehend,
2
1 2
E}zzgfm(ﬂz-}ag" do = fH (B,+552) s,
0

worin H, fir H (cos #,sin 9) und H, fiir H,(cos &, sin &) steht.
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Stellt &, die Kreisfliche #*+ y*<1 vor, so ist H, hier konstant = 1,
Fy, = x und wird 2F;, die Linge des Umfangs von $§,.
26. Wir. wollen nun den Satz beweisen, daf slets die Ungleichung gili:

(39) Fio 2V Fy Fiy.

Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit folgender Beziehung fiir den
in (38) entwickelten Ausdruck F:

(40) VE2 (A=) VFy + tVE,.

Von besonderem Werte ist es, auch die Grenzfille der Ungleichung
(39) mit aufzukliren. Wir werden den Zusatz gewinnen, daf i dieser
Ungleichung dann und nwr dann das Gleichheitszeichen eintritt, wenn T,
und &, homothetisch sind (d. h. aus einander durch Translation und Dila-
tation hervorgehen, mit einander #hnlich und #hnlich gelegen sind).

Wir denken uns der Einfachheit wegen den Schwerpunkt von §,
wie den von %, im Nullpunkte gelegen (was stets durch Translation
dieser Ovale zu erreichen ist). Alsdann sind H,(«, ) und H,(«, )
immer > 0. Auf der Kreislinie ¢ 4 %=1 hat die daselbst stetige
Funktion

Vﬁl-;Hs )
“y VEuB, D

ein bestimmtes Maximum, das wir D nennen. Dieser Wert hat die Be-

deutung, daB das Oval V%'; & vom Flﬁcheninyalt 1 im Oval 7_;——: &1 vom
Flicheninhalt s? enthalten ist, wenn s> D ist, aber nicht ganz darin
enthalten, wenn s < D ist. Sind §, und §, homothetisch, so decken sich
die Ovale % %, und 1711?” <%, und ist daher auch ihr gemischter Flichen-
inhalt =1, also Fj, =V F,, F,, und wird andrerseits D = 1.

Jetzt verfolgen wir die Annahme, daB §, und §, wiché homothetisch
sind. Alsdann muB D > 1 ausfallen. Wir werden nun eine Ungleichung

aufstellen

Fis
VL = TI(D),
worin TT(D) eine stetige Funktion von D sein wird, die fiir ein D> 1
stets > 0 ist. Diese Bezichung setzt dann in Evidenz, da8 stets F,, >V F,, F,,
wird, wenn &, und &, nicht homothetisch sind.

Eine Bezichung von diesews Charakter mit einer stetigen Funktion TI(D)
braucht offenbar wur fir vollkommene Ovale erwiesen zu werden. Durch
unseren Hiilfssatz in 23. iiber die Anniherung eines beliebigen Ovals durch
vollkommene Ovale gilt sie dann sofort fiir alle Ovale.
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27. Es seien nunmehr ¥, und §, zwei vollkommene Ovale und sie seien
nicht homothetisch. Wir drehen die Koordinatenachsen um den Nullpunkt
derart, daB die positive 2-Achse in eine solche Richtung fillt, wofiir die
Funktion (40) ihren groBten Wert D erhilt, d. h. also, wir nehmen

VF, 1,0
(#2) VE, gL
an.

Hs sei jetzt { irgend ein bestimmter Wert > 0 und < 1; wir ge-
brauchen fiir das Oval § = (1—OF, + ¢, die Zeichen a, 4, y(z) in
derselben Weise, wie sie fiir ein Oval § in 24. erklirt sind; die ent-
sprechenden Grofen fiir ¥, und §F, bezeichnen wir mit a, 4,, y(2),
ay, Ay, Y5(x); inshesondere ist A4, = H (1, 0), 4, = H,(1, 0). Alsdann
bestehen fiir @ und A4, den kleinsten bez. groBten Wert von z in §, die
Ausdriicke

(43) a=1—t)a, + ta,, 4=_01-—t)4,+ tA,.
Die Flicheninhalte von §, und §, stellen wir gemdB der Formel (82) dar:

4 4,
(44) Fy =fy1(x) dz, Fy =fyz(x) az.
a 223

Wir setzen nun, wenn a, <z, < 4,, a, < 2, < 4, ist,

z, z,
(45) f?h (x)dz = v Fyy, f?/z(x) dz =1 Fy,
o ay

und fithren die oberen Grenzen dieser Integrale als Funktionen z,(z), z,(r)
des Wertes 7 ein, der sich im Intervalle 0 <z <1 bewegt. Indem wir
unter ¢ in diesen beiden Funktionen ein und dasselbe Argument ver-
stehen, wird ein gewisser Zusammenhang zwischen den zur y-Achse
parallelen Sehnen von , und von §, hergestellt®).

Wir ziehen jetzt die in 25. angegebene Methode zur Erzeugung des
Ovals § aus den Punkten von {, und §, heran und bringen sie zunichst
auf die Punkte der Sehne p,q, von F, auf der Geraden x = 2,(z) und
der Sehne p,q, von.F, auf der Geraden z = z,(r) in Anwendung; dadurch
erkennen wir, daB zu § auf der Geraden

(46) z = (1—t)2,(v) + t23(7)

*) Die Idee dieser Zuordnung der parallelen Sehnen in zwei Ovalen nach dem
Verhaltnis der je zwei Flichenstiicke, in welche sie die Ovale zerschneiden, rihrt
von Herrn H. Brunn her (vgl. Ovale und Eiflichen, Inanguraldissertation, Miinchen,
1887, pag. 23).
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jedenfalls alle diejenigen Punkte gehdren miissen, welche diese Gerade
aus dem Trapeze p,q,q,p, herausschneidet. Die Lingen der Sehnen p,q,
und P,q, sind ¥, (2,(x)) bez. y;(2;(r)); danach muB fiir die Linge y(z) der
Sehne pq von § auf der durch (46) angewiesenen Geraden jedenfalls die
Ungleichung
(47) Y(@) = 1) 4, (2, @) + by, (2, ()
gelten.

Fiir den Flicheninbali F des Ovals § haben wir

A
F = f y(z)dz.

Nun wichst die durch (46) gegebene Funktion # kontinuierlich und lduft
nach (43) in den Grenzen ¢ bis 4, wenn =z von O bis 1 zunimmt, und
konnen wir sie daher als Variable in dieses Integral fiir F' einfiihren.
Schreiben wir zur Abkiirzung z,, y, und z,, ¥, fir z,(z), ¥ (2,®) und
%5 (%), ¥o(2, (@) und machen von (47) Gebrauch, so ergibt sich

F> f (@—p+t9) (1—9) T2 g dﬁ*) d.

Jetzt ziehen wir den Ausdruck (38) fiir F heran und benutzen die Glei-
chungen (44); dadurch erhalten wir

2F122f % d’+yz ,)d”'

Hier filhren wir gemiB (45):

in _F, dz_ P
ar y,’ dvr y,

ein, und wir erzielen endlich

4 VR T2 f Ve VB g,

Y

Andrerseits haben wir der Formel (36) zufolge:
A, =F f vdr 4, F, f T df
22
mithin

WVl —nVF, o, 4, 4 _
(49) f e g e A (D1t

Vl"u
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Mit Hiilfe der lefzteren Beziehung suchen wir eine positive untere
Grenze fiir das Integral auf der rechten Seite in (48) herzuleiten; dabei

entsteht eine Schwierigkeit durch den Umstand, daB ——— bei Anniherung
V¥ Y

an =1 iiber jede Grenze hinauswichst. Es sei nun 0 eine positive

GroBe <71—, so gilt

s ) f-f’—’<F f-—..A — 2, (1—8);

mit Riicksicht auf (34) und (37) finden wir die rechte Seite hier <3 4,7/9,
und wir erhalten aus (49) die Ungleichung

1-6
(50) fyll/—;ylyfva“'zdt>(D(l 310)— 1)V‘§F_11_1

Die Ungleichung (48) bleibt bestehen, wenn wir die Integration
rechts nur bis zur oberen Grenze 1 — d erstrecken. Im Intervalle O bis

1 — 0 sind zufolge einer in 24. gemachten Bemerkung % und %

& &
bestindig abnehmende Funktionen und haben wir mit Riicksicht auf (35)

und (37) und auf z <1 durchweg

3/13/2 F11F22.
> 570 Z5

damit erhalten wir aus (48) die Beziehung

2(1;'12 ]/F11F22)2 6 f(%]/—; ?ISV—;) 2dr.

¥ °ys*

Bezeichnen wir den Integranden in (50) zur Abkiirzung mit ¥, so ist

j(::+s)2dz

fiir jeden reellen Wert von s stets > O und gilt infolgedessen
1-0

i—d
1 2
(51) szdzgm(dez) .

Diese Beziehung fiilhrt uns nun mit Riicksicht auf (50) und, wenn wir
noch hier rechts 1 — ¢ im Nenner durch 1 ersetzen, zu

2(Fy —VFy Fy) 2 578 35 75 (D(1—3V8) - 1)*
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Das Maxnnum von SV'(D 1—3DV3) trith fir 3]/3--— D*I ein,
D—1)*

wobei § < — 36, also gewiB < ist, und wird = Y Mlt dlesem
Werte von 0 entsteht, wenn wir noch von (42) Gebrauch machen:
F 1 (D—1*
2 .t NE— | .
(52) VF, F,, 2 23.35 D3

In der hier geschriebenen Form (mit dem Zeichen >) iibertrigt sich
diése Relation unmittelbar auf beliebige Ovale; sie liefert in der Tat den
Satz, daf stets Fiy >V Fy Fy, ist, wenn §, und §, nicht homothetisch sind.

28. Nehmen wir fiir {, eine Kreisfliche vom Radius 1, so bedeutet

2F,, die Lange des Umfangs von {,, wihrend F,, ==z zu setzen ist.
Die fiir diesen Fall aus (39) entstehende Ungleichung

2 F, Fy,

21;2 _Z 2
besagt, daf jedes Oval, welches von einem Kreise verschieden ist, immer
kleineren Inhalt besitzt als ein Kreis von demselben Umfange. Diese Aus-
sage lipt sich sogleich auch auf wicht konvexe Flichen ausdehnen, indem
zu jeder abgeschlossenen und znsammenhingenden Figur, welche nicht
ein Oval vorstellt und welcher ein bestimmter Flicheninhalt und eine
bestimmte Linge des Umfanges zukommt, immer ein bestimmtes kleinstes,
die Figur ganz enthaltendes Oval gehort, und fiir dieses der Flacheninhalt
groBer, der Umfang kleiner ausfillt als fiir die Ausgangsfigur.

8 6.
Eine kubische Ungleichung fiir die gemischten Volumina.

29. Wir suchen jetzt die entsprechenden Tatsachen fiir den Raum
abzuleiten. Zunichst schicken wir einige Hiilfsbemerkungen voraus.

Es sei & ein vollkommenes Ovaloid, ¢ der kleinste, C der groBf:e
Wert von 2z in &; fiir jeden Wert 2 >¢ und < C bezeichnen wir mit
F(2) den Schnitt von & mit der Ebene, in welcher der betreffende Wert 2
konstant ist, mit (f(2))* den Flicheninhalt von F(2). Fiir die Werte im
Inneren des Intervalls ¢ < z < C stellt F(2) Ovale vor und ist die Fank-
tion f(z) immer regulir, an den Grenzen nahert sich f(2) stetig dem Werte
Null. Ist <2 <2<8"<C, 2=(1—%)2+ tz", so enthilt das Schnitt-
oval F(2), da & ein konvexer Korper ist, jedenfalls das ganze durch
(A=) F () + tF(2") dargestellte Oval in sich und gilt daher zmfolge der
Ungleichung (40) sicherlich

&) 2 A—0)f(&) + 1 (&)
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Auf Grund dieser Eigenschaften erkennen wir, wenn wir 2z und f als
rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene deuten, daB der Bereich

(53) ¢L25C, 0710

ein Oval in dieser Ebene vorstelll, und nimmt infolgedessen —-f—?

wachsendem 2 bestindig ab.
Das Volumen ¥V von ® driickt sich durch

(629 V= f (f@)*dz

aus. Setzen wir nun, wenn ¢ < 2 < C ist,

f (@) ds — o,

80 wichst © = 7(2) kontinuierlich von O bis 1, wihrend die obere Grenze z
von ¢ bis C zunimmt; wir kénnen dann umgekehrt die obere Grenze z
dieses Integrals als eine bestimmte Funktion z(z) des Wertes 7 einfiihren,
die ihrerseits kontinuierlich von ¢ bis C zunehmen wird, wihrend 7 von
O bis 1 wichst. Dabei gilt, wenn wir zur Abkiirzung f(2(z)) = [ setzen,

d
7=V
Wir entnehmen daraus weiter
a(fd) _ 39 af L'y,
dz
sodaB auch (f 2 mit wachsendem 7 bestindig abnimmt; infolgedessen wird

weiter —? eine bestandlg abnehmende und andrerseits

r?
s eine bestindig

zunehmende Funktion von 7z sein.
Betrachten wir wieder das durch (53) bestimmie Oval in seiner
2f-Ebene. Es sei h die Linge derjenigen Sehne dieses Ovals, auf der

Z = 042-0 ist, also h=f (c'; 0) - Die Tangente des Ovals im Endpunkte
f=h dieser Sehne bildet mit den Geraden z=¢, 2=C und f=0 en
Trapez, in welchem das Oval ganz enthalten ist; dadurch ergibt sich
(55) V<5 (C—ok.

Andrerseits ist das Dreieck mit jener Sehne als Basis und der Spitze
2=2¢, f=0 ganz im Bereiche z < ‘i';g des Ovals enthalten, und geht

hieraus

re-or<s ()Y
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hervor; mit Riicksicht anf die Relation (55) erhalten wir sodann

c+ C
«(5)> %
Analog finden wir 1 ——1: c+0) <—- also 1: c+o) >’§"
Fiir einen Wert = > — wird demnach immer 2z(z)> __-_!-_Q sein; es
folgt dann
h 4 (C—
Cf@z> i ’ (1—")7“f(f(z))2d3> 3 gg 22}"2
*2*(0""0)
woraus mit Hiilfe von (55) die Ungleichung
(56) C—z2(x) < (C—o) Y1 =7
hervorgeht, und es ergibt sich ferner
(f@)® 15 8 (f(z))3 8 1—z /3 V \}
CORNNCLISS >ty B> 1 (G )

1—< 1___1(0—20)

Nehmen wir den Schwerpunkt von & im Nullpunkt gelegen an, so
filhrt die Betrachtung der z-Koordinate dieses Schwerpunkts zur G(leichung

¢ L
(568) =—-—I¥,— 2f2dz = | zdz, = Jzdz --Vf¢d7-
¢ 0

Zerlegen wir & in lauter Pyramiden mit der Spitze in demjenigen Punkte
von R, fir den 2z =c ist, und mit den einzelnen Oberflichenelementen
von & als Grundflichen, so ist fiir den Schwerpunkt einer jeden dieser
Pyramiden € — 2> (C—¢) und gilt daher die gleiche Relation auch
fiir den Schwerpunkt von & selbst, d. h. man hat

(69) C—c<40C.

30. Es seien jetzt & und &, zwei beliebige konvexe Korper mit
den Stiitzebenenfunktionen H, und H; und ¢ ein beliebiger Wert >0
und <1. Verbindet man jeden Punkt f, von &, mit jedem Punkte ¥, von
R, und teilt die Strecke [, ¥, immer in dem Punkte f = (1 —9)¥ + ¢, so
erfiilllt die Gtesamtheit aller verschiedenen in dieser Weise entstehenden
Punkte f genau den konvexen Korper & = (1—72)8&, + tK;, der als Stiitz-
ebenenfunktion H = (1—t)H,+tH, besitzt (vgl. hierzu die Formel (21)
in § 4). Das Volumen dieses Korpers § wird durch einen Ausdruck
(60) V=00—-tpV,+ 31 —t)%V, + 31 =)V, + 3V,
dargestellt, worin V,, ¥}, V,, V; die gemischten Volumina
(61) V(8. 8,8), V(&8 &), V(& & %K), V(& %, 8)
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bedeuten, insbesondere also ¥, das Volumen von &, und V; das von &,
vorstellt. Diese vier Konstanten bleiben bei beliebigen Translationen von
R, und von R, ungeindert.

Wir wollen nun den Satz beweisen:

Fiir diese Konstonten tm Ausdruck von V gilt stets die Ungleichung
(62) V2V,
und zwar trilt hier das Gleichheitszeichen dann und nur damn ein, wenn
R, und K homothetisch sind (auseinander durch Translation und Dilatation
hervorgehen).

Wir denken uns von vornherein mit & und &, solche Translationen
vorgenommen, daB sowohl der Schwerpunkt von &, wie der von &, in
den Nullpunkt zu liegen kommt. Alsdann sind die Stiitzebenenfunktionen
dieser Korper, H, (u,v,w) und H,(u,v,w), fiir alle Argumente %, v, w<0,0,0
stets > 0. Es sei D das Maximum der Funktion

¥y Hy (e, b, 7)

63 4%

) V7 B (8,9

auf der ganzen Kugelfliche € (a®+ g%+ y2=1); alsdann ist der Korper
'?_/%; K, vom Volumen 1 im Korper % !, vom Volumen s® enthalten,

0

wenn s > D ist, aber nicht ganz darin enthalten, wenn s << D ist. Wenn

!, und &, homothetisch sind, gilt D =1 und entnehmen wir aus der
Regel (26) in 19., da8 alsdann % - 1% - % und daber V5= V27, ist.

Sind ®, und &, nicht homothetisch, was wir jetzt annehmen wollen,
so fallt D> 1 aus, und wir werden zeigen, daB alsdann eine Ungleichung

besteht: v,
V2 Vs

worin TT(D) eine stetige Funktion von D vorstellt, welche fiir ein D>1
stets > 0 ausfillt. Eine derartige Relation mit einer stetigen Funktion
(D) braucht nur fir vollkommene Ovaloide &, &, bewiesen zu werden;
vermOge unseres Hiilfssatzes aus § 2 iiber die Anniherung beliebiger
konvexer Korper durch vollkommene Ovaloide gilt sie dann sofort fiir alle
konvexen Korper.

31. Es seien jetzt £, und R, zwei vollkommene Ovaloide und sie
seien nicht einander homothetisch. Wir geben den Koordinatenachsen
eine solche Lage, daB die positive z-Achse in eine Richtung fillt, wofiir
die Funktion (63) ihren groBten Wert D annimmt. Wir verwenden die
Zeichen ¢, C, §(2), f(¢) fir den Korper & = (1—1£) & + R, wie sie
fiir den Korper & in 29. erklirt sind, und bezeichnen die entsprechenden
GroBen und Bereiche in Bezug auf &, oder &, analog unter Hinzufiigung

—1 _2__ n(D)7
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des Index 1 oder 2. Alsdamn ist C, = H,(1,0,0), C, = H;(1,0,0) und
nach der eben gemachten Voraussetzung wird

e _
(64) Vv D>1.
Der kleinste und groBte Wert von 2z in & bestimmen sich gemi8
(65) ¢c= (11—t +1tqg, C=1A-—t)C +1(,.
Wir setzen nun, wenn ¢ <2, L0, ¢ L2, LG, ist,

(66) Joras=<v,  [G@ras=<r,
a Cy

und fiihren umgekehrt die oberen Grenzen dieser zwei Integrale als Funk-
tionen # (), #,(z) der Variablen v ein, die sich im Intervalle 0 <z <1
bewegt. Indem wir fiir ¢ in beiden Funktionen dasselbe Argument ver-
wenden, erhalten wir eine gewisse Zuordnung der Schnitte (7 (z)) von
R, und F, (2 (7)) von &.

Andrerseits stellen wir das Volumen von & in der Formel

(67 V= f (f@)dz
dar. Setzen wir ’
(68) o= (1—1)5,(s) + 12, (s),

so nimmt diese Funktion von z, wenn = von O bis 1 liuft, kontinuierlich
wachsend die Werte von ¢ bis C an. Wir wenden nun die in 30. erdrterte
Konstruktion, welche aus den Punkten von & und von R, die Punkte
von & herzuleiten gestattet, speziell auf die Punkte f, von &, in seinem
Schnitte §,(#,(r)) und die Punkte f, von &, in seinem Schnitte F, (2 ()
an, wobei z irgend ein Wert >0 und <1 sei Die Menge der dabei
hervorgehenden Punkte { = (1 —¢){, + ¢f, bildet alsdann genau den Bereich

(69) (=831, ®) + 1B, (5 @)

in derjenigen Ebene z = const., die durch den Wert z in (68) bestimmt
ist; dahach muB der zu diesem Werte # gehorige Schnitt (2) von &
gewiB den ganzen Bereich (69) in sich enthalten. Ziehen wir die Rela-
tion (40) aus 26. heran, so geht darauns

(70) &) =2 A=) fi(2,®) + tf(2:()

hervor. Aus (67) erhalten wir nunmehr, wenn wir fiir 2 (7), f,(s®),
23(7), f:(2,(@) zur Abkiirzung z,,f;, %, f; schreiben:

1
V_z_j]((l——t)fl + i) (A1) L t%)dz,
0
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Wir verwenden jetzt den Ausdruck (60) fiir V, machen noch von

1
dz,
Vo= [ 20 ar
0

Gebrauch und lassen endlich in der entstehenden Ungleichung die GroBe ¢
sich der Grenze Null nihern; dadurch kommen wir zur Ungleichung

37, Zf f12dz2 + 211, dzl)
Nach den Gleichungen (66) haben wir

dz dz,
ge=Ve Rgr="Vs,

und so ergibt sich weiter

-t

sz (n et

Setzen wir

(11) %—/’3-—-— . i/l‘?" .

so liBt sich diese letzte Ungleichung in

1 1
21_3 _ 29, _ [o,—9,)* (9’1 +29,)
_1)_2](%2 3+———¢1)dz—f dr
0 U

(72) 3 P 9,°

v
umwandeln.
Andrerseits haben wir gemiB (58):

?/V _ftd:’ V— __ftdz

1
(73) f(q’x"'q’s)(%"}"‘?z)' d’6=——03-*———-q1‘—=(1)——-1)—-—0—1———>0.

e /4 47 13

Nehmen wir jetzt eine positive Gréfe 9 < —8— an, so wird unter Ver-
wendung von (56) und (59):

1 1
cde ,éz__._ G=50=0 45 G

2

1-d 1—-
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und mit Riicksicht hierauf folgt aus (73):

74 f(‘Px Ps) (‘Pz"f‘ Ps) T dv> (D(1—4 —1 2 .
(14) (P (1-475) )Vﬁ
Die Ungleichung (72) bleibt giiltig, wenn wir auf der rechten Seite

die Integration nur bis zur oberen Grenze 1 — & erstrecken. Bezeichnen
wir den Integranden in (74) mit ¥, so wird der Integrand in (72):

(@1129:) @, °Ps® yyy2
(%) (91 +@2)°7 . ‘
Nun ist im Intervalle 0 <7 < 1 — 6 zufolge (57) und (59):
3, 3
o'y 3 #4V7 1V
1%>7%-46 ¢’ z%>73' 46 02 ’

wobei von den zwei unteren Grenzen hier Wegen (64) die erste die gréBere

o, (9, +29,) 2

ist; andrerseits hat man

\ @ +9)* = 47
__.,__,__w%(;q’ﬁ(p ;’;2) =, Wenn @, > ¢, ist. Danach fillt der Faktor von W*
1 2

in (75) im Intervalle 0 <z <1 — & stets

2 V77,

7% . 64 C. G

aus. Auf Grund der auch schon friiher verwandten Hilfsformel (51)
erhalten wir nunmehr:

v, . (Da— 41/5)--1)
R

Das Produkt (4}/3) (D—1— 41/3 D) nimmt seinen groBten Wert fiir
496 = 2(1)_1) an, wobei 0 < —

wenn ¢, > ¢, ist, und

>

also sicher <C %— ist, und wird dann

216’
- -%%D“%:—)-- Mit diesem Werte fiir 8 folgt endlich
v, 1 (D10
(76) A4 1>21° g7t D°

In solcher Form ibertrigt sich diese Ungleichung sofort auf zwei
beliebige konvexe Korper &, und &, und setzt in der Tat in Evidenz,
daf, wenn R, und K wicht homothetisch sind, stets

V> V7Y,
ausfallt.
32. Vertauschen wir die Rollen von & und &,, so treten, wie aus

(61) zu ersehen ist, an Stelle von ¥, V,, ¥,, ¥V; diese GroBen in um-
Mathematische Annalen. LVIL 31
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gekéhrter Folge und geht aus ¥V, >V V7V, die Ungleichung ¥, > /7, V7,2
hervor. Diese zwei Ungleichungen zusammen ergeben fiir den Ausdruck ¥
in (60) die Abschitzung

(77 V72—V +tV 7.
Bezeichmen wir das Minimum der Funktion (63) auf der Kugelfiiche
€ mit d, so ist der Korper _3_0_{_ ! = &, ganz im Korper %/—}-_:@2 =%

Vv, A
enthalten; infolgedessen gilt:
ih V(%5 %sy ) = V(&y, %4, &),
o &, 1 1€
1 2— : ’ g2 1 2 :
S A o
Verbinden wir hiermit die Ungleichung (76), so folgt

78 1>  @D—1F
( ) d __210‘34.7%_ Do

— 1.

Vertauschen wir die Rollen von &, und &,, so ist D durch "Zli_ und
d durch % zu ersetzen und diirfen wir mithin in dieser Relation (78) noch

1 . .
D und T mit einander vertauschen.

33. Nehmen wir fiir &, eine Kugel vom Radius 1, so ist V; = ég—
und 37V, definiert uns die Oberfliche von &,. Die aus (62) entstehende

Ungleichung
2 3 ~V1 3 _if‘
l 47 g Z—ao;
3
besagt:

Jeder konvexe Kirper, welcher wichi eine Kugel ist, besitzt vmmer eine
grofere Oberfliche als eine Kugel von demselben Volumen®).

Es sei jetzt &, zundchst ein vollkommenes Ovaloid. Wir bezeichnen
mit df ein Element der Begrenzung von &, mit «, 8, ¥ die #uBlere
Normale dieses Elements, mit do* ein Element der Kugelfliche &, mit
o p% py* die duBere Normale von dw* Alsdann hat die orthogonale
Projektion der Begrenzung von &, auf eine zur Richtung «%, f*, »* senk-
rechte Ebene einen Flicheninhalt

P, % 7%) = 5 [ lac 4 B+ ¥ af.

*) Von der Literatur iiber diesen Satz seien erwihnt: Steiner, Ueber Maximum
und Minimum bei den Figuren ete., Crelles Journ. Bd. 24, 1842 (auch Werke Bd. IT). —
H. A.Schwarz, Gott. Nachr. 1884 (auch Ges. Abh. Bd. ID. — J. 0. Miiller, Inaugural-
disserfation, Gdttingen 1903,
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Das arithmetische Mittel aller Grifen P(o*, f*, y¥) in Bezug auf alle
moglichen Richtungen (o*, p*, y*) wird nun
S P, B, ) da*

i = [ fle voptoriaraer = far= 7,

d. ¢. gleich dem wierten Teile der Oberfliche von &,. Dieses Resultat iiber-
triigt sich sofort von vollkommenen Ovaloiden auf beliebige konvexe
Korper. Verbinden wir damit den vorhin gefundenen Satz, so ergibt
sich die Folgerung:

Jeder konvexe Korper, der wicht eine Kugel ist, besitzt stets unter den
thim wmbeschriebenen Cylindern solche, welche einen groferen Querschnitt haben
als die eimer Kugel von demselben Volumen wie der Korper umbeschriebenen
Cylinder.

34. Wir nehmen ferner fiir & den Wiirfel von der Kante 1:

1 1 1 1 1 1
—5<o<y, —5<y<Ly, —5<< 5

== =-§_7 9 = =b2——? = 97

I

fiir diesen Korper ist Hy(e, 8, y) = —;—(la}-i—} Bl+|y|) und stellt infolge-
dessen 3V, =3V (&, &, &) nach (24) und (18) die Summe der Flichen-
inhalte der drei semkrechten Projektionen des Korpers &, auf die drei
Koordinatenebenen dar, wihrend V5= 1 ist. Aus unserer allgemeinen Un-
gleichung (62) folgt hier der Satz:

Wird ein konvexer Kirper vom Volumen V senkrecht ouf drei zu einander
orthogonale Ebenen projiziert, so ist die Summe der Flicheninhalte dieser
dre; Projektionen stels = 3V und nur danm — SV%, wenn der Korper
ein Wiirfel mit Seitenflichen parallel den drei Ebemen ist. Unter solchen
drei zu einander orthogonalen Projektionen des Korpers befindet sich dann

gewiBl wenigstens eine von einem Flicheninhalt > 143

§ 1.
Weitere Ungleichungen fiir die gemischten Volumina,

35. Es seien wieder &, und &, zwei beliebige konvexe Korper und
es mogen fir sie V,, V,, ¥,, V; die bisherige Bedeutung (s. (61)) haben.
Das Volumen eines Korpers s &, + s,®;, wobei s, >0 und s, >0 ist,
hat den Ausdruck

$°Vo+ 355,V + 35,57V, + °V;.
Wenden wir diese Formel auf einen Korper
A+)8 + 158, =R, + (& +sR)
an, wo { und s> O seien, und ordnen die entstehende Formeél nach ¢, so
kommen wir zu folgender Bemerkung:
31®
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Wenn &, & durch &, & + s ersetzt werden, so treten an die
Stelle von ¥V, V,, ¥,, V, die GroBen
Vo, Vot sVy, Vot 28V, 4 8V, Vy+ 3sV, + 8%V, + s°V;.
Aus der Ungleichung V,®— V2V, > O entsteht nun bei dieser Substitution
die Ungleichung
(Vot+sV )2 =V 2 (Vy+3sV,+3s2V,+s2T;)
— PBTy (V=T V) + s(V*—Vy2¥y) = 0.

Lassen wir hierin die positive GroBe s nach Null abnehmen, so gewinnen
wir die folgende in den Grofen ¥V, quadratische Ungleichung:
(79) APYA S

36. Vertauschen wir die Rollen der Kérper & und &,, so treten an
die Stelle von ¥,, V,, V,, ¥, diese GroBen in umgekehrter Folge und aus
(79) geht die andere Ungleichung
(80) Ve 2V, ¥y
hervor.

'Andrerseits fiihren die zwei quadratischen Ungleichungen (79) und
(80) bei Elimination von ¥, zu

yp> Y s pay

mithin zurtick zu der kubischen Unglelchung, von der wir ausgegangen
sind, sodaB jene kubische Ungleichung und die quadratische (79) einander
gegenseitig zur Folge haben.

Doch besteht in der Abhiingigkeit dieser Ungleichungen von einander
ein wesentlicher Unterschied, insofern als die Grenzfille der quadratischen
Ungleichung sofort auch die Grenzfille der kubischen ergeben, dagegen
nicht umgekehrt aus den Bedingungen, unter welchen in der kubischen
Ungleichung das Gleichheitszeichen statthat, vollkommen zu ersehen ist,
wann das Gleichheitszeichen in der quadratischen eintritt.

37. Man kann nun die quadratische Ungleichung V.2 >V,V, auch
auf einem direkten Wege durch analoge Uberlegungen, wie sie zu der
genaueren Ungleichung’ (76) fiihrten, herleiten und gelangt alsdann auch
zur Kenntnis der Grenzfille dieser quadratischen Ungleichung. Wir be-
gniigen uns hier, das beziigliche Resultat ohne Beweis anzugeben.

Wir bezeichnen eine Stiitzebene ¢ < 0 an einen konvexen Korper &
als eine FEckstiitzebene an R, wemn wir @ =1t ¢, + 4o, + Lo, setzen
kénnen, sodaB ¢, %, ¢, simtlich >0 und ¢, <0, ¢, <0, ¢; L0 dret
solche Stiitzebenen an & sind, deren GuBere Normalenrichtungen unabhdngig
sind, d. h. nicht einer einzigen Ebene angehdren. Ein konvexer Korper &
heiBe ein Kappenkorper eines konvexen Kérpers &, wenn mit Ausnahme
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nur von gewissen Kckstiitzebenen alle anderen Stiitzebenen an & zugleich
anch Stiitzebenen an & bilden. Der allgemeinste Kappenkirper einer Kugel
wird erhalten, indem man die Kugel als Grundbestandteil nimmt, -auf
ihrer Oberfliche eine endliche oder unendliche Anzahl von Kalotten be-
zeichnet, von denen keine die GroBe einer halben Kugelfliche erreicht
oder iiberschreitet und die untereinander héchstens in den Randpunkten
zusammenstoBen, und sodann die Kugel auf jeder dieser Kalotten mit der
Kegelkappe versieht, bei der die Kalotte als Basis dient und die Erzeugen-
den des Mantels die Kugel in dem Rande der Kalotte beriihren.

Es besteht nun der Satz:

In der Ungleichung V2 2>V, V, fir swei beliebige konvexe Korper 8
und R, hat dann wnd nwuwr donn das Gleichheitszeichen statt, wenn &,
homothetisch mit K, oder mit einem Kappenkiorper von R, ist.

Bei einem vollkommenen Ovaloide kommen keine Eckstiitzebenen vor
und kann ein solches daher niemals Kappenkérper eines anderen konvexen
Korpers sein. Wenn also & ein vollkommenes Ovaloid ist, gilt in
V.2 =>V,V, das Gleichheitszeichen nur dann, wenn &, und &, selbst homo-
thetisch sind.

Nehmen wir fiir &, eine Kugel vom Radius 1, so ist V,, das Volumen,
3V, die Oberfliche, 3V, das Integral der mittleren Krimmung von £,

und ¥, =%%. Alsdann gilt ¥,2>¥,V, und hat hier das Gleichheits

zeichen dann und nur dann statt, wenn &, eine Kugel oder ein Kappen-
kérper einer Kugel ist. Zweitens gilt V,2 >V, V; und in dieser Unglei-
chung hat das Gleichheitszeichen dann und nur dann statt, wenn & selbst
eine Kugel 1st. *

Danach liefern unter allen konvexen Korpern won gleicher Oberfliiche
die Kugeln und die Kappenkorper von Kugeln das Moximum des Produkts
aus Volumen und Integral der mittleren Kriimmung und andrerseits allein
die Kugeln das Minimum des Iniegrals der mittleren Kriimmung. Aus
diesen beiden Tatsachen zusammen folgt, daf unter allen konvexen K&rpern
von gleicher Oberfliche die Kugeln das groBte Volumen darbieten.

38. Es seien jetzt &, &;, R drei beliebige konvexe Korper; das
Volumen eines Korpers & = s, & + 5, &, + 5,85, wobei s;, 55, 5, > 0, aber
nicht durchweg O sind, stellt sich durch eine terniire kubische Form

dar, wo jeder der Indizes die Werte 1, 2, 3 zu durchlaufen hat. Der
Koeffizient V;, bedeutet das gemischte Volumen V(8;, &, 8).

Wir wenden nun die fiir zwei konvexe Kdorper nachgewiesene Un-
gleichung V,* — ¥, ¥V, > 0 derart an, daf wir fiir den ersten Korper
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D&+ 08 + p &, fiir den zweiten ¢, &, + ¢, R, + ¢, & nehmen, wobei
Py, - - 95 lauter positive Parameter seien. Sefzen wir

. . Via Py + Va0 + Vigs s = Py,
so wird hier

Vo= 2 kP Drs Vi= 2 2P Qs Vy= 2 169 A+

Wir nehmen noch
G =t + 1, G=1tp,+7; G=1tp;+ 1,

an; daber konnen ry, ry, vy beliebige reelle Werte bedeutern und bei positiven
Py, Ds, P; kann stets ¢ so groB gewihlt werden, daB auch g¢,, ¢,, g, simt-
lich >0 sind. Die in Rede stehende Ungleichung verwandelt sich nun-

mehr in
(2 Pupn) = (3 Purin) (S Parin) 2 0.

Wir nehmen jetzt p; =1 an und lassen die positiven Werte p,, p,
sich der Grenze Null nihern; es entsteht dann hieraus:

(Vissts +Vass?2)* — Vass(Vias 71® + 2V 1057175 + Vige,”) 2 0
und dabei muB diese Ungleichung fiir beliebige Werte 7, 7, gelten. Setzen
wir nun
Vuss Vissy Viss
A® = Vasss Vasss Vass
V313, V3232 V333

und bezeichnen die'adjungierte Unterdeterminante zum Element V), hier

mit W}, so schreibt sich diese Ungleichung

(81) —WRr? + 2WPrir, —WPr? 2 0.
Die Determinante der biniiren quadratischen Form rechts hier ist Vi, A®
und folgt daher
A® > 0.
Ferner haben wir inshesondere — WS >0, — W >0. Ist nun etwa
—W® > 0, so geht vermige der Beziehung
WY WD — (W) = Vg a0

5 ="Vizs = Viss Vo 2 0
hervor. Analog erschhgﬁt man diese Ungleichung, wenn —W® > 0 ist.
Hat man jedoch sowohl — WY =0 wie -—W{l) =0, so muB, da die
Ungleichung (81) fiir beliebige #; und 7, statthaben so}l durchaus anch
W@ =0 sein, und dann sind in A® die erste und dritte und ferner die
zweite und dritte Reihe proportional und folgt dadurch

A(3) = (}1 "’Wg) =0

die Ungleichung
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In allen Fillen gilt hiernach

(82) Viss = Viss Vass-
Verbinden wir diese Ungleichung mit den zwei Ungleichungen
(83) Vis = Vi Vassy  Vias = Viae Vasss

welche die Beziehung V3> V2V, fir & und & bez. fir & und &,
vorstellen, so gelangen wir durch Elimination von ¥V, und ¥V, zu

(84) Viss = Vies Vass Vass-

Dabei kann in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen nur statthaben,
wenn in beiden Ungleichungen (83) das Gleichheitszeichen gilt. Damit
kommen wir za folgendem Satze:

Drei beliebige konvexe Korper vom Volumen 1 (hier

L 1
_?/,Vill I’Vm 'Qz)
e R) ergeben stets ein gemischies Volumen (n.'zimlich 12 )
Vow ’ Vi Ve Vo’
das > 1 und nur damn =1 ist, wenn alle drei Korper eimander homo-
thetisch sind.

Die frithere Ungleichung V.2 >V 2V, geht aus diesem Satze, ebenso
die Ungleichung V2>V, V, aus (82) als spezieller Fall hervor, wenn der
zweite und dritte Korper identisch gesetzt werden.

39. Esseien &, &,, - - - &,, m beliebige konvexe Kérper. Wir wenden
die Ungleichung (82) fiir drei kouvexe Korper an, indem wir fiir den

ersten einen Korper Zpi K;, fiir den zweiten einen Korper Z(tp,.-{—ri)@,,

fir den dritten einen Korper 23,-@,. (?=1,2,---m) nehmen, wobei die
r; beliebige GréBen und die Werte p;, #p, + 7;, s; simtlich positiv sind
Setzen wir

V(Qj’ ®, &) = Virr Vieas + Viess + -+ Vinsn = Sjk?
so wird die betreffende Ungleichung

(ZSjkpj Tk){_ (ZSjkpjpk) (Zsjkrjrk) > 0;

sie bedeuvet, daB die quadratische Form 27;5},c 7;7; bei einer Transformation
in ein Aggregat von Quadraten reeller unabhingiger linearer Formen mit
positiven oder negativen Vorzeichen ein einziges Quadrat mit positivem und
im ibrigen lauter Quadrate mit negativem Vorzeichen darbieten muB. Im
besonderen muB danach die Determinante dieser Form mit (—1)"~! multi-
pliziert, stets >0 sein, d. h. fiir beliebige positive Werte s, s;, - - - s,
muB stets die Ungleichung ‘

(85) D" Vs + Vs + -+ Vmsyl =0

bestehen.
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§ 8.

Stetig gekriimmte konvexe Korper.

40. Das allgemeine Theorem V> >V 2V, fiir zwei beliebige konvexe
Korper ist aufs engste mit gewissen Fragen iiber die Kriimmung konveszer
Korper verkniipft.

Sind & und & zwei beliebige konvexe Korper, so wollen wir den
Wert 3V(&, &, &) die RBelativoberfliche von R in Bezug ouf & nennen.
Es seien H und H’ die Stiitzebenenfunktionen von & und &. Wir nehmen
f zundchst als ein vollkommenes Ovaloid an und verwenden dafiir die in

§ 3 eingefiihrten Bezeichnungen; alsdann gilt nach (24) und (18) der
Ausdruck

(86) 37, R, ®) — f H(RT—8%) do — f ' df;

darin bedeutet df das Flichenelement der Begrenzung von &, welches durch
parallele Normalen dem Element do der Kugelfliche € entspricht, und
RT — S? das Produkt der Hauptkriimmungsradien, die reziproke GauBsche
Kriimmung, an der Stelle von df.

Setzen wir H' = H + 0 H, so hat der Korper (1—¢)& + ¢&, wenn
t>0 und <1 ist, die Stiitzebenenfunktion H 4 ¢d H. Die Differenz aus
dem Volumen dieses Korpers und dem Volumen von & ist dann bis auf
GroBen von der Ordnung £? gleich

¢ f ) H(RT—8%do — ¢ [ $Hdf.

41. Diese Beziehungen, die jedenfalls bei einem vollkommenen Ovaloide
R statthaben, veranlassen uns nun zu folgender Definition:

Ein konvexer Korper & soll stetig gekriimmt heiffen, wenn fiir ihn eine
auf der Kugeloberfliche € stetige und durchweg positive Funktion F = F (e, §,7)
existiert derart, daf die Relativoberfliche von & in Bezug auf einen be-
liebigen kowvexen Korper R wmit der Stitzebenenfunktion H' immer den
Ausdruck hat:

(87 V(R R, 8) = f H Fio.

Diese Funktion F'(«, B, ) (oder F(9, ¥)) wollen wir dann die Kriim-
mungsfunkiion des Korpers & nennen. Zunichst leuchtet ein, daB bei
einem stetig gekriimmten Korper & diese Funktion jedenfalls eine durch-
aus bestimmte ist. Denn nehmen wir an, es gibe fiir & noch eine zweite
auf € stetige und positive Funktion F¥(e, 8, ), welche in derselben
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Weise wie F' in (87) eintreten konnte, so wire dann fiir jeden beliebigen
konvexen Korper & stets

(88) f H Fédo = f H Fio, f H (F*—F)do = 0.

Da F* — F auf € nicht durchweg Null ist, konnen wir auf € einen Punkt
finden, wo F* — F' < 0 ist, und hernach konnen wir, da F*— F auf €
stetig ist, eine ganze Kalotte um diesen Punkt bestimmen, (die wir kleiner
als eine Halbkugel wihlen), soda F* — F daselbst iiberall 4= 0 und also
von konstantem Vorzeichen, etwa stets >0 ist. Wir setzen auf die
Kalotte die Kegelkappe, bei welcher die Kalotte die Basis bildet und die
Erzengenden des Mantels die Kugelfiiche € im Rande der Kalotte be-
rilhren, und nehmen nun in der Gleichung (88) fiir & einmal den Kérper,
der aus der Kugel ®& und dieser Kappe besteht, ein andres Mal @& selbst,

so hat das Integral [ H' (F*—F)do im ersten Falle einen groBeren Wert

als im zweiten Falle und kann daher nicht in beiden Fillen Null sein.

42. Nehmen wir mit dem Korper &', fiir den (87) gebildet ist, die
Translation vom Nullpunkte nach einem Punkte a, b, ¢ vor, so ist
H'(a, B,7) durch

H'(e, B,7) + aa+bB+cy

zu ersetzen. Da nun hierbei der Wert 3V(®', &, &) sich nicht #ndert und
die GroBen a, b, ¢ vollig beliebig sind, so ersehen wir:

Die Kriimmungsfunktion F fiir einen stetig gekriimmien Korper mufB
stets die dres Bedingungsgleichungen erfiillen:

(89) faFdw=O, fﬂcho=0, fdew=——O.

Andrerseits erhellt, daB, wenn wir mit & eine Translation vornehmen,
dabei die Kriimmungsfunktion invariant ist. Unter den simtlichen, aus
R durch Translationen abzuleitenden Korpern konnen wir einen bestimmien
Kérper durch die Lage des Schwerpunkts fixieren.

Ist ¢ ein positiver Parameter, so hat ¢{® die Kriimmungsfunktion {27,
wenn F' die Kriimmungsfunktion von & ist; dieses folgt unmittelbar aus
der Formel

3V (&, R, tR) =3V (], &, ).

43. Unsere weiteren Entwicklungen nun werden darauf gerichtet sein,
den folgenden sehr bemerkenswerten Satz zu beweisen:

Ist Fe, B, y) eine auf der Kugelfliche € beliebig vorgeschriecbene, daselbst
stetige und durchweg positive Funktion, welche die drei Bedingungsgleichungen

ftdew-—-—O, fﬁFdw=—-O, fdew=O
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erfillt, so ¢ibt es immer eimen stetig gekrimmien konvexen Korper & mit
F(e, B,y) ds Krimmungsfunkiion, und dieser Korper ist bestimmt bis
auf eme willkiirliche Translation, durch die man ihn noch abindern kann,
also eindeutig festgelegt, wenn noch zusitzlich gefordert wird, daB sein
Schwerpunkt im Nullpunkte liegen soll

Wir beweisen zunichst den Nachsatz, daB den hier gestellten
Forderungen, wenn iiberhaupt, jedenfalls nur durch einen einzigen Korper
geniigt werden kann. In der Taf, nehmen wir an, es sei ein konvexer
Korper & gefunden mit F' als Kriimmungsfunktion und mit dem Schwer-
puonkte im Nullpunkte, und es sei H die Stiitzebenenfunktion von R.
Zunichst ist klar, daB unter den mit & homothetischen Korpern kein
anderer diese beiden Eigenschaften mit & teilt.

Das Volumen von & ist durch

V— —:} f HFdeo

dargestellt. Ist sodann & mit der Stiitzebenenfunktion H’ und dem
Volumen V” ein beliebiger konvexer Kﬁrper, der mit & nicht homothetisch

auf die Korper & und

ist, so ergibt das allgemeine Theorem 2= >
1/ v, ]3/ v,
f angewandt:

(90) %f%z«‘dm>—§—f§]/%mm.

Darin sind nun und — die Stiitzebenenfunktionen der Kéorper

i’/V ]/V

L= ]/; +——8 uwd &= %/V’
und diese zwei mit & bez. & homothetischen Korper sind dadurch charakte-
risiert, daB sie ein Volumen = 1 haben.

Damit kommen wir zu folgendem Ergebnisse, welches zeigt, daB der
Korper & eindeutig bestimmt ist.

Man betrachte fiir alle moglichen konvexen Korper & vom Volumen 1
das Integral

&,

J® = 4 [LFio,

wobei L = L(a, B, y) die Stitzebenenfunktion von £ und F = F(a, B, y)
die gegebene Fumktion fiir die Argumente e, B, y, die Normale in do, be-
dewte; ¢ibt es eimen stetig gekriimmien konvexen Korper & mit F als
Kriimmungsfunktion, so hat dieses Integral J(X) fiir einen ganz bestimmien
Kirper & mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt (und fiir die aus thm durch
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Translationen hervorgehenden Korper) einen kleinsten Wert J, und alsdann

ist & identisch mit VJ & oder geht aus letzterem Korper durch eine Trams-
lation hervor.

44. Zugleich werden wir hierdurch auf ein gewisses Variationsproblem
hingewiesen, das in nahem Zusammenhange mit der von uns zu behandeln-
den Aufgabe steht; und in der Tat erkennen wir sofort, daf die Differen-
tialgleichung zu diesem Variationsproblem

RT — 8*=F(#,v)
wird, worin F die gegebene, den Gleichungen (89) geniigende Funktion
ist, und die in R, S, T auftretende Funktion H(#, ) gefunden werden
soll. Diese Gleichung ist nach den Ausdriicken von R, S, T in (17) fiir
H(®, ¢) eine quadratische Differentialgleichung zweiter Ordnung von dem
Monge-Ampéreschen Typus; sie transformiert sich, wenn wir auf der

Oberfliche des gesuchten Kérpers die Koordinate z als Funktion von z,y
einfithren, in die Gleichung:
rt—s? = f (P, Q)
fiir diese Funktion z(z, y), wobei
0z 02 0%z 0%z %z

— — = 1

3—5"“1’1 5‘?;=§Z, ”gajé:r) 35633/:8’ y°
gesetzt 1st und

fe.9
A+r*+ ) ¥
als eine beliebige eindeutige und stetige Funktion in
P S Y — T .
Vitri+e” Vitr+g’ Viter+da

vorgeschrieben sein kann, die nur den Gleichungen (89) zu geniigen hat.

Wir werden jetzt ein gewisses Problem mit einer nur endlichen An-
zahl von Parametern, sozusagen eine Art von Differenzengleichung erledigen
und hernach von diesem Probleme aus durch einen Grenziibergang zu:
Losung der hier gestellien Aufgabe, die von einer kontinuierlichen Funk-
tion F handelt, gelangen.

§ 9.

Bestimmung eines Polyeders durch die Normalen und die Imhalte
der Seitenflichen.

45. Es sei P ein beliebiges Polyeder mit » Seitenflichen, die in
irgend einer Ordnung numeriert seien. Wir wollen annehmen, der Null-
punkt liege in %P selbst, sei es im Inneren, sei es anf der Begrenzung
von P. Wir bezeichnen fiir 1=1,2,--- » mit («, ;, ) die Zubere
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Normale, mit F, den Flicheninhalt der ¢'*" Seitenfliche von P, mit p,
die Lange des vom Nullpunkt auf die Ebene dieser Fliche gefillten Lotes,
endlich mit ¥ das Volumen von .

Die Richtungen (e, §;, 7;) sind gewiB so beschaffen, daB sie nicht
samtlich einer Ebene angehbren; die GroBen F, sind simflich > 0. Bei
einer Translation des Polyeders P bleiben alle GroBen e, g;, 7;, F; un-
gedndert.

Indem wir das Polyeder P nach der in § 2 entwickelten Methode als
Grenze von vollkommenen Ovaloiden darstellen und die Formel (86) heran-
ziehen, gewinnen wir die folgende Regel:

Ist & ein beliebiger kowvexer Kirper, @ seine Stiitzebenenfunkiion und
setzen wir allgemein Q (e, B;, ¥;) = q;, so wird das gemischte Volumen

91) V@, B, P) =5 Fion + Fogy -+ Fogp).

Insbesondere entnehmen wir daraus fiir das Volumen von P den
Ausdruek

(92) V= Fp,+Fop+--+F,p,).

Genau so, wie wir aus (87) die drei Gleichungen (89) folgerten,
schlieBen wir aus (91) durch beliebige Translation des Korpers £ auf das
notwendige Bestehen der drei Gleichungen:

(93) DFe =0, D'F=0, DFy =0 (=12 ).

Bezeichnen wir das Volumen von £ mit V, und bilden wir unsere
3V, _ 3V,

— >
Vv =V7,
ersten und den Korper &) als zweiten Korper, so finden wir, daf stets
Fx%+F2‘12+“'+ann>-F1p1+szz+"‘+Fﬂfpn
1 =

£ v

ist und hierin das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn £ mit P homo-
thetisch ist.

Wir werden nunmehr den folgenden Satz beweisen®):

Es seien n beliebige Richtungen (e, B, y;) fir ¢=1,2,---n gegeben,
die micht samtlich einer Ebene angehoren, und dazu n beliebige positive
Gropen F,, sodaB die drei Gleichungen bestehen

D'Fa, =0, DFp=0, DFy,=0  (=12-n)

*) Diesen Satz habe ich zuerst in dem Aufsatze: Allgemeine Lehrsitze iber die
konvexen Polyeder, Gott. Nachr. 1897 publiziert.

allgemeine Ungleichung in Bezug auf das Polyeder P als

(94)
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alsdann gibt es stets ein Polyeder P mit n Seitenfliichen, wofiir die Richtungen
(e, B;, 7)) die dupPeren Normalen und die Grifen F; die Flicheninhalte
dieser Seitenflichen bilden, und dieses Polyeder B ist vollkommen bestimmi
bis auf eine belicbige Tramslation, durch die man dasselbe noch variieren
kann, also eindeutig festgelegt, wenn ferner noch die Lage seines Schwer-
punktes beliebig vorgeschrieben wird.

46. Um zu einem Beweise dieses Satzes zu gelangen, fassen wir jetzt
die Gesamtheit aller moglichen Polyeder mit % oder*weniger Seitenflichen
ins Auge, welche die #uBeren Normalen der Seitenflichen nur unter den
»n Richtungen (o, B;, ;) besitzen und welche ferner den Nullpunkt in
sich schlieBen.

Sind ¢,, ¢,,- - - g, irgend welche % GroBen, simtlich > O und derart,
daB die » Ungleichungen
(95) e+ By + 7,2 L ¢; (¢=1,2,---m)
ein wirkliches Polyeder definieren, so bezeichnen wir dieses Polyeder mit
£(q1, 4, - - 4,) oder R(g,), sein Volumen mit V(g,, g, - - - q,) oder ¥(g).
Dabei kann auch ein Teil dieser Ungleichungen eine Folge der iibrigen
sein, das Polyeder also weniger als % wirkliche Seitenflichen besitzen.
Wir bezeichnen ferner mit ¢* den groBten Wert von e« + By + 9,2 in
R(g;); fir diejenigen Indizes i, wobei & eine wirkliche Seitenfliche mit
der Normale (o, B;, 7;) besitzt, ist immer ¢* = ¢,, wihrend wir bei den
anderen Indizes nur g; > ¢;* behaupten k6nnen. Wir nennen ¢, ¢,%,--- ¢, *
die tangentiolen Parameter von R(q,, gy, - - - ¢,); offenbar ist

'@(QU Q> Qu) = @(41*, g% - - - Qn*)'

Existiert nun ein Polyeder = R(p,, 0,,---»,) gemid den Forderungen
unseres Satzes, so zeigt die Ungleichung (94), daB unter allen vorhan-
denen Korpern R(g,, ¢,, - - - ¢,) eben dieses Polyeder P und die ihm homo-
thetischen Ko6rper den kleinsten Wert des Ausdrucks

Fig,+Fea,+4---+Foq,
(V(%:q”' : 'Qn))%

liefern. Daraus erhellt zuniichst der letzte Teil jenes Satzes, daB nimlich
das gesuchte Polyeder f gewiBl nur auf eine Art, abgesehen von einer
Translation, bestimmt werden kann.
Nunmehr wollen wir die wirkliche Existenz jenes Polyeders P dartun.
47. Wir zeigen vor allem, dafl, wie die % Richtungen (o, 8, 7
vorausgesetzt sind, gewiB irgend welche Polyeder &(g,, g5, - - - 9,) vor-
handen sind. In der Tat, der durch die » Ungleichungen

(96) 0z + By +re L1 (¢=1,2,---2)
definierte Bereich &(1, 1, --- 1) = &(1) stellt ein solches Polyeder, und
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zwar wirklich mit % Seitenflichen vor. Denn diese Ungleichungen sind
die Bedingungen von % verschiedenen Tangentialebenen an die Kugel &;
der Bereich enthilt daher die Kugel & in sich und besitzt jene % Ebenen
als extreme Stiitzebenen. Andrerseits kann dieser Bereich §(1) sich nicht
ins Unendliche erstrecken; denn der Abstand eines beliebigen Punktes
Z, ¥, #z in ihm von der ¢*" jener Stiitzebenen wird

t=1—ex—fy—y220
und entnehmen wir aus den Gleichungen (93) dann

DFt=DF, (i=1,2,--n).

Da die Werte F, simtlich > O sind, besteht hiernach fiir eine jede
GroBe #, eine obere Grenze. Nun konnen wir unter den Stiitzebenen (96)
gewiB drei solche herausgreifen, die sich in einem Punkte schneiden;
durch die oberen Grenzen der drei zugehorigen GroBen #, werden dann
drei zu ihnen parallele Ebenen angewiesen, welche mit den ersteren zu-
sammen ein Parallelepipedum bestimmen, in dem der Bereich ®(1) ganz
enthalten sein muB. Danach liegt dieser Bereich ganz im Endlichen. Das

Volumen von 8(1) setzen wir =Z—1-‘“ alsdann hat (7,7, - 1) das Volumen 1.

Weiter wird iiberhanpt fiir beliebige endliche Werte ¢,, g,, - - - ¢, der durch
die Ungleichungen (95) bestimmte Bereich ganz im Endlichen liegen und
bei lauter positiven Werten ¢, stets ein wirkliches Polyeder, wenn auch
nicht immer mit % Seitenflichen, vorstellen.

48. Wir betrachten jetzt in der »n-fachen Mannigfaltigkeit I von »
beliebig verinderlichen reellen GroBen ¢, g,, - -- g, den Bereich B aller
solchen Systeme ¢y, ¢, - - - g,,, »Punkte” (g;), wobei ¢y =0, ¢,20,---¢,20
ist und den Grofen ¢y, &, - - - 4, en Polyeder R(q;, @3, -+ - 4,,) von einem

Volumen
. V(Qv @3y Qa) =1
entsprichi.

Sind (,) und (s;) (¢=1,2,-.-n) zwei beliebige Punkte dieses Bereichs
B und (r¥) bez. (s*) die tangentialen Parameter von £(r;) und £(s;) und
ist ¢ ein Werth > 0 und <1, so besitzt der aus diesen zwei Polyedern
abzuleitende Bereich (1—1¢) Q(r;) 4+ t&(s;) nach (77) ein Volumen

> (A—VVE) +tVVE) 2 (—n+9 = 1.
Die Stiitzebenenfunktion des letzteren Bereichs hat fiir die Argumente
o, B, y; den Wert (1—£)r* 4 ¢{s* und danach ist dieser Bereich ent-
weder identisch, oder, wenn nicht identisch, so doch jedenfalls ganz ent-
halten in dem Bereich

e + By + vie S (L—OrF + ts* (i=1,2,---n),
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der dadurch gewiB auch ein Polyeder vorstellf, und um so mehr dann
enthalten im Polyeder &((1 —#)r,+¢s;). Mithin ist fiir das letztere Polyeder
notwendig ebenfalls das Volumen > 1, also
V({d—tr,+ts)=>1.

Der Bereich B8 hat danach die Kigenschaft, mit ixrgend zwei Punkten
(r), (s,) stets die ganze sie verbindende ,Strecke” von Punkten (1 —¢)r, + #s;)
zu enthalten, und ist deshalb als ein ,komvexes Gebilde* in der Mannig-
faltigkeit IR anzusprechen. Da ¥V(g,, g,,- - - q,) eine stetige Fanction der

Argumente ist, wird ferner der Bereich B abgeschlossen sein und wird
seine Begrenzung von denjenigen Punkten (g;) gebildet werden, fiir welche

Vi{gy, 9, g0 =1

ist. Wir haben jetzt nach dem kleinsten Werte des mit den gegebenen
positiven GroBen F, zu bildenden linearen Ausdrucks

97) Fig+ Fogy+---+ Foa,
im ganzen Bereiche B zu fragen. Der Bereich B erstreckt sich ins Un-
endliche. Insbesondere ist ¢, =g, =---=¢, =1 ein Punkt aus B. Nun

wird durch die Ungleichung
Fig+ Fygs+ -+ Fog, SUF + Fy+---+ )

ein Teil von B bestimmt, der ganz im Endlichen liegt und zum mindesten
jenen speziellen Punkt enthilt. In diesem Teile hat der Ausdruck (97)
sicher einen bestimmten kleinsten Wert, welcher nun zugleich das Minimum

dieses Ausdrucks (97) im ganzen Bereiche ¥ sein wird.

Dieser kleinste Wert von (97) in B sei 317%, und es sei 7,7y, -7,
ein Punkt in B, fir den dieser Wert eintritt. Der Punki (7)) liegt dann
jedenfalls auf der Begrenzung von B, es stellt also K(r,) ein Polyeder
vom Volumen 1 vor. Nehmen wir mit diesem Polyeder diejenige Trans-
lation vor, wodurch sein Schwerpunkt in den Nullpunkt f3llt, so treten
an Stelle der Parameter 7, gewisse Werte 7, + aa; + b8, + cy;; fiir diese
hat dann aber der Ausdruck (97) genau denselben Wert, da wir fiir die
GroBen F; die Gleichungen (93) als bestehend angenommen haben. Danach
kénnen wir auch von vornherein uns die Parameter 7, so beschaffen denken,
daB der Schwerpunkt von R(r,) sich im Nullpunkte befindet. Alsdann
sind notwendig die GroBen 7, 7y, ---7, simtlich > 0. Fir alle Punkte
(¢) in B gilt nun die Ungleichung

(98) Fq + Fogy + - -+ Fog, > 3V*

und haben wir hierin also die Bedingung einer ., Stiitzebene* an B durch
den Punkt (r;), d. h. einer solchen Ebene, welche auf einer Seite von sich
gar keinen Punkt von B liegen hat.
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Fiir das Polyeder R(r,, 7y, - -7,) bedeute allgemein &, den Flichen-
inhalt der Seitenfliche mit der #uBeren Normale («;, §;, 7;), wobei wir
®, = 0 zu setzen hitten, falls eine solche Seitenfliche im Polyeder nicht
wirklich vorkiime. Alsdann konnen wir zeigen, daB die Ebene

1
‘3"@’19’1 + P00+ +D,9,) =1,

die jedenfalls durch den Punkt (r,) geht, die einzige Stiitzebene an B
durch diesen Punkt vorstellt, daB mithin die # Gleichungen

F,
—1;; (’i=—=1,2,---%)
gelten miissen. Denn hitten nicht diese » Gleichungen simtlich statt,
so konnten wir in der durch (98) dargestellten Stiitzebene an B einen
Punkt (r,+s;,) finden, fiir den

%‘(¢131+¢232+”’+¢n3a)>0

ausfillt und noch alle Werte 7, +5,>0 sind Nun ist V() =1 und
nach (91) das gemischte Volumen

V®Cits), R0, R6) =1+ 5 D 05> 1;

infolgedessen wird das Volumen von (1—¢%)8&(r) + t&(r;+s,) dem Aus-
drucke (60) zufolge bei hinreichend kleinen positiven Werten ¢ sicher
> 1 und umsomehr nach den oben gemachten Bemerkungen dann

V(A —=8)r;, + tori+s)) =V(r,+1ts;) > 1.
Dieses konnte aber nicht der Fall sein, weil der Punkt (r,+¢s;) in einer
Stiitzebene an B liegt, somit gewiB nicht ein innerer Punkt von B

sein kann.
Damit ist in der Tat bewiesen, daf die # Gleichungen (99) gelten

miissen. Setzen wir V¥ 7, = p;, 80 besitzt alsdann das Polyeder &(p,) zu
den Normalen (e, 8, 7,) die Inhalte F, der Seitenflichen, entspricht mit-
hin genau den Forderungen unseres Satzes in 45.

(99) b, =

§ 10.
Bestimmung eines konvexen Korpers zu einer gegebenen
Krimmungsfunktion.

49, Auf den soeben gewonmenen Satz iiber Polyeder griinden wir
nun den Beweis des Satzes in 43. iiber die Existenz eines stetig gekriimmten
konvexen Korpers zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion. Dabei wird
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uns. namentlich die in (76) abgeleitete untere Grenze fiir die Differenz
V, —/V,*V; von Nutzen sein.

Zuniichst haben wir eine Bemerkung fiber gewisse Einteilungen auf
der Kugelfliche € (2% + 4®+ 2%2=1) vorauszuschicken. Unter der Winkel-
distanz zweier Punkte r und v* auf € wollen wir den Winkel ror¥ der
Radien vom Nullpunkte o nach diesen Punkten verstehen. Es sei 6 ein

beliebiger positiver Wert, den wir < —715 annehmen. Wir bestimmen auf

& successive Punkte 1,,7,, - derart, daB die Winkeldistanz jedes folgen-
den Punktes von allen vorhergehenden > @ ist. Da die Oberfliche von €
eine endliche GroBe hat, konnen wir eine solche Reihe von Punkten nicht
unbegrenzt bilden, sondern wir gelangen schlieBlich zu einer endlichen
Reihe 1, ¥y, - -- 1, derart, daf vun fir jeden belichigen Pumlki t auf €
unter den n Winkeldistanzen von t nach 1, t,, - - - ¥, tmmer wenigstens eine
< 0 ausfillt.

Es seien §, 1,, {; die Koordinaten von v; (!=1,2,---%). Die » Un-

glelchuagen b g+ Lo <1 (i=1,2--n)
bestimmen alsdann ein Polyeder mit » Seitenflichen R, das ganz in der

Kugel mit o als Mittelpunkt vom Radius t"é@ enthalten ist. Die Pyramide

o%; mit o als Spitze und %, als Basis schneidet aus der Kugelfiiche &
eine Partie €, heraus, den Bereich aller der Punkte t auf €, fiir welche
die Winkeldistanz von dem betreffenden Punkte t; nicht gréBer als von
irgend einem der anderen n — 1 Punkte r; (j2i) ist. Es sei E, der
Flicheninhalt von €;; das Gebiet &, enthilt gewiB alle Punkte auf € mit

einer Winkeldistanz < —g— von t; und ist selbst ganz enthalten im Gebiet
aller Punkte auf € mit einer Winkeldistanz < 6 von r;; daraus folgt

2% (1———008 g) < E;<2n(1—cosb).

Da iiberdies
E+4+E+---+E =4=
ist, so haben wir
—;—n(l — ¢08 —2) <1< %n(l—mos&).

50. Es sei nun F(e, B, y) die gegebene auf € durchweg stetige und
positive Funktion, welche die drei Gleichungen

(100) f «Fdo =0, f BFin=0, [yFio=0

erfillt und als Kriimmungsfunktion eines gewissen konvexen Korpers

erkannt werden soll.
Mathematische Annalen. LVIL 32
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Verstchen wir unter o, §%, 4* ebenfalls einen beliebigen Punkt auf €,
so stellt

(101) 8k %) =+ [ et B 7% | Pley B 1) do

eine Funktion der Argumente «¥, §%, ¢* dar, welche gleichfalls auf € durch-
weg stetig und positiv sein wird, und besitzt diese Funktion dann auf €
ein bestimmtes Minimum, das wir S, nennen und das auch noch >0
sein wird.

51. Wir denken uns jetzt eine Massenbelegung der Kugelfliche €
vorgenommen, wobei die Flichendichtigkeit an einem Punkte «, 8, ¥ durch
F(a, B,7) dargestellt ist. Der Schwerpunkt der Belegung des Gebiets €;
wird alsdann, da der Sektor 0@, mit o als Spitze und €, als Basis ein
konvexer Korper ist und die Punkte auf €, eine Winkeldistanz < 6 von 1
haben, ein Punkt g; sein, der eine Entfernung o,> cos § und <1 von o
besitzt und so gelegen ist, daB der Strahl 0g, in seiner Verlingerung
einen Punkt p, inverhalb €, trifft. Wir bezeichnen mit «,, 8, p, die
Koordinaten von p;, soda ¢,«;, 9;8;, 0;,7; die von g; sind. Setzen wir noch
(102) J Fdo =2,
(

so wird

D)
(103) J"‘de = o, F, BFdo = B, F, ijdm = 7.
() () ©)
darin sind die vier Integrale iiber den Bereich €; zu erstrecken. Fiir die

damit eingefiihrten % Richtungen ¢;, B, 7, und # positiven GroBen F,
werden nunmehr auf Grund der Gleichungen (100) die Beziehungen

(104) Z“iF;:O) ZﬁiFi=O7 27’4-Fi=0 ("::172;"""’)
statthaben.

Jeder Punkt auf € besitzt von wenigstens einem der Punkte v, eine
Winkeldistanz < 0, und sodann von dem zugehdrigen Punkte p, gewiB
eine Winkeldistanz < 26, weil immer v; von p; eine Winkeldistanz < 8

hat. Da wir nun 26 < —g— vorausgesetzt haben, konnen hiernach die

» Richtungen «;, B;, 7, gewiB nicht simtlich in einer Ebene liegen.
Nach dem Satze in 45. wird es nunmehr ein ganz bestimmtes Polyeder
B geben mit n Seitenflichen, den Richtungen (e;, §;, ;) als duBeren
Normalen und den Grifen F, als Flicheninhalten dieser Seitenflichen, und
zudem noch mit dem Schwerpunkte im Nullpunkte.
52. Wir haben jetzt moch einige allgemeinere Abschitzungen zur
Sprache zu bringen.
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Ist & ein beliebiger konvexer Kérper mit dem Schwerpunkte im Null-
punkte, H die Stiitzebenenfunktion von &, so wollen wir das Integral

(105) 1 [He, 8,7) Fle, 8,7 d0 = J(®)

schreiben. Es sei G das Maximum unter den Werten H(e, 3, ) auf €,
also der Radius der kleinsten, den Korper & ganz in sich enthaltenden
Kugel mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt, und etwa Geo¥ Gf¥ Gy*
ein solcher Punkt der Begrenzung von ®, der vom Nullpunkte die Ent-
fernung G hat. Nach der Definition der Stiitzebenenfunktion ist dann
sicherlich immer

(106) G(aa* + pf*+yy*) < H(a, B, 7).
Andrerseits haben wir, weil der Schwerpunkt von & sich im Nullpunkte
befindet, mit Riicksicht auf die Ungleichung (59) stets

(107) H(“) 167 7) é 3H("’“; "'ﬁ; —7)’

Wir wenden nun auf das Imtegral (105) die Ungleichung (106) fiir
alle diejenigen Richtungen «, 8, y an, wobei ae®+4 Bf*+ yy* >0 ist,
und machen fiir die anderen Richtungen von (107) Gebrauch; beachten
wir noch, daB zufolge der Gleichungen (100) das Integral

‘;—f*“wk+ﬁﬂ*+7?’*4ﬁ‘(“7ﬂ7?)dm7

erstreckt iiber die halben Kugelflichen von €, wo aa®* 4 % + y9* >0
bez. <O gilt, beide Male denselben Wert hat, mithin, nach der in 50.

erklirten Bedeutung der GroBe S,, jedesmal > % S, sein muB, so folgt

(108) T®) 25 (S+55%) 6 =5 %6
Setzen wir

(109) fF(a, B,y)deo = 0,

so wird andrerseits

. 1

(110) 5 0,G = J(®).

Bei der Annahme F(e, $, 7) =1, wobei die Relationen (100) jeden-
falls erfiillt sind, geht anf diese Weise insbesondere

(112) %Gg-;—fﬂdwg%‘(}
hervor.
Setzen wir H(e;, B;, 7:) = ¢;, so ist nach (91) das gemischte Volumen
1
(112) V(&P P) =5 Fat+FHet -+ Fag,)

32*
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Jeder Punkt e, B, y auf € besitzt von wenigstens einem Punkte «;, f;, ¥;
eine Winkeldistanz << 26, also eine geradlinige Distanz < 2 sin 6 und gilt
alsdann nach der Ungleichung (6) in § 1 immer:
| H(et, B, 7) — H(ey, B, )| <2sin 6 - G.
Mit Hiilfe dieser Beziehung und der Formeln (102) gewinnen wir
aus (105) und (112) einerseits:

(113) J(®) >V (R, B, P) — 2sin 6- 0,4,
andrerseits:
(114) —V(®, %, B) > J(R) — 2sin 0- 0,G-

53. Die abgeleiteten Ungleichungen benutzen wir zunidchst, um in
Betreff der Ausdehnung des in 51. konstruierten Polyeders P gewisse
Grenzen nachzuweisen. Es sei P(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von B,
N das Maximum unter den Werten P(e,f,y), ferner ¥V das Volumen
von P. Aus (111) entnehmen wir

4 1 4
(115) “N2t [P b Ndoz TN
Die Oberfliche von P ist
(116) FF+F+---+F, <0, und >cosé-0,

Wenden wir nun die allgemeinen Ungleichungen V.2 >V *V;, V,2 >V, V2
fiir zwei beliebige konvexe Korper auf das Polyeder P und die Kugel @
an, so erhalten wir mit Riicksicht hierauf:

(117) o 0> 2y, NS
Aus (113) gewinnen wir

(118) J(P) >V —2sin 0 - O,N
und aus (114) und (108):

119) Lo>JT()—2sin6-O,N2> (58— 2sin6-0) N.
Mit Hiilfe der zweiten Ungleichung in (117) folgt hieraus
(120) 7> (f;)% cos 8 (5 S,—2 sin - O,).
Wir nehmen nun einen Winkel 6, so klein an, daB jedenfalls
sin 6, < -z— -g:f

ist, und gewinnen dann aus (120) eine von & unabhingige positive GroBe V,
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und hernach aus der zweiten Ungleichung in (117) eine von 8 unabhingige
GroBe N, derart, daB immer
(121) V2V, NN
statthat, wenn 8 < 6, ist, was wir von nun an voraussetzen.

Das Polyeder -;"-; 9P hat das Volumen 1. Aus (119) entnehmen wir

(122) J(%>=-5§J(ss)<(§f)%me N + 2 sin 6, 01;’,

die hier rechts stehende GrioBe setzen wir = ;— Sy M,, dann ist also
4
(123) J(% <i8H,.

54. Es sei jetzt € ein beliebiger konvexer Korper vom Volumen 1
und mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, L(u, v, w) die Stiitzebenen-
funktion von €. Wir fragen, unter welchen Umstinden sich

(124) J®) LT (%)

herausstellen kann. Nach'der Formel (108) und infolge der Ungleichung
(123) wird hierzu jedenfalls notig sein, daf & ganz im Inneren der Kugel
vom Radius M, mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt enthalten ist, daB
also stets L(e, 8, ) < M, gilt. Nach (113) ist sodann

(125) J(®) > V2,8, %) — 2sin 6-0,M,.

Jetzt ziehen wir die Resultate des § 6 heran. Bezeichnen wir mit D
das Maximum unter den Quotienten

7¥ Lo, 6,7)
(126) P fiy)
so gilt nach (76) die Ungleichung
V(g} %,Sﬁ) (D“‘:‘)
127 . e L ,
worin % die numerische Konstante 7 bedeutet. Aus (125), (124),
g10.3¢. 7

(119) und (121) schlieBen wir nun

1 . — 1 s
(128) (c—aé-—é——l)—l—2sm8-0°(y )> D17,

Aus dieser Ungleichung entnehmen wir fiir D —1 eine obere Grenze, die
nach Null konvergiert, wenn 6 nach Null abnimmt.
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Andrerseits haben wir, wenn d das Minimum der Funktion (126)
bedeutet, nach (78) und der an diese Ungleichung angeschlossenen Be-
merkung:

(129) — 12, 4=

>

und hieraus ergibt sich weiter fiir 1 — d eine obere Grenze, die mit 6
zugleich nach Null konvergiert. Wir werden somit auch eine GroBe ¢,
die zugleich mit # nach Null konvergiert, angeben konnen, sodaB

1+:>D, dgﬁ—-

gilt, und wir haben damit das Resultat erlangt:

Soll
I®<T(3)
V3
ausfollen, so muf jedenfolls & ganz in (1+¢) }%« enthalten sein und selbst
das Polyeder -—— + ﬁiﬁ wn sich enthalten, wobei ¢ eine gewisse vom Winkel 6

abhéingende Grofe bedeutet, die mit nach Null abnehmendem 0 ebenfalls
nach Null konvergiert.
55. Dieses Resultat zeigt uns sofort (s. 9.), daB, wenn wir den

Winkel 6 nach Null abnehmen lassen, das Polyeder *® nach einem be-

1

&)
stimmten konvexen Kéorper € als Grenze konvergieren muB, welchem die
Eigenschaft zukommen wird, da fiir ithn unter allen konvexen Korpern
vom Volumen 1 und dem Nullpunkt als Schwerpunkt das Integral

1
J(Q) = "g,‘fL(“7 B, 9’) F(“: B, 7’) do,
unter L die Stiitzebenenfunktion von £ verstanden, den kleinsten Wert
hat. Bezeichnen wir das betreffende Minimum dieses Integrals mit o,
so konvergiert gleichzeitig 7 nach J (s. (118) und (119)) und das Polyeder P

nach dem Korper & = Jie.

Ist jetzt & ein beliebiger konvexer Ko6rper, H’ seine Stiitzebenen-
funktion, G’ das Maximum der Werte H'(, 8, y), so folgt aus (113),
(114) und (110):

| T(®) —V(®, B, B)| < (5 (1—cos6) + 2 sin ) 0,6
Da nun fiir ein nach Null abnehmendes 8 die GréBe V(R, B, P) nach
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V (&, 8, & konvergiert, so ersehen wir hieraus, daB allgemein die Dar-
stellung

VR, 9,80 =J®), di — f HFdo

gilt. Danach ist in der Tat der gefundene konvexe Korper ® ein stetig
gekriimmter mit F(e, B, y) als Kriimmungsfunktion, mithin der Beweis
fiir den Satz in 43. vollstindig erbracht.

56. Wir konnen diesen Satz iiber die Bestimmung eines konvexen
Korpers zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion F auch auf Fille ausdehnen,
wo diese vorgelegte Funktion F nicht durchweg stetig ist. Insbesondere
lassen sich alle konvexen Korper, welche in der Regel konstante positive
Kriimmung und nur an singuliren Stellen unendliche Kriimmung besitzen,
durch folgende Aussage charakterisieren:

Es seien auf der Kugelfliche € beliebige Partien R abgegrenzt,
denen ein bestimmter und von Null verschiedener Flicheninhalt zukommt
und so, daB der Schwerpunkt dieser Partien R fiir sich, wie der der
ganzen Kugelfliche €, im Nullpunkte liegt. Alsdann gibt es stets einen
und nur einen konvexen Korper & mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt,
derart daB fiir jeden beliebigen konvexen Koérper & die Darstellung

VR, R, 8)=5 f Hda
)
gilt, wo H’ die Stiitzebenenfunktion von & bedeutet und das Integral nur
iiber die Partien N der Kugelfiiche € zu erstrecken ist.




