Ueber eine mit den Bessel’schen Functionen verwandte
Function.

Von E. LouMer in Erlangen.

1. C. Neumann hat in seiner ,, Theorie der Bessel'schen Func-

tionen“*) unter der Bezeichnung Of, eine rationale ganze Function
1 . " . .
von — vom (k- 1) Grade eingefiihrt, welche im Falle eines geraden

» der Differentialgleichung
20" 3 g0 n—1Y) 4,
e+ i+ (-2 o—1,
im Falle eines ungeraden % aber der Gleichung

80" 3 0™
5z2+?"€7z +( >On__z‘

als particulires Integral geniigt, und mit der Bessel’schen Function,
Ji,, die in der Gleichung

ausgesprochene Eigenschaft theilt. Die nahe Verwandtschaft zwischen
den Functionen J und O, welche sich in diesem Umstande offenbart,
veranlasste Herrn Neumann, der Function J (der Bessel’schen
Function erster Art) die Function O als ,, Bessel’sche Function zweiter
Art an die Seite zu stellen, In einer bald darauf erschienenen Schrift*¥)
habe ich es fiir zweckmissiger gehalten, den Namen ,,Bessel’sche

Function zweiter Art® auf die Function Y(:) zu libertragen, welche
neben J einer und derselben (der sog. Bessel’schen) Differential-

gleichung
82y+ ay+(1__';f;)y=0

als zweites particuldires Integral Geniige leistet. Seitdem ist diese Be-
zeichnungsweise, wie ich glaube, allgemein angenommen worden,

*}y Leipzig, Teubner. 1867.
*¥) Stndien iiber die Bessel’schen Functionen, Leipzig, Teubner, 1868.
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Es diirfte nicht ohne Interesse sein, den Zusammenhang der
Neumann’schen Function O mit den beiden Arten der Bessel’schen
Functionen J und Y genauer zu erforschen. Dieser Untersuchung,
bei welcher sich die Function O als specieller Fall einer viel all-
gemeineren Function herausstellen wird, sind die folgenden Zeilen
gewidmet,

2. Ausgehend von dem allgemeinen Integral®)
a—1
y—e =% (47, + B77]

der reducirten linearen Differentialgleichung

(L),
oy « oy -
R A

finden wir leicht durch Variation der Constanten das Integral der
vollstindigen linearen. Differentialgleichung

/, _ (a——l) >/ it ‘%‘l

Nach der erwahnten Methcde erhalten wir zur Bestimmung der Fune-
tionen von 2, weleche jetzt statt der Coustanten 4 und B gesetzt
werden miissen, die beiden Gleichungen

M Tyl

2t

oA B
S0
und
gJ” 84 ¢J~" @B 7, =1
5 ar T ae g — ke T
aus welchen sich
P4 _ keI
z2e N
und
8B _ ka*T'J”
ez N
ergiebt, wo zur Abkiirzung
¥ (}J ¥ — ¥ (FI‘JP
J ~57 —d _E:E‘“N

gesetzt wurde. Nun ist aber*’-‘}

v g — v 37
J7= e —J FrR

Setzt man diesen Werth statt N oben ein und integrirt, so findet man

2 .
— — S yZ.
%

%) Math, Annalen. Bd. III, S. 481.
*¥) Math. Annalen, Bd. IV, 8. 104.
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Avau/ J 7Tz + 4,
B—— ,smmfz’“J"d + B,

wo A, und B, neue willkithrliche Constante sind. Das vollstindige
Integral der Gleichung (1) gewinnt demnach folgende Gestalt:
g1

o o= [ 5]

a~—1

k‘:’tﬁ’mné‘ v ;u —v 7, — v 1;4 v-a)
4 BEE (JJ.JJ de—J j Jdz) .

Diese Form des Integrals behilt jedoch nur solange Geltung, als
v nicht positiv oder mnegativ ganz (== 4-#) ist. In diesem Falle
nimlich geniigt der entsprechenden reducirten Gleichung als allgemeines
Integral der Ausdruck

y—=& [ar By,

von welchem ausgehend die Rechnung genau so zu fiihren ist, wie
vorhin, mit dem eindgen Unterschiede, dass jetzt istherall fiir die
Bessel’sche Function erster Art mif negativem Index die Bessel’sche
Funetion zweiter Art Y eintritt; namentlich hat man jetzt an die
Stelle von N den Ausdruck®)

zu setzen. Als vollstindiges Inbegral ergiebt sich daher im gegen-

wirtigen Falle
g-~~1

@9 y=7 % [4,0"+ BY"]
ks “?1( Jz"J"dz J jw Y"czd

Fithren wir pun die Bezelchnungen ein

@ S/:)’ = *’amwz ( ,/J‘J;y -ds— J(:;, zmedz)
und
(1%) 8l " = Y" S dr— {z)fz*" ndz,
so wird entweder
a—1
e [Ai J* 4+ B,Y" -+ ES* }
oder
a~—1
Y=z T [A, J* 4+ B I kS ]
*) Math. Annalen Bd, IV, 8, 108,
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der Differentiaigleichung (1) als vollstiindiges Integral geniigen, je
nachdem v eine ganze Zahl (= - n) ist, oder nicht.

3. Die Function S" ist &s pun, deren Bigenschaften hier etwas
niher betrachbet Werden %oﬁen Wir bediirfen hierzu neben den beiden
Grundgleichungen der Bessel’schen Functionen

JLF J—" Yo L, el
(A) i J(z) J(Z) + le)
o’
> (z) Y L ¥t 1
(B) 2 =Yg — Y

noch einiger Reductionsformeln, welche aus diesen Grundgleichungen
nnmittelbar folgen. Multiplicirt man nimlich jede derselben mit z¢
und integrivt nach z, so ergiebt sich

£ *
2vjz“*1J”(€z = fad"~1dz ++ fad 2z

und
Qendy - 24 J2et Jrdz =j,z-“<7”*’dz -—-Jz#J’+’clz .
Durch Addition und Subtraction erhilt man hieraus
f;ﬂJ'”“Idg = g {pmv)Jzﬂ—iJ’ds
und*

ﬁf‘ef““*“‘clz = — 2t Y G (p ) | 2 I de

oder, wenn man in der ersten v -~ 1, in der zweiten » — 1 an die
Stelle von v setzt:

(G) fzﬂJ"ﬁzzﬁ—"—Z"J""‘I—-—*(.u,-mpm])‘]zyule}'y_;q;dz.
@) foris e — s ) [,

Setzt man dagegen in dem vorletzien Gleichungspaare g - 1 statbu,
und 16st jede derselben pach dem zur Rechten vorkommenden Integrale
anf, so erhilt man

. o1

(E) jz“J’dz:mJ”—w 1;+1 2’#+1J1’—-Idz
* st

(F) E/Z“Jydﬁ == ;*:T,;q:i- + ;@ﬁjogﬂ'{"xg’?%‘idz .

Durch Combination der Gleichung (C) mit (D), nachdem in letzterer
¢ mit g — 1 und v mit v 4 1 vertauscht worden, ergiebt sich ferner

(G)fsf‘J"dz:szﬂJ"'H+(gze—v~l}zﬂ“ef*-(yw««v-—}){y/—}—w——I)Ja*““g Jrd:
“ und in gleicher Weise geht
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$ 7. i+ y T -
(H) fzﬂrj dz = ‘lvl:-_‘v:f;_l Jr — »V(!L_w——.*_l)(_u_:’_—y____,_ 0 J 1
1 s Tv 7.
e LAl

aus (E) und (F) hervor, nachdem in letzterer p 4 1 statt p und » — 1
statt v gesetzt worden ist. Diese siimmtlichen Formeln (C bis H)
gelten ebenso wie die Gleichungen (A) und (B), aus welchen sie
fliessen, sowohl fiir die Bessel’schen Functionen erter Art J als fiir
diejenigen zweiter Art Y.

4. Gehen wir zur Betrachtung der Function S#-* iiber, so ist
vor Allem aus (I) ersichtlich, dass

(IT) StV = Su,*
ist. —
Nun werde in (I) g -} 2 statt g gesetzt, so dass
S#'}'?:V = 5 LA (J:/z"‘+9J"(Zz —J? zf‘+‘-’J’dZ)
Zslnvw

hervorgeht. Nach (&) aber ist
[z»“+2J’dz=z-“‘+9J"+‘+(y—w—{— Dygrt1J?-— (u—v-+1) (y,—{—v—f—l)'/z-“J’dz s
und
{::FHJ— Y=gt T2 r 1L u-Lo 1) oI - '—(u—v- D {ptv-1) | oo dz .
Nach Einsetzung dieser Ausdriicke nimmt die obige Gleichung folgende
Gestalt an: .
S‘“+2’ Vo= gsx—;“;; z‘u—{-".‘: (JVJ*V—{—I . JV+1J-—U + _25_ JVJ——V)
— (v 1) (vt 1) S0,

oder, wenn man auns Gleichung (A)

JrHl = ﬁ J? — Jr—1
2

substituirt
Sutty = s g (P Tk T )
—(e—r+D(gtv+1)50 .
Da nun®)
@) Jrd -t Jor =t = Zsinvn
ist, so hat man
(111) Shtt ¥ =gt — (u—v+1) (v 1)8 7.

5. Indem wir ferner in (I) g durch g—1 und » durch r41
ersetzen, erhalten wir

#) Math. Annalen Bd. IX, S. 105.
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Su—1s "+1=—r—-f———(J’“ri[z‘““J—’—‘dz-—J"””l/zﬂ—iJ"—HcZz) .
2sinvx : .
Nach (E) und (F) aber ist
fz/* Wt g = B 1—~~—/z»“J"(Zz,'
- [ Rk e | p-——y—l‘
e AN S } T s
.]Z” 1 J lds = —“M—;:-i- J 1 + ul:y';—r & J (Z,-r ;

setzen wir diese Werthe oben ein, indem wir abkiirzend

A/"J'(]? mit P

Zmnwn
und

i [qu—vdz mit Q

2sinvw
bezeichnen, so erhalten wir
(@) (pew—D)SeohR = — (@I PT o)

Setzt man in dieser Gleichung — v statt », und beriicksichtigt, dass

h
nach (I) k-1, —vb1 o a1, 7—1

ist, und dass gleichzeitig P in — @ und @ in — P iibergeht, so
gelangt man zu der Gleichung

() (e+v—1) Se-br=1e= QJ*—1 L PJ-r+1.
Wird von dieser die Gleichung («) abgezogen, so erhilt man unter
Riicksichtnahme anf Gleichung (A):

(utv—1) Sa=tor=t— (u—y—1) Su—t. 741 = 22 (OJ» . PJ—7)
oder, weil ja

St ¥ == QJY — PJ -7
ist:
AV) 22 S:? = (b v —1) Su=b *=1 — (g —p— 1) G171,
Addirt man dagegen die Gleichungen («) und (8), so ergiebt sich im
Hinblick auf die Gleichung (B):

(ptv—1)88-1 =1 (g —y— 1)1 7+t = 9(@%";_1)%;:) )
oder, da

584 " i
e = — P
ist,
V) 2850 — (ufy— 1) St ot (amy— 1) Semt v
6. Aus der Gleichung (III) folgt
Se—1,v—1 o
(e+v—1) ' **ut,;_H

und
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@ _ gut1, vt
(v —1) Skt o1 = 2SO0

Setzt man diese Werthe in (IV) und (V) ein, so erhilt man noch:

2y g, , _ t—SETL L 4 QuL, vl
e e = e
) i _ 41, v—1 M ‘u+1, 1’+1
g 08T 2M- N -t P getl ot
vib T e

Indem man die Gleichungen (IV) und (V) zu einander addirt und dann
ebenso mit den Gleichungen (VI) und (VII) verfihrt, gelangt man
ferner zu folgenden Formeln:

VI PB4 2 Sk — (b L) Seh
OS'“’ Y Qu s Z‘#-—S'a"*_l"'_l
(IX) G b Ser=" i

Die analogen Formeln, welche sich durch Subtraction derselben Glei-
chungspaare ergeben, unterlassen wir anzuschreiben, weil sie durch
Umkehrung des Vorzeichens von v und unter Beriicksichtigung der
Relation S#—* = S¢#* unmittelbar aus den vorstebenden Gleichungen
hervorgehen. Diese letztere Bemerkung gilt in gleicher Weise auch
von den folgenden Gleichungen, welche sich den vorhergehenden aufs
engste anschliessen.

Die Gleichungen (VIII) und (IX) kénnen ndmlich offenbar auch
in folgender Weise dargestellt werden:

R o' sy s Que1, v—
(VIIIe) P = (p4-v—1)z Su—L. =1,
o 284 MY g gt v

(IX ) az = «‘u__q,y_*_l 2

sie nehmen eine besonders iibersichtliche Gestalt an, wenn man ¥z
an die Stelle von z setzt; denn nach Ausfihrung dieser Substitution

lanten sie:

Z;Sy,v 1, v—1
(VIII®) _a-i_——“’;)) —j (utv—1)s T 5" S

e V=)
v prr—1 -v—
3 sV T o _ o ott+l, v--1
(IX) 3( ‘ S?V;)) — i i S(f)
oz 2 (u—r+1) 4

von denen sich z. B. die erstere folgendermassen aussprechen Iasst:

Die Function z” S‘u () wird nach & differentiirt, indem man Sowohl u
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als v je unt 1 vermindert, und noch den Factor 4(w--v —1) hineufiigt.
In #hnlicher wenn auch etwas umstindlicherer Weise ldsst sich die
Gleichung (IX®) in Worte fassen.

Wiederholt man diese Operation nmal hintereinander, so findet man:

o (75 » L
(X) — (zazé‘fz’lr—(%) by =1 T S

v}
v N
z > ne—1i—9 wH¥—2n-}1 " u-ta,v—-mn
an - (+s3) T e e A S
Bz” 27‘(!"—1)—‘—1) 2"([,':"“1/-{—1)""2

Das Gleichungspaar (VIII) und (IX) im Vereine mit der Relation
(I1), oder auch jedes der Paare (IV) und (V) und (VI) und (VII), zu-
sammen mit (II) und (1) sind der Differentialgleichung (1) #quiva-
lent; jede dieser Gruppen geniigt, um die Funetion 8#»* 2u charakte-
risiren, und die itbrigen hier aufgefithrten Gleichungen abzuleiten.

7. Alle diese Gleichungen gelten auch noch, wenn » eine ganze
Zahl ist. Man konnte sich hiervon iiberzeugen, indem man von der
Definition von 8" (Gleichung (I%)) ausgehend, die niimliche Reihe
von Operationen wiederholt, und nur statt der Gleichung (J) die Glei-
chung®)

(Y) Iv"e}n+l —J" Yn+l —_ _;_

in Anwendung bringt. Diese Wiederholung ist aber unndthig, weil
8% in der That in 8*' " bereits enthalten, und nur unter der Form ¢,
welche §'7 fiir ein ganzes v annimmt, verborgen ist. Um dies nach-
zuweisen, zeigen wir, dass S*'" die Grenze ist, welcher sich S**”
nahert, wenn » in die ganze Zahl »n ibergeht, d. h. dass

, B . td e —n—2 R~ nej Iy
S'u mhm?'ém (J'*‘fzﬂJ dZ'——'J .[:Z‘“J”i"d.;)

ist, wo unter n eine beliebige positive ganze Zahl und unter & eine
zum Verschwinden bestimmte Grosse zu verstehen ist.

Vermittelst der Gleichung*#)

r=n

v Bivlippypi=l  pPatv—p
o7 e (_...1 £ (___2 p W ! X
r 22 =

id

driicken wir zuerst J—=-2 durch eine endliche Rethe aus, die nur moch
Bessel’sche Functionen mit positiven Indices enthdlt. Es wird ndmlich

*) Math. Annalen Bd. IV, S. 108.
) Stoudien iiber die Bessel’schen Functionen, S, 9.
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pPi—=lr _gp.—1  gr—i—p
Jmi—t == (— 1) 2 (—2)? Yo \p!s) T
" Ep;l J@;—s—p
— - e -
J— (_,,_ 1)n [Jx—a_;,_ez Dp+1 Miﬂz . -‘Iﬁj:_f:f] .

{p--1)! gott

Bezeichnet man diese letzte Summe einstweilen mit X und beriick-
sichtigt, dass

Jrorm o Py

wo k nur Glieder enthilt, die mit der zweiten und hbheren Potenzen
von & behaftet sind, so erhilt man

ot (=1 [ e (3 — BT) 42

Fihrt man diesen Ausdruck nebst
Jrte o= Jn - g

2" | g
on +k
oben ein, und lisst bei der Entwickelung jedes Glied bei Seite, wel-

ches mit einer hbheren als der ersten Polenz von & multipHeirt isi,
so findet man

e fargnmras — e fongrreas

=(—1)“3{J{‘fzﬂ(Z—?é;—g—)(L—-(Z 22 )ﬁ“J"(h

Diesem Ausdruck muss nun noch der Factor

—r
2ein(nte)xw’

4 o 1

2cosnmsin smw 2(—1"s

beigefiigt und dann & = 0 gesetat werden, um S“ " zu erhalten. Es
ist daher

serm g for(3 3~ B~ (0 3, — ) [ ras,

worin 20 obige Summe hedeutet, nachdem in ihr & = 0 gesetzt

worden ist. In der bereils citirten Schrift iiber die Bessel’schen
Functionen ist nun aber (S. 82) eine Function LZ) definirt worden

durch die Gleichung
1 JrmE—

P+l -
w o LT 1 2+1 n L _i»
Liy=logz-J,—1 2,2 i ,

P+

d i

Mathematische Annalen, IX, 28
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L"=iagz~z}"‘——é§2§,

g0 dass

%20=}0gz‘J”~—L”

gesetzt werden kann. Andrerseits wurde ebendaselbst (8. 77) eine
Function J(, eingefithrt durch die Gleichung

( " 2)) % AR

=& Uy
aus welcher
cJ* o
o = log s 4 3
folgt. Hiernach ist
aJ" o~
Y 2T e =S L

Nach der Math. Annalen Bd. IV, 8. 107 gegebenen Definition der
Bessel’schen Function zweiter Art aber ist

Y= §n 4 Ln.
Wir finden also

S#® Y”ﬁﬁJﬁ{Esz"J‘zﬁ Y*de,

denselben Ausdruck, welcher oben (I2) fiir S " bereits angenommen
warde.

8. Zur Entwickelung von 8“7 nach Potenzen von z bedienen
wir uns der Recursionsformel (III).
Ihre fortgesetzte Anwendung im Sinne der Erniedrigung des Index
g liefert eine hntwwkelnna nach fallenden Potenzen von £, nimlich
P=wm
(XID 847 = gt DT {—1)r (v — 1212 (uv— pim2 72
=0

+ (_,_ Ijm-{-l (iu‘__?_‘l)m-ﬁié'—? (P_{_.,l,___l)m+1§~28p-«2mw2,v

Das Restglied verschwindet und die Reihe bricht ab, so oft entweder
@ — v oder g -4 v einer positiven ungeraden Zahl 2m -} 1 gleich ist.
In diesen beiden Fillen, welche wir hiermit besonders zum Ausdruck
bringen :

(XII?)  Spmdishy,» — g2mts Z (—ypmel=1{mt-v)?i—? (%)23;
{XHI*’} K2t dme ¥y ¥ o pZ—7 Z (__1>g;mp§—-l<m___v)pfwl (%)2?}

erscheint also 87, abgesehen von dem Factor z* oder z—7, als eine
rationale Function von 2.



Ueber allgemeinere Bessel'sche Functionen. 435

9. Um die Funection §%°” nach steigenden Potenzen von 2 zu
entwickeln, schreiben wir die Gleichung (III) in folgender Gestalt:
# gty
= T e
und erhalten durch ihre wiederholte Anwendung

(1113 8#”

pm=tg—l

(=12 gehapt (=™ g
o ) + rY A m,b,u-{w:!m,w'
= (w—v+ )PPy 0P TR (e 1 (e )™
Auch diese Entwickelung bricht ab, sobald p entweder == v -+ 1 oder
== — v -~ 1 igt, Alsdann hat man pimlich nach (II)

{Iv) 8% "=

S‘;»—pl,v =Z"', S—‘v—{-l,?:z—vz
und es ergeben sich die folgenden beiden endlichen Reihen:

rp=m
@ £ S 1 T AR T m Y P2 ) (”1)]"3’%‘?}’

(XIILe) Sroin e (1 po2n 2@u s 3R

p=m
{XIH v\) S2aubdev, ¥ o {_, 'i)m‘)m ‘(’)*‘-‘)‘l})m

P
welche sich von denen unter (XIII®) und (X1} nur durch die um-
gekehrte Anordnung der Glieder unterscheiden.

10. Setzt man die Entwickelung (XIV) ins Unendliche fort, so
gelangt man zu der unendlichen Reihe:

uyv {(—1)P ghiedl B

5 Z (“_7+1p+213(u+v+1)p+1 27
welche, wenn weder w—v nock u-+v negativ ungerade ist, filr jeden
Werth von s convergirt. Diese Reihe geniigt sowohl der Differential-
gleichung (1) (fiir #=1 und k==1) als auch den Relationen (II) bis
(XI) und kbnnte daher als Ausdrack der Fupction S#* angenommen
werden, wenn uicht in den beiden vorhergehenden Paragraphen &ber
die specielle Form, welche wir der Function 8** geben wollen, bereits
stillschweigend Entscheidung getroffen wiire,

{~ Up g ¥Hip
oF 29 - oA,,}z' 20

Ist nimlich s¢:* irgend ein particuliives Integral der Differential-
gleichung

TR RGO TE TR

03*
welches zugleich den Gleichungen (II) bis (XI) geniigh, so wird auch
s 4 AJ* L BJ—*

diesen simmétlichen Bedingungen Geniige leisten, sobald man 4 und

B als Functionen von g und » den Gleichungen (II) bis (XI) gemiss

auswihlt. Diese Bedingungen, welche sich iibrigens auf drei reduci-
28
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ren, veichen aber zur vollstindigen Bestimmung der Funetionen 4 und
B nicht hin; es giebt daher unzihliz viele besondere Ausdriicke,
welehe den durch die genannten Gleichungen der Function S#:* auf-
erlegten Forderungen entsprechen, von denen jeder zur Darstellung
von S** gebraucht werden konnte. Durch die Form aber, welche wir
in den Paragraphen 8. und 9. fiir die Function S#-* in den daselbst
behandelten speciellen Villen angenommen haben, kommt zu den obigen
Bedingungen noch eine neue hinzu, némlich die, dass

Sv+1, —
sei; dadurch werden die Functionen 4 und B vollig bestimmt, und
wir erhalten fiir S%.” folgenden Ausdruck:
(—1)? HH2e+1
Z(u—w+1)fﬂ+l“’(u+ - ppiE
—|— e (“:;ﬁ) . I"(‘-"i';_—tl) [sin Fi—l—_—_g:l z.J—sin® " . J-"J,

sinvz 2

XV) Suv=

welcher, obgleich im Allgemeinen als unendliche Reihe sich darstel-
lend, die in den Formeln (XIII) gegebenen endlichen Entwickelungen
als specielle Fille in sich schliesst. .

Der Ausdrack (XV) ist nicht unmittelbar zu gebrauchen, sobald
v einer ganzen Zahl w gleich wird, weil alsdann sein zweites Glied
die Form ¢ anunimmt. Bestimmt man diesen $-Werth, indem man in

[
dhnlicher Weise verfihrt wie in § 7., so erhilt man:

o e (—1)? Pranats
Xve) 8 _2 (p—np 1P T fpf1)P T2

N e Ny (eaan) [COS Lg'—_l 7 Jh 2 sin b0y ya}

11. Die Formel (XV) wird unbrauchbar, sobald g—w, oder
4 -+ v, oder beide zugleich negativ ungerade sind.

Wenn nur g — v negativ ungerade und zwar = — 2m — 1 ist,
so kann man zunichst die Formel (XIV) benutzen, um S*” auf S*—%"
zu reduciren; dieselbe liefert niimlich, wenn man g ==v — 2m — 1
setzt:

p=m—1 2 2

P m—=+2p 1 bt
XVI) So—2m—t,v e ! L
( ) . ! 22p+2mp+1|—1 (,”_m)p-}—l;l T 22mmml—-1 (11-—171,)""1

r=

Fiir 4 = v — 1 aber nimmt S#:*, wie ein Blick auf die Gleichung
(111%) zeigt, die Form & an, deren Bedeutung man findet, wean man
zur Rechten der Gleichung (III®) Zihler und Nenner nach g differen-
tiirt und nachher g = v — 1 substituirt; d. h. es ist
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- 2,
P Iogz _Z‘.Sfj._z
Sv—t,v______ Ou .
2!"+2 =1 ~1

Aus (XV) aber findet man

— v 04 y 6B
Tm = a e Yt I
WO
\2 Ateets
+2,v —_ L
¥ 2 (w487 T (upp gtttz
gut1 pw—v41 p+‘u+1 !L'+‘”
A= 20 r(Emr ) r (AL 1) ,
+1 — e e~y —
B= .:;:yx r(l"__,”:i‘i.{.l) r !‘+”_“i‘1__|_1).sm‘.‘__.g_l,,
ist. Hieraus folgt:
EEY QY (cppad oy Glogle ks Glog (urt etk n)T Y
K ()T oy pgyerre £ 08 on ou f
oder, wenn man die Gauss’sche Bezeichnuug
dlog T
.zﬁ,e_ay(‘jfl = p(z)
einfithrt:
Y —1)? 2 u2p+3 e~ v+1 —»41
ETE <yw+aj"’+”" u+v+s)"+’2{210 34—y Hpt) (T

—p (’figi.‘ pt 1) + 7/,(3:%:‘_‘,{)} )

Ferner ergiebt sich:

d e I (e ) [(logzﬂ (5 + 1p ()
ik P ztg:—_eﬁ],
und
§ = EarC= Rt ) (e e () 440 ()
w—y

- sint

—1 —~—1

5~ x—f—zf‘;cos%w x]
Fiir p = v — 1 gestalten sich diese Ausdriicke folgendermassen:

Paan7id — 1\ y+2p+2 . .

] = b D e {2loge ~p{v-brH U vl —b o+ 4 0

u=v—=1

74 ] - (10«2 4 $p(@) + b0 (0) + T cotgvm) 2T (v41);
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5B ,
[’3?]#:,:“ PR G bl

Nach Einsetzung dieser Werthe ergiebt sich S7—%* in folgender Ge-

stalt:
Ly {(—1)? pept2
sotr = Dlogr—- 3 S S {2loge—plv-Hp+1)+u)
—¢(®+ 1)+ v O)}
— (log2 + w(v) F40(0) + X cotgvar) ZLEED
n Clv+1) —
+ Ssnyw 25 J

oder auch, mit Riicksicht daranf, dass

(—1)? Pl v (—1)P g +2r+2 v [ )
E?fé"('.z”; ””” L P )ﬁ”‘“" - Z RYZ 2 IER S F172(3, 4g)p+1i2 =2 (”’{‘I)J
ist:

ooty 1 (—1)P 2 Tip+2
(XVL) Sty EE}T;T%%;;?F{—TE {pr4p+1) — @)+ o (p+1)— o)

+(}oo*- — 3P vy — gw{ﬂ)*ﬁcotfrvz 2r(;7+u J

vty -y
+2smwz ’ 2v - T2
worin
=p {
vt )=y = s s e = e
und
q=
PoH) =80 = 14§+ e = >

O

zu nehmen ist. =

Vermbge der Gleichungen (XVI) und (XVII) ist also Sesv, falls
w—v, nicht aber gleichzeitig p+-», negativ ungerade ist, durch eine
fiir jedes z convergirende Reihe ausgedriickt. Fiir den andern Fall,
dass p-v, nieht aber zugleich p— v negativ ungerade ist, gelten die
nimlichen Gleichungen (XVI) und (XVII), nachdem in ihuen » durch
—uv ersetzt ist.

Die ¥ormel (XVII) wird jedoch unbrauchbar, sobald v positiv oder
negativ ganz ist. Dieser Fall aber ist durch die Voraussetzungen,
welche ihr ze Grunde liegen, von vorneherein ausgeschlossen. Wiirde
nimlich, wihrend die eine der beiden Summen p -+ v und g — v ne-
gativ ungerade ist, v als ganze Zahl angenommen, so miisste die an-
dere Summe entweder positiv ungerade sein, ein Fall, welcher durch
die Formeln (XIII) bereits erledigt ist; oder sie wire ebenfalls negativ
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ungerade, welcher Fall noch einer besonderen Erorterung vorbehalten
wuorde, die im folgenden Paragraphen durchgefiihrt werden soll.

12, Wenn g — v und g 4 v gleichzeitig negativ ungerade sind,
so kann Ses* stets auf die Form S-7—2=-1,2 gehracht werden, wo
unter m sowohl als # eine beliebige positive ganze Zahl oder Null zu
verstehen ist.

Durch die Gleichung (XVI), welche im gegenwirtigen Falle fol-
gendermassen lautet:

D=mem-1
EVIL)  §-r—im—ton = D)

o

{(— 1)? z—-n~2m+2p
@mFFH=2 (g 4 apyp-Hii—2
(—l)m —a—1, @
@my™ —2 2m4-2m)™ 2
wird zandehst S—#—2n—L e guf S—%-1.% reducirt, wihrend S—»—1,=
leicht auf §—1, ¢ zuriickgefiibrt werden kann. Setzen wir némlich ip

Gleichung (X} v = 0 und g == -1, so erhalten wir
o =15 0
) e 1V —r—1,n
Py = (—1).nlz Sﬂ
oder
w3 SR
—n—1,7 __ .g:l) z . {vz)
(XIX) Sy = Tm Py I

so dass es sich jetzt nur noch darum handelt, §—1: ¢ in eine conver-,
gente Reihe zu entwickelu.
Nach (1II®) erhalien wir
pitht_ gqu¥e, 0
s Q@ e I Y
5 PENY
fiir @ = — 1 nimmt nicht nur dieser Ausdruck, sondern auch
4
g log g — o8 nt
de__
2u-2
die Form § an; durch nochmalige Differentiation des Zahlers und
Nenners aber erhalben wir

e M2, 0
S-1.0 = 1 {Zy—«t-! (log2)® — _?fﬁ.._,_w_.] .

out
Nach (XV») aber ist

(__1)1) Prol gF s X
Su+2,0 2 ((“_,_3),,4.142)2

—+ utt (r(""+1+1)) (cos LA A ‘"Hat Y“)
=30 L 4J0 4 BYS,

r=—1
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Hiernach ergiebt sich:

2 42,0 P 2 2
"o =2 ey {(l°g s— v (4 1) 4 v ()
— () Hv R,

wo ¥ (2) statt Qg—gﬂ gesetzt wurde. Fiir g == — 1 hat man daher:
prait0 —1)P 2p+2
[755] = 2 (logs —v (o1 + wOF
- — 39 (p+1)+4¥ (0}

Ferner ergiebt sich

[ﬂ] = (log 2+ vO) +4¥0 - (5),

oder, da

O =2+ ettt )=2,

ist:
A 2
[%F]#_:—:l(log 24 %(0) — 5
und endlich:

|55 ]!:_12 (log 2 + 3(0)).

Wir erhalten demnach fiir S~1.¢ die folgende Entwickelung:

(XX) S-I,O——(]orrz) (__Léﬁ_.f_zlz)z {(ng——G)Q—!—G'}
+ (%-%(1°g2+¢<0>) ) 77— (log2+4(0) ¥,
worin
" 1 1 9=p .
o=+ )~ O =14 5+ 5+ -+ 577 = 2
und ~
¢ =30 O—¥ @ +1) =30+ 5+ 5+ + Gy =3 20@1@

zu nehmen’ ist.

13. Mit unendlich wachsendem 2 nihert sich S#+* dem asympto-
tischen Werthe z#—!. Man iiberzeugt sich hiervon, indem man y=z+—1
in die Differentialgleichung

82 1 a 2
Bt E+ (- F)y—a
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substituirt, Sie verwandelt sich dadurch in
w—1Pp~—or
= 0
und wird erfillt 1) fiir jedes 2z, wenn g — 1 = ist, was bereits
bekannt ist; 2) fiir jedes ¢ und v, wenn 2z unendlich gross ist.
Das némliche Resnltat ergiebt sich auch aus der in § 8. gegebenen
Entwickelung von S#» nach fallenden Potenzen von z, nimlich

(XI) Str® — go—t D (—1)# (p—v—1)Pi=* (up v — 1)pi=2 g2
p=29
+ (_ l)m-{-l(#_v . 1)m+1 -2 (F_}__y _— 1)m+l| —2S,u—2m—2, v’

wenn wir uns dieselbe ins Unendliche fortgesetzt denken. Diese Reibe
ist nun zwar divergent; man bemerkt jedoch leicht, dass {wenigstens
fiir reelle Werthe von 2z, g und #) die Vorzeichen ihrer Glieder von
einem bestimmten Gliede ab rein alternirend sind, und dass der Rest
(fiir einen hinlinglich grossen Werth von 2) stets von entgegpengesetz-
tem Zeichen ist als das letzte Glied. Nach einer Bemerkung von
Hankel®) sind aber diese Kennzeichen hinreichend, um darzuthun,
dass die Reihe ,halbconcergent® ist. Dieselbe kann daher, fir grossere
Werthe von 2, zur numerischen Berechnung von S#:* gebraucht werden.

14, Mit Hiilfe der Function S# ¥ ist nieht nur die Differential-
gleichung (1) in allen Fillen erschopfend integrirt, sondern es kdnnen

)

nun auch simmtliche Integrale von der Form J #d"dz und J 2 Yrdz

berechnet werden. Setzen wir nimlich, wie oben in § 5. bereits ge-

schehen ist,
fquvdg — 2smvm p

4
und
jzf‘J—"dz = ﬁlﬂ—"—” Q,
so 1st
QJ" — PJ—* = Su.»
und
od od 7 ald
0l B,

Daraus ergiebt sich durch Auflésung nach P

P

oder, da

WY = g B e O
LE o

z\z‘“,

*) Math. Annalen Bd. I, 8. 498.
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od "
63

2
zm sin va

oy OJ
F or
ist:

oz

2 " ¥
231{;1}:: I S o8 2SH,v @:f .

Da nun ferner

or =___Jv+Jv—l
und nach (VIII) )
e — — LSt (ut v DSemt

so ergiebt sich schliesslich
(XXI) sz‘J” z==(trv—1zJ Su~tv—1 _ p Jr—18u ¥,
Ebenso findet man

(XK1 [ ¥z = (o — 1) Fo§u-ton=i— s Ya-1500n,

15, Kehren wir nun zu der am Anfange erwihnten Neumann'
schen Function O zuriiek, so lehrt die Vergleichung der zugehdrigen
Differentialgleichungen mit der Gleichung (1), dass

2m 1 1,2m
=) Oy =75
und

rmtl 21 L 2ml
(b) O(’) z S?z

ist. Der Zusammenhang der Function O mit den Bessel’schen Fune-
tionen erster und zweiter Art findet demnach seinen Ausdruck in den
Gleichungen:

(¢) O = 2. (Y?mﬁJ‘lmd’_z _ szjz Yﬁmd‘z) ,

(@) Opnt1 = 2m-{~1 (1’277;—]—1']1]'2”:4—1(22___J?m—*—lj‘ymn-{-ldz) .

Die rationalen ganzen Functionen von Z" durch welche Neumann

die Funetion definirt hat, sind in unserer Formel (XIII®) als specielle
Fille enthalten. Fir » = 2m geht nimlich (mit Riicksicht auf (a)
und (b))

1 5 2\2p
2 = Pl—~taupil (_)
(e) 0 == E e m i 2

daraus hervor, und fiir v = 2m + 1:
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(t) Ot 2SEL T =1 (m- 1) ()

Die recurrenten Eigenschaften, welche wir fiir die Function S¢.*
nachgewiesen haben, specialisiren sich fiir die Function O in folgender
Weise. Aus den Gleichungen (IV) und (V) folgt zunichst fir p==1
und v = 2m

2 2
_z~ St 2m oz §0,2m—1 + S0,2m+l
und

2S1,2m
2 = 20 (80, 20—1 . 80, 2m+1)

woraus sodann im Hinblick auf (a) und (b)

(g> 2021“ — 52()27"—‘1 202”"4'1
m—1 2m-41
und
g 820" _ o, (20" fﬁf"H)
0z 2m—1 2m—-1

hervorgeht. Zieht man von der letzteren Gleichung, nimlich von

02m—l Z()Z"L+l
202 U —om(fE
02+ 22 - =AM \Tn =i 2mA1 )’
die erstere ab, so blelbt

270
(h) 2 ,?‘9_ 0211;——1 — 02m+l

PE

In analoger Weise erhilt man aus den Gleichungen (VI) und
(VID) fiir g =0 und v =2m+-1

Q(Qm_"‘) ISO’ 2ml __‘Slﬁ _1__ S"2m+i—£
z 2m 2m4-2

und

o aSO,‘.’.mt . "S:’zm_“l . ‘S‘I_ 2m~+2__~1>.

- oz o 2m 2m4-2 7
daraus folgt:
(i) 202m+1 — _,..ﬂw L _z_aii_niz_ll_

Im ' 2m-+2
und
P (z()2114+l —1 zo...m—r2 1
2 = @m+1) ( e ““_MTJ;-» ).

Wird von letzterer Gleichung die vorhergehende subtrabirt, so
erglebt sich:
9 00 aoim-{-l

(k) o = 2n _ (2m+2,

Die Gleichungspaare (g); (h) und (i), (k) kann man je in eine
Gleichung zusammenfassen, indem man schreibt:
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20" st IX

n4 1 4

—1 <. MAE
20" — sin? 5

0 20" = +

»—1

@ 22—t o

Von diesen beiden Relationen wurde die erstere zuerst von
Schliafli*) angegeben, die letztere findet sich bereits in der Ein-
gangs erwihnten Neumann’schen Schrift.

Erlangen, im August 1875.

# Math, Annalen Bd. I, S, 137,



