
Ueber eine mit  den Besse l ' s chen  Functionen verwandte 
Function. 

Von E. LO~L~IEL ill Erlangen. 

1. C. N e u m a n n  hat in seiner ,,Theorie der Bessel'schen Func- 
n tionen"*) unter der Bezeichnung 0(~) eine rationale ganze Function 

I veto (n--~-l) t~" Grade eingef0hrt, welche im Falle eines geraden v e i l  -~- 

~ der Difierentialgleichung 

~o" 3 ~o ~ ( ~ - 1 . ~  O~ 
~z, + ~ ' ~ z - +  I z~ / = 7 ,  

im Falle eines ungeraden n aber der Gleichung 

~2o~ a ~ o  ~ ( ~ , _ I ) o ~  ~ 
~z~ + 7 "  ~z + 1 z~ = z -T 

als particul~ires Integral genfigt~ und mit der B e s s el'schen Function. 
J~ die in der Gleiehung (:) 

,~o~:~ 0~_ ~ . 2 - - - "  = - -  0~; +1 

ausgesprochene Eigenschaft theilt. Die nahe Verwandtschaft zwischen 
den Functionen J und O~ welche sich in diesem Umstande offenbart, 
veranlasste Herrn N e u m a n n ,  der Function J (der Bessel 'schen 
Function erster Art) die Function 0 als ,,Bessel'sche Function zweiter 
A~'t an die Seite zu stellen. In einer bald darauf ersehienenen Schrift**) 
habe ich es fiir zweckm~siger gehalten, den Namen ,,Bessel'sche 
Function ~weiter Art"  auf die Fun&ion :Y~ ~,~ zu iibed~ragen, welehe 

neben J ~  einer und derselben (der sog. Bessel 'schen) Differential- (,) 
gleichung 

~z~ + 7 " ~ z  - +  1 - - ~  y = O  

als zweites particuliires Integral Genfige leistet. Seitdem is~ diese Be- 
zeichnungsweise, wie ich glaub% allgemein angenommen worden. 

*) Leipzig, Tenbner. 1867. 
**) Studien fiber die Bessel'schen Func~ionen. Leipzig, Teubner. 1868. 
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Es dfirfte nicht olme Interesse sein, den Zusammenhang der 
Neumann ' schen  Funcgon O mit den beiden Arten der Bessel 'schen 
Functionen d lmd Y genauer zu erforschen. Dieser Untersuchung, 
bet welcher sich die Function O als specieller Fall einer viel all- 
gemeineren Function herausstellen wird, sind die fblgenden Zeilen 
gewidmet. 

2. Ausgehend yon dem allgemeinen Integral*) 

der reducirten linearen Differentialgleichung 

-~-z~+-~.~-+ 1 - -  z'-'- - ]y- - - -O 

finden 6r leicht durch Variation der Coiastanten das Integral der 
vollstiindigen linearen Differentialgleichung 

Nach der erw-~hnten Methode erhatten wir zur Bestimmung der Fune- 
tionen yon z ,  welche jetzt start der Constanten A und I3 gesetzt 
werden miissen, die beiden Gleichungen 

- ~ -  + j ~ -  ~- 0 

und 

aus welchen sich 

und 

~A 
~z 

~z 

ergieb~, wo zur Abkiirztmg 

j ,  ~J-~ 
~z 

gesetzt wurde. Nun ist aber**) 

~z ~z 

kzt,---i j--*, 
2v 

kzt,-1 j ~  
s 

J - "  ~J" ----- 2/ 
~z 

J~ ~J -~  J - "  ~J~ 2 sin u = .  

Setzt man diesen Werth start N oben ein und integldr~, so tinaet man 

*) Math. Annaten. Bd, I l I ,  S. 481. 
*'*) Math. Annalen. Bd. IV, s .  lO4. 



Ueber allgemeinere Bes~el'~che Functionen. 427 

A ~-~: ..... m~" ,j ~ 

wo 211 und B I neue willkiihrliche Constante siad. Das votlstindige 
In~gral der Gleichung (1) gewinnt demnach folgende Gestalt: 

(2) y ~ z -  -?- A~ J~" + _B~ J - "  
eZ--] 

+ -'i-iii~,T- - -  " 

Diese Form des Integrals Ie I i l l  jedocI nut sol~nge Geltang, als 
nicht positiv oder negativ ganz (-~-__~ n) ist. In diesem Falle 

nimlich genig~ der entsprecheaden reducirten Gleichung als allgemeines 
IategrM der Ausdruck 

] 
yon welehem a'asgehend die Reehnung genau so zu Nhren'ist ,  wie 
vorhin, mit dem ein~igen Unterschiede~ dass jetzt; iberall f i r  die 
Bessel 'sehe Fanetion erster Art mig negativem Index die Bessel ' sehe 
Function zweiter Art Y eintrigt; namentlieh hag man jetzt an die 
Stelle yon 2V den Ausdruek*) 

j =a t=  y = ~ 2 _  = Z 
~Z OZ Z 

zu setzen. Als vollstindiges IaIegrat ergiebt sich daher im gegen- 
w.~rtigen Fatle 

+ ~ 

Fihren wit nun die Iezeichnungen ein 

und 

so wird entweder 

oder 

y = z "~ A~ + B~ + k S  ~" " 

*) MaIh. Anaalen Bd. IV, S. 106. 
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tier Differen~ialgleichung (I) als volls~ndiges Integral geniigen~ je 
nachdem v eine ganze Zahl (~---4=_ n) ist, oder nicht. 

~. Die Function S~)' ls~ es n u n ,  deren Elgenschaff*n hmr e~was 
n~her be~rach~e% werden sollen. Wit  hediirfen hierzu neben den beiden 
Grundgleichungea der B e s s el'scheu Functionen 

noch einlger Reducfionsformeln, welche ans diesen Grundgleichungen 
unmittetbar fblgen. MultiIallcir~ mart niimlich jede derselbea mi% 
und integrirt nach z, so ergiebt sich 

und j. j- 2 ~ , " J  ~ ~ 2 g  - - '  J " d z - - ~  z " J ' - * d z - -  z t ' J ' + ~ d z .  

Dureh Addition und Subtraction erh~I~ man hieraus 

und ~ 

j'.,~, g'§ + (~,+v) fz,,-* g.& 
oder, wenn man in der ersten v q- 1, in der zweiten v - -  1 an die 
Stelle yon v seize: 

(C) J " d z  .~= zt, J , + ~  - -  ( ,u - -v - -  1 z ~ - l J ' + ~ d z -  

Setzt man dagegen in elem vorle~z~en Gleichungspaare ,~ -~ 1 s~att ~/6 
und 15st jede derselloen ~aeh dem zur Rech~en vorkommemden Integrale 
auf~ so erlg41~ mazt 

Dutch Combination der Gleichung (C) rni~ (D), naehdem in letzterer 
tt mi~/t ~ 1 uad v mi~ v -~ 1 verfauschl~ wo~cden, ergieb~ sich ferner 

J~ g 

mad in gleieher Weise geht 
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f z t ' J " d z  - -  z~,+l j , .  __ zt' § j ~ - i  (H) 
J 

__  I . . . . .  f z ~ + ~ J ' d z  

aus (E) und (F) hervor ,  naehdem in letzterer /z -[- 1 s~a~t ~ und ~t - -  1 
start  v gesetzt  worden ist. Diese ss  Formeln (C his H)  
gelten ebenso wie die Gleiehungen (A) und (B),  aus welehen sie 
fliessen, sowohl fiir die B e s s e l ' s e h e n  Funct ionen erter Ar t  J als fiir 
diejenigen zweiker Art  Y.  

~. Gehen wit  zur Be t raeh tung  der Funct ion S.". ~ tiber, so ist 
vor Allem aus (I)  ers ieht l ieh,  dass 

(II)  S ~',--~ ----- S,", * 

ist. - -  
Nun werde in (I) /z + 2 start  g gesetzt ,  so class 

S~,+~, ~ __ n . , ,+o_ j_ .d  z _ j _  z t , + 2 j ~ d  z 
2 sin v = 

hervorgeht Nach (G) aber ist 

- f 
und 

I'd' +o Z _ .  dz  -~-#'  + 2 j -  .+1 +(,a--~-v-+ 1)z" + 1 j -  " - - ( , u - - v +  1 ) ( t t+v+ l )_  / zz  J - "  d z  . 

Nach Einse tzung dieser Ausdrticke n immt  die obige Gleichung folgende 
GestalL an : 

:?.sinvz~ Zg+2 d , J - , + t  _ _  j . + ~ j - - .  + -z -  

- -  ( V - - v + l ) ( g + v + l )  S J ' , ' ,  

oder ,  wenn m a n  aus G]eichung (A) 

j~+~ = -2~ j ,  __ j , _ ,  
z 

substi~uirr 

S, ,+~- ,*~- .  "~ z ~ ' + e ( J ' J - . + '  + J : * g , - ~ )  2 sin v~ 

( g -  v--{-1)(g-{-v + 1)S~', " 
Da  nun*)  
( j )  j , j _ . + ,  + j _ , j ~ _ ,  --~ 2_ sin v ~  

~ Z  

i s t ,  so ha t  man  

(IID S ~'+-~' ~ = z~'+'  - -  ( V , - - v +  1 ) ( p , + v +  1) S.", " 

5. Indem wir ferner  in (I) # durch g - - ]  and v (turch v - I -1  
ersetzen~ erhal ten wir 

*) M.ath. Annalen Bd. IX, S. 105. 
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S t t - l ~  ~ + 1 =  . +  --1 - -~ - - IdZ__  ~--I --1 ~'+1 
2 sin v ~ 

Nach (E) und (F) aber ist~ 

f z~" z," j. z ~ _ ~ j _ , _ ~ d  z -~  z~ 1 j z , "J - , '~ z z  ; j . . . .  i ~_ ~-.--i 

se~zen wir diese Wer~he oben ein, indem wir abkiirzend 

2 sin v~r ~ .~ 
und 

I Q 

bezeichnen, so erhaRen wit 

(a) (~ - -  v - -  i )  S"  - ' , ' + ~  = __ ( Q J ~ + ,  + P J - ' - ~ } .  

Setzt man in dieser Gleichung - -  v statt v, und beriieksichti~, dass 
nach (I) 

ist, und dass gleichzeitig B i n -  Q und Q in - B iibergeht, so 
gelangt man zu der Gleichung 

(fl) ( t ~ + v - - 1 )  S ,  ' -~ ,  ~-'---~ Q J ~ - ~  + P J - ' + ~ .  

Wird yon dieser die Gleichung (a) abgezogen, so erh'Xl~ man unter 
Rficksichtnahme auf Gleichung (A): 

( /~+  v'--- 1) S~-~, ~-~ ~- (,a ~ v - - 1 )  S~ ' -~ ,  "+~--~ ~'~ (QJ~ - -  - P J - O  

oder, well ja  
S~', "--~ QJ~  - -  P J - ~  

ist: 

(IV) 72" S~', " =  ( ~ + v - -  1) S. - -~,  " - ,  - -  ( F - - v - -  1) S ~ - ' ,  "+ '  . 

Addirt man dagegen die Gleichungen (a) und (fl), so ergieb~ sich im 
Hinblick auf die Gleichung (B): 

( t t + v - - 1 ) S ~ , - ~ ,  , - , + ( t ~ _ v _ _  1)S~,-~, ~+, '). (t} 3J" B ~ J - ' ~  

oder, da 

az = Q 0-~- - -  ~z 
i s ~  

(v.) 

and 

= ( ~ - k v - - 1 ) S ~ ' - ~ ,  " -~  + ( ~ - v - - 1 )  S ~ - ~ ,  ~+ '  �9 

6. Aus der Gleichung (III) folgt 
~__ S~+I, ~--i 

( F - I - v - - l )  S '~-~' ~,-I 
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( ~ _ _ v _ _ I ) S ~ - I , , + I  _~__ z,"--S ~+I '*+I 

Setzt man diese Werthe in (1V) und (V) ein, so erh~lt man noch: 

(VI) .2~, S~'." z" - S  ~'+I, . - i  z .  Z , . + z ,  . + l  

(VII) 2 ?,S~'" z " - - S  ~+1'~-~ z~ _ S ~ + i ,  ,-~l 
~z -- .~ - ~ +  ~ + ...... :-: ;7;-4~ ....... 

Indem man die Gleiehungen (IV) und (V) zu einander addirt und dann 
ebenso mit den Gleichungen (VI) und (VII) verf~hrL, gelangt man 
ferner zu folgenden Formeln: 

(VIII) aS~," , ~, a X  T -:e- S # ' ' '  - - -  ( ~ t - ~ - V - - -  1 )  S H - I '  , - - 1  

( I X )  a S / , ,  ~ ~, S , u , v  j z  _ S u-~- 1 . . . .  1 
..... ~.;-- + 7 . . . . . .  2 - -~+~ 

Die analogen Formeln, welehe sieh dureh Subtraction derselben Glei- 
ehnngspaare ergeben~ unterlassen wir anznsehreiben, weil sie durch 
Umkehrung des Vorzeichens von v and unter Beriicksiehtigung der 
Relation S s , - ' ~  S~', ~ unmittelbar aus den vorstehenden Gleichungea 
hervorgehen. Diese letzbre Bemerkung gilt in gleicher Weise aueh 
yon den folgenden Gleichungen, welche sich den vorhergehenden aufs 
engste ansehliessen. 

Die Gleiehungen (VIII) und (IX) kSnnen niimlich offenbar auch 
in folgender Weise dargestellt werden: 

(V/H a) a( z '~ ' '  ~) ~z = ( ~ + v - -  1)z ' s  "-~ ' 

(iX~) a(z's~,az ") - -  z~+~--~"S*'+~',~--~+l "-* ; 

sie nehmen eine besonders tibersiehtliehe Gestalt an, wenn man g 'z  
an die Stelle von z setzt; denn nach Ausfiihrung dieser Substitution 
lauten sie: 

(Vl Ip)  " az(v~)/ ---~ -i ( ~ + v -  1) z ~ B{'(rT~:) , 

2- , ~ 2 2 , q , a . + l ,  ~ - - I  
Z Z --Z 

(iXb) ) ~(V~) 

yon denen sieh z. B. die erstere folgendermassen aussprechen ]iisst: 

Die Function z ~" S~(~;; wird nach z differentiirt, indem ~ffan sowohl 
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als v je  u ~  1 vermindert ,  und  noch den _~actor � 8 9  hinzufiigt. 
tn ~ihnlicher wenn auch etwas umsti~ndlicherer Weise l~st  sich die 
Gleichung (IX ~) in Worte fassen. 

Wiederholt man diese Operation nmal hintereinander~ so finder man: 

('o ) 

" } 'g . . u + n ,  , , -  ~ 
~ z 7) (~+~_1),,-~; --~ r +'--~+t.~ z '~'(V:) 

Das Gleichungspaar (VIII) und (IX) im Vereine mit der Relation 
(II), oder auch jedes der:Paare (IV) trod (V) und (u und (VII), zu- 
sammen mit (II) und (III) sind der Differentialgleiehung (1) ~iquiva- 
lent; jede dieser Gruppen geniigt, urn die Function S~.* zu charakte- 
risiren, und die tibrigen hier aufgefiihrten Gleichungen abzuleiten. 

7. Atte diese Gleichungen gelten auch noch, wenn v eine ganze 
Zahl ist. Man kSnnte sich hiervon iiberzeugen, indem man yon tier 
Definition yon S ~'~ (Gleichtmg (I~)) ausgehend, die ngmtiche Reihe 
yon Operationen wiederholt, und nut start der Gleichung (J) die Glei- 
chung*) 
(y) y , , j , ~ + l  j ,~ y,~+l ~_ i_ 

Z 

in Anwendung bringt. Diese Wiederholung ist abet unnSthig, welt 
~S ~'~ in der That in S ~'" bereits ent.halten, und nut unter der Form -~, 
welche S ~' " f i i r  ein ganzes v annimmt, verhorgen ist. Um dies nach- 
zuweisen, zeigen wir, dass S ~'~ die Grenze ist, welcher sich S ~'* 
~herr  wenn v in die ganze Zahl n iibergeht, d. h. dass 

- ( :P ) S t '  ~ ~ lira .~sin(~+~)= J"+" ~ ' J - ~ - ~  ~ J - " -  ~ ' J " + ' d z  

ist, wo tinter n eine beliebige positive ganze Zahl und unter , eine 
zum Verschwinden bestimmte GrSsse zu verstehen ist. 

Yermittelst der Gleiehung**) 

J"  ._.~ (__ 1)~ ~ 7 ( - - 2 )  p 191 z p 

drficken wir zuerst 3"-~-" dnrch elne endliche Reihe aus, die nur ~roch 
"Bessel'sche Funcfionen mit positiven Indices enth~lt. Es wird niimlich 

*) Math..Annalen Bd. IV, S. 108. 
**) Studien fiber die BessePschen Func~ionen, S. 9. 
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J - " - '  ---- ( - -  I ?  , ~ ,  ( - -2)~  J P 

p !  z p 

= (-- 1)" ~ 2p.  
~P[- -1  ~2v[l J P 

P! z p 

= ( -  2,+.  ov" -~- f -  r ] .  
( p + i ) , '  zp+~ j 

Bezeichnet man diese letzte Summe eins~weilen mi~ ~ und beriick- 
sichtigt ~ dass 

w o k  nur Glieder en~hiilt, die mit, der zweiten und hSheren Potenzen 
yon e behaftet sind~ so erhiilt man 

J - " - ~ - ~ -  ( - -1)"  [ J "  -~- e 

F[ihrt man diesen Aasdruck nebst 
? J "  ~, 

oben eiu, und l~ s t  bei der Entwickelung jedes Glied bei Seite, wel- 
ches mit einer hSheren als der ersten Potenz yon e multipiicirt ist, 
so finder man 

a . + . j ; . , ,  / - J . . . . .  / # '  J ~ + , d z  

[ ' ~ , ( ' ~  9 J  ,~ , . ~ . .  ~ j ,  , , . .  = ( - - 1 ) " ~ { J ~ j _  ,,~.~ - - 2 - ~ w - ) d z - - ( Z ' - - 2  ~ - )  L ,  J d ~ t -  

Diesem Ausdruek muss nun noeh der Factor 

2 sin (n -}- s) z~ ' 
d . L  

'2~os n~ sin szt - -  - -  2 ( - -  1)" 

beigefii~ und dann ~ ~ 0 gesetzt werden, um S ~' " zu erhalWn. Es 
ist daher 

worin ~ obige Summe bMeutet~ naehdem in ihr e ~ 0 gesetzt 

worden ist. In der bereits citirten Schrfft tiber die B e s s e l ' s c h e n  
Functionen ist nun aber (S. 82) eine Function L~o definirt worden 
(lurch die Gleichung 

L"  ~I~ L '  2 p+I  . ~ p + l - I  (,~ (0 p + l  zp+i 
d.i. 

Mathematlsche ianal~n, IX, ~l~, 
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L~ ----- log z -  J~ -- �89 .~--,~'o ' 
so dass 

�89 ~-]o ---~ log ~ �9 J~ - -  L~ 

geseLzt werden k~nm Andrerseits wnrde ebendaselbst (S. 77) eine 
Function ~5o) elngef~ihrt dureh die Gleiehtmg 

aus weigher 

~J~ ------ log zJ" "-I- ~" ?n 
folgt. Hiemaeh ist 

'} o a ~  = 

Nach de r Math. Annalen Bd. IV, S. 107 gegebenen Definition der 
Bessel ' schen Function zweiter Ar~ aber ist 

Wfr ~nflen also 

Y,~ j "zt. J ,  d z - J" j "~" Y" d z , S t , ,  ~ = 

denselben Ausdruck, welcher oben (I ~) flit S ~ ' '  bereits angenommen 
wurde. 

8. Zur Entwiekelung yon S "  ~ nach Potenzen yon z bedienen 
wir uns der Eeeursionsformel (III). 

]hre fortgesetzte Anwendung im Sinne der Erniedrigung des Index 
/~ liefert eine Entwickelung nach fallenden Potenzen yon z, n.~imlich 

(XII) S ~'~ ~ ~ - 1  Z (--1)p ( / ~ - - v ~ l ) ~ t - ~  ( / , + v - -  l)p:-~z---ep 
2~0 

+ (__ 1),,,+l (p.--v--t),~+l~-~ (l~+v_l)~,+li-~S,~-~,,-~," 

Das Res~glied versehwindet und die Reihe "briGht ab, so oft entweder 
/z - -  v ode r /x  + v einer positiveu ungemden Zahl 2m + 1 gleieh ist. 
In diesen beidea Fiillen, welehe wir hiermi~ besonders zum Ausdruek 
bringefi : 

(XIID) b ~ + t + n "  = f ~ + "  Z ( - -  l )~m~t- ' (mq-v)pt -~  

e~ehein~ also S t`' ~', abgesehen yon dem Factor z" oder .z-'", ais eine 
rationale Function yon z. 
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9. Um die Function S ~'' * nach steigemden Potenzen yon z zu 
entwicke}n, schreiben wit die Gleichmlg (III) i ,  fo}gender Gestalt: 

( l iD) S ~' ~ -~- r  S~+% ~ 

und erhalten durch ihre wiederhdte Anwendung 

iXlV ) S.,,._~ " ~ C-1~ p ~+2P+I ~--1)" S~+~,..v" 
= (~_~+i)~+I @~+~+ i)p+~ ~-~ {- (~_~+I).,I~(.~+~+i) ,,,'~ 

Auch diese Entwieke|ung briahs ab~ sobaid ~ e~tweder = v-~- i oder 
~--- -- v + 1 ist. A~sdaan hat man n'~mlieh nach JI I )  

und es ergeben slch die fo|genden beiden endtlchen Reihen: 

;o=m (--1) ~' zv+~ 2 

$---~0 

(XIIt.% Sz"+1-~,*== (-- t /"9":e(9--2v)  ~'t~ Z 
<- i)p z--*'+'~p 

w e l c h e  sich yon denen unter (XIID) und (Xttt ~') Imr dutch die um- 
gekehrte Anordnung der Gtieder unterscheiden. 

10. Setz~ mun die Entwickelung (X]V) ins Unendliche for~, so 
gelangt man za der unendlichen Reihe: 

<--iy' 
( . ~ - - , , + x )  ~ + ~  ( , ~ + v + ~ ) ~ +  ~ ' , 

wet&e, wemr weder .~--z, noch ~ + v  negativ ungerade ist, fiir jeden 
Werth yon z eonvergirt. Diese Reihe genfigt sowohl der Differential- 
gleichung (1) (fiir a ~ 1  und k-~-l) als auch den Retationen (II) his 
(XI) und kSnnte daher als Ausdruck der Funetioa S~,* angenommen 
werden, wenn nicht in den beiden vorhergehenden Para~aphen fiber 
die specielie ]?orm, welche wit der Function S~', ~ geben wollen, bereits 
stillschweigend Entscheidung gerry)flea wi~re. 

Ist n~mlich s,," irgend ein particulgres Integral der Differential- 
gleiehang 

&*V + 7 ~ Z _ . _  ~ I-- V , 

welches zugteieh den Gleichungea (H) bis (XI) gentig~, so wird aueh 

s~." + A J,  + B J - "  

diesen s~mm~lichen Bedingungen Geniige leisten, sobald maa A und 
ats Faactionen yon ~ und v den Gleichangen (II) bis (XI) g e m , s  

ausw-:ihlt. Diese Bedingungen, welche sieh ~ibrigens auf drei redud- 
28* 
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t en ,  reichen aber zur voll st~ndigen Bestimmung der Functionen A und 
B nich~ hin; es giebt daher unz~hlig viele besondere Ausddicke, 
welche den durch die genannten Gleichungen der Function S~, * auf- 
erlegten Forderungen entsprechen, yon denen jeder zur Darstellang 
yon S~, ~ gebraucht werden kSnnte. Durch die Form aber, welehe wir 
in den Paragraphen 8. und 9. f~ir die Function S~'." in den daselbst 
behandelten speciellen F~illen angenommen haben, kommt zu den obigen 
Bedingungen noch eine neue hinzu, n~imlich die~ dass 

sei; dadureh werden die Functionen A und B vSllig bestimmt, und 
wir erhalten ffir S.", ~ folgenden Ausdruck: 

(_l)p ~+2p+~ 
(XV) S~ ' , '=  ~'7_ "~-  

~ (t,-~+i)P* (~*+,'+ 1F +~i'~ 

"~- s in v ~  = 

welcher, obgleich ira Allgemeinen als unendliche Reihe sieh darstel- 
lend, die in den Formeln (XIII) gegebenen endlichen Eatwiekdungen 
als specielle Fil le in sich schliesst.. 

Der Ausdruck (XV) ist nieht unmittdbar zu gebrauchen, sobald 
v einer ganzen Zahl n gleich wird, well alsdann sein zweites Glied 
die Form -~ annimmt. Bestimmt man diesen -~-Werth, indem man in 
ihnlicher Weise vert~ihrt wie in w 7., so erh~ilt man: 

( -  1) p ztz -b. 2 p -b l 
(XV '~) S.", ~ =  

l i .  Die Formel (XV) wird unbrauchbar, sobald t t - - v ~  oder 
,u-[-v,  oder beide zugleich negativ ungerade sin& 

Wenn nur t e -  v negativ ungerade und zwar ~ -  2 m -  1 ist, 
so kann man zun~chst die Formel (XIV) benutzen, um S t`, ~ auf S ~- 1, 
zu reduciren; dieselbe liefert n~mlich, wean man tt == v -  2 m -  1 
setzt: 

(XVI) - - .d .~  .~p+%nv+~l-, (~_m)p+tl' .22~m',1 -~(~-~.) '<~ 
p-~-o 

F/Jr ,u ~ v -  1 aber nimmt S~, ", wie ein Bliek auf die Gleichung 
(III ~) zeigt, die Form ~ an, deren Bedeuttmg man finder, wenn man 
zur Rechten der Gleichung (IID) Z~hler und Nenner nach ~ differen- 
tiirt und nachher ~ - ~ - v -  1 subsgituirt; d. h. es ist 
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WO 

A_= 

~,---~ . - s +  ._I~=,_~ 

Aus (XV) abet rrudet man 

= o%-+ ~,, 

(g - -  ~ nt- 3)P + ~ : ~ (gnt- v-l-  3)~ + r I "~ ' 

,in..~ r ( ' - .~+ 1 .  -~- I ) - r  ('+:+'~ -~- 1) �9 sin g-t-v--12 ----Y6~ 

sin �9 
. _ _ .  r~',-:+,, .~ + O . r ( -  '+ '+ ' .  + , ) - ~ , . "  ~-.-,_~_, 

ist, Hieraus fo l~ :  

-~,~ --~.~(ff-~+~)~+'!~ (~+~+~)z "+':-~ ~t~ 

oder, wenn m~n die G~ass ' sche  Bezeichnm~g 

~ o g r ( ~ + z )  = ~(z) 
~z 

eiufiihrt: 

_ ~log (~-~+3) F§ 

. . . . . .  

. w ~" k:--~- --)f" 
Ferner erglebt sich: 

und 

~ - - ~ 1  ~ ~ - - ~ - - 1  1 - s i n  ~ - - ~ - -  zv--F ~ c o s - - ~ -  zv . 

F[ i r#  ~ v -  Z gestalten sich diese Ausdrttcke tblgendermassea: 

( - -  1) p Z*+2~J  -2 

log 2 
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[~.B 1 " �9 2q-(v+ 1). 

Nach Einse~zung dieser Werthe ergiebt sich S ~-' ,~ in folgender Ge- 
stal~: 

,~ 2_ x ; ,  ( - 9 ! ~ + ~ + ~  o {21ogz_,(,,+i,+~)+,~,(,~) S'-t '" = h-f tog z-- ~ v ~ 2 ,+~  (2~+~)~+~1- 

- 0 ~ +  ~) + ~(o)} 

= ~" I ' ( v +  t) j _ ~ ,  

oder auch, mit Riicksicht darauf, dass 

( -  1) p z~+~p+~ (_ I) p ~'+~p+~ 

ist: 
t 

(Xu S'-~.'= YT ~ (-llP z~+~'P+~ " 2-~,i~ ~ u  (~l,(v+p + 1) - -  ~, iv) + V ( P +  l) -- V (0)', 

Z ~w 

~t ~ ' f ( ~ + i )  . 3__:. 
2 s i n v u  2 v  

worin 

$ (v+2+ 1)-- ~ (v) = ~,-i~ + + "  1 

Y + q + 1 

und ~ , =  o 

I I ~ ( p + l ) - - o ( o ) - - - 1 + - ~ + ~ + . . . +  p + ~  ----_.. ~c-i- 
zu nehmen ist. 

YermSge der Gleiehungen (XVI) und (XVII) ist~ also S~',', falls 
~ - - v ,  nicht abet gleiehzeitig g-J-v, negativ u~gerade ist, durch eine 
fiir jedes z convergirende Reihe ausgedriickt. Fiir den andern Fall, 
class a-~-v, nieht abet zugleich g - - v  negativ ungerade ist, gelten die 
n~l~chen Gleiehungen (XVI) und (XVII), nachdem in ihnen v dutch 
~ v  ersetzt ist. 

Die Formel (XVII) wlrd jedoch unbrauchbar, sobald v posi~iv oder 
negativ ganz isL Dieser ball abet ist dutch die Voraussetzungen, 
welche ihr zu Grunde liegen, yon vornehereia ausgesehlossen. Wiirde 
nKmlich, w~hrend die eine der beiden Summen g or-v und /~ ~ v ne- 
gat.iv ungerade ist, v als gafize Zahl angenommen, so miisste die an- 
dere Summa entweder positiv ungerade sein, ein Fall, welcher dutch 
die Formeln (XIII) bereits erledigt ist i oder sie wiire ebenfalls negativ 
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ungerad% welcher Fall noch einer besonderen Er'drterung vorbehatten 
wurde, die im folgenden Paragraphen durchgeFfihr~ werden soil. 

12. Wean ,~ -- v und ~ + v gleiehzeifig negat, iv ungerade sind, 
so kann S~,* stefs auf die Form S - = - 2 ~ - I ,  ~ gebracht werden, wo 
unter ~n sowohl aIs n e i n e  beliebige positive gamze Zahl oder Null zu 
verstehen isk 

Dutch die Gleichung (XVI), welche im gegenw~irtigen Falle fol- 
gendermassen tauter: 

$~ra~  I 
(XVIII) S - ' --~ ~ ~ = ~  ( -  1)~ z - * - ~ + ~  

(2re)P+1 t--~ (2m+2n)P+ll--2  

~-l)~ S _ ~ _ ~ ,  (2 U~)ml --2 (2m+ 2n)ra 1--~ 

wlrd zun:,ichst S -~ - e~ -~ ,  " auf S -~ -~ ,  ~ reducir~, w~hrend S - - - ~ ,  ~ 
]eich~ auf S -~, o zuriickgefiihrt werden kann. Setzen wit ngmlich ie 
Gleiehung (X) v = 0 und ~ ~ - -  1, so erhalten wit 

s(~)  = (--I)~.  n.~ z - ~ S  -~-~'  ~ 
~ (~) 

oder 

(xix) - , , -~ ,  ,~ (--  1)" z :~ ~ (V~;) 
S(V;) -- n: ~z" ' 

so dass es sich jetz~ nur noch darum handelt, S -~, Q i eine conver-. 
genre Reihe zu entwickeln. 

Nach (III  ~) erhatten wit 
~ + l _  S~,+~, o 

S # , 0 ~  

fiir ~ ~----  I nimmt nicht nur dieser Ausdruek, sondern auch 
~St.,+~, 0 

z~+ ~ log z -- 
2~+'z 

die Form ~{ an; durch nochmalige Differentiation des Z:Xhlers und 
Nenners abet erhalMn wir 

S - , .  o __ �89 [z~+, (logz)'-, __ 9'S~+~' ~  

Naeh (XV ~) abet iat 

S#+~, 0 ~ . ~ d  ~ 

+ 2~'+z 

___~ ~ + ~ ,  

2 ~:_ F +  i _  

o + AdO + B yo. 
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Hiernaeh ergiebt sieh: 

~ g,+~, o - -  
~-~ ~--- L '  (--1)" g '+ '~ 'a  { (log 

E. LOWelL, 

�9 ~-+-~ ~ �9 ~+~ -~ ~ ( ~  +~+,) +-~ (-~-~)}, 
wo ~p'(z) start ~V(~) gesetzt wurde. Ftir ~ ~-- --  l hat man daher: - - 6 7 -  

[ ~'e+~'~ - ~ (-'1~ ~'~+~ {(log ~ - v (p + ~) ~(o)) ~ a~' ~...-_1 ~ (2~+~i~)~ + 
= -  - ~  r 1 6 2  

Ferr, er ergiebt sich 

[~'~l - ( ,o~ ~(o))'+ ~,(o) (-;S, -a-~a~Z_ ' + �89 - 

oder, da 
~_ 1 (  1 1 a ) =~ 

~'(o)  ---=~ ~ + -~y + - ~  + - g  + . . . .  ~-g, 

ist: 

und endlich: 

b' B -] 

Wir erhalten demnach ftir S -1,~ die folgende Entwickelung: 

= I , (~P+' %~ 

( ~' - Z0og~+ ~(o))') jo_(,og2+ r to, 
worin 

q ~ P  

2"  
1 1 1 1 

~ --~ "r 1) - -  g' (0) -~ 1 Jr" ~- -[- ~ 2F "" " 2r- -}--+--i ---~ q=oq-k,  

und 
q...~-p 

1 1 1 1 1 ' l(~p'(O)_~p'+_~t_l))~_l(ior_+_ik~_~_..._~r_~)= ~ ~ (qq-,)' 
q : O  

zu nehmen ist. 

13. Mit unendlich wachsendem z n~thert sich S~," dem asympto- 
tischen Werthe ~ - ~ .  Man iiberzeugt sich hiervon~ indem man y=z~ '-1 
in die Differentialgleiehtmg 

a~y 1 (3y (1 ~'~ 
a ~  + 7 " -bY + - -  -~") y = z~'-'  
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substituirt. Sie verwandelt sich dadurch in 

(~-- 1)~-- v~ ~ 0 

und wird erffil[t 1) ffir jedes z, wean F -  1 ~--v ;st, was bereits 
bekannt ist; 2) fiir jedes ,u uad v ,  wean z unendlieh gross ist. 

Das ni~mliche Resultat ergiebt sich auch aus der in w 8. gegebenen 
Entwiekelung yon S~," nach fallenden Potenzen yon z ,  nhmlich 

(XII) S , , "  = z~ -~ ~___j' ( - - 1 ) ~ ( ~ - - v - - 1 ) P E = ~ ( ~ , q - v - - 1 ) p l - = z - " ~  

+ ( -  1 ) ~ + , ( ~ - ~ -  ]),,,+~,--~ ( ~ + ~  - 1),,,+,, -=s~ --~ .... -~,,, 

wenn wir uns dieselbe ins Unendliche /brtgesetz~ denken. Diese Re;he 
;st nun zwar divergent; man bemerkt jedoch leicht, dass (wenigstens 
i'iir reelle Werthe yon z~ g und v) die Vorzeiehen ihrer G l ide r  yon 
einem bestimmten Gliede ab rein alternirend sind~ und dass der Rest 
(fiir einea hinlgnglich grossen Werth yon z) stets yon entgegengesetz- 
tern Zeichen ist als das letzte Glied. 1Nach einer Bemerkung yon 
H a n k e l * )  sind aber diese Kennzeichea hinreichend, um darzuthun, 
dass die Re;he , h a l b c o n v e r g e n t "  ;st. Dieselbe kann daher, fiir grSssere 
Werthe yon z~ zur numerischen Berechnung yon S ~ ,  ~ gebraucht werden. 

14. Mit HSlfe der Function S~, ~ ist nicht nur die Differential- 
gleichung (1) in al len F~llen erschSpfend integrirt, sondern es kSnnea 

j / nun aueh siimmt;liehe Integrale yon der Form z ~ J ~ ' d z  nnd z"  Y ~ d z  

berechne~ werden. Setzen wir n~mlieh, wie oben in w 5. bereRs ge- 
sehehen ist, 

/z ~, j ,  d z  2 sin ,,= .p 

und 
J 

z~' J - *  d z  ~ -  '2 sin v,~ . Q,  
9"g 

Q J "  - -  -P J - "  ~ -  S~ ,  ~ 

Q ~ j ' _ _  t ) ~ j - "  ~s~ , ~ 

so ;st 

und 

Daraus ergiebt sich dutch AuflSsung nach /~ 

/ ~J~ aS.~,, a J L  
1, ( s - ,  - j ,  = a ,  s , , , ~ .  

oder~ da 

*) Math. Annalen Bd. I, S. 498. 
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ist: 

Da nun ferner 

und naeh (VIII) 

~z 

OJ-~ 2 J - ~  ~J" J~ - - ~ - -  ~ - - -  sin wr 
~ z  ~ z  n z  

~z ~z 

. . . . .  Z S~',* -f- (g- t -v--1)S~ ' - ' , ' - ~ ,  z, 

so ergiebt sich sehliesslich 

J (XXI) z , ' J . d z  = ( ~ t + v - - l ) z J ~ S ~ , - ~ ,  "-~ - -  z J . - ~ S . ,  , .  

Ebenso finder man 

(XXD) f ~ i Y ~ ' d z - . ~  ( g + n - - 1 ) z  z :y:,~- l St~, n 

15. Kehren wir nun zu der am Anfange erw-Xhnten N e u m a n n ' -  
sehen Function O zurt~ek, so lehrt die Vergleichung der zugehSrigen 
Differenfialgleichungen mit der Gleichung (1), class 

2m 1 ,~1, .ore (a )  0<,) = ~-._r 
und 

tq~m+l 2 L " ~ I  ~ ,  2m+l 
(b)  ~(-~) = l - ,  

ist. Der Zusammenhang der Function 0 mit den Bessel 'schen Func- 
tionen erster und zweiter Art finder demnach seinen Ausdruck in den 
Gleichungen : 

f ) (c) 0 ~ . . . . .  z- y'z.,  j . . . . , d z _ _  d2. ,  z y ~ d z  , 

Die rationalen ganzea Functionen yon -~-, durch welehe N e u m a n n  

die Function definirt hat, sind in unserer Formel (X!II b) als specieUe 
F~ille enthalten. Far v ~ 2m geht n~mIich (mit Rticksicht auf (a) 
und (b)) 

(e) 0 ~-', ---- y m ~ - ' r n ~  

daraus hervor~ und fiir v -~. 2 m  -Jr- 1 : 
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( f )  O,a,,,+t ~.m + t 

Die recurrenten El~enschaften, welche wir fiir die Function S~," 
nachgewiesen haben, specialisiren sich ftir die Function 0 in folgender 
Weise. Aus den Gleichangen (IV) and (V) folgt zan~ichs{ ffir g-~-1 
und v ~ 2m 

'~ St...,,,, __~ SO,~, , , - I  + S~ 1 
a 

and 

(g) 
and 

G s l '  2'~;'~ = 2 , j ? / ( S 0 ,  2 . . . .  1 ~ SO,  2 ,a ' -} ' l ) ,  

woraus sodann im Hinbliek auf (a) und (b) 

Z 0 2 m ~  1 Z 0 ~ m + l  
2 0 ~  q _ . _ _ _ _ _ _  

2 m - - 1  2 m - ~ l  

2 a(zO'~") -~- 2 m  ( zO~ . . . .  z zO~(,+~,~ 
O z ', ~ 7 i - - i  -C~-+--i .' 

hervorgeht. 

~ 0  ~'~ ( zO ~ ' ' - *  
2 0 ' - ' '  + 2 z  - ~ - -  = 2 m  ,.- 

die erstere ab, so bleibt 

0"2 m " 
(h) 2 - - ~ - - -  0 ~ ' ' - ~  - -  0 ~ ' +  ~. 6a 

Zieht man yon der letzteren Gleichung, niimlich von 

z 02,~ + l 
"Zm--kt )~  

In analoger Weise erhiilt man 
(VII) fiir tt ~ 0 nnd v ~ 2 m +  1 

aus den Gleiehungen (Vl)  and 

. $ 1 ' 2 m - - 1  s t , ~  l 
~- (~m+z  1) S o  ,2 .~+~ = "~m -{- 2m+-, 

und" 
~ S  ~  S t ' ~ u * -  1 S 1 '  2m+ '2  - -  1 

2 az -~ em - -  ~-m+e ; 

daraus fblg~ : 
. . . . . . . . . . . . . . .  ZO 2m+2 - -  1 (i) 202. ,+  t = z o  ~ ' -  1 -4- 

�9 2 m  ' 2 m + 2  

und 
2 ~ ( z O 2 " + t )  zO  ~ * n -  1 z O  ~  1 . )  

~z - = ( 2 r e + l ) (  ~ 2m+-, 

Wird yon letzterer Gleichung die vorhergehende subtrahir~, so 
ergiebt sich: 

(k) 2 a~ ~_. 0 ~  __ 0 ~ , ~ + ~ .  

Die Gleichungspaare (g); (h) and (i), (k) kann man je in eine 
Gleichang zusammenfassen, mdem man schreibt: 
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(1) 2 0 "  = ~ - -  1 "1- ~ +  1 ' 

~ 0 ~  ~ ~ 0 ~ - I  _ _  0 - + 1  (m) ~ 

Von diesen beiden Rela~ionen wurde die erstere zuers~ yon 
Schl~f l i*)  angegeben, die teLztere finde~ s i c h  bereits in der Ein- 
gangs erwiihnten Neumann 'schen  Schrift. 

E r l angen~  im August 1875. 

*) Math. Annalen Bd. III, S. 137. 


