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5.
Demonstration elementaire du theoreme de Wilson

generalise.
(Par Nditeur.)

Theoreme .
it s im nombre entier quelconque. Designons par 0Ί, <Γ2> <r$j .... (Γφ

les nombres premiers avec s et moindres que ^ on a
l· <7ι<Γ2<Γ3 · · · · ο ν = Ns—l

daus les trois cas
2. s s= /?m,
3. i? = 2pm et
4. ' * = 4,

;> deslgnant im nombre premier impair et m un nombre entier quelconque
>0, et

5. ΟΙ (T2 <r 3 . . . . cr9 = JV* +1
dans tous les autres cas·

IV giguifie un nombre entier indeiini·

Demonstration.
I. Si Γόη diviso par s le produit de deux quelconques des nom-

bres er premiers avec 9, par ex. <re et <rx, le reste sera un troisieme des
nombres premiers aveo 9, par ex. α·μ, c'est u dire on aura

6. <re<rK = JV^ + er^.
Car, si s et ̂  avoient quelque nombre premier ]>1 pour diviseur

comraun, ce diviseur devroit diviser aussi <ra ou <rx et par consequent ^ et
(re ou er* eil meme temps, ce qui n'est pas, <r9 et <r„ etant premiers entre
eux suivant l'bypothese. Donc <τμ et s sont necessairement premiers entre
eux. Mais (τμ ne peut aussi etre = tr€ ou = crx car si cela etoit, on au-
roit <re<rKz=zNs + <re ou (Te(r9S — Ns + (rii c'est a dire <re(<r«— 1) s» JV* ou
"x(0"e—t)=j JV* et ^fn'ayant pas de diviseur commun avec cre ou <rn de-

vroit diviser ̂  — 1 ou <f£— l, ce qui est impossible, <rx et <r, etant <.?
par hypothese. Donc <ru est un troisi me des nombres ^ premiers avec &

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/9/15 10:18 AM



30 5· Demonstration Jlimtnlairt du theoreme de Wilson generalise,

II. Deux nombres <r premiers avec s, par ex. er, et 0·^, etant <Ie-
termines, il se trouvera toujours un troisieme <rs parmi les nombres <r
premiere avec * qui donne

Ί. (r£<r„ = N* + (r .
Car, soient d'abord <r^ et <ry deux quelconques des nombres er et

«upposon* 8 w.
9. GV <rx

les restes r et ρ qui, suivant ce qui a ete demontre sous (I.), se trouve-
ront toujours parmi les nombres σ, ne pourront pas etre egaux entre eux,
parceque, si cela etoit, on auroit

10. (<τλ — σν)0"* s=s N s
et (Tx n'ayant pas de diviseur commun avec s, (Γχ — ΰ·,, devroit etre divi»
sible par s, ce qui est impossible, n et <rv etant <^r tous les deux, cr — <Tr
Test egalement et plus forte raisou.

Donc, si dans Tequation
1h (r.<rx

on fait parcourir la valeur de <r toutes ce es de ir^ er2, <T3, ···. (Γφ
tous les restes r0 r2> r3^ .... r(p seront differents entre eux. Mais tous
ces restes doirent se trouver parmi les nombres er: donc ils seront tous
oes nombres meines, peut-etre dans un ordre different de celui des mul*
tiplicateurs <r gauche. Par cette raisou il existera toujours pour une va-
leur determinee de r savoir τ = (Τμ (8.) quelque er, par ex. <r9 qui satis«
fait Tequation (8.).

III. II γ aura toujours un nombre <re parmi les nombres o* premierg
avec ^ qui satisfait lequation

12. v, v, = .N* + l,
&„ etant un nombre determme, pris egalement et a volonte parmi les nombres <r.

Gar en vertu de ce qui a ete demonlro sous (H,) il existe toujours
un tel nombre σ, pour les deux nombres determines <rK et <τμ sous (8.)
et l = <τμ est toujours un des nombres er.

IV. Si dans l'equation (12.) on fait parcourir <r* toutes les valenrs
des nombres <r premi6rs avec s, <re parcourra egalement toutes ces valeurs.

Car si pour deux valeurs differentes de tfMf pat ex. ^ et ο?ψ> une
meme valeur de <τδ pourroit satisfaire Tequation (12.) on aurait

13. <τ,(σ> — o·,,) s
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5. Demonstration e'&mentaire du thioreme de Wihon gdnoraliso. 31

et (Te n'ayant pas de diviseur commun avec s, <TI—<rv devroit etre divi*
sible par $, ce qui ne se peut pas, <τλ et <r„ et plus forte raison 0^—<rv
^tant <s. Donc pour des valeurs differentes de arx, celles de <re sous (12.)
seront egalement differentes et il suit de la que, si <rx parcourt toutes lea
valeurs de <r^ <rs les parcourra egalement.

Y. Dans la serio des equations

(T6<r2 β JV*+lf
14. <rc cr3 = Ns +1,

ou en vertu de ce qui a ete demontre sous (IV.) les facteurs <fa> (Tb, Gc>
... <rx ne sont autre chose que les (p nomhres <r et par consequent in-
egaux entre eux, il peut y ea avoir d'equatious ou les deux facteurs a
gauche sont egaux entre eux. Le nombre de ces equations sera toujours
pair et a chaque equation a facteurs egaux correspoodera une autre, dont
le facteur, multiplie par le facteur de la premiere equation donne pour
produit N s—l, de sorte que, si par ex. on a

15. o-2 = Λ^ + l et
16. <r| = Ns + l,

on aura en meme temps
17. (re<Tl· = N s —l.

Car en premier Heu on aura y

18. <rl =N* + l
011 bten

19. (<Γβ + 1)((Γί—1) = N s
aussitot que <rf-\-l estdivisible par un des facteurs de s et <re—l Test en
meme temps par Pautre, et cela peut visiblement avoir lieu, <re + l ou
<re—l n'etant pas necessairement premier avec s comme « Test. En effet
<re—l sera deja toujours co-divisible avec ^> si <r=l ; car alors er —l
eet =0 et 0 est divisible par s meme. Mais cette co^divisibilite peut
avoir lieu aussi pour des valeurs de er autre que l'unite. Elle aura ae-
ci^ssairement lieu par ex. si ^ est le produit de deux nombres premiers
absolus p et q> diffi^rents de 2 Tun de l'autre. Le noraWe p +1 = ^—1,
moyen entre ces deux facteurs, sera alors necessairement un des nombres er
Premiers aveu 9, puisque er, =/> +1 = <j—\ nrest divisible ni par p, ni par
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32 5. Ocwonstration dlementaire du thcoreme de Wihon

q ss /; + 2. Et ce nombre moyen donne <rl—!=(/?+1)2—l = p (p + 2),
produit divisible par p et par q = /? + 2. Donc en premier Heu l'equation
0-* :s= JVs-f"! es* toujours possible, et cela, suivant les circonstances, meme
pour d'autres valeurs de <re cjue l'unite.

En second Heu, si <re, premier avee s, donne <rl = JV^+1, s
egalement premier avee s, donnera aussi IV^+1, car

20. (*—<re)2 = 52 — ?*ere+(ri = ^-h(Te2

Donc parmi les nombres premiers avec s ceux qui, multiplies par eux-
raemes, donnent N9-^i9 existent toujours par covples. Si <rc est Tun de
ces nombres, s—<re sera Tautre, Par consequent le oombre des oquations
a facteurs ^gaux parmi celles (14.) est toujours pair.

En tromeme Heu tout nombre σ^ premier aveq s, qui donne σ* ?=s
Λ^+^ί ayant pour correspondant o^ = 5·—<TO le produit de ces deux
»ombres est

20. (re<Tk = ^(^—^) = er«, s—er* = JY$ — (r? = Λτ^—lf
Donc (Te <f* est toujours Λ7^—1.

\% Parini les equations (14.) il n'existe pas plusieurs, ni meme deuxf

dans lesquelies un seul des deux facteurs a gauche soit le meme, Ou les
facteurs sont les meines tous les deux, ou aucuu ne Testf

Car si par ex. on pouvait aroir
21. (Tw<r, = Ns + 1 et
22. *»<Τλ:=ίί9+1,

on auroit
23. <rm (<re — erA) = N s,

et cela ne se peut pas, puisque <rm est premier avec s et σ*£—.er* n'est pas
divisible pour lui seul par ^ cre et ^, et α plus forte raison (Te — cr^ etant
< ,̂ Donc dp}$ deux f^cteurs d'une des equatious (14·) l'un ue peut
pas seul se presenter de nouveau d€>ns une autre equation. Ou les deux
facteurs reviennent en meme temps tous les deux, ou aucuu ne revient.

VII. Le cas ou aucuu des deux facteurs ne revient, est celui ou
les deux facteurs sont egaux eutre eux. L'autre cas ou les facteurs re~
viennent tous les deux, est celui des facteurs inegaux entre eux, et toutes
les fois ou il existe des equations a facteur mcgaux, chacune de ces equa-
tion revient necessairement une fois identiquement, mais nop pas plus
d'une fois. Le nombre des equations a facteurs inegaux est dope pair,
de meme que Test celui des equations u facteurs egaux.
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5. Demonstration /Umentaire du fhiorem* de Wilson g^niralisi. 33

Car dans la serie des seconds facteurs <TO <r2> <r3, .... (Τφ
aucun ne revient· Donc si dans i'une ou l'autre equation leg deux fac«
teure sont egaux, aucun de ces deux facteurs ne reviendra. Si au con-
traire les facteurs dans une equation, par ex. dans l'equation

24. cr£<r* = Ns + l
eont inegaux, de sorte que, ou <re>(rx ou <r*<(Tx: qu'on aille en avant
dans le premier de ces deux cas et en arriere dans le second, et Γόη re-
trouyera necessairement, les facteurs parcourant tous les nombres <r dans
la s^rie des seconds facteurs <r0 #19 <r*> ·.··· <?<?> ^e facteur ρ9 lui meine,
mais on ne le retrouvera pas plus d'une fois. Maintenant si Tun des deux
facteurs revient, l'autre reviendra egaleinent en ineme temps (VI.). Donc
ehaque equation a facteurs inegaux revient identiquement, mais non pas
plus d'une fois. Le nombre de ces equations est donc toujours pair.

VIII. Aucun des facteurs relatifs aux equations a facteurs egaux
ne peut so presenter dans aiicune equatioa a facteurs inegaux; et reci-
proquement.

Car ei, en premier Heu, le facteur d'une equation facteurs egaux
revenolt dans quelque autre equation y le second facteur de la premt re
equation reviendroit egalement dans la seconde (VI.): donc eello-ei ne
eeroit pas une equation a facteurs inegaux, mais a facteurs egaux, et deux
equation aux momes facteurs egaux n'existent pas; dono aucun facteur, qui
entre dans les oquations a facteurs egaux, ne peut reyenir nulle part. Et
ei, en second lieu, Tun des facteurs d'une Equation a facteurs inegaux re-
Tenoit dans une autre equation, cette equation ne seroit pas une des equa-
tions ά facteurs ogaux, parceque l'autre facteur reviendroit en memo teraps
(VI.): donc aucun des facteurs relatifs aux equations a facteurs inegeux
ne peut se presenter non plus dans les equations a facteurs egaux.

IX* Si Ton designe dans (14.) par Im le nombre des eguations a
facteurs inegaux, uombre toujours pair (VII.), celles parmi ces equations,
dans lesquelles les facteurs sont differents, contiendront tous les nombres (r
Premiers avec s excepte ceux qu'offrent les Equations a facteurs egaux, et
chacun de ces nombres ne se presentera pas plus d'une seule fois.

Car les ( equations (14.) contiennent tous les β nombres er sans
exception, et chacun de ces nombres deux fois, ni plus ni moin», par^eque
la s^rie des seconds facteurs e^, <r2, <r39 .... <τφ est la serie complete et
ordonnee des φ nombres er, peudant que la serie des premiers facteurs
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34 5. Demonstration t mentaire du th<?orime de Wihon

<rc, . . . . (Tx est la meine serie, peut-etre dans un ordre diffo-
rent (IV·)* Mais les equations facteurs egaux presentent leurs facteurs
deux fots chacun, et aucun de ces facteurs ne revient dans les equations

facteurs inegaux. Dooc les 2m equations ά facteurs inegaux presente«
ront tous les nombres <r non- contenus dans les equations facteurs egaux,
et chacun de ces nombres deux fois. Mais ces 2m equations sont iden«
tiques par couples (VII.) ; donc m de ces equations contiendront deja tous
les nombres <r non - contenus dans les equations a facteurs egaux et aucun
de ces nombres plus d'une fois.

X. Le produit de tous les nombres (T premiers avec s divis«? par s
laissera pour reste -f" l °u — l selon que le nombre des couples des equa-
tions a facteurs egaux est pair ou impair. Cela veut dire que si Γόη
designe par 2w le nombre des equations a facteurs egaux, nombre tou·
jours pair (V.), on a

25. (TA <T2 <F3 · · . · (Τφ = Ns -f- 1 si n est pair et
26. <Γι(Γ2(Γ^....(Γφ — N s — l si n est impair.

Car le produit des m equations facteurs megaux et differents,
lesquelles presentent tous les nombres <r> exceptes les 2 n nombres qu'offrent
les 2nequation a facteurs egaux (IX.), donne (Ns-}-l)m = Ns-\-l ; dono
le produit des dits nombres est = JV^ + 1. De Fautre c te le produit des
2n nombres er megaux ̂  contenus dans les 2 n equations a facteurs egaux,
donne (N s — 1)% celui des deux nombres <r contenus dans chaque couple
d'equations correspondantes a facteurs egaux etant Ns — l (V.). Donc le
produit de la totalite des nombres <r est

27. (Ns + l)(Ns— l)n;
et ce produit est =^Ns-\-l ou Ns — l selon que n est pair ou impair·

XI. Jusqu'ici il a ete demontre que le produit de tous les nom-
bres (T) premiers avec s, est toujours =3fo+l, quel que soit s. II s'agit
maiotenant de distinguer les cas ou l'unite dans Ns±l doit etre prise
avec le eigne — de ceux auxquels convieut le eigne +. Gomme cela
dopend du nombre n de couples d'equations a facteurs egaux dans (14.),
c'est a dire du nombre des valeurs de er dont les carres divises par s
donnent -f- 1 pour reste, il s'agit de savoir quel est le nombre des valeurs
<s que <r peut avoir dans l'^quation

28. 0^
IV desiguant un nombre indefint*
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5. Demonstration dttmentaire du ttioortme de Wilson ζέηίταΐίϊέ* 35

XII. De cette equatlon on tire
29. (<r+l)(<r—1) = N s,

et pour satisfaire cette nouvelle equation il faut, qu'en decomposant Ns
en deux facteurs de toutes les manieres possibles. Tun de ces facteurs soit

a·—l, l'autre a <r+l.
D'abord il se presente les deux facteurs s et Nf raais leur produit

Ns pourra encore etre decompose de beaucoup d'autres manieres. θα
embrassera toutes ces decompositions en supposant

30. s = u υ et
31. JV = u&i,

de sorte que
32. (<r+ l)(<r— 1) = «ffl t^,

et puis
33. (T + l = w^ et
34. (r—l = rw l t

De la on tire
35. <r = uvt — l,
36. er = ##! + !,
37. 2(r = UVL + ML et
38. 2 = ttt^—t?i/!,

o toutes les valeurs possibles des facteurs de s, γ compris l et s et s
et l, pourront prendre la place de ti et r^ et il s'agit maintenant de s «
voir si uno ou si aucune ou plusieurs valeurs de <rO conviennent un
couple determine de facteurs u et v.

XIII. Nous remarquerons d'abord que deux facteurs u et v, qui
conviennent a quelque valeur de ^ ne pourront jamais avoir en comraun
un facteur plus grand que 2. Gar im tel facteur ne diviseroit pas le
nombre 2 a gauche dans l'equation (38.).

Donc il faut que les valeurs de tout couple de facteurs u et v, pour
lesquelles il pourra exister des valeurs de <r; soient ou premieres entre elles
ou ne soient divisibles en meme temps par quelque autro nombre que 2.
Tous les facteurs n et v conjugues, divisibles par un nombre plus grand
que 2, doivent etre rejetos; car il n'existe aucune valeur de <r qui puisse
leur convenir.

XIV. Dans le cas ou les deux facteurs conjuguos n et v sont pre-
mers entre eux, il existera toujours une valeur de UK < u et vne valeur
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36 5· Demonstration lllmeniaire du thtfor^me de Wilson

de t?A <C v eonvenables l'ajuation (38.) ou bien requation
39, «itfi =s tftft-f-2,

mais non pas plus d'une seule valeur. ''
Car puisque les facteurs u et v doivent etre premiers enfre eux,

le nombre 2 n'en est pas facteur commun. Donc ou des deux nombres
U et v aucun n'aura 2 pour facteur, ou Tun d'eux seulement Faura. Soit v
celui qui n'est pas divisible par 2, le nombre 2 sera un des nombres pre-
iniers avec «?, que nous designerons par zt, z2, «2> z3, .... De son cot^ le
facteur u, qui a &o suppose premier avec v, pourra etre regard^ ^gale-
ment comme un des nombres z premiers avec v, meme lorsque u seroit
plus grand que v, cas o Γόη auroit u — Nv = zs.

Soit zx=*u ou feien **=stJ— N v. En tnultipliant zx par tous les
z<^v et divisant les produits par t?, tous les restes r seront differents
entre eux, car si par ex. on avait

40. «x.^5=2Vi?+r et ζ*.ζν =*Nv+r
on auroit ζχ(ζλ — zj z=sNv, ce qut ne se peut pas, ζκ ^tant premier avec
v et ^— · zv <t% Donc les restes r parcourront necessairement toutes les
valeurs de z moindres que v, et cela en ne touchant chaque valeur de z
plus d'une fois. Donc aussi la valeur 2 de z sera touche par ces restes,
mais non pas plus d'une fois, et par suite il existera toujours une valeur VL
de z<^v, mais non pas plus d'une qui donne

40'. n.Vt = Nv + 2
ou bien uv^ = t?wx + 2, comme (39.), en ecrivant VL au Heu de N. Et
puisque #!<#/ on a MV* — 2 =ivut<^uv; donc aussi u± <^u, et il n'exi-
stera qu'une seule valeur de z/i < ̂  de meme qu'il n'existe qa une seule
valeur de

XY. Si les deux facteurs con jugues u et v ont le nombre 2 pour
facteur commun, cas qui peut se presenter dans notre probleme (XIII.), U
existera toujours deux valeurs de *U<^UL et deux valeurs de V<^VL propres
a satisfaire l'equation (38.) ou (39.), mais non pas plus de deux valeurs.

Puisque les nombres u et v ne peuvent pas avoir en commun de
facteur plus grand que 2, si on les divise par 2 et qu'on suppose

41. tfss2tt, v = 20,
les quotients u et v seront necessairement premiers entre eux·

Mais en substituant les expressions de u et v (41.) dans l'equa*
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5. Demonstration Jldmentaire du thioreme de Wilson gtntralisi. 37

tion (39.) , cetfe oquation, yant <£te divisee par 2, se reduit a
42. uvt = VUL^ l.

Cette nouvelle equation est precisement dans le cas de la precedente (39,),
u et v etant premiers entre eux et l etant toujours un des nombres pre-
miers avec u et 0. Donc il existera toujours une unique valeur de ut < u
et une unique valeur de νλ < v propres a satisfaire l'equation (42·) et par
einte en meme temps l'equation (39.) , celle-ci n'etant autre chose que

n (42.) multiplie par 2.
Mais pendant qu'il n'existe qu'une seule valeur de u^ et de VL moin-

dres que u = %u et v = %v (4L), toutes les valeurs de tf* et vt expri-
tnees par

43. nu + ut et nv + vi^
ou n est un n'ombre entier arbitraire, eonviendront egalement a requa-
tion (42.). Car elles donnent

44. u (nv + rA) = v (nu 4- u
ce qui n'est autre chose que ην^ — νιΐι-}-!, comme (42.). Sin dans (43.)
est plus grand que l, la valeur n u + ̂  = %nu + uL (41.) de UL est plus
grande que u et la valeur nv + vL=i^nv + ̂  (41.) de i?x est plus grande
que r, et les valeurs de UL et VL plus grandes que U et t? n'importent gucre,
car elles donnent dans (37.) 2cr>2w^>2i et <r>s, valeurs de <r dont
il ne s'agit pas. Mais il en est autrement si w = 1. Dans ce cas (43.) donne

45. WH 4-^ = ^4.1^ et nv + ̂ ^i^ + ̂ i»
et itt+Wi est toujours plus petit que u, UL etant <i?/^ et |t?+t?x est
toujours plus petit que r, ^ etant < %v. Donc, outre iiA et vl9 aussi
in + ti! et iv+Vt, en meme temps qu'ils conviennent a l^quation (39f)
remplissent la condition d'etre moindres que u et v.

Donc si u et v ont 2 pour facteur commun, il existe toujours deux
valeurs de f^ et «?x momdres que ti et t?, savoir

46. j1^1 et i^ + ^i e*
l^i et 1«? + ̂ ,

mais non pas plus que ces deux valeurs, propres ά satisfaire l'araatioii
(39.) ou celle (38.). 4
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36 δ· Demonstration dlemeaiuire du iMoreme de tVilson

XVI. Si les deux facteurs conjugues u et v de tiv = $ sont
f iir* 0n *0 eux, il existera toujours im^ valeur de <r <C s propre a satis-
faire l'equation (29.), jnais non p s plus d'une seule valeur.

Car dans ce cas il existe toujours suivant (XIV.) une valeur de
#i<# et une valeur de Vi<^v propres a satisfaire l'equation de condi-
tion (38.), mais non pas plus de cette eeule valeur; donc er suivant SOD
expression

46. er s= iCtf^i + rifO (37.)
nfa qu'une seule valpur, et cette valeur est plus petite que %(uv*\-vti)
s=^.2i = ^ comme cola doit etre.

XVII. Si les denx facteurs conjuguos u et v ont le nombre 2 pour
factenr commun, il existe toujours deux valeurs de er moindres que s et
diflerentes Fune de Tautre de ^$ propres a satisfaire 1'equatioD (29.), mais
il n'existe par plus de ces deux valeurs.

Car dans ce cas il existe toujours suivant (XV.) deux valeurs de
&L<u, savoir ut et l^ + wi o& wi<lw> et deux valeurs de t?i<Cr,
gavoir vt et ^^ + ι?Α o Vt<^^V propres a satisfaire l'equation de condi·
tion (38.), mais non pas plus de ces deux valeurs; dono er suivant son
expression (46·) a les deux valeurs

2
<r = %ζιιι>ι + ννΐ et
(r = u(rv +

ou blen
48. <r =

mais il n'a pas plus de ces deux valeurs differentes l'une de l'autre de £s
et plus petits que s toutes les deux, UL ^tant <Ciw et Vg^^v et par
suite i<i· (47.) et ^<i* + i*<* (48.).

XVIII. Si la valeur ΟΙ de <r convient aux facteurs u et t? de
*=. uv, la valeur

49. (T2 = s — ΟΙ de <r
conviendra toujours aux facteurs ί?= :— e t f j = — de* = rw et jamais
les valeurs 0*1 et <r2 de er seront egales entre elles.

Car si d'abord les niemes valeurs de UL et t?x qui, en satisfaisant
lequation de condition 2 = tit?i — VUL (38.), donnent la valeur <ri de <T
(35., 36.) donnoient la meme valeur de <rt en mettant v et u a la place
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δ. Demonstration etimentaire du th/ortme de Wilson gMralisA 39

de u et v, on auroit en vertu des equations (33· et 34.)
50· ou <Γχ + 1 = VUL et σΊ — Ι = UUL>

51. ou (Ti+1 = VUL et <rA — l == nv19

en meine temps que Γόη a (33. et 34.)
52. (TjL+1 = «/#! et <T! — l = VUL.

Maie (50. et 52.) donnent <TI + 1 = t? t?x = W«?! et (ΓΛ — l = tf tt| = vitt , de
sorte que <TA+1 et trA — l tous les deux seroient diyisibles par u et par
v en meme temps et par suite par uv = s; ce qui est impossible· Puis
(51. et 52.) donnent <7Ί + 1— (<rL — 1) ou 2 = t?«/1 — vulssuvl — uvl=s09
ce qui est absurde« Dono il est impossible que les meines valeurs de t**
et vt ne cessent pas de satisfaire l'equation de condition (38.) si Γόη y
met v et u a la place de u et v, ee qui reduit cette equation a 2 = vv^ — u\ii
ou a 2 = VUL — tit?!· II faut necessairement qu'il y ait d'autres valeurs
t/2 et v2 de ^ et i\ propres λ satisfaire la uouvelle equation de condition

53. 2 = vu2 — uv2.
Cela pose, puisqu'on a deja

54. 2 = UVL— *VUL (38.),
on tire de ces deux equations

55. 2 — 2 = 0 = 0(^2 + 1̂) — w^ + tfj
et de l

56. u (v ι + v2) = v (UL + ti2).
Maintenant il n'y a que deux cas. Ou u et v sont premiers entre eux,
ou ils ont le nombre 2 pour facteur commun, mais aucun autre nombre.

A D ne le premier cas u^Ui en vertu de Tequation (56.) doit
etre divisible par u et νλ + ν2 par v, u et v etant premiers entre eux.
Mais quelles qne soient les valeurs de U2 et v2, elles ne seront jamais ni
z^ro ni ^>u et v, de la meme sorte que tiL et VL ne le sont pas; dono
#1 + ^2 ne pourra etre que =w meme, et νλ-{·ν2 ne pourra etre que v
meme, de sorte que

57. u2 == u— UL et v2 = v — VL.
Cela donne, en ayant actuellement en vertu de l'^quation (37.) ,

58. J2<r2 = rt ta+tt»a:
(2(T2 = V(U — VJ + V(V

c'est ά dire
2<r2 = 2^
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40 δ. Demonstration elementare au th^orcme de JFihon gln/ral if·

ou blen
59. <r2 se s — ri t

comme nous l'ayons avance.

J?, Dans le second cas l'equation (56.) eiant divise par 2 se reduit a
60. lw(tfi+t?2) = it?(^ + ii2).

Puisque !ci | w et i t? sont premier entre eux, il faut que t/j + t/2 aoit di-
visible par £# et t^ + r2 par ^r^ de sorte que

61. ^ + »2 .=5= Af-li* et
62. t?x+ pa = 2V. j- r.

Mais dans le cas actuel l'aquation de condition (53.) se rdduit de son cote a
61. l = %vu2 — %uv2}

ou ti2 et #2 ne sont ni zero ni >lw et ^t?^ de la mSme maniere que tfj
et t?t ne le sont pas.

En tneme temps les autres valeurs Itt + n2 et \v-\- v 2 de n2 et r2

satisfont encore l'equation (53.), ces valeurs etaut plus petites que u et v;
de tueme que les autres valeurs \u + UL et i ̂  + ̂ i satisfont encore
l'equation de condition 2;=ttf?i — vut (38.), ces valeurs etant plus petites
que u et v. Donc ei Γόη ecrit les diiferentes valeurs de VL et UL> v2 et tf2

comme suit:
63. tfl8=Sfl0 ^4-^ = ̂ , 1?!=

64. ^
on aura

65.

66, ^ + 4 = 1^^ vt+v2~v, VL + V^V, ^ + 4
et

A , > ' ' » * l t 267. ^2 = «/— UL=^U — %, ^2 = w — ̂ 1
ΛΛ ι ι a a ι α
68. ?2=aiP-^tv==0~0i> r2 = i?^— ̂  s=f t? — «v

Donc en designant egalement par les accents l et 2 les deux valeurs de
(T! et <r2 9 savoir

69. ^ = ̂ («14 + 1? )̂ et ^iS=s|.(if9A4· rtiO (37.) et

70. <r2 = £(wi + i?tJ2) et <r2 = ̂ (ίΐΐ72Η-ν^2) (58.),
on aura

71. Λ = 1(̂ 1 + **ι) et λ =

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/9/15 10:18 AM



5. Demonstration t mtntaire du ihJorlme de Wilson gt/n<*ralis(*. 41

(<r2 = i(v(v~-vj + v ( u — «Ο) = s —
*»« i * , 1

73f 0V+ 03 = s et <7i + (ra = s
et par consecjueqt ^ ,

74. <r2 = $ -~ <TI et
«,,- 2 1
75· <T2 = $ ·— "o

c'est dire$ les deux valeurs cr2 et <r2 de (T2, convenables aux facteurs v et
u de s sas t?w> se trouvent, en retrauchaot de ^ celles ΟΊ et ΟΊ de (τ ;̂
comme il a ete avancd.

XIX. Si les facteurs u et v de S'=uv sont impairs tous les deux,
de sorte que ^ est impair soi-meme, la valeur de <r, qui couvient cee
facteurs, ne conviendra a aucun autre couple de facteurs χ et y de s — xy,
egalement impairs·

Car soit K le plus grand diviseur commun de u et χ et
76. n == ?ν^Λ x = λ^ο>

de sorte <jue u^ et a?0 *opt Premiers entre eux> oq aur$
77 M _ ?'of f . —— ·—- —·"—·a: a?9

Dans le cas ou u et χ sont premiers entre eux, on aura A-sscl,
Hy ss= i^ et iP0 = j?.

Si w est un multiple de rr, on aura λ. = Λ? et #0= l·
Si Λ? est un multiple de u, on aura A. = w et ί/0 = ί,
Pe (77.) on tire

78. χ — u 2*
U9

9 14 V
= = ¥ = = ! r» o n a

79. Y^J^-^v^·.
' u^-«,

Maintenant soient ̂  et ̂  les nombres qui satisfont I'^quation de ooprlitioo
80. 2^ = a?^ — y^ (38.)

propre aux facteurs χ et γ, et eoient o-a et <rx les valeurs de (T qui COD-
aux deux couples des facteurs u et v et χ et y de g, de sorte qu'on ait

81.
82.
1. ^^^-J-l^^-l, j t

2. <rx= xyi+i = yan — l, j
CrcIIe'4 Journal d. M. IM. XX. Hft.1. β
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42 5. Demonstration ίΐέ/nentaire du thdoreme de 'Wih n

on auroit
83. uvi = χ γι et
84. vuj. = yx?!

si (ru etoit =(ΓΧ.
Mais les equations (83.) et (84.), en γ substituant les expressions

dea? ety (78.) et (79.), donnent la premiere uvL = u^yL, c'est a dire
M0

85. ω-«κ
^0

et la seconde t?^ =s v — ΛΊ , c'est a direacQ

O MI aV _ ^OVI. -· SS % 9
«o

Maintenant UQ et rr0 etant premiers entre eux, et χ et y, ainsi que ̂  et
yt etant des nombres entiers, les equations (78. et 86.) f nt voir que u
et Ui doivent etre divisibles par UQ tous les deux, et les equations (79. et 85.)
f nt voir qu'en meme temps v et VL doivent etre divisibles par JTO to«8

les deux.
Mais' en vertu de l'equation de condition

87. uvt—VUL = 2 (38.)
ni u et i/i ni v et VL ne peuvent generalement etre divisibles que par les
nombres l et 2 puisque 2 n'est divisible par aucun autre nombre, et si u
et Ui sont divisibles par 2, t? et rt ne sont plus divisibles que par l et
reciproquement; car si u et wx et v et t^ etoient divisibles en meme temps
par 2, le nombre 2 a droite dans (87.) devrait etre divisible par 2.2 = 4,
ce qui n'est pas.

Donc les diviseurs communs ?/0 et #0 de u et UL et de v et VL oe
peuvent etre que les nombres l ou 2, et nommement, si UQ est =2, t?0
ne peut etre que l, et reciproquement.

Dans le cas actuel ni #0 ni a?0> diviaeure de u et x> ne peuvent
etre ==2, w et χ etant impairs, suivant Tbypothese. Donc ici t^ et
jr ne peuvent etre que l tous les deux en meme temps, ce qui donne
2- » y es l (77.) et par suite

88. u = Λ? et r β y (79.).
Donc dans le cas de u et v impairs, n'existe aucun autre couple

de facteurs χ et y de ^ auquel conviendroit la meme valeur de (7 qui
convient aux facteurs u et v.
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5. Demonstration t mentaire du thforeme de Wilson gMraKsi. 43

XX. Si des deux facteurs u et v de s*=tiv
A. u est impair, l'autre v pair, la valeur de er qui convient aux

facteurs u et v, conviendra en meme temps aux facteurs
89. χ = 2# et y = %v de s = a?y,

mais a aucun autre couple de facteurs.
B. Si u est pair et t? impair, la valeur de er qui convient aux fac-

teurs u et v, conviendra en meme temps aux facteurs
90. χ s=3 \u et y = 2t? de $ = xyr

mais a aucun autre couple de facteurs.
Pour trouver d'autres facteurs χ et y auxquels pourroit convenir

la meme valeur de er, qui convient aux facteurs u et v, supposons
91· u ί=^ λ.ί/ο et χ s=s K&Q,

comme (76.). Nous avons vu dans (XIX.) que n() et #0 ne peuvent ja«
mais avoir d'autres valeurs que l et 2 et que UQ est = 2 si x^ est l et
que i/o est ==: l s* ^o ®st 2»

Mais #o = l et #o = 2 donnent en vertu de (76.)
92. u==s A.J j? = 2λ.> dono o? = 2 24 et #=-|-a?f

et i/o = 2 et JTO = l donnent
v«^· W ·""· -^ Λ· et ΛΡ -—· A·^ ODC u ΞΞΪ >^·ΧΓ et Λ? = *2*ι/.

Premier cas de zi impair et t; pair.
Dans ce cas x*=\u (93.) n'a pas lieu. Donc il n'existe ici que

Tunique valeur 2u de χ (91.) et par suite Tunique valeur \v de y, aux-
quelles pourra convenir la meme valeur de & qui convient aux facteurs u et v.

Pour voir si cela a lieu effectivement, ecrivons 2 u et £t? au lieu
de a? et y dans l'equation de condition

94, * #ri~r^ = 2 (38·)
qui doit etre satisfaite par les nouveaux facteurs χ et y, nous aurons

y%)· **. W y ι —""· ̂  V XL sss ^e

Quelles que soient ici les valeurs de KI et y\ , il n'y en a ^ru't/n seui
couple <C2w e t^ t^ si 2^ e t^ t? sont premiers entre eux, c'est a dire ei
^ v est impair, comme u Test, et il n'y en a que deux couples de valeurs
de χ^ et yL < 2 u et ^i?, sayoijr les deux yaleurs XL et Χι + i(2w) =s ̂ 1(ψιι
de ̂  et les deux valeurs y^ et yi4"l(ir) ~ yi + i de yl9 XL etant
<ti et yi^lf? dans le cas ou 2w et |t? sont divisibles toutes les deux
par 2, c'est a dire si ^t? est pair comme 2 u Test.

6*
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44 S. Demonstration Itimeniaite du th/ rime de Wilson

Mais Tun des couples de valeurs de ΛΊ et yx qui satisfont
tion (95*) est evidemment celui-ci;

96. Xi =JB 2 UL et yi =s= |#i $
car ees valeurs de xt et yt substituees dans (95.) donnent

97. ZU.^VJL — £v.2ui 's± 2 s t/t?x—πι0
ce qui n'est autre chose que l'equation de condition (38.) eile meme, qui
doit etre satisfaite par les facteurs u et v. D'ailleurs los valeurs 2^ et
^VL de &i et y\ (96.) out toujours lieu en nombres entlers. Car v a et(S
suppose /?a?>^ donc r i^x est pair et uv => 2-}-v u, l'est egalement, et aussi
DI, U etant impairf donc ^^=5^ est entier. Donc 2wA et ^«?A consti-
tuent effectivement le seul couple de valeurs de x^ et yL qui ont lieu en
(96.) dans le cas de \v impair et Tun des deux couples de valeurs que
peuvent avoir x^ et yL dans les cas ou %v est pair.

Mais les valeurs de <r qui puissent convenir aux facteurs χ et γ de
S =a?y s'expriment par

98. trx = ^rA + l = y^—11 (35. et 36.),
pendant que celles qui conviennent aux facteurs u et v sont

99. (Tw = t/^ + 1 ss'^^ — l (35. et 36.).
Donc, faisant dans (99.) # = 2f/, y = £t? (92.) et ̂  = 2 ti, yA = |rA (96.),
on a

100. d"x == 2i/4^ + l == 1^.2^ — 1 = «/^ +1 s= t?^—l
et suivant (99.)

101. fx =± "tt*
Donc la m£me valeur <rtt de o> qui convient aux facteurs il et f> de * == u v,
convient aussi aux facteurs 2 u et \v dans le cas ou u est impair et v
pair, mais a aucun autre couple de facteurs.

Second caS de u pair et v impair«
Dans ce cas u—\oc (92.) n'a pas lieu; car cause de uv-z=i χγ = $9

cela donneroit wvz=s1uy et par suite y = |t?^ ce qui ne se peut pas.
Donc il n'y a qu' isupposei d? =± |i^ suivant (93.) et par coasequent
ys^2^. Cela ^tant substitue dans (94.) on a

102. ^uy^ZWi sfs 2.
A cette equation conviennent les valeurs

103* %UL de XL et 2^ de yA*
II faut donc que ces valeurs de &L et y\ soient ou le seul ou l'un des
deux couples de valeurs que peuvent avoir #* et y\ dam (102·).
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5. Demonstration, illmentaire du th^orime de Wihon gehtralist· 45

Mais es valeurs de xt et yi et celles %u et 2i? de χ et y, etant
eubstituees dans l'expression (08.) de <r#, donnent

104. #x e* i#.2t?i+l' = 2t?.£Wi — l = tttfi + 1 == utfi— l,
donc ou trouve comme ci*dessus

105. tfx β <7* (990·
Par cofis&fuent la inenle valeur tfu de er q i convient au& facteurs u et 0
de s = uv convient aussi aux facteurs %u et 2t? dans le cas de u pair
et ^ impair, mais a aucun autre couple de facteurs.

XXI. Si les deux facteurs u et v de s = nv sont divisibles par 2
tous les deux, mais etant divises par 2 donnent des quotiens tous deux
impaws, les deux valeurs er et er de (T qui, dans le cas suppose de u et v
pairs, ont toujours Heu suivaut (XVII.) conviendront en meme texnps l uue
aux facteure

106. χ = \u>. γ = 2t?>
l'autre aux facteurs

107. a? S 2«f, y = \v.
A. Car dans le cas suppose le facteur x=\u est Impair pendant

que lautre y == 2t; est /?αίη Mais suivant ce qui a eto demontre (XX. A)
la valeur de er qui convient a ces facteurs j? et y> qui existe toujours et
<jui suivant (XVI.) est unique, a? et y ^tant premiers entre eux, conviendra
en meme temps aux facteurs Ίχ et ^y, c'est a dire aux facteurs u et r,
2 o? etant ti et ?y — v (106.)· Dono la valeur er qui convient aux fao-
teurs χ et y (106.) sera n£cessairement une de celles qui conviennent
aux facteurs u et v»

B. En second lieu l v e&iimpair pendant que 2i/ est pair; donc
des deux facteurs χ et y le premier est pal r et le second irnpair, et sui-
vant ce qui a ete demontre (XX. /?*) la valeur de er qui convient a ces
facteur», qui existe toujours et qui suivant (XVI.) est unique, a? et y etant
premiers entre eux, conviendra en meme temps aux facteurs \x et 2y,
c'est a dire aux facteurs u et V, 2a? etant =w et 2y=st? (107.). Donc
la valeur de <r qui convient aux facteurs χ et y, sera egalement une de
celles qui conviennent aux facteurs u et v.
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46 5· Demonstration clcmtnlaire du theore/ne de Wihon ge'n(?raUsf?p

C. Mais la valeur de σ qui convient aux facteurs &=
et en meme temps aux facteurs u et v (A.) ne peut pas cotncider ate®

a 2
la valeur de <r qui convient aux facteurs & = 2u et y = ̂ v et en meme
temps aux facteurs u et v ( )· Car si cela etoit, la meme valeur de er
jjui convient aux facteurs v et y conviendroit aussi aux facteurs χ = 4α?
ys=f γ, et cela ne se peut pas, puisque suivant (XXf A* et B.) la valeur
de (T qui convient par ex· aux facteurs PC et y ne peut jamais convenir
en meme temps a d'autres facteurs que 2# et |y ou |a? et 2y, et non
pas aux facteurs 4# et £y, Donc les valeurs de y qui conviennent aux

ι * a a
facteurs #= f u, γ s== 2t? et & c=s 2#, y = £# et en meme temps aux
facteurs u et p, sont necessairemexit les deux valeurs differentes (T et (T de
er correspondant aux facteurs u et r»

XXII, Si des deux facteurs u et v de s = u v
A. u est impair, v pair, la valeur de (T qui leur convient, ne peut

pas convenir a un autre couple de facteurs & et y dont Tun est pair
I'autre impair, si ce n'est que %v soit impair, et

J?. Si u est pair, v impair, la valeur de <r qui convieut ces deux
facteurs, ne conviendra a un secoml couple de facteurs χ et y dont Tun
est pair Tautre impair, si ce n'est <jue %u soit impqir,

Car suivant (XXt A. et Z?,) la valeur de <r qui copvient aux fao·
teure u et v> ne convient jamais en meme temps a d'autres couples de fac-
teurs qu'a ceux-ci; ,r = 2^; ys=s^v et &~%u y=2^t Donc si dans
le cas de v pair (-4,) %v = y n'etoit pas impair, # = 2# et y — %v ne
seroient pas Tun pair, I'autre impair, mais au contraire pairs tous les deux,
et si dans le cas de u pair ( ), ^ws=o? n'etoit pas impair, ΛΤ = £# et
y = 2t? ne seroient pas non plus l'uu pair I'autre impair, comme celadoit
etre, mais pairs tous les deux,

XXIII. Si les deux facteurs u et v de s — ιιν sont pairs tarn
1 2

ty$ deux, cas ou leur conviennent deux valeurs gru et <r„ de <r (XVIL),
aucune de ces deux valeurs de er peut co'incider avec i'une ou I'autre des

1 2
deux valeurs &x et <rx de <r appartenantes a deux autres facteurs quel~
coiujues χ et y de $τ=χγ egatement pair tous les deux.
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5u Demonstration ^mentaire du the'oreme de Wilson g/nJra/is/, 47

, Car d'abor<T quels que soient leg facteura u et t? ou Λ| et y> sup»
poses pairs tous les deux: il faut toujours qu'aif moins uu d'eux divise
par 2 donoe pour quotient im nombre impair: car si ces facteurs tous les
deux divises par 2 donnoient pour quotients des nombres pairs, ils auroient
pour facteur commun un nombre plus grand que 2, et aux facteurs de ce
genre il ne convient pas suivant (ΧΠΙ.) aucun σ1.

Cela pose, soient
A. eo jSremier Heu \u et \x impatrs\en meme temps, la valeur de<r

qui eonvient aux facteurs ^u et 2«^ valeur qui suivant (XIV.) est unique,
^u et 2t? etant premiers entre eux et que nous designerons par <r&„, con-
viendra aussi suivaat (XX. A.) en meme temps aux facteurs ?/ et i'; donc

on aura ou <riI4 = (TM ^ ou (r^^ == (Tu * Par la meme raison on aura ou σ^ = <rx^
ou (TiJC = <rx. Mais <riu et (riJ<f ae peuvent etre egaux. Car les deux cou-
ples de facteurs %u et 2# et ^o? et 2 3^ auxquels conviennent les valeurs <riu

et <rix de er, sont du nombre de ceux dont le premier est impair, le second
pair, et suivant (XXII. A.) la valeur de<riu, qui cqnvient aux facteurs £u
et 2 v par exemple^ ne pourra convenir aucun autre couples de facteura
dont Γιιη est pair Tautre impair, si ce n*e8t que ^(2r) = i? soit impair, ce
qui n'est pas, v etant pair par bjpotbese·

Donc &iu etant egal a Tune des deux valeurs de <ru> par ex. u

<ru et <ri;c a Fune des deux valeurs de <r*, par ex. a <rx, on ne peut
1 1

avoir (ru = (Tx. Mais les deux valeurs de <ru et celles de crx sont toujours
differentes Tune de Tautre de £s (XVII.): donc, si peut-etre, bien que
1 , Ϊ l , * I ' l l
er* ne soit pas <rx, <ru etait = (rx, on auroit <ru = orx == <rx±^* et par suite,
2 / Ϊ l ϊ ι l
<ru etant =^±4^ <ru±$~<rx±^s±%s, c'est dire ou <ru + s =

1 1 1 1 1
ou (Γα±^=(Γχ + 0 = (ΤΛΓ. De ces deux equations on tire ou <ru==(

i * ·: i i .
ou <rw = (rx±$' ou 0"«=^; mais aucune de ces e^alites ne peut avoir
lieu, eru etant < *, positif et non pas t=a <rx.

Donc dans notre cas aucune des deux valeurs de <rM no peut etre
ogale α aucune de>s deux valeurs de <rx*

D'ailleurs il est ici evidemment indifferent que %v et |y soient pairai
ou impairs,
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48 β." Dimomiration <?i<fmentair* au th/orim* de Wilson

Et s! au lieu de \u et %x, fa> et £y etoient impalrs en meme
temps, le raisonnement a faire seroit semblable u celui ci«dessus et le
gultat seroit le meme,

B. Soieot ep second Heu %u et %y impairs en m£me temps, on
aura corame ci-dessus ou ^«=0·,, ou 0$Μ=5=0*Μ. Et comme la valeur de
<r, qui convient aux facteurs 2 a? et y, valeur qui suivant (XIV.) est unique,
2x et y etaut premiers entre eux, et que nous designerons par <τΊχ, con-
viendra aussi suivant (XX. /?.) eq meme temps aux facteurs ^ et v, o n

l 2
aura ou 0^2^ = ̂  ou ^2^ = ̂ . Maie (T|» et er2x ne peuvent etre egaux.
Car les deux couples de facteurs ^u et 2t? et 2 o? et ^y> auxquels con-
viennent Je» valeurs <r4M et <r2x de er, sont du nombre de ceiix dont Tun
des ~deux facfeurs est pair, l'autre impair, et suivant (XXII. -4.) la valeur
de (T^u qui convient aux facteurs \u et 1v par ex., ne pourra convenir
u aucun autre couple de facteurs dont Tun est pair l'autre impair, si ce
n'est que -J(2 v) === v soit impair, ce qui n'est pas, v &ant pair par bypothese.

Donc <r$u ^taqt egal l'une deg deux valeurs de (Tu> par ex. a <ru,
et (fax l'une des deux valeurs de #v, a er^ par ex.: ou ne peut avoir
(Tu^^tTx· De la on conclut par les memes raisonnemenls que ci-dessus,
qiraucune valeur de <ru ne peut etre egale a aucune des valeurs de <rx, et
cela independamment de ce que ^ r et |JT soient pairs ou impairs. La
meme chose aura lieu dans le cas ou au lieu de \u et %y, %v et \x
etoient impairs en meme temps.

Dono dans aucun cas aucune des deux valeurs de <T , qui convien-
nent aux facteurs u et v pair tous les deux, ne peut co'incider avec au-
eune des deux valeurs de <r, qui conviennent aux facteurs x et γ , egale-
ment pairs tous les deux,

XXIV. Maintonant «\ Taide de ces differente» lois d'existence et
de correspondance des valeurs de <r, propres a sati3faire l^quation (28) ou
celle (29.) pour les difierentes valeurs des facteurs u et v de s, \\ sera
lacile de juger le nombre 2 n des valeurs existantes de <r et par l , suivant
les expressions (25. et 26. X.), le signe de l'unito dans l'expression
ΟΊ <T2 <?i *^^* <T9 s» Ns ±1. Pour oela il ne t'agit plusv que de la decom-
position de s en facteurs u et t?, pour connoitre le nombre des, couples de
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5« Demonstration t mentairc du thdoreme de W son gMwlisi. 49

ces facte rs fant de ceux qui sont impairs tous les deux, que de ceux dont
Pun est pair, Tautre impair, et de ceux qui sont pairs tous leg deux.

XXV. L'expression generale de $ est
108. s = 2mprPrPr~"P?*>

pi> P*>Ps> ···· P* etant des nombres premiers impairs et m, miy m2,
m3, .... #** des nombres entiers et positifs quelconques. Evidemment
cette expression embrasse tous les cas possibles.

D'abord nous rernarquerons qu'en deconiposant 9 en deux facteurs
u et v propres a admettre des valeurs de <r, les facteurs egaux dans les
puissances de pL, /?2, p^y .... pk ne doivent jamais etre separes pour en-
trer les uns dans u et les autres dans v; car si par ex. un ou plusieurs
des facteurs egaux pl de p™1 se presentoient dans u et les autres dans ^
les deux facteurs u et v auroient pl ou une puissance de pL, c'est a dire
des nombres plus grands que 2 pour facteurs communs; et aux facteurs
de ce genre ne convient aucune valeur de <r (XIII.). Dono, pour ce qui
regarde la decomposition de £, dont il s'agit ici, les puissances p™1, p™*,
p™*, ....p™k n'y figurent que comme des nonabres indivisibles. Elles
pourront donc etre designes par de simples lettres, par ex, par JP0 P2,
P3? .... Pk. L'expression generale de s (108.) se τράμίί par la ά Ja
suivante plus simple;

109, * =P ^Ρ,Ρ,Ρ,.^.Ρ^
En second Heu les facteurs egaux 2 de la puissance 2m pourront

δ la verite etre separes pour entrer en u et en v en meme temps, par-
ceque u et v peuyent avoir le nombre 2 pour facteur commun (XIII·)»
Mais u cause de cetto qirconstance meine, il ne -sera permis que de de«
tacher 2 seul de 2rn, mais non pas une puissance plus elevee de 2. Car
gi Γόη introduisoit par ex. 2^ (μ etant >> 1) d ns u et 3m""^ (m—μ etant
encore >1) dans v, u et v auroient pour facteur comraun up nombre
plus grand que 2; qe qui ne doit pas etre (XIII.). Donc generalement
les deux facteurs 2 et 2m~1 de 2m, de leur cot£, gureqt ici comme des
nombres indiyisiblesf L'expression generale de ^ (109.), paise sous la forme
propre α Ια decorpposition dont il s'agit, est donc

nov s = 2.r-i^p2p3....jpi.
XXVI. Maintenant pour trouver tous les eouples de facteurs u et v

qui peuvent avoir lieu, il njj aura qu' donner a Tun des facteurs eeul,
Crclle's Journal d. M. Bd XX. Hit. J. 7
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l50 5» Demonstration flcmentaire du th^orime ae Wils n

par ex. a u9 toutes les valeurs possibles. Les reciproques s = vu de
« = tfr, auxquelles il faut avoir egard egalement, seront deja touchees par
la en meme temps: car en donnant u toutes les valeurs possibles, on
toucbera necessairement la valeur correspondanto de v = — pour chaque
valeur de !/.

Cela pose, la totalite des valeurs possibles de u pourra etre ordon-
nee en quatre series.

La premiere serie contiendra toutes les valeurs impaires de u, s -
voir les nombres

i P P P PI. > ΜΓι , ΛΓ% y Λ"3 . . . . MTk

Ρ,Ρ^ Ρ,Ρ,.,.,Ρ,Ρ^ Ρ,Ρ3) Ρ2 ,Ρ4 . . . .Ρ2Ρ*, P>P* etc.
111. PtPaPa, Ρ,Ρ,Ρ.,.,.Ρ,Ρ,Ρ^ Ρ,Ρ,Ρ, etc.

P1JP2P3P4....P lJP2P3P5 etc.

·*! -*2 "*3 · · · · * l )

c'est a dire: tous les facteurs impairs P±, P2, P3, .... JP eux memes, en
y ajoutant le facteur l, tous les produits des facteurs Ply P2, PZ) .... PA
deux a deux, trois a trois, quatre a quatre etc* jusqu'au produitPj Ρ2Ρ3....Ρλ.

La seconde serie cootiendra toutes ces niemes valeurs de n, mul-
tlpliees par le facteur 2 de s.

La tromeme serie contiendra egalement toutes les valeurs de u de
la premiere serie, roultipliees par le facteur 2m~* de Λ

La qtiatrieme serie enfin contiendra encore toutes les valeurs de u
de la premiere serie, multipliees par le facteur 2m de s.

On epuisera evidemment par la toutes les valeurs possibles de n.
Le nombre des termes des series sera le meme dans toutes les

quatre series; car chaque terme de la premiere serie revient dans les trois
autres, multiplie seulement par 2, 2m~1 et 2m.

Ce nombre sera 2*. Car en designant les coefficients binomiaux
relatifs & Fexposant k, par klf &2> k^, .... k^, k% = 1, le nombre des
termes de la premiere ligne (111.) est l+^i5 ce'u* ^es *ermes de la
seconde ligne, c'est a dire le nombre des produits des k facteurs Ρλ, Ρ2,
Ps> . . . · J?jt^ pris deux a deux, est 2; celui des termes de la troisieme
ligne, c'est a dire le notnbre des produits de k facteursPt> P2 P$, .... JP*
pris trois a trois, est ks et ainsi de suite; donc le nombre de tous lester-
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5, Demonstration olementaire du ihtoreme de Wilson geh<?ralis/9 51

mes (1 .) de Ia premiere serie est
112. l + *i + *2 + *3- . , -+Ä* = (1 + 1)* =

Dans Ia premiere serie le preroier des deux facteurs u et v est
toujours impair, le second jpetr·

Dans Ia seconde et Ia troisieme serie les facteurs i/ et v sont /wirs
tous les doux.

Dans Ia quatrwme serie le premier des deux facteurs w et 0 est
/?air, le second impair,

XXVII. A ehaque couple de facteurs u et v, dans le eas ou Tun
est pair l'autre impair, c'est a dire ou les facteurs sont premiers entre eux,
ne correspondra qti'une seule valeur de (r (XVI.). Donc Ia premiere se-
rie ainsi, que Ia quatrieme, fourniront chacune 2l valeurs de <r.

Dans le cas ou les facteurs u et v sont pairs tous les deux, i! eor-
respondra deux valeurs difierentes de er a ehaque coupte (XVIL). Donc
Ia deuxieme, ainsi que Ia troisieme serie, fourniront ehaciine 2 2* = 2Ä+1

valeurs de <r.
Toutes les 2.2*+1 = 2H2 valeurs de <r qu'ofFrent Ia seconde et Ia

troisieme serie, seront difierentes entre elles, les facteurs u et v etant pairs
lous les deux (XXIII.).

Enfin toutes les '2.2Ät=2**1 valeurs de <r· qu'offrent Ia premiere et
la quatrieme serie, se retrouveront parmi celles de Ia seconde et troisieme
Berie, les facteurs u et v etant l 'tm'pair· l'autre impair (XX.).

Donc le maximum du nombre des valeurs difierentes que peut
avoir er, est 2*+2,

XXVIIL Maintenant pour arriver aux resultai« ßnaux, il n'jr a plus
qu'ä appliquer ce qui a ete dit (XXVII.) aux difierents 0as qui peuveat
se presenter.

Premier cas #i>2, k^>09 c'est ä dire
113. s = 2.2m^1P1P2jP3,...PÄ.

Dans ce cas les seriös (XXVI.) ont lieu toutes los quaire; donc le nombre
2 n des valeurs difierentes de (T sera, eomme U a ejte deja trouve daus
(XXY1I.), «=2^% Cela donne

114. n == 2**1/
nombre toujours pair. Donc suivant (25. X.) on a dane ce cas

115* ·*·|< 20·3..·; se JV*·}· l·
7»
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|)ϊί 5. Demonstration iUmentaire du th^or^me de Wilson

Second cas iw^>2, = 0, c'est ά dire
115'. S 2.21*-1, ou m — 1>1.

Dans ce cas les series (XXVI.) ont lieu encore toutes les quatre ; car
bien qu'il n'existe plus aucun facteur impairP;>l, il reste neanmoins tou-
jours le facteur impair 1. On trouvera donc la valeur de n pour le cas
actuel en mettant seulement = 0 dans (114.)· Cela donne

116. n = 2,
nombre pair. Donc suivant (25. X.) o n a dans ce cas

1 17. (TA <r2 <r . . . . ff φ = N s -f- 1.
Troisieme cas m = 2, >>0, c'est a dire

118. ^ = 2.2P1P2P3 . . . .PA .
Dans ce cas a la verite les series (XXVI.) ont lieu encore toutes les quatre;
mai's les termes de la troisieme serie seront identiqnemenf les meines que
ceux de la seconde^ le facteur 2m~~1 de s etant ici egal au facteur 2. Donc
la seconde et la troisieme serie n'offrent plus ensemble que 2^+1 valeurs
diflFerentes de <r, avec lesquelles les 2**1 valeurs de la premiere et qua-
trietne co'incident. Donc le nombre 2 n des valeurs differentes de ff n'est
ici, que 2*+1 et cela donne

119. n = 1\
nombre toujours palr, k ayant &e suppose >0, Donc en vertu de (25. X.)
on a dans le cas actuel

120. ffi ff2 <r3 . . . . ff9 = Ns + 1.
Quatrieme cas m = 2, = 0, c'est a dire

121. s = 2.2 = 4.
Dans ce cas les quatre series existent toujours; mais comme dans le troi-
st me cas, les termes de la troisieme serie co'incident avec ceux de la seconde.
Donc pour avoir la valeur de n dans ce cas, il n'y a qu'a faire £ = 0 dans
(119.). Cela donne

122. n r±s 2° = l,
nombre impair. Donc en vertu de (26. X.) on a ici

123. σι^^.«·.^ = Λτ$— 1.
Cinquieme cas m=t l, #>lj c'est a dire

l ώΤΓ. β C=S χ Jr^ Je ̂  Λ $ · · · · JL% ·

D ne ce cas la seconde et la troisieme series (XXVI.) n'ont pas lieu du
tout, parceqa'il a'existe pas ici de couples de facteurs ti et r pairs tous
les deux. II ne reste que la premiere et la quatrieme serie qui offrent
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5. Demonstration c'lementaire du thdoreme de TTilson glniralisi, 53

cbacune 2* valeurs de er. Puis tous les couples des valeurs de u et t?
dans les deux series sont ici dans le cas de (XXII.), parceque toiit fac-
teur pair, divise par 2, donne pour quotient un norabre impalr. Donc les
2* valeurs de (T qu'offre la premiere serie, comcident avec celles qu'offre la
quatrieme, et le nombre total des valeurs differentes de <r n'est pas 2.2*,
mais seulement 2*. Donc on a 2w = 2* et

125. n = 21-1,
nombre toujours pair, k ayant ete suppose >1. Donc en vertu de (25. X.)
on a ici

126. οΊ<τ2<Γι....<Γ
Sixieme casm — 1, =*l, c'est a dire

127. s = 2Λ.
Dans ce cas les circonstances, quant aux series, sont les meines que dans
le cas precedent. Donc pour avoir la valeur de n, il n'y a qaa faire

= l dans (125.). Cela donne
128. n = 2° = l,

nombre impair. Donc on a ici en vertu de (26; X.)
129. (Γχ <r2 <r3 . . . . (Γφ = Ns — 1.

Septieme cas m = !9 = 0, c'est a dire
130. s = 2.

Dans ce cas les circonstances, quant aux series, sont encore les memes que
dans le cinquieme cas. Mais ici le nombre 2* des valeurs de <r, qu'offre
la premiere sorie, est 2° =s l , et cette seule valeur de er comcide avec le
2* = 2 =1 valeur que donne la quatrieme serie. Donc il n'existe en
total qu'une seule et unique valeur de <r, laquelle ne peut etre que l,
er devant etre ]>0 et <C2. Donc on a dans le cas actuel

131. i t f z V·... <r<p ~ 2V^ + 1.
Huitieme cas w = 0, >1, c'est a dire

132. s = Ρ^,Ρ^....?,.
Dans ce cas la premiere serie seule a lieu dans (XXVI.), car il n'existe
pas des facteurs pairs. Cette sorie offre 2* valeurs differentes de <r. Donc
on a ici 2tt = 2* et

133. n = '2*-1, '
nombre toujours p air, k ayant ete sujppose > 1. Donc en vertu de (25· X.)
on a ici

134. < Γ ( Γ < Γ ....<τ
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54 5, DSmonsIraHon c'timeniaire du thJoreme de Wihon $<!n<!raUs<!,

Neuvieme cas 0* = 0, &=1, c'est dire
135. s = Pt.

Dans ce cas les circonstances, quant aux series, sont les memes que dans
le cas precedent. II n'y a donc qu'a mettre = l dans (133.) pour trou«
ver la valeur de n. Cela donne

136. n = 2° = l,
nombre impair. Donc en vertu de (26. X.) on a ici

137. (T! <r2 <r3.... (Γφ = Ns — l.
Dixteme cas m = 0, k = Q, c'est a dire

138. s = 1.
Dans ce cas, (T devant etre 2> 0 et <C^> il n'en existe aucune valeur.

XXIX. Par cette enumeration des caa, qui epuise tous les cas pos-
sihles, on voit que seulement dans le quatrieme, sixieme et neuvieme cas,
c'est a dire si

139. ^ = 4,
140. s = 2PA = 2pm et
141. s B Px ~ 7?m,

on a
142. crL <r2 <r3 . . . . <τφ ~ N s — 1.

Dans tous les autres cas, ou il existe de nombres <r <^s premiers a ^ on a
143. <rA cr2 (T3.... <ry = Λ7"* + l,

et c'est ce qu'enonce le theorerae, qui par conseyuent se tr uve d^montre
par ce qui precede.

XXX. Nous ajouterons un exemple en nombres relatif au premier
cas (XXVill.), avec les valeurs calculees de oy pour mettre en evidence
ce qui a ete trouve^ et nous discuterons cet exemple. Mais pour abreger,
nous laisscrons au lecteur a calculer et a discuter des exemples relatifs
aux autres cas.

Premier cas. fn>2, >0. Soit m = 3, = 2 et
144. s = 2,22.3.5 = 120.

Serie L Serie IL Serie III, Serie W.

145.

χ1

u
Λ ι

3
5

[l5

ν
120
40
24
8

"^ff
1

41
49
89

u
1
6

10
30

ν
60
2Q
12
4

^^σ
1, 61

41, 101
49, 109
29, 89

r
1l
4

12
20
60

ν
30
10
6
2

ff
31,91
11,71
19,79
59, 119

t*

8
24
40

120

ν
15
5
3
1

ff
3l
71
79

119

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/9/15 10:18 AM



5* Demonstration dlementaire du thdoreme de Wilson g</neralis/. 55

θα voit par ce tableau
A. Qu'ici toutes les valeurs de <r de la seeonde et de la troisieme

serie, e'est a dire les valeurs de (T correspondant aux facteurs u et v de $
pairs tous les deux, sont differentes entre elles (XXIII.).

B. Qu'a chaque couplo de» facteurs u et v pairs tous les deux H
orrespond deux valeurs de <r differentes de \s = 60 l'une de l'autre (XVII.)·

C. Qu'a cbaque couple de facteurs u et v premiers entre eux, ii
correspond une seule valeur de <r (XVI.).

D. Que toute valeur de (r correspoudante a un couple de facteurs
n et v premiers entre eux, convient en meme temps ou au couple 2ti et
%v ou au couple 11* et 20, suivant que v ou u est pair (XX.),

E. Que si la valeur σ* de er correspond au couple u et v des
facteurs, la valeur s—ΟΊ de <r correspond au couple — et — (XVIII.).

F. Le nombres des termes 2k de chaque serie est icr 22 = 4
(112.). Donc le nombre total 2 n des valeurs differentes de er, c'est a
dire de celles qu'offrent les series (II.) et (III.), celles des series (I.) et
(IV.) γ etant comprises, est ici 2.2.2^=2^+2; donc on a ^ = 2^ (114.).

G. Chaque valeur de er dans les series (II.) et (III.) (et celles des
series (I.) et (IV.) ne nous importent ici, puisqu'elles ne different pas des
precedentes) trouvant son complement s — (r parmi les <r des memes series,
on a, en faisant les produits des <r par couples, <r(s — <r) = s<r — σ*2 pour
chaque couple, et cela, <r2 etant toujours =A^s+l5 donne s<r — (2V>+1)
= iV^ — 1. Donc le produit des toutes les valeurs de er qui, multipliees
par elles memes et ces produits divises par $, laissent +1 pour restes, est
egal aAfc—l eleve a une puissance dont Texposant est le nombre n des
couples des valeurs de (T, c'est a dire le nombre n = 2*+I. Ce nombre
etant pair, on a ici

146.
c'est a dire, le produit des tous les nombres <r premiers avec s, qui donnent
<T2=iV$+l, est ici = iV*+l.

H. Maintenant la totalite des nombres er premiers avec l est ici
j l* 7, 11*, 13, 17, 19*, 23, 29*, 31* 37, 4l*, 43, 47, 49*,

147. j 53, 59#, 61*, 67, 71*, 73, 77, 79*, 83, 89*, 91*, 97, 101*,
l 103, 107, 109*, 113, 119*.
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56 5· Demonstration &<fmentaire du thdoreme de Wilson

Dans cette liste des nombres <r premiers avec s on a sur le champ marque
d'un asterisque ceux qui donnent o^ess fo+l, *els qu'ils ont eto trouves
dang (145·)· Les autres, multiplies par couples, mais non p s par eux-
memesy en donnant egalement j!Vs + l par couple, doivent parcourir tous
les nombres <r non-marques d'un asterisque (IX.)· C'est ce qui a lieu
ea effet, car ou trouve

7.103 = 6.120+1
13. 37 = 4.120+1
17.113 = 16.120 + 1
23. 47 = 9.120 + 1
43. 67 = 14.120 + l
53. 77 = 34.120 + 1
73. 97 = 59.120 + 1
83,107 =s= 74,120 + 1

ou, comme on voit, les facteurs a gauche parcourent tous les nombres
149. 7? 13, 17, 23, 37, 43, 47, 53, 67, 73, 77, 83, 97, 103, 107, 113

premiers avec s = 120 et non-marques d'un asterisque daos (147.). Donc
aussi le produit de ces nombres est 2V$+1. Mais le produit des nombres
er qui donuent <T2^=iV^ + l, etpit de son cote — Ns-\-l (147.). Donc le
produit de totts les nombres <r (147,) premiers avec s= 120 est β IV>+1,
coniuie ii a ete trouvd (115.).

XXXI. Le theoreine de Wilson proprement dit se rapporte aux
nombres premiers absolns. C'est un des cas tres speciaux compris dans
le neuvieme cas (XXIX.), savoir celul o ^ = 0, Λ = 1 et Pt=p, c'esj
u dire mx = l, Pour ce neuvieme cas il a ete trouve geooralement

150. ΟΊ(Γ2(Γ3.... (Γφ = Ns — l,
et c'est ce qu'apprend aussi le theoreme de Wilson proprement dit,

XXXII. Qu'il nous soit permis de remarquer que la demonstration
que nous venons d'ecrire n'est pas au fond aussi longue qu'elle le paroit etre.
Car nous n'avons ici rien suppose de connu. Nous avous presente en meme
tenips, comme lemmes, des theoremes, qui de leur cot£ trouvent leur ap»
plication encore en d'autres cas. Si Γόη ne compte pas ces lemmes, le-
tendue de la demonstration en elle-rneme ne se trouvera pas Stre

Berlin en Juin 1839«
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