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13.

Ueber die graphische Darstellung imaginarer
Funktionen.
(Von Herrn Siebeck zu Liegnitz.)

s. 1. x

Die Art und Weise, nach welcher im barycentrischen Calciil Punkte
wie Zahlengrofsen behandelt und unmittelbar durch Addition und Subtraction
mit einander in Verbindung gesetzt werden, sowie die bedeutenden Erfolge,
welche sich an diese Methode gekniipft haben, berechtigen zu der Vermuthung,
dafs die Macht und Tragweite jenes Punkt-Calcils noch grofser sein wiirde,
wenn es gelinge, denselben von den Fesseln, in welche er in Folge des
jenem Werke eigenthimlichen Ausgangspunktes eingezwingt ist, zu befreien,
und von Punkten nicht blofs Summen und Differenzen, sondern auch Produkte
und Quotienten, Potenzen und Wurzeln zu bilden. Glicklicherweise ist aber
das letztere Ziel durch die von Gaufs gegebene graphische Darstellung
imagindrer Zahlen mindestens beziiglich der Punkte einer und derselben Ebene
bereits erreicht und so liegt der Gedanke nahe, dafs es lohnend sein mochte,
von dieser breiteren und vervollstindigten Basis aus die Geometrie im Sinne
des barycentrischen Calcils zu behandeln — ein Unternehmen, welches im
Fdll des Gelingens aufser der Weiterbildung des barycentrischen Calciils noch
den Vortheil brdachte, dafs die vielfach geahnte, aber noch nirgends durch
wirkliche Erfolge documentirte Fruchtbarkeit jenes &Gaufsschen Gedankens,
sowie auch der innige Zusammenhang desselben mit den Methoden und An-
schauungsweisen der neueren Geometrie nachgewiesen wiirde.

Dafs das eben bezeichnete Feld ein sehr dankbares ist, beabsichtigt
der Verfasser dieses Aufsatzes an einer anderen Stelle ausfihrlicher nachzu-
weisen. Hier sei es ihm nur gestattet, einige Betrachtungen, die sich eben
ohne eine grofsere Reihe von Voraussetzungen anstellen lassen, auszufihren.

Die Art und Weise wie die Punkte einer Ebcne durch imaginare Zah-
len dargestellt werden, kann zwar als allgemein bekannt vorausgesetat werden,
_indessen dirfte es zum besseren Verstandnifs unserer Anschauungsweise bei-
tragen, wenn wir unseren Betrachtungen eine kurze Zusammenstellung der
Hauptsachen, welche hier in Betracht kommen, einleitend vorausschicken.
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Wir nehmen zu dem Ende in der gegebenen Ebene nach Belieben
zwei feste Punkte an, von denen der eine durch Null, der andere durch Eins
reprasentirt wird und bezeichnen diese Punkte respective durch O und I
Die nach beiden Seiten verlingerte Verbindungslinie derselben heifse die
Hausptachse, der Abstand eines beliebigen Punktes der Ebene vom Nullpunkt
der radius vector des betreffenden Punktes und der von dem radius vector
mit der Hauptachse gebildete Winkel der Neigungswinkel. Endlich sei noch
erwiahnt, dafs wir, wenn zwei Linien 4B und A4'B’ gleiche Linge und einerlei
(nicht entgegengesetzte) Richtung haben, dies durch AB = A'B’ ausdriicken.
Dies vorausgeschickt, beruht die graphische Darstellung imaginarer Zahlen be-
kanntlich auf folgenden Voraussetzungen:

4 1) Unter der Summe B4 C zweier
Punkte B und C ist derjenige Punkt 4 zu

Z verstehen, welcher so liegt, dafs die von

ihm nach dem einen Summanden B gezogene

% Linie mit der von dem andern Summanden

s . C nach dem Mittelpunkt gezogenen Linie

gleiche Léinge und einerlei Richtung hat.
Es ist daher A= B+ C, wenn OC = BA oder auch OB = CA.

2) Unter der Differenz 4 — B zweier Punkie 4 und B ist derjenige/
Punkt C zu verstehen, welcher so liegt, dafs die vom Nullpunkt bis zu ihm

gezogene Linie mit der von B bis A gezogenen Linie gleiche Linge und
einerlei Richtung hat. Es ist daher A — B = C, wenn BA=0C."

3) Unter dem Produkt B.C zweier
Punkte B und C ist derjenige Punkt 4
zu verstehen, welcher so liegt, dafs
Dreieck OIC @hnlich und gleichstimmig
OB A, oder auch OIB ahnlich und
gleichstimmig OCA sei.

4) Unter dem Quotienten f;? zweier
Punkte 4 und B ist derjenige Punkt C
zu verstehen, welcher so liegt, dafs die
Dreiecke OBA und OIC sghnlich und gleichstimmig sind.

Aus vorstehenden Voraussetzungen, deren Statthaftigkeit leicht auf ganz
elementarem Wege nachgewiesen werden kann, sind sodann die den einzelnen

o
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Punkten der Ebene zukommenden Zahlen mit leichter Mihe herzuleiten. Man
gelangt so zu den bekannten Resultaten, dafs ae* oder a(cose--isine), wo
i=1)—1, denjenigen Punkt reprasentirt, dessen radius vector gleich & und
- dessen Neigungswinkel « ist; dafs ferner die Zahl ¢ 6i demjenigen Punkte
zukommt, dessen Entfernung von der Hauptachse (in entsprechendem Sinne
- genommen) gleich & ist und dessen orthogonale Projektion auf die Hauptachse
die Entfernung @ vom Nullpunkte hat u.s. w. Wird ein Punki unter der
Form ae* gegeben, so werden wir ¢* den Richlungscoefficienten dieses Punk-
tes nennen. Den Begriff der Potenz und Wurzel, welcher aus 3) leicht her-
zuleiten ist, ibergehen wir der Kiirze halber und begniigen uns, in den
beiden folgenden Paragraphen noch einige einleitende Bemerkungen an Vor-
stehendes zu kniipfen, welche sich auf Gleichungen zwischen Punkten beziehen.

§. 2.
Jede Glejchung zwischen Punkten z. B. A= B ist der Ausdruck fir

die Identitit zweier Punkje. Da nun aber zur Bestimmung der Lage eines
Punktes in einer Ebene zwei metrische Bestimmungen gehoren, so sind auch
in jeder Gleichung zwischen Punkten zwei metrische Bestimmungen ent-
halten, welche daher in jedem einzelnen Falle zu entwickeln sind. Hat man
z. B. die Gleichung 4 — B=C — D, so liegt hierin, dafs AB =CD; die
beiden in der gegebenen Gleichung enthaltenen metrischen Bestimmungen be-
. stehen also darin, dafs einestheils 4B = CD, anderntheils die Winkel, unter
welchen die Linien AB und CD gegen die Hauptachse oder auch eine be-
liebige andere Linie geneigt sind, einander gleich sind. Um ein fir spatere
Untersuchungen wichtiges Beispiel anzufiihren, wollen wir versuchen die bei-

den in der Gleichung
A—Y
Y—B
liegenden metrischen Bestimmungen zu entwickeln.
Zieht man zu dem Ende, wenn
AYB in nebenstehender Figur 3
beliebige Punkte der Ebene sind,
OL=YA und OM=BY, so ist
L—=A4—Y und M= Y—B, folg-

., A—Y L ‘ .
lich Y—F = i’ Ist. daher X ein

Punkt, weleher so liegt, dafs Dreieck =

X =
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LOM~ XO0l, ‘so ist X= —l-'- = f;%l—’ Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke

folgt aber, dafs 0—0/11— 3{; , oder, da OI die Lingeneinheit ist, 0.X = 311;1,

da aber OL = Y A4 und OM = BY, so ist 0X=-‘;—£, d. i. die eine me-

trische Bestimmung. Andrerseits folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke, dafs
210X = /MOL; es ist aber, da OL mit YA einerlei, OM mit YB
entgegengesetzte Richtung hat, Z/MOL = 2R — AY B, folglich auch
210X =2R — AYB d. i. die zweite metrische Bestimmung. In der

Gleichung X — Y II; liegen also die beiden melrischen Bestimmungen

0X=AT§ und £10X=2R — AYB. Man kann hieraus die Lage des

Punktes X leicht ohne Hilfe der Punkie L und M ermitteln. Ist z B.
£LAYB=2R und AY = YB, also Y der Mittelpunkt von AB, so ist
0X =1 und £LI0X=0; der Punkt X fallt also dann nach I, und es ist folg-
lich A Y— 1. Aus letzterer Gleichung folgt aber wieder Y=i4#- Wir

entnehmen hieraus, dafs allgemein A;B Ausdruck des Mittelpunkts der
geraden Strecke AB ist.

Zusatz. Aus der Gleichung ;‘,:i:g:lz) folgen die metrischen
Bestimmungen
AY CZ
(1) Y6 = ZD°

) LAYB = /CZD
oder AYB ~ CZ.D.

§. 3.

Schliefslich sei es uns erlaubt, noch einer Methode Erwahnung zu thun,
von welcher wir hie und da bei Liangen- und Flichenbestimmungen Gebrauch
machen werden. Ist nidmlich ein zusammengesetzter Ausdruck gegeben, wel-
cher aufser ¢ nur reelle Zahlen enthilt und den wir durch F'(i) bezeichnen
wollen, so erhdlt man den diesem Ausdruck entsprechenden Punkt P durch
eine Reihenfolge von Constructionen, welche die jedesmalige Beschaffenheit je-
nes Ausdrucks bedingt, aus lauter Pankten der Hauptachse (den Reprisentanten
Jener reellen Zahlen) und dem Punkte J, namlich dem Reprisentanten von . Setat

man nun —¢ slatt ¢ in F(¢), so erhalt man den Punkt F'(—i)= P offenbar
aus denselben Punkten der Hauptachse und aus J' (dem Reprisentanten von



15. Siebeck, Geometrische Bedeutung imagindrer Zahlen. 2925

—1), also dadurch, dafs man dieselbe Construction auf der enigegengesetazien
Seite der Hauplachse ausfihrt. Hieraus folgl, dafs die Punkte P und P zur
Hauptachse symmetrisch, nimlich in gleicher Entfernung von derselben und
in ein und derselben Normalen zu ihr liegen miissen. Setzt man nun insbe-
sondere P==F(i)=ae“=a(cosa-}isine) und folglich P=F(—i)—ae™™
= a(cose —¢sinca), so sind hiedurch zugleich folgende Gleichungen bedingt:

2

(1') RP = a,
(2) _% — e'zaz',
3) —I-D;g-g = acosc,
4.) ﬂ%ﬂ = dasino.

Stellen wir uns etwa die Aufgabe, wenn P und Q zwei beliebige
Punkte der Ebene sind, den Flacheninhalt des Dreiecks POQ zu ermitteln,
so wird derselbe, wenn P = ae* und Q = bef gesetzt wird, zunichst durch
Labsin (0 — )=} (asine.bcos3—acosa.bsin/3) ausgedrickt werden kon-
nen. Setzt man hier fir acose, bcosB3, asine, bsinB die diesen Zahlen
nach (3.) und (4.) entsprechenden Ausdriicke, so erhalt man

[P—P 0 P+P 0—0
apog — 4[E5F 0T_£1F 020

woraus man leicht erhalt

PQ—P
() APOQ — _%_Q_.
Um ein zweites Beispiel der Auwendung zu
geben, wollen wir uns vornehmen, den bekannten A

Stewarischen Salz zu beweisen, nach welchem,
wenn B ein beliebiger Punkt der Seite DC des
Dreiecks ADC isi, die Gleichung .
AD? .BC+ AC*.BD— AB*.DC = DB.BC.DC 4 : -
Statt hat.

Wir verlegen zu dem Ende D in den Nullpunkt, B und C in die
Hauptachse. Es seien nun A die dem Punkte A, und 0, b, ¢ die den Punk-

ten D, B, C resp. zukommenden Zahlen. Alsdann ist dem Obigen gemifs
" Journal fir Mathematik Bd, LV. Heft 3. 29
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A. A Ausdruck far DA?,

(A —b)(A—b) Ausdruck fir BA?,

(A—¢)(A—c) Ausdruck fir CA~
Ferner sind 6, ¢, ¢—¥& die resp. Ausdriicke fir die Langen DB, DC, BC.
Es wire also nur die Gleichung

4. 4c—b)+A—ec)(Ad—e)b—(A—b)(A—b)ec = bec(c—0b)

zu beweisen, deren Identitit auf der Hand liegt.

Von den geometrischen Kunktionen.
I. Von den Funktionen einer Variabeln.

§. 4.

Denkt man sich einen aus den beliebig in der Ebene liegenden Punkten
X, 4, B, C ... beliebig zusammengesetzten Ausdruck (z. B. 44-BX+|CX?),
welchen wir allgemein durch F'(X, 4, B,C...) bezeichnen, so wird durch
denselben eine Construction bedingt, mittelst deren man aus den als. bekannt
angenommenen Punkien X, 4, B, C ... zu einem neuen Punkte gelangt,
welchen wir durch ¥ bezeichnen wollen. Setzen wir demnach

Y=FXA4,BC..)

und seien die Punkte 4, B, C ... fest, der Punkt X aber verindere seine
Lage, so wird auch Y seine Lage verdndern. Beschreibt also X eine be-
liehige Bahn, so wird sich auch Y .in einer Bahn bewegen, und zwar in
einer solchen, welche abhingig ist von der vom Punkte X durchlaufenen Bahn.
Wir werden daher X den sich unabhingig bewegenden Punkt, ¥ den sich
abhingig bewegenden Punkt nennen. Jeder bestimmten Lage des Punktes X
entspricht eine bestimmte Lage des Punktes ¥; beschreibt daher X und folg-
lich auch Y eine Curve, so entspricht jedem bestimmten Punkte der ersteren
Curve ein bestimmter Punkt der andern Curve. Zwei sich in dieser Weise
entsprechende Systeme von Punkten oder Curven nennen wir verwand!, und
es ist unsere Absicht, den gemeinsamen Charakter aller Verwandtschaften,
welche auf diese Weise dargestelll werden konnen, zu ermitteln. Wir
bemerken hierbei noch, dafs das Abhingigkeits- (Verwandtschafts-) Verhilt-
nifs der Punkte X und ¥ auch durch eine Gleichung von folgender Form
F(Y,X A4, B,C...)=0 dargestellt werden kann, in welcher sowohl X als
unabhingiger und Y als abhangiger, als auch Y als abhangiger und X als
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unabhiingiger Punkt betrachtet werden kann. Denken wir uns nun die Ver-
wandischaft der beiden Systeme mit Weglassung der festen Punkte einfach
durch die Gleichung ¥ = F'(X) ausgedriickt, und seien X', X", X" drei
einander unendlich nahe, nicht in gerader Linie liegende Punkle des Systems
X; Y', Y", Y™ ... die jenen entsprechenden, also ebenfalls einander un-
endlich nahen Punkte des Systems ¥, und bezeichnen wir den Differential-

quotienten g/—l—l: durch F'(X), so ist offenbar
Y" —_ Y’ — (XH _XI)F’(X'),
YVN__ Y' — (XH’_XI)FI(X’)’
folglich
Y"—y' P, (L L

Y —Y" —  XI—Xx"m .
Aus letzterer Gleichung folgen aber (nach §.2, Zusatz) die beiden metrischen
Bestimmungen:

n ’ n !
W yr = T
(2.) AXHXIXIH J— 1 Yy'y'y',.

Demnach sind auch die Dreiecke X'X"X" und Y'Y"Y" ahnlich
(und gleichstimmig). Wir gelangen somit zu folgendem allgemeinen Resultate:
Je zwei einander nack der Gleichung Y — F(X) verwandle endliche
- Figuren sind in ihren kleinsten Theilen einander dhnlich *).

Dasselbe gilt natirlich auch von jeder durch die Gleichung F'(X, ¥)=0
ausgedriickten Verwandtschaft, weil letztere Gleichung stets auf die Form
Y = F'(X) gebracht werden kann.

Schneiden sich nun zwei zum System X gehorige Curven in einem
Punkte X' und folglich die zu dem System Y gehorigen, jenen entsprechen-
den Curven in dem entsprechenden Punkte Y’, so sind offenbar die Durch-
schnittswinkel der sich in X' und ¥’ schneidenden Curven einerlei mit
denen, welche die zwei in X' oder Y’ zusammenstofsenden Elemente der
einen und der andern Curve mit einander machen. Da nun aber, wie eben
bewiesen wurde, die einander entsprechenden Figuren in ihren kleinsten
Theilen ahnlich sind, so folgt hieraus der Satz:

#) Man vergleiche hiemit: Gaufs, Allgemeine Auflosung der Aufg<abe: die Theile"
einer gegebenen Fliche so abzubilden, dafs die Abbildung dem Abgebildeten in den klein-
sten Theilen ahnlich wird (Art.8), in Schumachers astronomischen Abhandlungen, Heft3.

29 *
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Findet zwischen zwei Figuren die Verwandischaft Y = F(X)
Statl, so missen sich stets je zwei sich schneidende Curven der einen
Figur unler denselben Winkeln schneiden, wie die entsprechenden Curven
_ der andern Figur.

Wir werden daher die unter der Gleichung ¥ = F'(X) oder  auch
F(X,Y)=0 enthaltenen Verwandtschaften ésogonale Verwandtschaften

nennen. Unter ihnen hat man uberhaupt bis jetzt erst zwei in Untersuchung
gezogen, namlich die Verwandtschaft der Aehnlichkeit (¥ = A4+ BX) und

. . __ A+BX
die Kreisverwandtschaft (Y__ crDx /)

Wir werden aber auf die specielle Erorierung mehrerer der einfach-
sten Verwandtschaften erst spater eingehen konnen. Vorlaufig bemerken wir
nur, dafs diejenigen isogonalen Verwandtschaften besondere Beachtung ver-
dienen, fir welche, wenn sie durch die Gleichung F'(X, ¥')=0 gegeben
werden, F'(X, Y') eine symmetrische Funktion von X und Y ist. Da nam-
lich in solchen Funktionen die Variabeln mit einander vertauscht werden
konnen, so ist das Entsprechen ein involutorisches. Wir werden daher solche
Verwandtschaften involutorische isogonale Verwandtschaften nennen.

§. 5.

Aus der im vorigen Paragraphen gegebenen Entwicklung lafst sich zu-
gleich die Bedeutung herleiten, welche der Differentialquotient. F''(X) beziig-
lich der Verwandtschaft ¥ = F'(X) hat. Sind némlich wieder X' und X"
zwei einander sehr nahe Punkte in X, ¥’ und Y¥" die ihnen entsprechen-
den in ¥, und lassen wir X" sich um X' in einem Kreise bewegen, so
wird sich in Folge der oben bewiesenen Aehnlichkeit der kleinsten Theile
auch ¥” um Y 'in einem Kreise bewegen. Es ist dann fortwihrend

, Y"__YI
F(X') = s
In dieser Gleichung liegen aber, wenn wir F'(X') = P setzen, folgende

metrische Bestimmungen

' ’ Yy
1) op—= XX

d. b. der Radius vector des Differentialquotienten F'(X') giebt fur die
Verwandtschaft ¥ — F'(X) das Verhdiltnifs der Halbmesser zweier ein-
ander enlsprechenden FElementarkreise an. '



15. Siebeck, Geometrische Bedeutung imagindrer Zahlen. .229

2) Ist u die Richtungsdifferenz von ¥'¥Y"” und X’X”, so ist
' ZI0OP = yu,

d. h. der Richtungscoefficient des Differentialquotienten giebt durch sein
Argument den constanten Richtunysunterschied je zweier entsprechender
Halbmesser in zwei entsprechenden Klementarkreisen an.

Hicraus folgt u. A., dafs ¥ = A4 BX die Verwandtschaft der Aehn-
lichkeit ist, weil hier F"(X) constant ist. Beschreibt daher X eine beliehige
Curve, so beschrelbt A4 BX eine ihr ahnliche Curve.

§. 6.

Aus dem Vorstehenden folgt, dafs zwei Punkten X", X' -eines
Elementarkreises in X, welche einander diametral gegeniiberstehen, zwei eben
solche Puukte ¥, ¥ in dem entsprechenden Elementarkreise entsprechen
miissen. Geht daher in X ein sich geradlinig bewegender Punkt von X"’
iber X' nach X", so bewegt sich der ihm in ¥ entsprechende Punkt von ¥
iber Y’ nach Y". Hiervon ist jedoch der Fall ausgenommen, in wel-
chem OP, der Radius vector von F'(X'), = 0 und mithin F'(X') selbst
=0 ist. In diesem Falle ist nidmlich der Radius des Elementarkreises in ¥
gleich Null, oder genauer ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung. Wih-
rend namlich die Punkte X", X" von X' aus nach enigegengesetzter Rich-~
tung hin liegen, liegen dann die Punkte ¥" und ¥"' von Y' aus nach
einerlei Richtung hin. In der That namlich ist nach dem Zaylor’schen

Lehrsaiz:

X'—X' X"— "X
v = FX)+ 2T xS x4
R X"M—X "o, v
Y — F(X’)—|———-——F(X)+——————( LF"(X') 4
Ist nun unserer Annahme gemifs X' der Mittelpunkt von X" X', so dafs
"
also nach §.2 X’=£'|—2'£- oder X" —X'= — (X" —X'"), und ist

F'(X') nicht =0, so ist es erlaubt, schon das zweite Glied der Reihe zu
vernachlassigen und man erhdlt dann durch Addition obiger Gleichungen
Y+ Y" =2F(X)=2Y" oder ¥'=TFT" an ¥ liegt in der
Mitte von Y"Y"'. Ist dagegen F'(X’) =0, so kommt das zwelte Glied der
Taylor’schen Reihe mit in Betracht und es ist dann, da X" — —(X"—-X")
und eben deshalb (X"—X') = (X""—X')* ist,

' YII — YIH.
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Sonach mufs der Bewegung des X von X" iber X' nach X"/, eine Be-
wegung des Y von Y" nach Y' und dann wieder zuriick nach Y" ent-
sprechen. Wir erhalten somit folgenden Satz: Stehen zwei Figuren in
der Verwandtschaft ¥ = F(X), und giebt es einen in endlicher Ent-
fernung liegenden Punkt X', far welchen F'(X') =0, so entspricht jeder
in X durch X' gehenden geraden Linie eine solche Curve in Y, welche
in dem dem X' entsprechenden Punkte F(X')=Y' einen Ruckkehr-
pdnkt hat.

Wir wollen nun jeden Punkt des Systems Y, welcher dem Vor-
stehenden gemifs ein Riickkehrpunkt jeder bis zu ihm gehenden Curve ist,
einen Brennpunkt des Systems Y nennen. Es versteht sich von selbst,
dafs auch das System X Brennpunkte haben kann, fir welche dann die Glei-

chung %:O gelten mufs. Bei jeder involutorischen isogonalen Verwandt-

schaft haben offenbar beide Systeme gemeinschaftliche Brennpunkte.

Beispiele. 1) Fir die Verwandischaft ¥ = X* welche wir eine
parabolische nennen, ist 3—;:0, wenn X =0. Ist aber X=0, so ist
auch ¥'=0. Demnach hat das System Y bei der Verwandtschaft ¥ = X"
einen Brennpunkt und dieser ist der Nullpunkt. Alle Curven in ¥, welche
geraden Linten in X entsprechen, sind namlich, wie gezeigt werden wird,
Parabeln, welche confocal sind und den Nullpunkt zum gemeinschaftlichen
Brennpunkt haben.

2) Fir die Verwandtschaft der Aehnlichkeit ¥ =44 BX ist F"X=218,
also nicht =0, sofern nicht B =0, welcher Fall aber nicht staithaft ist, da
- sonst ¥ == A, also constant sein wiirde. Bei dieser Verwandtschaft giebt es
daher keinen Brennpunkt.

3) Fir die (involutorische) Verwandtschaft X*4 ¥? = 1 ist
oY X

T = =+ l/————__F, welchfer letztere Ausdruck nur fiir den endlichen Werth 0
von X gleich Null wird. Fir X=0 ist aber ¥ = +1. Diese Verwandi-
schaft hat also zwei Brennpunkte, welche nach I und I' fallen. Je zwei
einander nach dieser Verwandtschaft entsprechende Punkte sind, wie wir sehen
werden, immer Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser einer Ellipse, deren
Brennpunkte nach I und 1' fallen. -

4) Fir die Verwandischaft - ¥ = cosam X (mod. &), ist IF =

—sinam X. Jam X. Ist nun sinam X =0, so ist cosam X = +1; ist da-
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k'—: Diese Verwandtschaft hat also

gegen dam X =0, so ist cosamLY:j—_’ .
! 1)

die 4 Brennpunkte +1, —1, —{—EI;, ——’%, von denen, wenn k<<1, nur

zwei in der Hauptachse liegen. Ist &£ =0 und folglich ¥ = cos X, so blei-

ben nur noch die Brennpunkte +1. Diese letztere Verwandtschaft (welche

man die elliptisch-hyperbolische nennen konnte) wird auf den letzlen Seiten

dieses Aufsatzes niher erirtert werden, der allgemeinere Fall ¥ = cosam X

(mod. k) aber besonders zu behandeln sein.

S. 7.

Setzen wir wieder die Verwandtschaft ¥ = F(X) und nehmen an,
dafs sich X in der Hauptachse bewege, also foriwahrend reell sei, so wird ¥’
die der Hauptachse entsprechende Curve beschreiben. Wir werden aber den
Vorbehalt, dafs X reell bleibe, dadurch ausdriicken, dafs wir = stait X schrei-
ben. Somit ist F'(x) iiberhaupt Ausdruck einer Curve und zwar derjenigen,
welche bei der Verwandtschaft ¥ = F(X) in dem System Y der Haupt-
achse in X enispricht. Sind nun P=a und P'=x 4 0x zwei einander
unendlich nahe Punkte der Hauptachse, und entsprechen denselben die im
Allgemeinen einander ebenfalls unendlich nahen Punkte Q — F'(x) und
Q' = F(x+ 0x), so konnen offenbar die Linien PP’ und QQ' als ent-
sprechende Halbmesser in entsprechenden Elementarkreisen betrachtet werden,
und es ergiebt sich demnach aus §.5, dafs ' '

1) der Radius vector von F'(x) fir die Curve F'(z) das Verhilt-
nifs der Linge eines beliebigen Curvenelements zu der Lénge des ihm ent-
sprechenden Elements der Hauptachse (nach §.5, 1)),

2) der Richtungscoefficient von F'(z) die Neigung des betreffenden
Curvenelements gegen die Hauptachse, also die Tangentialrichtung (nach
§. 5, 2)) angiebt. :

In Bezug auf 1) bemerken wir, dafs wenn wir den unabhingig sich
bewegenden Punkt z sich so in der Hauptachse bewegen lassen, dafs er im
Zeilpunkte x auch die durch diese Zahl ausgedriickte Entfernung vom Null-
punkte hat, dafs also seine Geschwindigkeit constant, namlich =1 ist, und
Oz zugleich als Differenzial der Zeit betrachtet werden kann, — offenbar
F(x-{-0x)— Fx oder Ox.F'(x) das dem Zeitincremente Oz entsprechende
Increment der Curve und folglich F'(x) die Geschwindigkeit in dem be-
treffenden Punkie der Curve bezeichnet. Wir werden also_ sagen konnen:
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Ist Y = F(x) Ausdruck emer Curcve, so giebt F'(x) durch
seinen Radius vector die Grifse und durch seinen Richtungscoefficienten
die Richtung der Geschwindigkeit des sich abhingig bewegenden Punktes
an der betreffenden Stelle der Curve an, so fern man annimmt, dufs
der unabhingige Punkt x sich in der Hauptachse it der constanten Ge-
sc‘lzwindiykeit 1 beweyt.

Hieraus lafst sich aber ableiten, dafs der Brennpunkt des Systems
Y beziglich der Verwandtschaft ¥ = F'(X) zugleich Brennpunkt der Curve
F(x) ist. Da namlich der Differentialquotient F'(x) durch seinen Richtungs-
coefficienten die Tangenlialrichtung angiebt, so ist, wenn wir den von der
letzteren mit der Hauptachse gebildeten Winkel durch ¢ bezeichnen und F'(X)

auf die Form p + ¢¢ bringen, offenbar tangrp:j—_-;’)—- Ist hun F'(X')=0,

und folglich auch p+¢ié =0, so isl tangp = t¢. Dies stimmt aber mit der
von Plicker gegebenen Definition iiberein, wonach die Brennpunkte die-
jenigen Punkte in der Ebene einer Curve sind, von denen sich imaginire
Tangenten an die Curve ziehen lassen, welche mit einer beliebigen Geraden
Winkel bilden, deren trigonometrische Tangenten den Werth +¢ haben *).
Wir sind sonach im Stande, auf die leichteste Weise die Brennpunkte einer
gegebenen Curve zu finden. [Ist nimlich F(x) die vorgegebene Curve und
sind X', X", X" ... die Wurzeln der Gleichung F'(X)=0, so sind
F(X"), F(X"), F(X") ... die Brennpunkte der Curve. Hierbei ist
jedoch vorausgesetzt, dafs X', X", X" ... in endlicher Entfernung liegende
Punkte sind.

Zusatz. Da uns die Untersuchung der Gleichung g—}’ =0 zu den

Brennpunkten gefihrt hat**), so entsteht naturgemifs die Frage nach dem geo-
melrischen Orte derjenigen Punkte in ¥ und X, fir welche der Radius vector

von a%i,— einen bestimmten constanten Werth p hat, fir welche also das Ver-

*) Es dirfte nicht ohne Interesse sein, die durch unsern Punktcalciil bedingte Auf-
fassung dieses Gegenstandes mit einem Aufsatze des Herrn Prof. Kummer im 35** Bande
dieses Journals zu vergleichen, in welchem derselbe Gegenstand auf dem gewdhnlichen
Wege der analylischen Geometrie behandelt worden ist.

##) Auch die Belrachtung des zweiten Differentialquotienten fiihrt zu bemerkens-_
" werthen Eigenschaften der sogenannten Verwandtschaften. Der Raum gestattet mir nicht,
folgendes neue allgemeine Geselz herzuleiten: Schneiden sich mehrere confocale Cur-
ven derselben Art in einem Punkie, so haben die Kriimmungskreise jener Curven
in diesem Punkte aufser letxterem noch einen Punkt gemein und bilden also ein
System von Chordalkreisen.
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haltnifs der entsprechenden Elementarkreise ein und dasselbe ist. Sei daher
eine Verwandtschaft durch die .Gleichung

U=FXY)=
gegeben, so folgt zundchst aus ihr, dafs

oU oY

ax+ 57 ox — O

Soll nun der Radius vector von g—§ constant sein, so brauchen wir nur

aY 73 P : .
= pe” zu setzen, wo p constant und v verianderlich angenommen wird. Es

X

werden daher alle Punkte in X und ¥, welche gleichzeitig den Gleichungen
@) . U=,
aLn) + dY -pe’ = 0

entsprechen, die Eigenschaft haben, dafs das Verhiltnifs der Halbmesser ent-
sprechender Elementarkreise in diesen Punkten —p ist. Liegen daher diese
Punkte in stetigen Curven, wie es in der That der Fall ist, so missen auch
je zwei entsprechende Bogen dieser Curven in dem constanten Verhalinifs
p stehen. Man erhélt aber offenbar jene Curven, wenn man X und Y aus
den Gleichungen (I.) und (IL) entwickelt, wodurch man Ausdrucke von
der Form

X = ¢(pe),

Y = y(pe”) .
erhalt, in welchen » variabel zu denken ist. Wir erhalten somit folgenden
~ zu einer Menge merkwiirdiger Relationen fihrenden Satz:

Ist U eine complexe Funktion von X und Y, und entwickelt man
X und Y aus den Gleichungen
U=0,

v vi
xTarre =0

so dafs man Ausdricke von der Form

X = (p(pevi)v

¥ = y(pe")
erhilt, so sind ¢ und v, wenn man p als constant und v als varmbel
annimmt, Ausdriicke solcher Curven, deren entspreclcmde Bogen in dem

constanten Verhdlinifs 1:p stehen.
Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft3, 30

e L,
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Die betreffenden Curven sind im allgemeinen geschlossene Curven,
welche in beiden Systemen um die Brennpunkte (fir welche p=0 und p=o0)
herumgehen. Beispiele hierzu konnen fir jetzt noch nicht gegeben werden.

§. 8.
Nach dem vorhin Gesagten stellt, wenn ¥ =F(z) und Y'=F (x4 0r)

und mithin Y'a: Y _ F'(z) = P gesetzt wird, OP die Grofse und Richtung

der Geschwindigkeit von Y dar. P ist aber selbst ein sich nach dem
Gesetze P =— F"(x) bewegender Punkt, und wenn dieser am Ende der
Zeit -+ Ox sich in P' befindet, so hat man P'= F'(x4 0z), folglich
P/'—P

ox _ ‘
setzt, OQ die Richtungsgrofse der Geschwindigkeit von P, d. i. der Geschwin-
digkeit, mit welcher sich die Grofse und Richtung der Geschwindigkeit von
Y andert; folglich drickt Q die Beschleunigung von Y aus. Setzt man
dieses Riasonnement fort, so gelangt man ebenso zu dem Resultate, dafs F'"'x
die Richtungsgrofse der Geschwindigkeit der Beschleunigung Q = F"'(x) aus-
driickt etc. Wir konnen dies (vergl. in dieser Beziehung den Aufsatz von
Mibius im 36" Bande dieses Journals: ,iiber die phoronomische Deutung
des Taylorschen Theorems) so ausdriicken: Ist F'(x) der Ausdruck fir die
Bewegung eines sich in der Ebene bewegenden Punkies ¥, so ist F'(x)
die Grofse und Richtung der ersten Geschwindigkeit, F'"'(x) die Grofse und
Richtung der zweiten Geschwindigkeit etc., F”(x) die Grofse und Richtung
der n*" Geschwindigkeit des Punktes Y.

Entwickelt man daher den Ausdruck F'(z'+ ) nach dem Taylor-
schen Lehrsatz in eine nach den Potenzen von x geordnete Reihe und bricht
man diese Reihe mit dem (n--1)"" Gliede ab, so erhilt man den Ausdruck
derjenigen Bewegung, welche der Punki ¥ annimmt, wenn am Ende der
Zeit ' die n* Geschwindigkeit auf einmal constant wird. Ist n =2, so er-
- hélt man auf diese Weise F'(x')+x.F"(2') als Ausdruck einer gleichformigen
Bewegung in der im Punkte F'(z') an die Curve gelegten Tangente.

. §.' 9'.

Sowohl zum besseren Verstandnifs des Vorhergehenden, als auch weil
es der Gang der Untersuchung erfordert, wollen wir jetzt einige der einfach-
sten Funkiionen discutiren. Wir bemerken aber vorher, dafs ein und die-
selbe Curve auf verschiedenartige Weise ausgedriickt werden kann. Ist namlich

= F"(x), und es ist, wenn man diesen neuen Punkt F"' ()= Q
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f(a) eine beliebige reelle Funktion, so sind offenbar F'(x) und F (f(x)) zwei
Ausdricke einer und derselben Curve. Denn setzen wir f(x)= 2, und folg-
lich ¥ (f(x)) = F(2), so beschreibt der unabhingige Punki 2 in F'(2) die-
selbe Linie wie der unabhingige Punkt & in F(x). Demnach mufs auch der
durch die Funktiion F' ausgedriickte abhingige Punkt in beiden Fallen ein und
dieselbe Curve beschreiben. Diese Bemerkung ist aber fir die Curven sehr
wichtig, weil aus ihr hervorgeht, dafs man ein und dieselbe Curve als zu den
verschiedenartigsten isogonalen Verwandischaften gehorig auffassen kann. Es
ist namlich F'(x) Ausdruck derjenigen Curve, welche bei der Verwandtschaft
Y=F(X) fir das System Y der Hauptachse in X entspricht. Dagegen
ist F'(f(x)) Ausdruck derjenigen Curve, welche bei der Verwandtschaft
Y=F(f(X)), wo also f(X) nicht mebr reell zu sein braucht, beziiglich
Y der Hauptachse in X entspricht. Je nachdem also die Curve als zu der
einen, oder der andern Verwandischaft gehorig betrachtet wird, werden sich
verschiedene Eigenschaften derselben offenbaren. So ist z. B. ¢ Ausdruck
des mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. Er entspricht
also bei der Verwandischaft ¥ = ¥ in Y der Hauptachse in X, oder auch,
wenn man will, bei der Verwandischaft der Identitit ¥ = X dem mit der
Langeneinheit als Halbmesser um- den Nullpunkt beschriebenen Kreise. Setzt
man nun in

e T L gitang T
1—tang ) + 2itang o)

e = cosx-}isine = -
1+tang'—2—
1 —a*42xi
1+a°

desselben Kreises. Demnach ist der mit O um O beSchnehene Krels zu-

. x N 1—uxi L
einfach x statt tang 5, so erhélt man oder 1T 20 als Ausdruck

gleich derjenige, welcher bei der Kreisverwandtschaft y=1= H‘—X beziiglich

Y der Hauptachse in X entspricht.

Lafst man ibrigens o zugleich die Zeit bedeuten, so entspricht der
Transformation F'(z) in F (f(x)), oder auch der Transformation F'(f(x))
in F(p(x)), wo f(x) und ¢ (x) reelle Funktionen sind, offenbar eine Ver-
anderung der Geschwindigkeit des die Curve beschreibenden Punktes.

‘ §. 10.

Aufgabe. Gegeben sei eine algebraische rationale ‘ganze Funktion
vom 1**» Grade A-- Bz (wo A und B beliebige feste Punkte der Ebene
sind); man soll die durch diese Funktion dargeslellte Bewegung ermitteln, -

' 30 *
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452 Auflosung. Man setze A+Bxr=Y, so ist

%’—“ B; also ist die Geschwindigkeit von Y nach

4.8, Grofse und Richtung constant und wird durch OB
vorgestelll. Da nun aufserdem Y in A ist, wenn,
z in O, so bewegt sich der Punkt ¥ in. der

B
Parallelen, welche durch 4 mit OB gezogen wer-
den kann, und zwar ist der am Ende der Zeit x
4 = durchlaufene Weg — OB.x.

Zusatz 1. Da mittelst der Form A4 Bz alle in der Ebene liegenden
geraden Linien ausgedriickt werden konnen, so ist, wenn F' eine beliebige
Funktion bedeutet, F'(A-Bx) der allgemeine Ausdruck aller derjenigen
Curven, welche bei der Verwandischaft ¥ = F'(X) in dem System Y gera-
den Linien in X entsprechen.

Da man nun die Brennpunkte der Curve F'(A4-| Bz) findet, wenn

man die Wurzeln der Gleichung aF(fg}-l—giY—)zO in F(44 Bz) fir « ein-

setzt und da man offenbar dieselben Punkte erhilt, wenn man die Wurzeln

der Gleichung agﬁ‘f) =0 in F(X) einsetzt, weil %f;ﬁ-l—lf.g)'B:BF(gi-Bx)

ist, so missen die Brennpunkte des Systems X beziiglich der Verwandtschaft
Y = F(X) identisch sein mit den Brennpunkten der Curve F'(A-+ Bz).
Wir erhalten somit den Satz:
Stehen zwei Figuren in der isogonalen Verwandtschaft V= F(X),
so sind alle Curven der einen Figur, welche geraden Linien der
andern Figur entsprechen, confocal und zwar haben sie die zu die-
ser Verwandtschaft gehorigen Brennpunkte zu ihren Brennpunkten,
wobei zugleich daran erinnert werden kann, dafs auch die Winkel, unter
denen sich die confocalen Curven schneiden, gleich sein miissen den Win-
keln, unter welchen sich die entsprechenden Geraden schneiden.

Es darf hier nicht unerwahnt bleiben, dafs sich das vorstehende Rason-
nement auf alle in X gezogenen Curven ausdehnen lafst; so dafs wir zu dem
scheinbaren Paradoxon gelangen: Alle Curven in Y, welche beliebigen Cur-
ven in X nach der Verwandtschaft ¥ —F'(X) entsprechen, sind confocal.

Zusatz 2. Ist f(x) eine beliebige reelle Funktion, so ist (nach §.9)
auch A} B.f(x) Ausdruck einer geradlinigen Bewegung und zwar ist der
am Ende der Zeit = durchlaufene Weg gleich OB.f(x).
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§. 11.

Aufgabe. Es soll die durch die Funktion 44 Bz Cz® ausge-
drickte Bewegung ermittelt werden.

Auflésung. Man setze A+Br =M, A+ Czs*= N, aufserdem
aber A{+B.1=M', A4+C.1*= N/, so .ist

1) M ein in der Geraden AM' begriffener und in ihr sich bewegender

Punkt, so dafs AM'.x = AM (nach §.10).

2) Neinin der Geraden AN’ sich bewegender Punkt, so dafs AN'.2*—= AN

(nach §. 10, Zusatz 2).

Zieht man nun MY und NY so, dafs
AMYN ein Parallelogramm ist, so ist
Y=M+(N—A)= A+ Bx+|+Cz*
also ¥ der Punkt, dessen Bewegung
zu bestimmen ist.

Da aber AMYN ein Parallelo-
gramm ist, so wird AN als Abscisse
und AM als Ordinate des Punktes ¥ /
in demjenigen Coordinatensystem zu 4
betrachten sein, dessen Abscissenachse ,
AN’ und dessen Ordinatenachse AM' ist. Es folgt nun aber aus 1) und 2),
dafs

AM®  AM®
AN' — AN
" . . AM? e ‘
Da nun —— constant ist, so ist auch ——- constant. Demnach ist die Be-
AN’ AN

wegung von Y so beschaffen, dafs das Quadrat der Ordinate des- Punkies ¥
der Abscisse proportional ist. Die von Y durchlaufene Bahn ist daher eine
Parabel. Diese Parabel mufs durch 4 gehen, weil ¥ in 4, wenn z in O ist;
und es mufs AN' ein Durchmesser, AM' aber eine Tangente derselben sein.

Setzen wir nun den zu dem Durchmesser AN' gehorigen Parameter
—p, so ist offenbar p="27". Nun ist aber, da M'=A4+B, AM'—OB;
ferner, da N'=A4-+C, AN'=0C. Folglich ist p=%. Die Parabel
‘ist mithin vollstandig bestimmt.

Zusatz. Die phoronomische Bedeutung der Constanten A4, B, C ist nach
§. 8 -folgende: A ist der Ausgangspunkt der Bewegung, OB die Geschwin-
digkeit im Ausgangspunkte, 20C die Beschleunigung im Ausgangspunkte, bei-
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des nach Grofse und Richtung. Will man den Ausgangspunki verlegen, so
braucht man nur '+ x fir « zu setzen und erhélt so den Ausdruck
A+ B+ x2)+ Ca'+2) = A4 Bz+ Co,

wo alsdann

A'= A+ Bz'{ Ca2” der neue Ausgangspunkt,

B'= B+ 2Cx' die Geschwindigkeit in diesem Punkte,

C = C die Beschleunigung im neuen Ausgangspunkte
ist. Man ersieht hieraus, dafs die Beschleunigung in allen Punkten der Para-
bel dieselbe ist, wodurch das Bewegungsgesetz als mit der Wurfbewegung
zusammenfallend hinldnglich charakterisirt ist. Fiar die Tangente in einem
beliebigen, etwa dem Werthe 2’ der Variabeln entsprechenden Punkte er-
halten wir (s. §.8 am Schlufs) den Ausdrick

A+ Ba'+ Co"+ (B+2C2' ).

§. 12.

Um einige Anwendungen des Vorstehenden zu zeigen, bemerken wir

nur so viel: |
Man kann die Parabel A-+Bax4-Cx* zunichst beziglich der Verwandi-
schaft ¥ = A+ BX}CX? als diejenige Curve betrachten, welche im System
Y der Hauptachse in X entspricht. Ist nun P+ Qz eine beliebige Gerade
im System X und also Y, = A-+B (P4 Qx)+ C(P+|Qz) die ihr im System
Y entsprechende Curve, so mufs Y, offenbar selbst wieder eine Parabel sein,
da der Ausdruck fir ¥, wieder vom zweiten Grade ist. Wir gelangen so-
mit bei Beriicksichtigung von §.10, Zusatz, zu dem Resultate: _ '
Stehen zwei Figuren X und Y in der Verwandischaft Y —
A4 BX+ CX?, so entsprechen alle Geraden in X nur Parabeln in Y;
die leizleren sind daher sdmmtlich confocal und ihre Durchschnitiswinkel
sind gleich den Durchschniltswinkeln der Geraden, welchen sie entsprechen.
. Um den Brennpunkt der Verwandtschaft, also auch den von A Bx+-Ca?
zu ermitteln, setzen wir den der Gleichung F'(X)=B-+4+2CX=0 enti-

sprechenden Werth, also —-;—2— in A“—|— BX | CX? fir X ein und erhalten

somil 4‘4(;;1}’ als Ausdruck des Brennpunkts. Letzterer fallt in den Null-

punkt, wenn 44C=B’, d. h. wenn A4 Bz Cz* ein vollstindiges Quadrat
ist. Wir eninehmen hieraus, dafs (4 Bx)® Ausdruck einer Parabel ist,
deren Brennpunkt in den Nullpunkt fallt, und welche zugleich die Parabel a7,
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die mit der Hauptachse zusammenfallt, unter demselben Winkel schneiden
mufs, unter welchem die Gerade A-}- Bx die Hauptachse = schneidet, weil
die parabolischen Bewegungen (44 Bz)* und 2* als solche betrachtet wer-
den konnen, welche bei der isogonalen Verwandischaft ¥ = X* in ¥ den
Bewegungen A4 Bx und z in X entsprechen. Hieraus lassen sich mit
Leichtigkeit die Eigenschaften der Brennpunkte der Parabel herleiten. Um nur
‘Einiges hieriiber zu zeigen, bemerken wir:

1) Es ist (44 Bx)* das Quadrat der !Geraden A+ Bx. Hieraus
folgt der Satz:

Denkt man sich zwei Ecken O und I
eines Dreiecks fest und lafst die dritte Ecke A4
sich auf einer beliebigen Geraden AM bewe-
gen, denkt man sich ferner wihrend der Be-
wegung fortwihrend idber OA ein Dreieck
0A44°, welches mit OIA4 ahnlich und gleich-
stimmig ist, so wird die Ecke A* des letzteren
Dreiecks eine Parabel beschreiben, deren
Brennpunkt O ist und welche OI unter dem-
selben Winkel schneidet als die Gerade AM
(und zwar in beiden Durchschnittspunkten).

?2) Denkt man sich zwei confokale
Parabeln (44 Bz) und (C-+|Dz)*, so er-
sicht man aus den entwickelten Ausdricken
A4 24Bx 4 B*«* und C*+2CDzx - Ds?,
dafs B? und D* die Beschleunigungen und folglich B*0I und D*0OI die re-
spectiven Winkel sind (s. §.11, Zusatz), welche die Achsen der Parabeln. mit
der Hauptachse bilden. Folglich ist B*0D* gleich dem Winkel, den die bei-
den Achsen selbst unter einander bilden. Andrerseits bilden aber die Geraden
A4 Bx und C+ Dx selbst einen Winkel, welcher gleich BOD ist; folglich
schneiden sich die Parabeln, da sie jenen Geraden gemifs der isogonalen
Verwandischaft ¥'= X* entsprechen, ebenfalls unter dem Winkel BOD. Nun
ist aber offenbar B*0D" — B*01—D*0I=2B0I-2D0I=2B0D. Hier-
aus ergiebt sich der Satz: '

Sind zwei Parabeln confocal, so ist der Winkel, unter welchem
sie sich schneiden, halb so grofs, als der Winkel, unter welchem sich

thre Achsen schneiden.
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3) Denkt man sich (s. die letzte Figur) zwei durch O gehende, die
Gerade A+ Bz _in den Punkten M und N schneidende Gerade, welche sich
um O so drehen, dafs sie fortwihrend auf einander senkrecht stehen, so ist

bekanntlich T)%"{_OLN’ wihrend der Drehung constant. Sind nun M' und N’

die den Punkten M und N respeclive entsprechenden Punkte der Parabel
(A4 Bzx)*, und folglich M'= M* und N'= N?, so folgt aus letzteren
Gleichungen, dafs einestheils OM'= OM? und ON’= ON?, anderntheils der
Winkel M'ON' doppelt so grofs als der Winkel MON, also gleich 2R ist.

1 1 . 1 i .
Da nun oor+ Gy constant ist, so mufs auch W+W constant sein.

Hieraus folgt der Satz:
Dreht sich eine durch den Brennpunkt O einer Parabel gehende
und die Parabel in M' und N' schneidende Gerade um den Brennpunkt,

so ist wihrend der Drehung Uijw—}"o—}v—' constant, ndmlich =

Q der Scheitel der Parabel ist.
4) Setzt man A*=A4', 2AB=DB', B*=0C' in dem Ausdruck
(A+ Bz), so ist B?=4A4'C" oder

o wenn

B A
w = F.
In dieser Gleichung liegen aber die beiden metrischen Bestimmungen
4———%’, =%§ und £ B'OI—/C'0l=/ A'0OI— £/ B'UI, oder BOC'=A'OB.

Aus der ersleren folgt: das Quadrat der Geschwindigkeit des die Parabel
beschreibenden Punktes ist gleich dem doppelten Produkie aus der con-
stanten Beschleunigung in den Radius vector des betreffenden Punktes.
Aus der letzteren: Jede Tangente der Parabel bildet mit dem nach ihrem
Berahrungspunkt gehenden Radius vector und mit dem Durchmesser
gleiche Winkel.

5) Fir die Tangente der Parabel (44 Bz)* in dem dem Werthe 2’
der Variabeln entsprechenden Punkte erhalten wir den Ausdruck

 F@)+zF'(2') = (A+B2'}+42B(A+ Ba')«. ,
Fir letzteren Ausdruck kann man aber auch schreiben (4-} Ba')(4+4B(x'-}-2x))

oder, wenn man x fir ' 22 setzt (also die Geschwindigkeit fir- die Tan-

gente dndert) :
(4+ Bo')(44 Bo)
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Aus der Produktform dieses Ausdrucks, welcher fir die verschiedenen Werthe
von &' alle moglichen Tangenten der Parabel giebt, folgern wir den Satz:

Hat man zwei feste Punkte O und 1
und eine feste Gerade MN, denkt man sich

7 ferner in lelzlerer einen festen Punkt M und
einen sich in derselben bewegenden Punkt N,
und aber ON ein Dreieck ONQ construirt,

- welches dem festen Dreieck OIM dhnlich und

" gleichstimmig ist, so wird Q eine gerade

Linie beschreiben, welche immer Tangente
einer und derselben Parabel ist, wo man auch
den festen Punkt M in der Geraden anneh-
men mag. Der Brennpunkt dieser Parabel
aber ist in O,

6) Nimmt man in der Tangente (ABza')(A+Bz) einen bestimmten
Punkt an (A+4Ba')(A-}Ba"), so liegt derselbe sowohl in (A4 Ba')(A+4Bx)
als auch in (4-f Bz")(A-+ Bx), ist also der Durchschnittspunkt der beiden
Tangenten der Parabel, welche ihre Beribrungspunkte in (4 - Bz')* und
(A+4 Bz") haben. Aus dieser Bemerkung lassen sich aber mit Leichtigkeit
eine grofse Anzahl von Eigenschaften der Parabel herleiten. Setzen wir z. B.
@' =0, so erhalten wir 4(4+ Bz") als Durchschnittspunkt derjenigen Tan-
genten, welche ihre Berihrungspunkte respective in A* und (44 Bz")
haben. Bezeichnen wir daher jenen Durchschnittspunkt durch P, jene Be-
rithrungspunkte respective durch P’ und P”, so dafs also P=A(A+4Bz"),
P =4, P'= (A4 Bx" ), so ist

P = pP'.P"
Diese Gleichung giebt folgende zwei metrische Bestimmungen
(1) OP* = 0P'.0P",
d. h. das Quadrat der Enifernung eines aufserhald der Parabel liegen-
den Punktes von dem Brennpunkte ist gleich dem Produkte aus den
Radien vectoren, welche sich nach den Beruhrungspunkien der von je-
nem . Punkte ausyehenden Tangenten zichen lassen.
(@) 2P01 = P'01+P"0I
oder
POP' = POP’,
Journal fiir Mathemstik Bd. LV. Heft 3. 31
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d. h. je zwei Tangenten einer Parabel werden vom Brennpunkte aus unter
gleichen Winkeln gesehen; u. s. w.
§. 13.

Aufgabe. Es soll die durch die Funktion %g% ausgedriickte Be-

. wegung ermittelt werden.
Auflosung. Zunichst lafst sich die gegebene Funktion stets durch

Division mit Q -auf die Form %, letztere aber durch Substitution von

BP fir B auf die Form %‘%ﬁ‘— bringen. Wir wollen uns daher nur mit
der letztgenannten Form beschiftigen.
. A+BPx . . -
Setzen wir nun Y=T—|_——Fx_’ so ist ¥ in A4, wenn =0, ferner

Y in B, wenn &= oo. Demnach mufs die fragliche Curve durch 4 und
B gehen.

Aus der Gleichung Y =%2§x folgt aber ferner die folgende
A—-Y
Pr = 35,
welche die beiden metrischen Bestimmungen
AY
(i.) z.0P = —YT’

(@) «ZI0OP = 2R - AYB
involvirt, und zwar nach §.2, wenn man sich dort Pz fir X gesetzt denkt.
Da nun £ZIOP constant ist, so mufs nach (2.) auch 4YB constant
sein. Der Punkt ¥ = A+ BPx

in der Ebene bewegen, dafs der Winkel AY B immer dieselbe Grofse behiilt.
Die fragliche Curve ist somit ein Kreis und zwar derjenige Kreis, in wel-
chem AB Sehne und der zu dieser Sehne gehorige Peripheriewinkel AY B
gleich dem Supplementwinkel von IOP ist. Auch folgt aus 1), dafs am Ende

mufs daher fiir ein Yerﬁnderliches x sich so

der Zeit x :‘;,—Z—=0P..‘L‘ ist. Die Bewegung des Punktes ¥ geht fir ein

von O bis « wachsendes  von 4 nach B und zwar auf dem einen der bei-
den zwischen 4 und B liegenden Kreisbogen fiir ein positives, auf dem an-
dern fir ein negatives @. Ist unserer bisherigen Annahme entsprechend 01
von links nach rechts gerichtet und J dber der Hauptachse, wird also die

Drehungsrichtung (% W) als positiv genommen, so ist die Kreishewegung
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A+ BPx
14-Px ,
kleiner als 2R, positiv, wenn IOP grofser als 2R. Ob zwei Kreishewegun-
A+ BPx d A+ RB'P'y
T+Pr "0 1P,

hiernach leicht beurtheilen.
Ist IOP =0 oder = 2R, so ist der Peripheriewinkel AYB im er-

steren Falle = 2R, im anderen Falle = 0. In beiden Faillen erhalt man

far ein positives zunehmendes = (m), also negativ, wenn IOP

gen

einstimmig oder entgegengesetzt sind, lifst sich

eine gerade Linie und zwar ist OP.x gleich dem Schnittverhaltnifs % So-
nach ist allgemein, wenn p eine reelle Zahl ist, ii_—-{;-fz L Ausdruck einer

geraden Linie, in welchem px das Schnittverhdlinifs angiebt, nack wel-
chem die Strecke AB durch den die Linie beschreibenden Punkt Y ge-
theilt wird. So lange px positiv ist, befindet sich ¥ zwischen 4 und B,
so lange px negativ ist, in der Verlingerung von AB. Fur den Mittelpunkt

von AB hat man px =1 und fir den unendlich entfernten Punkt pr = —1
zu setzen. Die Punktpaare AtBrz g A=Brs bigen eine Involution,
1+px 1—

deren Hauptpunkte 4 und B sind, etc. Wie man sieht, stimmt dies mit dem
barycentrischen Calciil iberein.

S. 14.
Betrachten wir den Kreis Ai—':_%gﬁ in seiner Beziehung zu der isogo-

nalen Verwandtschaft ¥ =A_1-|-¥l[2_)_P}Y, nach welcher er diejenige Cutve ist,

welche im System Y der Hauptachse in X entspricht. Lassen wir den un-
abhangigen Punkt X sich, anstatt in der Hauptachse, selbst in einem Kreise

A+ B'Px ‘ . . A+ BPx
—a_—ﬁx— bewegen, setzen wir also letzteren Ausdruck fir x m TFPr

ein, so erhalten wir
- y — A+BPA4(A+BB'P)P'x

1FPAL(1+BP)Px * .
| ine Kreisb he durch die Punkte 21504 ypg
also ebenfalls eine Kreishewegung, welche durch die Punkie —; Tea
A+ BPB
1+PB
schaft ¥ =

geht. Findet also zwischen zwei Figuren die isogonale Verwandi-

4+ BPX Statt, so entspricht jedem Kreise in Y ein Kreis in

T+ PX
- X, und (wie sich durch Umkehrang der Gleichung Y—:% leicht zei-

31*
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gen lafst) jedem Kreise in X ein Kreis in Y. (Vergl. Mobius Theorie
der Kreisverwandischaft in rein geometrischer Darstellung, Leipzig 1855.)
Brennpunkte hat diese Verwandtschaft nicht. Denn setzen wir

hj (B—A)P
B0 ="rrpry

fser Werth von X*). Da uns ein tieferes Eingehen auf diese Verwandi-
schaft hier nicht gestattet ist, so erlauben wir uns wenigstens die nachstehenden
Bemerkungen, da sie weiterhin von Belang sind.

=0, so geniigt dieser Gleichung nur ein unendlich gro-

Betrachten wir die Verwandischaft ¥ =é1_|__|_—B/;-Y, nach welcher um-
gekehrt X = ;:};, so liegen in letzterer Gleichung die metrischen Be-

stimmungen 0X = % und £ I0X=2R— ZAYB. Bewegt sich daher X

in einer beliebigen durch O gehenden Geraden, so dafs also 10X constant
bleibt, so mufs sich ¥ so bewegen, dafs Z AYB constant bleibt, also in
einem durch 4 und B gehenden Kreise, was mit dem eben Gesagten iber-
einstimmt. Einem System von Geraden in X, welche sammtlich durch O
gehen, entspricht daher ein System von Chordalkreisen, welche AB zur
Chordale haben. Lassen wir anderentheils X sich in einem um O beschrie-
benen Kreise bewegen, so dafs also OX constant ist, so mufs ¥ sich so
bewegen, dafs T‘g constant bleibt. Die der letzteren Bewegung entsprechende
Curve mufs aber ein Kreis sein, weil sie fir ¥ einem in X um O beschrie-
benen Kreise entspricht. Auch mufs, da der um O beschriebene Kreis auf
allen durch O gehenden Geraden senkrecht steht, der entsprechende Kreis in
Y auf allen Chordalkreisen, welche AB zur Chordale haben, senkrecht
stehen. Wir gelangen somit in. leichtester Weise zu den Eigenschaften der
Orthogonalkreise. Ich will aber hier noch gelegentlich einen leicht abzulei-
tenden Satz erwihnen, da er wenig oder gar nicht bekannt zu sein scheint.

Denkt man sich in X einen nicht durch O gehenden festen Kreis und
eine sich um O drehende Gerade, welche den Kreis in X' und X" schnei-
det, so ist bekanntlich OX'.0X" wiahrend der Drehung constant. Dieser Figur
in X entspricht aber in ¥ ein nicht durch A gehender (da 4 in ¥ dem O

*) Hieraus folgt aber noch nicht, dafs die den geraden Linien in X entsprechen-
den Kreise in Y keine Brennpunkte haben. Vielmehr kann ein solcher Kreis Brenn-
‘punkte zeigen und zeigt sie, wenn man ihn als Glied einer andern isogonalen Verwandt-
schafht §fiagstellt. Letzteres geschieht durch Transformation des betreffenden Ausdrucks
(nac ') R
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in X entspricht) fester und ein sich fortwahrend #ndernder Kreis, welcher

aber stets durch 4 und B geht und jenen festen Kreis in ¥’ und Y schnei-

det. In Folge der Gleichungen O0X' = #_'B und 0X" = Y};;' mufs nun

AY' AY" . ,
auch das Produkt YE TE constant sein. Wir konnen diesen Satz so

ausdriicken:

Sind A,B, Y, Y" Z', Z" die
sechs Durchschnitispunkte dreier
Kreise (s. nebenstehende Figur), so
findet die Gleichung

AY'.AY" _ AZ.AZ'

Y'B.Y'B~— Z'B.Z"B°
und folglich auch ebenso die Glei-

Y'zZ.y'z" Y'A.Y'B
0’”‘”.99" ZY"Z'Y" . AY".BY"

'y 'yn
und L2120 2L Stat.

Die Anwendungen, welche dieser Satz gestattet, konnen wir hier nicht
anfiihren.

Schliefslich wollen wir noch auf die involutorische Kreisverwandtschaft
hinweisen, deren einfachster Ausdruck XY =1 ist.*+ Da hier X die reci-
proke Zahl zu Y ist, so werden wir Curven, welche sich nach dieser Ver-
wandtschaft entsprechen, reciproke Curven nennen.

§. 15.

Aufgaﬁe. Die durch A+Bre ausgedriickte Bewegung zu ermitteln.

1+ pes
Auflosung. Setzen wir ¥ = 1i§X und X = pe, so dafs also

Y sich in der zu ermittelnden Curve bewegt, so mufs in Folge der Glei-

chungen p-—OX————-' und 2=I10X=2R— AYB, da p constant ist,

Y sich so bewegen, dafs das Verhaltnifs T’"[Iff constant ist. Mit Bezugnahme

auf das im vorigen §. Gesagte mufs daher ¥ einen der Orthogonalkreise zu
dem System der durch 4 und B gehenden Chordalkreise beschreiben und

zwar denjenigen Orthogonalkreis, fir welchen das Verhaltnifs ;‘ den con-

stanten Werth p hat. Auch ist am Ende der Zeit ¢ £/ AYB =2R —uz.
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Die Durchschnittspunkte dieses Kreises mit AB entsprechen den Werthen 0
A+ Bp
1+p .
und also auch das Verhaltnifs %:1, so beschreibt ¥ eine Gerade, welche
auf AB im Mittelpunkte normal steht.

1 Bpe*

Die Richtung der Kreisbewegung _‘?—W ist positiv oder negativ,

und 7z, sind daher , also harmonische Punkte zu 4 und B. Ist P

je nachdem p<C1 oder >>1. Hiernach lafst sich leicht beurtheilen, ob zwei
unter dieser Form gegebene Kreisbewegungen einstimmig oder entgegen-
gesetzt sind.

Die Punkte 4 und B sind conjugirte Pole des Kreises -‘-H'—q’—’e—n Ist

¢ 14per

nun p =0 und B = oo, aber so, dafs Bp einen endlichen Werth B hat, so
erhilt man Y = A-} Be. Hier ist A Mittelpunkt und OB Halbmesser.
Fallt also der eine von zwei conjugirten Polen eines Kreises in’s Unendliche,
so ist der andere im Mittelpunkt.

Anmerkung. Der Gegensatz zwischen den beiden Formen fir die
A+ Bpx A+ Bexi
1-:—712' und 1-|:|-e"i
konnen diese Ausdriicke noch iibereinstimmender machen, wenn wir
A+ Betut»i
1+c(#+x)i
eines Schnittverhalinisses, in dem zweiten einen Winkel.

§. 16.
Aufgabe. Es soll die durch cos(x - «i) ausgedriickte Bewegung er-
_mittelt werden.
Auflosung, Es ist zunichst _
(1) Y = cos(x+ai) = (e} e )

Bringt man diesen Ausdruck auf die Form p--¢i, so erhilt man

ist sehr bemerkenswerth. Wir
A+Be/‘+x
1feuts

schreiben. In dem ersteren bedeutet u-a den Logarithmus

geradlinige Bewegung

und

Y = acosxz | ibsinz,
wo a=}(e*}e*) und b=} (e —e€°).
Hieraus folgt aber, dafs, wenn 7 und § die respectiven Abstédnde des
Punktes ¥ von der Hauptachse und der zu ibr durch O gezogenen Nor-
malen sind, §=acosx und 7="bsinx ist. Da nun aber cos’z 4 sin’x=1,

so ist auch -i—i—-}——Z—:-:l, folglich bewegt sich Y in einer Ellipse, welche

ihren Mittelpunkt im Nullpunkt hat und deren grofse Achse in die Hauptachse
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der Ebene fallt. Die grofse Achse ist 24 = e~ ¢*, die kleine Achse
2b=e¢— ¢~

Um die Brennpunkte zu erhalten, brauchen wir nur

8 — —sin(@dai) =0
zu setzen. Aus letzterer Gleichung folgt aber cos(z 4 ai) = +1. Die Brenn-
punkte fallen somit in I und I'. ‘ )

Um das Bewegungsgesetz zu ermitteln, bemerken wir, dafs in Folge
der Gleichung (I.) Y die Mitte der Verbindungslinie der beiden reciproken
Punkte ¢~ und ¢*~* ist. Durch letztere Punkie werden aber, wenn x sich
iandert, Kreise beschrieben, welche respective Halbmesser von der Linge e«
und ¢* haben; und zwar geschehen beide Kreishewegungen nach entgegen-
gesetzter Richtung und mit der Winkelgeschwindigkeit 1. Wir haben uns
also vorzustellen, dafs die vom Nullpunkt ausgehenden Halbmesser # — e
und ¢ = e* (im Anfange der Bewegung) auf einander liegen und sich sodann
um O nach entgegengesetzter Richtung mit gleicher Winkelgeschwindigkeit
drehen. Alsdann beschreibt die Mitte der Verbindungslinie der Endpunkte
dieser Halbmesser die Ellipse cos(x - o).

Die Bewegung cos(x - ai) ist einstimmig mit der des Endpunkts des
grofseren Kreishalbmessers, also einstimmig mit e*~, wenn o positiv ist.
Den einem bestimmten Bogen der Ellipse entsprechenden Drehungswinkel der
beiden Kreishalbmesser, also die diesem Bogen entsprechende Zunahme von
x wollen wir die Amplitude des Bogens nennen.

§. 17.

Versucht man es aus obigen Ausdruck Eigenschaften der Ellipse zu
entwickeln, so ereignet sich das Merkwirdige, dafs jede der bekannten gonio-
metrischen Formeln, wie z. B. cos’u -} sin*u =1, sofern blofs cosinus und
sinus in derselben vorkommen, so gedeutet werden kann, dafs sie eine be-
merkenswerthe Eigenschaft der Ellipse giebt. Folgende Beispiele werden dies

klar machen.
1) Es ist

Booslrt ) — _sin(w4ai) = cos(+ 5+ od):

Nun ist aber, wenn wir cos(z | i) = P setzen, ‘_9_"_0%‘%'_"_“‘_) die Richtungs-

grofse der Geschwindigkeit im Punkie P der Ellipse. Anderntheils ist, wenn
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wir Q=cos(w+—§-—|—ai) setzen, @ ein so in der Ellipse liegender Punkt,

dafs die Amplitude des Ellipsenbogens PQ:-—% ist. In obiger Gleichung
liegen nun aber folgende beide metrische Bestimmungen:

a) die Richtung von OQ kommt mit der Geschwindigkeits -, d. i. Tangential-
richtung in P iiberein; OQ und OP sind daher conjugirte Halbdurch-
messer. Wir konnen dies so aussprechen: Wird ein Ellipsenbogen
durch die Endpunkte zweier conjugirten Halbdurchmesser begrdinzt,
so ist die Amplitude dieses Bogens gleich %

h) Die Linge von OQ ist gleich der Geschwindigkeit in P. Also: Die
Geschwindigkeit in einem beliebigen Punkte ist gleich dem Halbdurch-

- messer, welcher dem nach dem ersteren Punkte gehenden Halbdurch-
messer conjugirt ist.

Zusatz. Es sind cos(x -} «i) und sin(x 4 ai) fir jeden beliebigen
Werth von x stets die Endpunkte conjugirter Halbdurchmesser. Daher ist
sin (¢ ai) ebenfalls Ausdruck einer Ellipse, namlich derselben, welche durch
cos (x + o) ausgedrickt wird.

2) Es ist

o%cos(x+ai .
———%,—ﬂ = —cos(z+tai).

Hieraus folgt unmittelbar: die Beschleuniquny ist gleich dem Halbmesser
und hat mit ikm entgegengesetzte Richtung.
3) Es ist
cos’(x 4 ai)-sin* (x4 ai) = 1.
Setzen wir P = cos(x+ i) und Q = sin(x+ i), so sind, da

sin(¢+ai) = cos(.z'——i;-—{—ai)

y ist, (nach 1) Zusaiz) P und Q die End-
punkte conjugirter Halbdurchmesser. Da nun
nach obiger Gleichung P*+- Q=1 ist, 'S0
erhalten wir. den Satz:

Ist O der Mittelpunkt, 1 ein Brenn-
punkt einer Ellipse, sind ferner P und Q
die Endpunkte zweier conjugirten Halb-
durchmesser und errichlet man uber jedem -
der letztern ein Dreieck OPA und 0QB,
so dafs OPA~ OIP und 0QB«~ 010, so
ist OBIA ein Parallelogrammn,
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Zugleich folgt aus P*{ Q=1 das Wesen der involutorischen isogo-
nalen Verwandtschaft X*4 ¥?=1. Sind némlich X und ¥ zwei einander
nach dieser Verwandischaft entsprechende Punkte der Ebene, so sind sie die
Endpunkte zweier conjugirten Halbdurchmesser einer Ellipse, welche ihre
Brennpunkte in +1 hat (vergl. oben).

4) Es ist

i+cos(2x+2ai).

2
Um diese Gleichung zu deuten, bemerken wir zunachst, dafs cos(2z 4 2ei)
offenbar selbst der Ausdruck einer Ellipse ist, da man nur (mit Aenderung der
Geschwindigkeit) 2z fir @ zu setzen braucht, um einen Ausdruck von der
Form cos(x+-e¢i) zu erhalten. Da aber die beiden Curven cos(2x 4 2ai)
14 cos(2x 4 2ai)

2

cos’*(x +ai) =

und

in der Verwandtschaft ¥ =1} 41X stehen, und dies

14-cos(2x42ai)
2

einer Ellipse, und zwar liegen ihre Brennpunkte, da cos (2x+ 2ei) = +1 isl,

wenn der Differentialquotient jenes Ausdrucks, namlich — sin (22 4 2ai) =0

gesetzt wird, in 112_1 d. h. in O und I. Die im Eingang dieser Nummer

aufgestellte goniometrische Gleichung liefert also folgenden merkwiirdigen Satz:
Denkt man sich zwei Ecken O und A
I eines Dreiecks OIA, von denen die eine
O der Mittelpunkt, die andere 1 ein Brenn-
punkt einer Ellipse ist, fest, und lifst die
dritte Ecke A sick auf der Ellipse bewe-
gen, denkt man sich ferner fortwdhrend uber
04 ein Dreieck OAA' construirt, so dafs
OIA ~ 0AA', so wird die Ecke A' dieses
letzteren sich ebenfalls in einer Ellipse bewegen, welche den Mittelpunkt
O und den Brennpunkt I der gegebenen Ellipse zu Brennpunkten hat.
Wachst die Amplitude in cos(a+ei) um eine bestimmte Grofse &, so
L cos@rt20) um 9z Wir

eine Aehnlichkeitsverwandtschaft ist, so ist ebenfalls Ausdruck

wiichst offenbar die entsprechende Amplitude in

folgern hieraus, dafs, wenn AB und A'B' entsprechende Bogen beider Ellipsen

sind, die- Amplitude von -A'B' doppelt so grofs isl, als die von 4B. Durch-

lauft also z. B. 4 auf der zuerst gegebenen Ellipse den zwischen den End-

punkten zweier conjugirten Halbdurchmesser liegenden Bogen, so durchlauft
Jowrnal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 3, 32
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A4’ die halbe Ellipse. Andere merkwiirdige Beziehungen aufzufibren, miissen
wir hier unterlassen.

5) Es ist

cos (x — i )sin(x -+ ai) — sin (z — aé) cos (¢ + ai) = sin2ei.

Um diese Gleichung zu deuten, nehmen wir an, es seien P und Q zwei ein-
ander sehr nahe Punkte der Ellipse cos(x - i), also P = cos(x-} i) und
0 = cos(x+ 0r+ i) = P—sin(z+ai).0x. Alsdann ist nach §.3 der
Flacheninhalt des unendlich kleinen Sektors POQ-———(PQ PQ), da er
als ein Dreieck betrachtet werden kann,

Setzt man in letzterem Ausdruck demnach P=—cos(x -} «i) und folglich
P=cos(x— i), Q=P—sin(x-¢i).dx und demnach Q = P— sin (z— ci).0z,
so erhilt man mit Beriicksichtigung der im Eingange dieser Nummer aufge-
stellten Gleichung o N

POQ — T2 5y — T g
Bezeichnen wir nun den von OP und der halben grofsen Achse einge-
schlossenen Sektor durch F, und somit POQ durch OF, so erhalten wir aus
der letzteren Gleichung die folgende:
OF _ e
or g8
Da folglich der Differentialquotient g—f constant ist, so ersehen wir, dafs je
2wei Sektoren der Ellipse den Amplituden der zugehirigen Bogen pro-
portional sind. Hierdurch ist aber das Bewegungsgesetz fir den Ausdruck
cos(x + i) charakterisirt. Es ist ndmlich cos(x -+ ai) derjenige Ausdruck
einer elliptischen Bewegung, nach welchem der Halbdurchmesser, welcher
zu dem die Ellipse beschreibenden Punkte gehirt, in gleichen Zeiten
gleiche Flichenrdume diberstreickt.
~ Der Leser wird nun im Stande sein, selbst goniometrische Gleichun-
gen, wie die obigen, zu deuten. Er wird dann z. B. finden, dafs mit Beriick-

sichtigung von §.3 aus der Gleichung

cos (@ + ai)cos (@ — i)+ sin (x4 ai) sin (x — oi) = cosai
ohne Weiteres hergeleitet werden kann, dafs die Summe der Quadrate je
zweier conjugirten Halbdurchmesser einer Ellipse constant ist; ferner aus der

Gleichung
sm(:v+oei)cos(.r-ai)—cos(z+ai)sin(:c—ai) == sin2ai,

\



15. Siebeck, Geometrische Bedeutung imaginirer Zahlen. 251

dafs der Inhalt des von zwei conjugirten Halbdurchmessern und der Verbin-
dungslinie ihrer Endpunkte, eingeschlossenen Dreiecks constant ist; ferner aus
den Gleichungen

(14 cos(@+ ei)) (1} cos(x—ai)) = 4cos’ ) (x4 ai)cos’} (x — i),

(1 —cos(x+tai)) (1 —cos(x—ai)) = 4sin*} (x + oi) sin* } (¢ — ai),
dafs die Summe der Verbindungslinien eines Punktes der Ellipse mit den bei-
‘den Brennpunkten constant ist, u. s. w. Wobei wir zugleich bemerken, dafs
alle diese Sitze unter der Formel

cos(xtytaitfi) = cos(m—l—aa)cos(y—}—ﬁz)-;-sm(x—]~az)sm(y+[;’c
und folglich auch unter dem aus letzterer abzuleitenden allgemeinen Satze,
durch welchen eine Beziehung zwischen drei confocalen Ellipsen cos(x i),
cos(y-3i) und cos(zteit| fBi) oder cos(z-ai— i) ausgedrickt wird,
enthalten sein missen. Dieser umfassende Satz diirfte aber erst bei einer
spiteren Gelegenheit zu erdrtern sein.

§. 18.
Aufgabe. Ks soll die durch die Funktion cos{a-| xi) ausge-
drickie Bewegung ermiltelt werden. ) N
Auflosung. Es ist zunachst '
= cos(a+ zi) = (e e,
woraus hervorgeht, dafs Y als die Mitte der Verbindungslinie der Punkte
M = e¢*~* und N=¢*"* zu denken ist. Diese Punkte beschreiben aber
offenbar gerade Linien, welche durch den Nullpunkt gehen, und zwar ist stets
ZIOM=¢ und ZION = — e, und somit MON = 2¢. Ferner ist
OM = ¢ und ON=¢7*, folglich OM.ON=1. Aus letzterer Gleichung
folgt aber ohne Weiteres, dafs der in der Mitte zwischen M und N befind-
liche Punkt Y eine Hyperbel beschreiben mufs und dafs die Punkte M und
N sich in den Asymptoten derselben bewegen. Der von den Asymptoten
eingeschlossene Winkel ist daher -—2a, woraus hervorgeht, dafs cos(— zm)
der Ausdruck einer gleichseiligen Hyperbel ist. Die Brennpunkte fallen natir-
lich, da wir es hier wieder mit der Verwandischaft ¥ = cos X zu thun haben,
wieder nach +1. Die Ellipse cos(w-| i) und die Hyperbel cos(e’-}-zi)
sind daher confocal. ' - o
' Dem Leser mufs es liberlassen bleiben, hier auf analoge Weise, wie

wir es bei der Ellipse gethan haben, durch Anwendung goniometrischer Glei-
32*
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chungen Eigenschaften dieser hyperbolischen Bewegung zu ermiiteln. Dafs
confocale Ellipsen und Hyperbeln auf einander senkrecht stehen, folgt einfach
daraus, dafs beide, bei der Verwandischaft ¥ = cosX, Geraden im System
X entsprechen, welche auf einander senkrecht stehen (némlich den Geraden

z-+ai und o' 4 xi).
§. 19.

Aufgabe. Es soll die durch —————— ausgedriickte Bewegung
cos(—-l—ac)

ermittelt werden.

Auflosung. Setzen wir wieder Y=~—————,;1——, so wird der
cos(—z-l—.m')
. oY N e . 1
Gleichung a—x=0 geniigt, wenn sm(z + wz)=0, also ~ —=+1
. cos(-‘-l—-{—m’)

ist. Die Brennpunkte der fraglichen Curve fallen somit in I und I'. Sei
nun P ein beliebiger Punkt der Curve, so ist (nach §.3)

" )E )

o (e ) (EE )

Durch Multiplication dieser Gleichungen und zweckentsprechende Reduction
erhalten wir

Pl.PI' — tang (% + xi) . tang(—’-z- — :L'i)
oder, da —-|— xi und £ 4 — i Complementswmkel sind,

PL.PI' =

Die vorgegebene Curve hat somit die Eigenschaft, dafs das Produkt der Ab-
stinde eines beliebigen Punktes derselben von den beiden Brennpunkten con-
stant ist, ndmlich gleich dem Quadrate der halben gegenseitigen Entfernung
der Brennpunkte. Sie ist demnach eine Lemniscate.

Zugleich ersehen wir, da cos (—4—-|-.z-z') der Ausdruck einer‘gleichseiti-

. éen Hyperbel ist, dafs die Lemniscate die reciproke Curve einer gleichseitigen
Hyperbel ist. Da hiernach diese beiden Curven in involutorischer Kreisver~
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wandtschaft stehen, so lafst sich hieraus eine grofse Anzahl merkwiirdiger
Eigenschaften der Lemniscate ohne Mihe entwickeln, worauf wir hier um so
mehr verzichten miissen, als wir vielleicht spiter Gelegenheit nehmen wer-
den, die Lemniscate unter einem allgemeineren Gesichtspunkte zu betrachten.

Indem ich diese Betrachtungen einstweilen abbreche, bemerke ich noch,
dafs es kein Befremden erregen darf, wenn hier zusammengehorige Curven,
wie die Parabel und die Ellipse mittelst scheinbar ganz heterogener Ausdricke
behandelt worden sind. Alle hier vorgebrachten Ausdriicke von Kegelschnit-
ten konnen auf eine gemeinsame Form gebracht werden, unter welcher auch
der im barycentrischen Calcil behandelte Kegelschnitt - Ausdruck

Al+-2Bmax 4 Cna®
4 2ma +nat

enthalten ist. Vorlaufig galt es nur, nach Aufstellung des Begriffs der isogo-
nalen Verwandtschaft, dem Leser die einfachsten Ausdriicke von Curven vor-
zufithren, und zugleich gelegentlich an diesen Beispielen zu zeigen, dafs mittelst
des Punkicalciils schon in den ersten Anfingen Bemerkenswerthes geleistet
werden kann. Eine vollstindige, alle bei den Curven in Betracht kommenden
Momente enthaltende Theorie kann erst dann aufgestellt werden, wenn die
Lebre von den nicht isogonalen Verwandtschaften, welche auf den Funktionen
zweier reellen Variabeln beruhen, abgehandelt sein wird.

Liegnitz, im Juni 1857.




