
Ueber  die r a t i o n a l e n  Flf~chen v i e r t e r  Ordnung.  

~gon 

M. l q o ~ R  in Erlaugen. 

Von den ~ c h e n  dexter Orduung, deren Coordina~en als rstionale 
Functionen zweier Parameter dargestellt werden kSnnen, sind bis jetz~ 
ausser solchen mit vielfachen Curven, nur die Fl~che mit eiuem drei- 
fachen Knotenpunkt und die Fl~iche mit einem Selbstberfibxungspunkt 

~4(~) ~ x4% ~ + ~ , x , f ~ ( ~ ,  x~, x~) + s  z~, ~3) ~ 0 
bekaun~*), Die Abbildung der letzteren auf die Ebene geschieht dureh 
c~ a C~uven 6 TM Ordnung: 

C~(a/, a~L �9 �9 a / ,  b ~ , . . ,  b4), 
wobei die Punkte a l , . .  aT~ h i , . . ,  b~ auf einer Curve 3 ~r Ordnung 
liegen. 

Abet ich babe gefunden, dass noah zwei, and nur zwei, wei~e~re 
Arten yon rationalen Fl~hen 4 ~ Ordnung mJt einem s~ngul~ren Punkte 
existiren. Die sin% E4ts) wird auf die Ebene abgebildet mittels ovs 
Curven 7 ~e~ Ordnung 

c,(,~s, ~,?, M . . -  ~'~), 
we a, bt, b~. . .  b~ ~m besenderer Lags auf einer C s sind; die zweR% 
F4{8) ~ wird abgebitdet mittels ovs Curven 9 t~ 0rdnung 

we wiederum ai,  % , . . .  a s, bl, b aaf  einer C a sind*~). Der Nachweis 

�9 ) S. me~ne Note in den G6ttinger Nachrichten veto 7. Juni lSTI. Ein spe- 
zieller Fall der Fl~che JP41x) war yon Herrn Cremona ebendaselbst, 3. Mai 1871 
mitge~heilt worden. Fine ausffthrliche Behandlung der allgemeinen ~(x) hat Herr 
Cremona unter dem Titel: ,Sopra una certa superficie eli quart' ordine" in des 
,,Colleetane~ ma~hem, in c~mmemor, di Dora. Chelini", Hoepl~ Milano i~I, ge- 
geben. 

~ )  Diesos System alex G, fmde~ sleh in Her~n Jung's  Aufs~tz: .Ricervhe sd 
~stemi linemd ~i eurve a~gehr, etc.'; Anaali di Ma~ Set. IL t. 15, iSST. FAns 
Anfrage tier Herren $ang und Segre, ob die zugeh~rige/~ schon di~u~irt sei 
- -  Herr Segre hattm die C~ scion auf die Eigenschaft bin, ob de sine F~ in der 
That oinde.~ bestimmen, untexsueht --, bet die Vera~la~mg zur Au~azbeitaag 
ua4 Ve~autlioh~mg de~ vorliegen~en Aufsa~e. 
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de~ Gesag~n und die Discussion der genannten Fl~henar~en bildet den 
Inhalt des folgenden Aufsatzes. 

w  

Reduction des Problems, 

Eine Fl~che 4 t~ Ordnung ohne vielfachen Pun~ kaun nicht ra- 
tional-eindeutig auf die Ebene abbildbar sein, da sie nieht das Fl~chen- 
geschlecht 0 hat. Man hat daher nut die E~ mit einem ~ Doppelpunkt 
P zu betrachten, 

Projicirt man die I' 4 yon P aus auf eJne Ebene -:, so ~ r d  
diese doppelt ~iberdeclrt, und die beiden BlOtter h~gen l~ngs einer 
Uebergangscurve 6 ~r Ordnung~ ~, zusammen. Ira Falle P ein Selbst* 
ber~hrungspunk~ yon ~ ist, d.h. /m FMIe jeder ebene S0hni~ durch 
P die Fl~iche in einer Curve 4 t~ Ordnung mlt zwc'i bei P benachbarten 
Doppelpunkten trifft, hat man die Fl~che F4('} der Einleitung vor sieh, 
und die Curve f~ besteht dann aus einer doppelt gez~Ren Geraden, 
IRngs der die BlOtter getrennt verlaufen, und aus einer eigentliehen 
Uebergangseurve der 4 t~ Ordnung: die Doppelgerade, in der _= dureh 
eine durch P gehende Ebene gesehnitten wird, erh~It 4 Verzweigungs- 
punkte, entspreehend dem Gesehleehte 1o =ffi I des ebenen Schnittes 

dureh P. 
In jedem audern Falle hat man in den Schnitten dutch P Carven 

4 ~r Ordnung mit nut einem Doppelpunkte vor sich~ yore Geschlechte 2, 
und dem en~sprechend eine eigentliche Uebergangscurve Q yon der 
6 t~ Ordnung~ damit die (]eraden der Doppelebene - 6 Verzweigungs- 
punkte erhalten. Bei tier Abbildung yon E 4 in die einfache Ebene ent- 
spricht den ebenen Schnitten yon ~4 dutch Pt oder den Geraden yon 
_--~ eine lineare oo2-Schaar yon Curven yore Gesehlechte 2~ die sich in 
je 2 beweglichen Punkten schneiden. Man hat daher die Aufgabe~ alle 
solche Schaaren zu constmiren. 

Wenn die ~2-Schaar aus Curven ~r Ordnung besteht, welehe eine 
Reihe yon ii-, ~-, ... fachen Faudamentalpunkten besiizen~ so hat man 

die Gleiehungen 
1 I 1),  

- 2 - 

woraus auch 

e 
Die drRte G.le~ehung zeig~ zun~lz~, &~ss r~ter den linemen B~ 

dingungsgleichu~gen, welehe die Fundament~Jpunkte flir die parameter 
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der Schaar liefern, e/he eine Folge der fibrigen sein muss. Die beiden 
ersten Gleichungen ergeben, indem man wSrtlich die Schlussweise ver- 
folg~, welche ich in meiner Note ,Zur Theorie der eindeutigen Ebenen- 
transformationen" (diese Annalen Bd. V) anfgestetlt habe*), dass sich 
a~e unsere Schaaren, auch die singul~rsten~ dutch eine Reihenfolge 
quadratiseher eindeutiger Ebenentransformationen auf die folgenden zwei 
Schaa~en reduciren lassen: 

I. Cnrven C~ (a~bl b2. . .  b,o), 
wobei eine Ca(abl . . . bio ) existirt; 

II. Curven C ~ ( a ~ a ~  . . . as~bi b~) , 
wobei wieder a~, a~ . . .  as, b,, b~ auf einer Cf~ liegen. 

Die I ~* eo~-Schaar fiihrt (s. C lebsch ,  Math. Ann. III.) auf eine 
Doppelebene ~_ mit Uebergangscurve Q yon der 6 ~ Ordnung, die einen 
4-fachen Pnnkt hat. Die II t~ oo~-Sehaar ffihrt~ naeh meinem vor- 
stehenden Aufsatz ,Ueber eine Classe yon auf die einfaehe Ebene ab- 
bildbaren Doppelebenen", auf eine Doppelebene .~ mit Uebergangscurve 
Q yon der 6 t'~ 0rdnung, welche zwei unendlich benachbarte 3-fache 
Punkte besitzt. - -  

w  

Bes ".ti~nung dor rationalen Fl~chon F~. 

Set nun 

F, = x42f2(x~, x2, x3) + 2x.f~(x., x~, xs) + f,(~., x~, x3), 
und hierbei 

f~ ~ ax32 -{- x3 AI + A2, 

f ,  ~ z x3 ~ + x~ e, + xs~ V~ + x~ c~ + c, , 
wo die A~, B o  C~ ganze homogene Functionen i t~, Dimension in xi, x2. 
Also 

Q=h~ - f~h. 
I. Im Falle I. des w 1 hat man, damit in Q alle Glieder 0 t" his 3 t~' 

Dimension in xl, x 2 verschwinden, die vier Iden~it~ten zu erfRl]en: 

~ -- a~ ~0 

*) Ich theile die einfache Rechnung bier nicht mit, weft sieh diesetbe bereita 
be i .Mar t ine t t i ,  ~olara ale. sistemi lin. di curve plane algebr, di genere due", 
Rendic. d, Circ. Matem. di Palermo, I, pag. 205 ausgeffihrt finder. Nut ist dessen 
Syslmm i* yon [~]  auf pag. 216 nicht~ weiter als ein specieller Fall yon dessen 
Syatem s ~ yon [ r  
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W e a n  nun 1) ~ nich~ ~--0,  etwa •= 1, so kann man,  indem man 
x~ -~ Zx~ start ~4 einf~hrt, jedenfalls y zu 0 machen; also sei daun 
7 = O, p = O. Dies gibt  

and 

d. h. F 4 exh~It in z I ~ x 2 ~ ~4 =~ 0 einen Selbstber~hrung~punkt und 
gehGrt also zur K_lasso F4(z) der Einlei~ng. 

Wenn2) a=0,~=0~ 7~0~so wird 

~12-  .~1c, = o, ~B,~-~,c , -~c,~o.  
Also entweder 

~ , = o ,  2~,=o, c , = o ,  
danxt erh~t~ aber /?4 eine Doppelgerade :r~ ~ ;~2-~-0, was ausge- 
schlossen ist. 

Oder 
~ = 0, A I = 0, C1 nicht ~ 0,  ~4~ ~ 0 ,  

was einen 3-faehen Pankt  yon 274 in x x ~ z 2 == xs ~ 0 gibt; oder 

~ ----- 0, C~ ~ 0, 2[~ nieht ~ 0,  C, •= 0 ,  

was aber einen 3-fachen Punk~ yon ~' ,  in ~ ~== ~2 -~ ~4 *ffi 0 liefert; 
oder 

:~1 nieht = o ,  &,ffi~, ~ e , ,  ~, + 0,.=2.~,, 
~, ___ .a,=~(~4 + 2 2 +  (z, + =~)(.,~=, + e2~) 

+ (~,,2~ + z,c, + c4), 
was wiederum e~en 3-fachen Pnnl~ yon -~4 in z, --~ ~:= ~ ~ -{- ~ ~' 0 
liefert, also bier ebenfalls ausgesehlossen werden soil 

Wenn 3) t~ -~ O~ ~ --~ O, 7 nieht ~ O, so sei 7 ~ 1 und es wird 

A, = 0 ,  ~=~/, 
w o b e i / ~  und A~ nieht zu 0 werden kSnnen, weft sonst F 4 wieder in 
~l ~ os~ ~ - s~  ~--0 einen 3-fachen Pankt  l~tte;  dann 

und somit kommt man auf die FIRchenMasse: 

.~4~-~ _~ (~,:~ + ,~)" + (,r4.E + ~)z~ e., 
+ (2z,:~ + ~,2o2 + ~,o, + C,), 

far  die 

+ ( . ~ ; -  ~1'o,,) = o 

eine Curve 6 "  Ordnung mit 4-fachem l ~ - ~ t e  ~ am z ,  =, ,0,  de- -~e" 
einex Zweig, in der Rieh tm~ .Bi ==0,  &u~elbst einen We~depunkt lint. 
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II. Ira FaUe II. des w f hat raan~ damlt ~ die Form 

annimrat, die Idenfi~ten zu arfIfllen: 

~2 _ a r  - ~ 0  

Wenn bier 1) a ~ O, 7 nieh~ ~---O, etwa ~-~ 1, so wird 

~ 0,  A~ ~ 0,  A~ ~ ~ l  ~ 

und yon 0 versehieden; die weiteren Gleichuugen ergehen dann~ dass 
.B~, J~ ,  und :B s die Gr'dsse x~ zura Factor haben raiissen, was nur den 
sehon erledig~en Fall des Selbsiberfihrangspunk~es yon /v 4 in 

lie fern. 
Wenn 2) ~-----0, y~O~ so wird 

r  ~ ? -  AlC~ = o .  
Sei nun 2a) ~B 1 niaht -----O; so kann man semen 

wonach die 4 ~e Gleichung wird 

d. h. e~wa 

Die 5 ~' Gleiehung liefer~ dann fiir C= und C a die Formen 

c~ ---- . ~  + x,Z;, ,  c3 = 2.B~ + x ,L~ ,  
wonach ~e 6 t~ Gleiehm~g sehon erfiill~ ist. Dies gibt 

d. h. den ausgeschlossenen Fall eines dreffaehen Punktes in 

Isr aber 2b) ~ ~-O,  so kann wegen der 4 t~ G]eichung nlch~ 
zugleich A~ = 0~ C~ ~ - 0  seim Sei daun zun~hst  

C, --~ 0,  A~ nieht ~- O, 
so wird 

~ -=-,~,, c'~ = - . ? ,  
J~  und C~ er]~I~n ebenfalls x I zum Factor und ~ erMe]~ wieder 
emea Selbs~be~iilmmgspunlds in x, ~-- x~ ~ x~ ~ 0.  Es muss also sein 
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won,~h nach der v i ~  G l e i c h u n g -  ~C, m rc~ gesetzt werde~ 
kann:  

und naeh tier 5 ~ Gleiehung J3e~ - - z~C~  ~ z~:Qe: 

Die 6 ~ Gleiehung is~ hierdurch ebenfaUs eri~llt, und es w~rd: 

+ ( -  ~ + ~?o~ + ~ + ~). 
Daffir wird 

+ (.~/--z~=C,). 
Wenn endlich 3) ~ nich~ ~ O, etwa ~ I, so "ka~n man setzen 

(wie in L):  
r=o ,  #-~o, q - o ,  c~,.=.~?. 

Die ~brigen dre/Gleichungen ]assen daun A~ und ~ gsuz willkflrljch~ 
liefern aber Bestimrnungen filr Cs, C~ und J~ oder ]9~. Sic bewirken 
jedenfalls, dass ~ nach ~s geordnet, yon der Form wird: 

d. h.  hn Punkt~ ~ = x~ -~- ~ = 0 e~nen we~eren Doppelpunkt Q er- 
hglt, uud zwar mit dem Tangentenkegel (~ -~- .B~) ~ w 0, d. h. einen 
uniplansren Knote~upunkt Q, w~hrend der zuerst betraehtete Projections- 
punkt .P yon ~P~ ein gew~hnlicher Knotenpunkt ohne alle Singulsr~t~t 
bleibt. Die Betrachtung dieses Falles kann sber ausgeschlossen werden; 
denn man kann hier~ start yon T, die Projection yon ~'~ auf e~ne 
Doppelebene yon Q aus maehen und muss darn, ds P nicht singul~r 
ist,  auf  einen andern, ~Is d~esen Fall IL, 3), d .h .  auf  eine~ der im 
Vorhergehenden schon behandelten FKlle for Q kommen. 

Somit bleiben nur die Fl~chen ~a)~ ~(~), F~(~) ~Ibrig*~ 

*) Ein ~nderer W~g zur A u ~ d u ~  tier P ~  und F4 (s) ~ folge~der~ ~ n  
~ransformirt eine -~4, mit einem un/plaren Punkt P ,  mitt~s einer gew~hnliehen oin- 
deutigen quadm~chen Raumtrausformation, deren isolirter F u u ~ p u B k t  in 
P gelegt ~st~ in e~ne FL~he 6 ~ Ordnaug F~', welehe vo~ tier P en~pr echendon 
Faudamentalebene l~ngs einer Geraden ~ herbert werdeu wird; nnd belt~amt 
daun die ~ g u l a r i ~ t  yon ~P So, dass ,F6" in einem pu__nkto yon ~ noch ehlen 
Selbstberfihrungspunkt erh~lt~ D~eser Weg liefert rmmlttelbar die beiden Fl~hen- 
arden, ze/g~ abet n/eh~ daas d/eselben, mi~ F~ ~0, dera in tier E~aleitung ge- 
nanut~n Probleme a~tein genC~gen; dagegea zeigt er, dass die Singul~.~t de~ 
~ -~gu~l~en F~ (s) und ~ s )  ~Is aus zwei b ~ b a r t e n  einfo, che~en S i n g u t a ~ t ~  
einem gew6hnlichen Doppelpuuk~ und einem S e l b e ~ t ~ P m ~ t  --  zatammea- 
ge~et~t a ~ a a e t  werden k_~gn~ 
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w  

Die Fl~che /'~(o. 

Herr C r e m o n a  ffihr~ in seinem in der Einleitung eifir~en Auf- 
satze die Behandlung der Fl~ehe 

(1) t'4(1) ~ -  x,~xl ~ + x4xlf~(xl,  x~, x3) + f4@,, x2, x3) = 0 
auf die Ueberfiihrung dieser Gleichung in die Form zuriick: 

(~) ~'4(I) =_ s~s, - s~s~ , 
wo die S ~--- 0 vier Fl~chen 2 te~ Grades vorstellen, welche im Punk~ P 
oder x 1 ~ x 2 ~ x a ~--0 alle die Ebene xl ~ - 0  beriihren. Denn der 
8chaitt yon E4(1) mit dem Fliichenbiisehel 

s~ + zz2~- -o  
besteh~ dana aus einer linearen Schaar rationaler Curven, was also 
nach einem yon mir gegebenen Theorem zur Abbildung f'fihr~. Aher 
da in Bezug auf die Ueberf[ihrung yon (1) in die Form (2) jener huf- 
satz im Wesentlichen nur eine Abz~hlung gibt, so will ieh dieselbe 
dureh Angabe der Art und Zahl der LSsungen der Aufgabe bier er- 
g'~nzen. 

Sei gesetzt 
& = k~x4x~ + K,(x~, x~, x3), (i = 1 . . . .  4) 

wo die k~ Cons~anten, die 2:~ homogene Ausdrt%cke 2 te~ Grades in 
xl,  x~, x a sind, so wird (2) zu 

.F, (~) ~ (k,k,  - -  k2k3)x42x, ~ n u x4x~ (k, K ~ -}- k4 K , - -  k~ K3 - -  k3 K2) 
+ (K, K4 - -  K~K~), 

und die hafgabe ~st, die 1~o K~ den 3 Gleichungen gemass 

(a) 15 = ~, K, + k,K, -- k:K~ --  ~K~. 
I f ,  = .K, K ,  - -  K2 K 3 

za hestimmen. Dies liefer~ 22 Gleiehungen fiir die 28 Constanten der 
~ ,  ~Ki, so dass man oo 6 L5sungssysteme zu erwarten hat. 

Geometrisch is~ die LSsung klar. Projicir~ man/'~(~} yore Kaotea- 
punk~/ '  aus auf eine Ebene - ,  so erh~l% m~n alls einem Biischel yon 
Raumeurven 4 ~" Ordnung, das durch $ 1 - t - ~ S  e ~ 0 ,  SaW ;~S~-----0 
auf F~( ~ gegeben ist, in -'- ein oo*-System yon BeriihrungskegelschnK%en 
tier die beiden BlOtter yon ~. verbindenden Uebergangscurve 4 t~ Oral- 
hung ~ = [~ --4f~ ~--0; und umgekehr~: aus jedem alex 63 Sysieme 
yon Bertlhrungskegelsehnii~en an Q 2 Bfschel yon Raumcarven 4 ~'~ 
Ordnung yon F~('), aaagesehnifs durch Biischel yon Fl~chen 2 ~ 
Ordnang 
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oder dureh 
+ o. 

Im Wesentlichen hat man also 63 verschiedene LSsungsarten yon 
(3); und aus e/~wr LSsung erh~il~ man immer o ~  indem man start 
~ . . . .K'~ solche lineare Funetionen dieser GrSssen setzt~ welche 
2Y~ ~Y~ ~ ~=~ in si~ iiberfiihren, wodureh such die k~ sieh lin~ 
trausformiren. 

Analytisch stellt sich dies so: 
Durch eine LSsung yon (3) wird 

so dass da~ai~ ein System yon Ber~hrungskegelsehnittea (mi~ Para- 
meter Z) 

an ~ bestimmt is~. Sei nun umgekehr~ irgend ein Ber~rungskegel- 
schniti~ 21 yon ~ bekannt, so erhRlt dadurch ~ die Form 

(4) ~2 ~ .B ~ --  AC,, (A, ~ ,  C Functionen 2 ~ G r ~  in ~ ,  ~ #~)~ 

und daraus leitet man ffir (3) eine LSsung her: 
i 

I 

uncl eine zweite LSsung durch Vertausehung yon ~B mit ~ J~. 
Die iibrigen LSsungen~ wetche zum se]h~ der 63 Systeme yon 

Ber~hraugskegelschnitten, wie A, gehSren, ergeben sich damn aus der 
einen mittels der tinearen Transforma~onem 

wo die r ~,  7, 8 willktirlichen Parameter, ffir welche nut 

damit 

wir,:l. Damit a u ~  

hat man dann zu setz.en: 
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wonach ~uch 

Verbindet man mit d~esen c~ a Transformationen die oo a, welehe dutch 
Vertausehung yon K1 mit K4 entstehen, so erh~lt man aus dner 
L5sung ~ s  solcher. Dies ist dann far  jede der 63 verschiedenen MSg- 
lichkeiten, Q in die Form (4) zu setzen, auszuffihren~ 

w  

Die Fl~ehe F4(~) . Erste Methods dsr Abbilaung. 

Die eindeutige Abbildung dieser Fl~che (s. I., w 2) auf die Ebene 
kann auf verseMedenen Wegen gefunden werden. Einmal dureh Pro- 
jection yore Knotenpunkt t )  aus auf eine Doppelebene = ,  mit Ueber- 
gangscurve Q 6 ter Ordnung, die einen 4-fachen Punkt hat und dutch 
Abbfldung yon _-- auf eine einfache Ebene (naeh C lebs6h ) .  Sodaun, 
indem man beaehtet, class sieh auf ~F~(2) unmittelbar ein Bfischel yon 
rat/ona/vn Curven angeben 1;~sst, dutch Anweudung meiner in Annalen III 
gegebenen Methoden. Der Bfischel yon rationalen Curven abet wlrd aus 

dutch den Ebenenbfischel 

xl + Z x ~ - - 0  
ausgeschnitten; denn ein solcher ebener Sehnltt erh~il~ die Gleichungs- 
form 

§ (rx, x12 § ~lxs~-x~ ~ + r2x3xp + r3x, 4) ~ 0, 

was (vgh meinea Aufsatz fiber s~ngul~e Punkte,  Math. Ann. IX) eine 
ebene Curve 4 t~ Orduung vorstellt, die bei LP oder (x I ~ x 2 ~- x 3 -~- 0) 
zwei einander oscdlire~.e Zwei#e, yon der Richtung x~ = x 2 ~ 0, d.h. 
dmi aufdnanderfolgende DoFpelpun'~ hesitzt, also yore Geschlecht 0 ist. 

Die beiden Methoden sollen bier nacheinander angewandt werde~, 
zun~chst die erste Methode der Ahhildung. 

Setzt man 

:F, (2) = x4~.B,2(x~, x2) + 2.4f3(x,, x2, *~) + fdx,, x~, x~), 
so wird 

1 C + .7 

uad fftr die Ahbildung yon ~'~) auf die Doppelebene--, deren Punk~ 
auf ~-Coord~uaten bezogen seien, erh~tf man 
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o x ,  = - + 
WO 

Der 4-lathe Pan~  ~1 ~ ~ ~ 0 dieser Carve 6 t~ Ordnuag~ ~ .~ 0, 
sei IT; die eine der 4 Tangenten in 1"[~ :B 1 ~--0~ ist Wendetangente. 
Den ebenen Schnitten 

utxl +=~x2 + ~s~3 + u4x~ = 0 
yon -~4 c~) entsprechen in - die in e i~n  Blatte verlaufen~len Curven 
4 ~ Ordnung 

3 

indem sich dafilr l/~ ans der Gleichung besfimmt: 

Da 
2~1"~ -~ ( ~ .  ~ - -  u~f~) ~ - -  ~ ,  

so berfihren die Curven F~, welche nicht durch It gehen~ die Curve 
in je 12 Punk-ten. 

Yon Y[ aus gehen 10 Tangenten an ~ yon denen elne in /~  -= 0 
f~llt. YermSge jeder dieser Tangenten wird y ~  rationale d. h. die 
beiden Bl~ter l~ugs einer solchen Taugente sind vSllig getrennt und 
man erh~lt dementsprechend je 2 getreante Gebilde yon ~(~L Den 9 
yon /~ verschiedenen Tangenten muss je ein Kegelschnittpaar yon 
F~(~) en~.sprechen~ da kein anderes Zeffallen der oben genannten yon 
einer Ebene des B~chels dutch die Gerade x~ ~=. ~ == 0 (die mit 
iv bezeichnet sei) ausgeschnittenen rafionalen Curve 4 t~r Ordnung mSg- 
lieh is~. Es gibt daher in dem Ebenenbiischel~ der p (x~-= ~ ,~ 0) 
zur Axe ha~ 9 Ebenen~ welche/~(~) je in Kegetsehnittpaaren schneideru 
Die Kegelsehnitte berfibxen alle die 6era~ ~ in .P und die beiden eines 
Paares osculiren einander daselbs~. 

Der letzten Tangente B~, die ~ bei It selbst ~ ent~pricht, 
als Gerade B~(~) des einen Blattes~ in dera J / ~ ' - ~ - / s ( ~ )  ist, die 
rationale Curve 4 ~ Ordnung~ mit 3-fachem Punkt in P,  in welcher 
~t~ (x)~.  0 die FlRche/~a(~) schneider, nRmlich 

, + / ,  , . =  o , 

eine Curve~ ffir deren 3-~e.J~en Punlr~ die 3 Elemente ~ b ~  Zweig ,con 
der ~ p bilden; als Geraden ~te) des zweiten Bla2~ e n t ~  
der Tangente B~ yon ~ der Pu~d, P yon F ~  se]b~ und zw& aa: 
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Den verschiedenen Punkten yon ~ t  <~) entsprechen die verschiedenen 
~ic]~tungen (lurch P in der Ebene .B t (x) ~ 0 derart, dass einem Curven. 
zweig yon tP4i~) , welcher in P einen Riickkehrpunkt yon der Richtung 
x t ~ O~ axz -~- ~x a ~-- 0 ~ =~= 0) ha/~, zu einem Curvenzweig der Dop- 
pelebene T. ffihrt~ welcher ~1(~) im Punkte r 2 -~- ~ a  ~ 0 einfach 
trifft; einem Curvenzweig yon F+(~) aber, weleher in P die Richtung p 
und daselbst die Schmieg~ngsebene 7x I -~- ~x2 ~- 0 ha~, ein Curven- 
zweig yon =- entsprich~, der dutch IT geht mit der Rich~ung 7~1-~-~2~-0. -- 

Ich wende reich jetzt zur Abbildung yon -- auf eine einfache Ebene 
I7, die nach C l e b s c h  so geschieht, dass den (doppelten) Geraden der 
Doppelebene -- in Y eine c~2-Schaar yon 

G4(a2bt, b~, . . . blo ) ,  
entspricht, wobei eine 

Q ( a ,  z,,, b~, . . .  b~o) 
existir~, deren Punkte den ~chtungen yon TT in _~ entsprechen, n~m- 
lich das Punktepaar~ das aus C3 dutch eine (lurch a gehende Gerade 
ausgeschnitten wird, zwei fibereinanderliegenden Richtungen in IT. 
Dabei entsprechen ferner den Punkten b l , . . ,  blo die 10 yon TI an Q 
gehenden Tangenten in je dnem Blatte, den Geraden a b l , . . ,  abja 
diese 10 Tangenten je im andern Blatte; dem Punkte a ein dutch IT 
gehender Kegelschnitt A. Hier, wo eine der 10 Tangen~en von IT an 
Q, ~ -~- 0~ bei IT selbst beriihrt~ soll dieser~ als Linie .BI(1) die Gerade 
ab~o, als Linie .B~('+) tier Punkt ~1o yon I r entsprechen. Die Gexade 
abl-- o muss in b~a die Curve Ca beriihren; denn der dem Schnittpunkte- 
paar entsprechende Punk~ yon Y. f~llt nicht nut an /T, sondern auch 

auf ~. 
Flir die hierdurch vermittelte eindeutige Beziehung der Fl~che ~+(s) 

zur Ebene Y erhRlt man so: 
Den rationalen Curven 4~+~ Ordnung, in welchen ~+{s) yon dem 

Geradenbfischel mit Axe 1o (Linie P~I) geschnitten wird, entsprechen 
in Y die Geraden dutch den Punkt a - -  was umgekehrt den rationalen 
Charakter jener Curven beweist. Insbesondere entsprechen den 9 Kegel- 
sclmittpaaren dieses B~chels die 9 P-n~(e b l ~ . . ,  bs~ verbunden je 
mR einer der 9 Geraden ab~ . . . .  abs; der rationalen Curve 4 t+~ Oral- 
hung mit 3-fachem Punkt~ in welcher ~Bl (x) ~ 0 die Fl~che schneidet~ 
die Gerade ab~o; den verschiedenen Richtnngen yon F~(s) am Punkte 
P~ die in der Ebene B~ ( x ) ~  0 liegen~ die verschiedenen Richtungen 
dutch den Punkt bt0- F~r das Letztere ist genauer zu sagen: einem 
C~venzweig yon ~(s), der in P eine Spitze in einer yon p verschie- 
denen Richtung hat, entspricht ein dr+lath durch b~o gehender Zweig; 
einem einfachen Curvenelement~ yon .~(2} yon der Richtung p je nach 
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seiner Schmiegungsebene die verse~aiedenen Punkte yon C~ n'amtich 
bei best~mrnter Schmiegungsebene der.eine oder audere Pankt des zu- 
gehSrigen Paars yon C s je nach dem u y o n / / ~ - ~ .  Dem 
Panlr~ a entspricht daher auf F~ elne dutch P in tier Pdehtn~ag 
einfach gehende Curve~ die sich s u f ~  als Kegelsehnit~ A dutch IT 
projicir~ d. h. eine Raumeurve 3 t~ 0rdnung. 

Hiernaeh l~s~ sich leicht sehen, was den ebenen Schnit~en yon 
F4~ bei der eindeutigen Abbildung auf die Ebene Y entsprechen r a ~ .  
Da die Curven yon --v4~), welche den Punkah a,  bI~. . ,  b~ entspreche% 
yon den ebenen Schni~ten yon 2'4~ 3-punk~g, bez. 2-punktig getroffen 
werden ~ der dem Punkte hie en~spreehende Punk~ P gar nicht getroffen 
wird, wei~re Fundamen~lpunkte aber nicht auftreten, so bilden sich 
die ebenen Schnit~e dutch Curven 

b , L  b / ,  . . . b d )  

ab. Da diese Curven yon dan Geraden dureh a in je 4 Punkten ge- 
troffen werden sollen, wird dabei r ~ 7, so dass ats Bilder der ebenen 
Schnitf~ eine lineare ooS-Schaar yon Curven 

c,(r 
in Y anfLri~. 

Es ist jetz~ nut noeh die [,age der 10 Ptmkte a~ b~,.. �9 b~ genauer 
zu bestimmen; denn es genfig~ ~ie~ht, dass dieselben a~f einer Curve 
drifter Ordnung liegem In diesem Falle warden die C7 nur aus dieter 
Cs, verbunden mit einer oo~-Sehaa r C~( a~', b~, �9 ..  b~, b~o) bes~ehen, u~d 
die Transformation mittels dieser C~ w~de n~ch~ aug die s~zied~ Art 
yon Uebergangseurve Q~(17 ~) ffihren, welehe zu einer F~(~ gehSrt~ 

l~immt man aber 9 Punk~e a, b l~. . ,  b s beliebig au~ so erlff~lt man 
eine lineare o~-Schaar yon Curven 

wel~he die dutch a,  b~ , . . ,  bs gehende C~ in einer liuearen cet-S~aar 
gza} yon Gruppen yon je 2 Punkah ~effen. In dieser Schaar g~o} g~b~ 
es vler Gruppen, welehe je aus zwei benachbarten Punkah van Cs be- 
stehen. Sei b~ eine dieser S~etlen~ so gibt es oo' unserer Gh~rve~ 
welehe C~ in b~ berahren; also oo s derselben, welehe b~ zam Doppel- 
punkte haben, ohne in Cs und eine weitere Schaar zu zerfallen. 

So ist eine o@.Schaar ~on C~(@b~ ~ . . .  b~ ~) gefunden; abet man 
kann dieselbe noeh anders definiren. Nimmt man zu einer dieser Curven, 
welehe nie~ Us zum Factor hat, ~e Geraden C~(a) hinzu, so erh~ilt 
man eine ~ r  U ~ ( a S b ? . . .  b~).  U~(a'b welche ver~ge U~ m O  tmeh 

auf eine Sdaaar yon irreducfibten Cur~en 
b / , . .  . 

reduc]r~- werden I ~ n .  Diese gauze Selmar ~ Os in eine~ 1 ~  

M~emafi~tel~e ~ a l e m  ~l?~rTr, 
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~-Sehaar  7~( l~ yon Gruppen yon je 2 Pun~d~n, welehe aus C~ auch 
dureh die Geraden C~(a) ausgesclmitten werden. Eine dieser Curven 
i ~  aber C~(a~b~.. .  b~b~o); wo b~0 aueh auf G s liege; d.h. eine der 
Gruppen yon ~,~(t) ist der doppelt gez~hlte Punkt b~0 , die Gerade 
muss also Us in b~o beriihren. 

Dies war in der That bei der Abbildung unserer speziellen Doppel- 
ebene ~e(H ~) der Fall, damit eine der Tangen~n yon l~ an ~ bei H 
selbst beriihrt. 

Abet umgekebr~ gen//gt die Bert~m~g elner Curve Cs (a, b~) dutch 
die Gerade ab~o, um auf eine ooS-Schaar yon C~(asb~-... b~ ~) zu 
f~ihren. Man lege eine beliebige Curve 4 t~ Ordnaug C~(a ~, b~o), welehe 
jene Cs noch in 9 Punk~n h i , . . ,  b~ treffe. Die Curven Cs(a~bi ~ ... b~ ~) 
bilden dann eine o~7-Schaar, welche C s in der, ~o corresidua]en, Orup- 
penschaar 7~(~) schneiden, da C4~(a~b~ . . .  bo~ b~o) eine der Curven i ~  
mit der Orul0pe b~o aus 7~). Die durch eine Gruppe yon 7~a) gehenden 
Curven der Cs bilden eine o~e.Schaar; leg/~ man daher unsere C s dutch 
die Gruppe b~o und dutch 3 wei~ere Punkte tier Geraden ab~o , so er- 
h~il~; man eine o~-Sehaar yon Curven Cs(a4b~ ~ . . .  bg~b~o~-), welehe alle 
in die feste Gerade C~(a~o), verbunden mi/; einer o~-Sehaar yon 
C~(aSb~.. .  b9 ~) zeffallen mfissen; q. e. d. 

Im w 6 werde ich yon dieser o~s-Sehaar ausgehen. 

w  

Zwoite ~ethode dot Abbildung dor F~(~). 

Da die F l ~ e  ~4(~) yon dem durch die Gerade iv(xt ~ x2 ~--0) 
gehenden Ebenenbfisehel in einer Schaar rationaler Curven 4 t= Oral- 
hung gesehn/tten w/rd, muss man dadureh zu einer Abbildung gelangea, 
dass man der Fl~che ~F4(~) eine Fl~ehe if', eindeutig entspreehen l~sg, 
aus weteher ein Ebenenb~sehel eine Schaar yon Kegelschnitten aus- 
setmeidet. Dies erreieht man am einfachsten dareh die diree~ umkehr- 
bare quadratdsehe Raumtransformation (yon sehr speeietlem C h a r ~ ) :  

z~ : ~ : ~s : z4 ~ x . B t ( z )  : x~t~j (x) : z3.B~(x) : x~.B~(x) + zs ~, 
:r~ :z2 ::r~ : :r4 ~ ~.B~ (~) : e~.B~ (~) : ~ /~ ( ,~ )  :,~4.B~ ( ~ ) - -  ~3 ~, 

wo Bj (x) die in ~"4 (~) vorkommende~ in xj, x~ lineare homogene~ Fane~on 
bedeutet~ denn es wird 

wo die ~B, O in ~ ,  ~ geschrieben sind. 
Die Fl~r~e ~'~" ~ 0 ,  yon der 5 ~ Ordnung~ enth~lt eine 3-lathe 
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Gerade p'(~j ~- ~2 ~ 0); yon den Ebenen des BGsehels dureh p" be re f t  
eine, 2~1 ~ 0 ,  die Ft~ehe l~n~ einer Geraden ~ '(B z ~ z s .~0).  Sin- 

ist tier Punk~ (p'~/~ oder ~1 ~ ~2 ~ ~s ~ 0~ denn jeder ebene 
Sebni~ durch (~p'~') erh~It nicht nut in ~ 'q ' )  einen 3-faehen Punkt~ 
sondern noeh einen benaehbar~en Doppelpunkt - -  n~mlieh zwei Zweige, 
einen einfaehen und einen 2-elementigen, yon derselben Rieht~ng 
B~ ~ - 0 ;  d. h. Fs" hat bei (~'~') noeh eine Selbstber~hrung, mit Be- 
r~fln'ungsebene 2~ i ~ 0. 

Nun bilden sieh die ebenen SehniRe einer Fl~he F~ ' ( f  s) auf einer 
Ebene Y durch eine c~s-Sehaar yon Curven 

C~ (a3bt b2...  b~1) 
ab, die veto Ebenenbiisehel dureh p" ausgesehnittenen Kegelsehnitte 
dutch die C 1 (a), die 3-fache Gerade ~', verbunden mit der bei (ffq') 
liegenden Singularif~t, durch G4(a2bi . . .  b11). Dabei milssen bier, we 
yon den 11 im allgemeinen Falle existirenden Ebenen dutch p', welche 
Geradenpaare aussehneiden~ zwei in ~B~ fallen, zwei clef Punkte b~, 
e~va b~o , b~, auf einer Gemden dutch a liegen, und zwar einander 
benachbart, da die entspreehenden, yon 2~ ~ 0 susgesehnittenen beiden 
Geraden in ~' benaehbaxt liegen; die Gerade ablob ~ entspricht der 
SingularitR~ (~o'~'). Die Abbildung der 3.faehen Ger~den to" und des 
P u n k , s  (~'~/'), O~(a~b~..-bit),  wird also in diese G~(abiob~,) und 
in eine Os (ab~ . . .  b~) zeffallen. - -  

Geh~ man jetzt yon tier Fl~ehe _~t~) aus, so entsprechen deren 
ebenen Schnit~en Sehnit~e yon ~'~' mit Kegeln 2 ~ Ordnung K', welche 
ihre Spi~zen auf ~/' haben, einander l~ngs dieser Geraden beritkre~ mit 
Ber~hraugsebene B~ und im Punkt~ ( ~ / ' )  einander oseuliren. Das 
Bild des Sehnittes yon F~" mit einer beliebigen Fl~cbe 2 ~ Ordnung, 
die dutch die beiden bei ~' benaehbar~n Geraden yon ~ '  geht~ wird 
eine 

C~o ( a %  ~ . . . b~b~os b ~ )  ~ ~ (ab~o ~ )  . 09 (a~ ~,~ . . . ~d~o~ ~ ) "  

Abet in dieses Bild is~ noch das dem Punkte (1~" ~ )  Entsprec~en& ein- 
geschlossen, so daas noeh die Gersde G~ (able b~) mehrfach wegzunebmen 
ist; wie oft, ergibt fo]gende Betrachtung: 

VermSge 

wird ~ "  yon tier Form 

we K~" ein Kegel 4 ~ Ordnung ist, dar in (p'~') seine Spitze hat; so 
class K" yon F~" geixoffen wird, wie yon ~B~ K~', n~mlieh in den beide~ 
i~ ~/" zusammenfa~lenden Geraden und in eir~r C~mrve, die vier Zweige 
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in (2"~'), in der Ebene ibm, ha~. Da ~ '  yon q' nut in (p'q') ge. 
troffen wird, wird aueh jene Curve ~" nieh~ welter hreffe~. 

Somit muss yon O~o(a%~... b~b~b~ ~) die Gerade Q (ab~ob~) 
so oft abgehen, dass der Res~ b~o and b~ nieh~ mehr enth~lt, also 
drelmal*); und es bilden slch die ebenen Sehni~e yon ~'~(~) ab mittels 
einer r yon Curven 

C7 (a ~ b~ e b~ ~ �9 . .  b9 ~) ; 
wie auch in w 4 gefunden is~ 

w  

Discussion eler Abbilclung der .~4(~). 

Am Sctflusse yon w 4 ist die Construction einer c~3-Schaar ~ yon 
Curvell 

67(a s, b~ -~, b~- , . . ,  b~) 
angegeben~ deren Existenz dutch die Abbildungen des w 4 und w 5 
nachgewiesen is~. Wir k6nnen desshaJb umgekehrt yon einer solehen 
Schaar ausgehen, dieselbe zur eindeu~igen Transformation elner Ebene 
I r in eine Fl~che henutzen und die Eigenschaften dieser Fl~ehe aug 
sll(~hell. 

Man erh$1t dann eine Fl~ehe -~4 der Ordnung 

7 . 7 ~ 3 - 3 ~ 9 - 4 ~ 4 .  

Da eine C s (a~ b l , . . ,  bg) existir~, welehe yon der Schaar 2~ nieht ge- 
troffen wird, so ist, wenn C~' eine specielte Curve der Sehaar~ welehe 
nieht C s zum Factor hat, ~ yon der Form 

c ' ;  + V s .  V , ( a ~ b l  . . . b~) ,  

wo die C 4 die oo 2 zu C7' adjungirten Curven r vors~ellen. Diese C~ 
txeffen abet die Cs(a , b~ , . . ,  b~) in I1 festen Punk~en, also noeh in 
einem we/teren festen Punkte c (der Punk~ hi0 des w 4); d. h. je zwei 
der C 4 sctmeiden einander, ausser in a, b l , . . ,  bg, e nur noch in einem 
Paaktepaar, das zudem (da aueh der Biischel C~. C1(a ) zu den C 4 ge- 
hSrt) auf einer Geraden dutch a liege. Dementsprechend exis~irt ein 
Ehenenbfindel, dessen Geraden die Ftii~he F4 nur in PankCepaaren 
sehneiden: ein DoppelpunkCP v o n F  c Eine singul~e Curve existir~ wegen 
des Geschlechts 3 der Curven ~ nieht; der Doppelpunk~ iP muss also 
spezieller Art sein. Nun entsprieht dem Punkr P die Curve G~; den 
verschiedenen Riehtungen, welehe die ebenen dutch P gehenden Sehnitt;- 
eurven, t'4, in ~P haben, en~spricht der Schnit~ der C~(a~b~ . . .  b~) 
mit ~ ,  d. h. der e / ~  Punk~ c yon ~ mi~ seinen versehiedenen Rich- 

*) Da~selbe ~irde einfa~er aus tier Ordnuug 4 yon ~4 (~) etc. gu folgem ~ei~ 
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~ungen. Daraus folg~ zun~chsL da~ die r 4 in P nur je d~*J zusam- 
menh~ngenden Zweig haben kSnnen, & h, dass ihr Doppelpuakt in P 
eine Spitze is~: P wird ein unipIanarer Pau~ yon F~. Dasselbo fol~ 
da~'aus, class die (~eraden durch P in tier Ebene ~ ,  weI~e dutch 
Cs~Ct(a~ ~) abgebildet wird, die Ft~che F 4 nut in je einem Punkte 
ausserhalb P treffen. --  Unter den ebenen Schnitten darch P ist eia 
Bfischel dutch eine Gerade I v ausgezeiehnet~ abgebildet dureh UsLU I (a); 
da die U~(a) ra~onale Curven sind, welche C 3 in ~e einem Puak~paar 
treffen~ sagt dies aus: die ebenen Sehnitte F4; durch eine ausgezeichnete 
Richtung p yon i ~ (die in der Ebene ~t liegt) sind rationale Carven 
4 ~e~ Ordnung, we]~he yon .P zwei sieh in der Riehtung p beriihrende 
einfache Zwelge aussenden. Noch mehr: die beMen Zweige mllssen 
ekuander osculiren, damit tire/aufeinaaderfolgende Doppelpunkte eut- 
stehen~ die nSthig sind, um die Curven 1"4' rational zu machen. Dies 
sieht man auch aus der Abbildang so: Das Bild der Sehnitte yon F 4 
mit beliebigen Fl~chen ~ r  Ordnung, die nut dureh P gehen und da- 
selbst eine l~ enthaltende Tangentenebene haben, wlrd eine Schaar yon 
Cs(a~bt~.. .  b~), die die C3(abl . . .  b~) in den Paaktepaaren sehnei- 
den~ in denea auch die obigen Geraden C~(a) treffen; elaher gehea 
diese Fl~chen 2 ~~ 0rdaung~ sobald man sie durch eineu dritten Punkt 
des einen Zweiges einer Curve r '  in P legt, damit zugleSeh dutch den 
drltten Punkt des andern Zweiges, d. h. diese Zwe~ge oscullren sich. 
Man sieht, dass die Singular~t~t yon ~ in :P so bezeichnet werde~ 
kSnnte, dass diesem uniplauaren Doppetpunkt in der Richtung 10 un- 
endlich benaehbart eine Selbstberiihrung der Fliiche eintritt. 

Das beze~ehnete Verhalten der Schnitte dutch 2 is~ genau das der 
Ft~che F~(~} yon w 2~ auf wetche also die attgemeinste Schaar .~ fllhrt~ 

Ich benutze nun die Abbitdang zur Aufsuchu~g der bemerkens- 
wertbesten Curven and Curvensysteme der F~ (~. Zun~chst ergeben sich 
die 9 Kegetschnittpaare~ yon Ebenen dutch p ausgesclmitten, aus dea 
Bildem b~, C~(a, b~); die beiden Kegelsehnitte eines Paares osculiren 
einander in 2 .  Sodann, aus der Abbildung C~(a, c), yon einer Ebene 
B~ dareh ~ ausgesehaitten elne ebene Curve 4 t~ Ordnung, welehe in P 
einen 3-fachen Punkt hat~ da C~(a, c) yon den C4(a~b~ �9 , .  b~c) nut in 
je dnem bewegllchen Punkt getroffen wird; die 3 Elemente de~ ~-fachen 
Punktes bilden nur dnen Zweig yon der Riehtung p, da, nach dem 
Fr~heren~ die Gerade U~ (a, c) die Curve Us nieht in zwei verschiedenen ~ 
Punkten ausserhalb ~ trifle, sondern in ~ bert~r~, 

~s vO~ .F~i~) : Es gibt auf ~4~ 256 einzeLue ~umeurven 3 ~ Orel- 
hung, wetcbe alle dureh ~ in der Riehtaug I~ gehen, abgebildet dutch 
den Pnnk~ a, die Geraden d~reh 2 der Punkte b~, die Kegelsehaitte 
durch a und 4 der Punkte b~, die C~(~) dutch 6 der b~ and die ~, (a ~) 
dutch 8 der b,. Alte diese ~ ~reffcn j ~  der mti~alen r~ der Fl~hr 



in je e2nem Punkte, so dass eine jede der/~3 zu einer Abbildung yon 
F4(~) ftlhrk So glbt es 256 gleichberecht~gte Abbildungen. Nimmt man 
aus 8 der 9 Kegelsctmit~aare yon ~4< ~) je einen Kegelschnitt beliebig 
heraus, so gibt es e/he zugehSrige ~ ,  welehe diese 8 Kegelsebnitt~ 
~ff t .  Je nach dieser Zuordnung schneiden sich zwei der ~s in keinem, 
einem, 2 oder 3 Punkten. 

Dis Raumcurven 3 ~r Ordnung schneiden den Kegel ~4 Bl-~-xs ~-~-0 
in ~ dreipunk~g, weft die Trausforma~on des w 5 wieder za ~ der 
Fl~che ~ "  , a entsprechend~ ffihren muss; ihre Parameterdarstetlung er- 
h~lt also die Form: 

: (--70 ~ s  -k ~ �9 ~ 2  ~ ~ s ) ,  
wo 9 ~- 0 der x~ ~ x~ ~-- x~ ~ 0 en~sprechende Parameterwerth ist. 
Das Abbildungsprob]em, auf welche unsere ~F~(~) direct fahren w~irde, 
w~re also das Folgende: Man suche die l-~, welehe dutch 2 in der 
Ricbtung 2 gehen (4 Bedingungen), einen benachbar~en Punk~ in 
x ~  -]-Xs ~ ~ 0 haben (1 Bedingung) und 7 Kegelsehnitte (je einen 
aus 7 der Paare) je einmal ~reffen (7 Bedingungen); dies gibt eine end- 
liche Zahl yon ~ ,  welehe ~(~) in 4 -Jr- 2 -]- 7 ~--- 13 Punk~en treffen, 
also auf F~(~) liegen. Unsere Abbildung g~bt 2 als Anzahl der LSsungen 
des Problems. 

Weitere Schnitte yon ~'~(~) mit ~,(2/~): Das Bild der Schnitte yon 
2'~) mit denjen~gen Fl~hen 2 t~ Ordnung, we]ehe dureh/~ gehen und 
dasetbst eine dutch p gehende Tangentenebene haben~ wird die c~ ~- 
Schaar yon 

Vs(a4, b~L.., b~). 
Die Sehnitte erhalten zwei einander in P ,  in der Riehtung 10 , oseu- 
tirende Zweige. Darunter s~nd diejenigen besonders hervorzuheben, 
welche in eine der ob]gen /~s yon ~'~(~), und in eine ~-$chaar  yon 
~aur~curven 5 t~ Ordnung yore Gesch~echt 2 zerfall~n, nile in der Rich- 
tung P~ einander oseulirend. Solcher Sehaaren gibt es, den einzelnen 
/~s zugeordnet, 256; und die L~urven einer Scha~r oscullren die zuge- 
hSrige ~s in P ,  treffen dieselbe noeh in 5 weiteren Punl~n,  und 
einander in je 2 bewegl~chen Punkten. In jeder solehen c~-Sch~r 
gibt es eine einz~ge c~-Sehaar yon rationale~ ~ a u ~ r v e n  5 ~ Oral- 

hung, welehe ~e ~w~/ einander in der Riehhmg ~-~ ber~hrende, 
abet nich~ oseuHrend% Zweige in P h a b e n -  ausgeschnit~en yon 
~F~(/~) mit Tangen~enebene ~ in ~P. Wenn das Bild yon/~s der 
Punkt a ist, wird das tier ~ -Schaar  zu Cs(aSb~ ~ . . .  b~), alas der 
c~-Sehaar zu Q(a~b~ . . .  b~); die dutch Cs(a~b~.. .  b~c) dargestellte 
Curve wird dann yon dem Kegel 2 ~ Ordaung ausgesehnitten, der seine 
~Spitze in P hat and dutch die/~s geht~ 
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];t4 i auf F~(~): Aueh e'm Zerfsllen der Schnitte yon ~it) mit 
F~(_Pp) in zwei Raumcurven 4 ~ Ordnur~ yore Geschlechte I kann 
eintreten. So wean das Bild zu 

wird. Aus einer .R 4" ergeben sich zwei ~ageordnete Curvenbfischel, deren 
Curven alle in P einauder osculiren~ w:~rend die Curven des e~nen 
Bfischels die des andera noch welter in je 5 Punkten tre~en. In jedem 
solchen Btischel befindet sieh eine RAt, welche in zwei der Kegelschnitte 
yon ~(~) zerf-allt (in der Schaar aus C3(abs... bs) die aus dea b~ und 
b~ entsprechenden Kegelschnitten gebildete Cuxve). Solcher Bfischel giht 
es also 4 .36 ,  oder 2 .36  Bfisehelpaare. 

Man ka~n ein solches Biischelpaar zur Erzeugung der FiChe 4 ~ 
0rdnung F~ (s) mittels F1Rchenb~ischel zweiter0rdnung benutzen, gchreibt 
man die Bedingungen der Osculation in P an, so sieht man~ dass~ wenn 
man 274 (~} in die Form 

setz~, man ffir ~ ~'~', @=, @; Ausdrficke der Form annehmen daft: 

wo die ~,f~, r?~, ~[ homogene Functionen i *~r Dimension in X~, X= 
vorste]lem 

w 

Die Fl~he iF,(*). Abbitdung aat die Ebeno. 
Die eindeatige Abbildung der in IL w 2 defiaL, ten Fl~he 

F,(~ ~ x,~z? + ~x~f~(~, x~, ~ )  + &(~,  x~, ~ )  = o, 
w o  

~ - x3~x, + x 3 % ( x ,  x~) + ~c~(~j ,  x~) + e,(~,, ~), 
auf die Ebaue kann dadureh geschehen, d~s man diese Fl~ho vom 
Knotenpunk~ ~ (x t ~ x~ ~- x s ~ 0) aus auf eine DoppeIebene .~, mR 
Uebergaagscurve ~(~) yon der 6 ~ Orduung, die zwei benaahba~ 
3-fache Punkte hesitz~ projleirt, und diese Doppelebene dsnn aufeino 
einfache Ebene Y~ ~ meinem vorstehenden Aufsatze~ abbildet, I ~  
Erstere geschieht initials der Formeln: 

~x, ~- ~3, ~ = ~?~ .  ~x~ ~ ~ ,  

Far 



(~) = 5 ' ( 0  - ~,~f, (~) ---- ~3 ~ ~3  + ~ 3 ~ 2  ( D ~ ( 5 )  - Q (~)) 

wobei der s~ngul~re Punkt in ~I ~ ~ ~- 0 liegt und die Gerade ~i ~- 0 
die beiden deft benachbaxt liegenden dreifaehen Pnnkte l'[~ II I yon 
~(~) ~--0 verbindet. Den ebenen SchniRen yon /;'4(s) 

4 

. ~  ~X~ -~ 0 
11 

entslorechen in - die Curven 
3 

1 

abet nut in dem Blai~ genommen~ f~r welches 

D~ese Curven 4 ~e~ 0rdnung, r~-~-0, gehen durch H und H~ einfach 
und berfihren ~ ( ~ ) ~  0 ausserdem in je  9 Punkten; tier Gleichung 
gem~ss: 

Die Curven I'~ osculiren sogar einander in TI~ denn flit irgend zwei 
der Curven r 4(u), [4 (v) wird 

d.h.  ['4(u) wird yon I'~(v) in 1"[, ]-[~ getroffen wie yon eiuer Curve 
C~O'I~I-[i), also dreipunktlg. Es kommt dies daher, class die Fl~iche 
LP4( s~ nicht nut eine Gerade T ~ LPIT(x~ ~ x~ ~- 0) enthRlt, sondern 
noch zwei weitere, ~ successive yon ~P ausgehende Geraden. In der" 
That ber//hrt die Ebene x~ ~ - 0  die Ft~che l~ngs p; und der Kegel 
2 ter 0rdnung 

K ~  ~x~ -- V~(x~, x~) = 0 

trifi~ 2'~(s) "-wegen 

ia drei aufeinanderfolgenden Geraclen. Die Curven ['~ haben also einen 
weiteren, l-[~ ]'i" t successiven~ einfachen Fundamentalpunkt~ der rail F[" 
bezeiehnet sei~ gelegen auf dem Kegelsehnitt S a ~ -  C~(~, ~ ) ~ 0 .  

Legt man den ebenen Sehnit~ yon /P4 (s) darch / ) ,  so erh~t~ man 
als Bild in =_ die Curve ~ - O ,  verbunden mit den beide BlOtter 
durchsetzenden Geraden dieser Ebene. Ein solcher Schnitt hat P zum 



Ueber die mtionale~ ~ v~--te~ O~u~Z, 

gew~lmlichen R~iekkehrpunkt (mit Richtung in ~s ~ 0), welchem dev 
einfache Punk~" entspricht~ in dem dis Getable die Linie ~t n O  in 
dnem Blatte, etwa als Linie ~$), trifft~ Uatar dies~n Se~hnittaa ~nd 
die dutch die Gerade IS gel~gten ausgezeichnet; sle zeffaUea in p and 
~n Cawen 3 ~r O~Inung yore Geschle~hte 1, welclte alle die Ge~le p 
bei P oscuZir~. Denselben entsprechen in - die, beide BlOtter durch- 
setzenden, Ger~len dutch H; and zw~r entspricht dem Verzweigungs- 
punkt, den eine sotche Gerade in 11 hat, dass die Curve 3t*~ Ordnaug 
zwei ~ P benachbarte, auf einer Geraden Is gelegeae Punkte besitz~ 
mass: die Osculation mit ~. 

Unter diesen Schnitten wiederam ist der der Ebene x, =~ 0 au~ 
gezeichnet; dieselbe berfihrt .~.(5~ l~ngs IS und trifft noeh in einem 
Kegelsehnitt k~ welcher p bei :P ber~thrt, Dem entspricht ia ~. die 
Gerade ~t ~ 0~ welehe in beiden BlRttern gesondert verl~uft~ als Ge. 
rude ~t< I), bez. ~I Cs) ; als Gerade ~I( i~ entspreehen deren Punk~ einzela 
den Punkten des Kegelschnitts/~ Ms Gerade ~s~, wie schon oben ge- 
sagt, einzeln den R~ickkehrpunktem (mit Richtung in x~ m 0), welche 
die dutch :P in yon 2) verschiedener Richtung gehenden Curven yon 
/~(~) bei i> besitzen. 

Tr/fft eine Curve yon F4~ die Gerade ~ in irgend einem yon P 
verschiedenen Puakte~ so geht die in ~ projieirte Curve dutch rf and 
Ht mit einem einfaohen Zweige and mit der b e ~ m ~  ~ u n g  
l'I]7~H', wie das Verhalten der Corven I"4 zeigt~ Berfihrt die Cur~e 
yon ~(s) die Gerade ~ in T, ohne ~p zn osculiren, aber mit Schmie- 
gungsebene ~---~ 0 in :P, so geht das Bi]d einfach dutch II, ~I~, abet 
mit yon UU~IT verschiedener Krflmmung. Osculirt endllch die Curve 
yon ~} die Gerade ~ in P, so erh~.It das ---Bild in U einea R~lek* 
kehr- (bez. Verzweigungs-)punkt, mit yon ~i == 0 verschiedeuer Rich- 
tung; wie wieder die Bilder der dutch P geleg~en ebenen Schnitte yon 

E~(s} ergeben. 
Die Doppelebene ~ bfldet sich nun auf eine einfaehe Ebene Y so 

ab~ dass die Geraden yon -~ in e~ne Curvenschaar: 

rj~r~-b. ='r~)+ ~"& = 0 

Yon CRrven 6 ~ Ordnung ~bergehel~, WO f6 e~e so|elm (hrve ~s~, die 
8 Punk~e a~... as za Doppelpunktea hM~ a['s ~t, =' l "Z '  ==  0 de~ BR~el 
yon Curve~ fi ~ Ord~ung, die dutch a~, ... a~ gehen. Die Sch~y.r hat 
ate,-. % zu Doppelp~nkten und die beiden weiteren ~ k t e  
b~ ~ ~ yon f'~ ~= 0~ t~ m 0 zu emfa~l~ea Funkier, 

D~e bei&a P~kte b~ ~ d  b~ e n t ~ e c ~ n  ~ &a ~b~r ~,~ u 0 
]~egenden Gemd~ ~la)~ ~#t, welctm die Bfl&r vo~ Kegelsc~-~t ~ be~ 
P~nkt P ,  yon .F~ sin4, D~ ~e ehenen ~ yon .F,~ ~ 
P ~ ~e~-,. mO~ea ~re  Bil&r m de~ ~ t ~ m  Kbene Y, ~ ~t~ 
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Schaar 2 bezeichnet seien, b I zum Doppelptmkt haben und kSnnen 
durch b2 nicht gehen. 

Den Punkten at,.., as ens in- 8 Kegelschnitte, welche 
durch ]7 and ]71 gehen und Q(~) je in drei Punkten berfihren~ nut je 
in einem Blatte yon -- |aufend. Einem so]chert Kegelschnitt ,4 ent- 
sprechend, erhalten wit auf F41s) eine durch P in der Richtung p 
gehende Raumcurve, die yon der dritten Ordnang wird,.weil A ihre 
Projection aus P ist; dieselbe hat in iP die Schmiegungsebene x i ~-- 0, 
ohne k zu osculiren. Die Bilder/2 der ebenen Schnitte yon/P4( 3} in Y 
m[issen also, da die Schnitte diese Raumcurven in 3 Punkten treffen, 
die Punkte a i .... as je zu dreifachen Punkten haben. 

Endlich existSrt ffir diese Schaar 2: in Y noeh ein einfacher Fan- 
damentalpunkt b. Denn wit haben gesehen, dass die Curven F 4 yon --, 
die jener entsprechen, dutch ]7, ]Tt einfach gehen und daselbst eine 
und dieselbe Kr[Immung ]7]71 ]7' haben. Aber den durch ]7 und ]Tt 
gehenden Zweigen entspreehen, je nach ihrer Krfimmung, in Y die 
verschiedenen Punkte der Curve I'3, welche durch at a~... , as, bt, b.~ 
geht. Somit hat die Schaar 2: noch einen bestJmmten, ]7" entsprechen- 
den, Punkt b yon [3 zum einfachen Punkt. 

F~r die Bestimmung der 0rdnung der gesuchten Bildcurven in Y 
kann man den Schnitt mit dem Curvenbfischel a I- 3 + a' ['3' = 0 durch 
at, �9 .. as benutzen. Der 9 t~ Basispunkt des Bfischels, c, gehSrt jenen 
Curven 2 nicht an; denn demselben entsprechen in- die yon ~i----0 
verschiedenen Richtungen dutch ]7, auf F4 ~s) also eine Osculation einer 
Curve mit io am Punkte /~. Die Curven der Schaar 2:, 

Cr(ala.. .  as3b/2b), 

miissen aber yon dem Curvenbiischel 3 ter Ordnung (a t . . .  as) in je 3 
beweglichen Punkten getroffen werden; was r ~ 9 liefert. Ein weiterer 
Fundamentalpunkt kaun dana nicht auftreten, well zwei solche Curven 
9 t~ Ordnung bereits 77 feste Schnittpunkte haben und sich in 4 be- 
weglichen Punkten schneiden sollen. 

Somit bilden sich die ebenen Schnitte der Fl~iche ~4(s) auf der 
einfachen Ebene Y ab mittels einer ov3-Schaar 2~ yon Curven 

Cs (a13a23.. . as3b~'b), 

wobei a l a ~ . . ,  asblb auf einer Curve 3 u~ Ordnung, ['~, liegen. --  
Es gibt 2 . 6 4 .  135 gleiehberechtigte Arten, die ~'4(s) mittels solcher 

Curven 9 t~ Ordnung auf eine Ebene eindeutig abzubilden. Dean so 
viele Arten gab es, die Doppelebene =,  mit Unterscheidung der beiden 
BlOtter, auf eine einfache Ebene Y abzubilden. Die obige Abbildung 
ist dem System der 8 Raumcurven 3 t~ Ordnung zugeordnet, die auf 
.F4(~) liegen und durch at ,  a2, . . .  a s abgebildet sind; Curven, die einan- 
der, ausser bei/~, nicht schneiden. Und so ist jede Art einem analogen 
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8-System yon Raumcurven 3 ~r Ordnung yon F~ s) zugeordnet~ yon denen 
den 120 Kegelschnitten durch IT, l I  1 entsprechend~ die ~(~) in je 

3 Punk~n berfihren - -  2 .  120 auf der F1"~ehe liegen. - -  
Dureh Benutzung einer solchen Raumeurve 3 ~*~ Ordmung kmm m ~  

~'4~3) aueh direkt in eine anflere bekannte Fl~he itl~rfahren. 8ei nKm- 
lieh K~ einer tier f~ (~) in 3 Punkten ber~ihrenden Kegelschnitte dutch 
rf und lI1; so wird 

=_ - 

wo K a II zum Doppel-, IIl zum einfaehen Pm~kte, K~ beide PunMe 
zu Dolopelpunkfen hat: 

Nittels der Formeln 

kommg man damn yon der Doppelebene - eindeutig zur Fliiehe 

+ [-gdy) + + O, 

und der direkt~ eindeu~ige Uebergang yon ie~(~) zu q~ wird dutch die 
Formeln geleiste~: 

Die Fl.~che % hat aber einea Setbstber~hrungsl~mlg in y~ ~y~==y~,~0 
und einc-n koMschen 1)Ol)l)ellmnl;t in y~ ~ y~ ~ g: ~ 0, der auf der Be- 
rfihrangsebene des er~4,eren Punktes liegt; d.h. sie entlffilt die ~usam- 
mengesetzte $ingulaHt~ yon ~ (~  i~* .zwei gewb't~nliche Sin~ulaHt~e~ 
zerlegt. Auch bei ~ berfihrt die Ebene y~ ~ 0 l~ings der Gerade~ 
yt ~ y~ ~ 0,  and der Kegel y~y~ "I- ~Lz.~-. 0 osculir~ l~gs  dieser Ge- 
raden. r l~sst sich als speclelIer Fail yon ~t(~) erledigem 

w 

Discussion dsr ~bt ldu~g d~r F,~ s~. 

Wir wolIen jetzt umgekehrg yon tier ~ -8chaa r  ~ :  
C'~ (a?, a 2 ~ , . . ,  a8 ~, bl 2, b) 

wo eine 
r~ (a .  a . . . .  a~, b,; b~ 

existi~, au~ehen, de wit wissen, das~ sie zur eindeutigen T-mr~for- 
marion einer Ebene Y in eine FiChe diane~ kaun. 
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Diese Fl~che F 4 wird zun~chst yon der Ordnung 

9 . 9 - - 9 - 8 - - 4 - - 1 ~ - - - - 4 .  

Die s wird yon den Curven der Schaar I nicht mehr in beweglichen 
Punkten getroffen; ist daher Ca' eine specielle, r s nieht als Factor ent- 
haltende Curve yon l ,  so wird diese Schaar yon der Form: 

=--- C~ .~- F s �9 C6(a1~a2 ~ . .  . ash.b1), 

wo die C6 eine o~.Sehaar yon zu C 9' adjungir~en Curven r vorstellen, 
welche alle noch dutch "einen festen Punkt b 2 yon I" a gehen. Je zwei 
dieser Curven Ce schneiden sich also nur in einem beweglichen Punkte- 
~ a a r ,  d.h.  die Fl~che F 4 hat einen Doppelpunkt ~ .  Diesem Punk/2P 
entspricht die Curve F3, und zwar entspricht den verschiede~en Rich- 
tungen der ebenea dutch/~ gelegten Schnitte daselbst der Schnitt der 
C6 mit Fa, also nur der eine Punkt b 2. Man schliesst daraus~ dass die 
beiden Elemente jenes Schnittes in P nut e/hen Zweig bilden: ~P ist 
also ein uniplanarer Punki yon x~ 4. - -  Unter den ebenen Schnitten 
dutch iv ist der Bfischel dureh eine Gerade p ausgezeichnet, welcher 
durch l'as. C ~ ( a t a 2 . . .  as) abgebildet wird: es werden ebene Curven 
3 ter Ordnuag yore Gesehlechte 1. Daraus folg~ zun~hst,  class die Ge- 
fade ~ der Fl~iche 2 '  4 angehSrt; and weiter, da I'a2Ca einmal mehr 
dutch b geht, als FaCe: dass einem Durehlegen der Bildcurve dutch b 
ein Zerfallen der Curve yon F4 in ~ und eine weitere Curve entsprieh~: 
b ist das Bild der Geraden ~0. Weiter wird, indem man diese Ca(a ~ ...as) 
noch dutch b 1 und b gehen l{isst, ein Schnitt erhalten, der durch 1"3 s 
abgebildei wird und aus einem, dem Fundamentalpunkt b I entsprecheu- 
den Kegelschnitt k yon F 4 und aus der nun zweimal zu nehmeuden 
Geraden p bestehen muss; d. h. es gibt eine Ebene, welche 2 '  4 Iiings 
der Geraden p berfihrt. 

Die Curven 3 ter Ordnung, welche yon den dutch p gelegten Ebenen 
aus 2 '  4 ausgeschnitten werden ,  ~reffen lo ausserhalb 2 nicht mehr, 
da ihre Bilder~ die C a (a I . . .  as) , nicht dutch b gehen. Dieselben oscu- 
~iren also io bei ~.  Diesem Verhalten der Curven in 2 entsprieh~ in 
lZ der Schnitt der C ~ ( a l . . .  as) ,nit l's, d.h.  das Durchgehen dutch 
den 9 ten Basispunkt c des letz~n Biischels. Ebenso muss der dutch bj 
abgebiIdete Kegelsehnitt k die Gerade p bei 2P beriihren. 

Von den Punkten der Curven I-~, welehe 2 entspricht, ist bisher 
die Bedeutung der Punkte am, . . .  as,  bt ,  b2~ b,  c angegeben, und es 
bleibt noch die der iibrigen Punkte yon i-3 zu er'6rfern. Zu dem Zwecke 
schneiden wit F 4 mit den ~ z  Kegeln 2 ~ Ordnung~ die ihre Spitze in 
iP hubert und ~ l~ings p berfihren; die Bilder der Schnitt~urven 
shad die 

, S ' - -  C~(a, ~, a ~ , . . .  ~:) .  
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Denn ein ebener Schnitt dutch P bildet sich dutch die 

ab~ ein Schnitt mit einem Kege] 2 ~ Ordnung mit Spitze in P also 
dutch die Cl~(al4... as~bl~b~), un4 wenn der Kegel .F, l~gs  1~ be- 
rflhrt, dutch 

Diese Schnitte S sind Raumeurven 6 t~ 0rdnu~g, yore Geschlechte 2, 
welche je zwei getreunte Zweige in /~ haben, da die S' die ['~ in je 
einem Pan~epaar (eorresidual zum Paar btb~) treffem Die beiden 
Zweige Mad einfache, weft eine solche Raumcurve 6 ~ Ordnuog you 
einer Ebene durch 2 in noch vier Pnnkten ausserhalb .P, nach der 
Abbildung, geschnitten wird. Zugleich ber~ihrt jeder der Zweige die 
Gerade p in /~, weil die S die Gerade/~ ausserhalb ~ nieht treffen~ 
eine beliebige dutch/) gehende Ebene aber die S nut in je 2 Punktea 
triffL Endlieh ha~ jeder der Zweige in 1 ~ die Ebene xt "=~ 0 zu~ Sehmie- 
gu~gsebene~ denn da die S" auch nicht dutch b t gehen, treffen dies  
die Ebene x~ ~ 0 weder in T noeh in k ausserhalb 2 .  Dabei finder 
auch nicht etwa eine Osculation mit dem Kegelsehnitt k staR; denn 
da sieh die Schni~te yon 2'~ rest den p in -P ber~ihrenden Fl~chen 2 ~ 
Ordnung/P~ dureh C12(ax4... as4bt ~) abbilden, also wend die .F~ noeh 
durch ]~ ge]egt werden, dutch C~2(a~*.. �9 as4biS), treffen diese let~teren 
/?~ die S ausserhalb P in 8, bei ~ also in nut 4 Punkten. 

So entsprechen also den verschiedenen Punkten yon F~ auf ~P, ein- 
faehe Curvenzweige, die p in P ber~ihren und x~ ~ 0 dort zar Schmie- 
gungsebene haben. Abet vatiirlich k~nnen die Krfimmtmgen dieser 
Zweige den Ptmkten yon ['~ nicht d~deutig zogeordnet sein. Betrachtet 
man vielmehr wieder die /~ in P ber/ihrenden /~,, so treffen deren 
Bilder Urn(at4... a,43t ~) die r~ in Punktepaaren, die dem doppelt ge- 
z~hlten Punkt b~ corresidual sind; einem solchen Punkte~aar kann nut 
eine und dieselbe Kriimmung eines Zweiges auf F~ entsprechen. Die 
Unterscheidang finder da erst durch den vierten, sus der Ebene x~ ~ 0 
heraustretenden, Punkt des Zwe~ges start. --  

Leg~ man die Curven ~' noch dutch den Punkt b, so erhglt man 
cx~ ~ Kegel zweiter Ordnung, welche ihre Spitze in /~ haben und die 
Fl~che l~ugs tier Geraden s osc~iren. ~ enth~t also drei successive, 

yon p ansgehende, Gerade. 
Somit sind alle in w ~ hezeiehneten Eigenschaften der Fl~ehe F4 ~'~} 

aus der Discussion der Abbildungsfunctionen in der tP~ wiedexgefundeo. 
Es sollen jetzt noch die einfschsten Curven yon F,o~ durch die 

Abbfldung aafgesucht werdem 
~s va~ F4 ~ : Auf F~o~ liegen 2 .1~0  Raumcurven 3 ~ Ord~ung, 

welche alle durch ~P gehen, daselbst p berfihren und ~ == 0 zur Scbmie* 
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gungsebene haben. Die Bilder in Y sind die im vorhergehenden Auf- 
satze bezeichneten Bilder der in der --Ebene die Curve Q in 3 Punkten 
beriihrenden, durch H,  l'f 1 gehenden Kege l schn i t t e . -  Je zwei der 
Curven gehSren zusammen, insoFern sie sich ausserhalb P in noch 3 
Punkten treffen and durch dnen Kegel 2 ter Ordnung mit5 Spitze in P, 
der F4r noch l~ngs 10 beriihrt, aus E4csl ausgeschnitten werden kSnnen. 
Irgend eine dritte der Curven wird yon der einen Curve eines Paars 
in einem, yon der andern Curve des Paars in zwei Punkten, ausser- 
halb P ,  getroffen. 

/~a~/ona/e ~4 vort /~4(s): Es gibt 2 . 8 .  135 rationale Raumcurven 
4 'er Ordnung (zweiter-'Species) auf ~4(3). Dieselben gehen ebenfalls 
dureh P ,  mit Beriihrung an p und Schmiegungsebene x, ----- 0 daselbs~ 
und treffen die Gerade 1o welter nich~ mehr. Deren Bilder in :Y werden 
erhalten, wenn man die im vorstehenden Aufsatze unter w 3, VI, 
a,) . . .  d) gegebenen Curven yon Y noch dutch den Punkt5 b, gehen 
liisst. Auch die Zuordnung einer solchen Curve zu sieben Paaren yon 
Curven /~3 yon F4(s} ist aus jenem Aufsatze zu entnehmen. 

Je zwei der Curven gehSren zusammen, insofern sie durch dne 
Fl~che zweiter Ordnung, die p in /~ beriih~, aus F4(al ausgeschnit~en 
werden. So hat man z. B. zwei Paare, deren Bilder sind 

C l ( a l b l ) ;  G'jl(aj3a~4 . . . as4bl)  
und 

C~(a~ . . .  a4b l ) ;  Cto(at3. . .  a43as 4 �9 . .  asabl) .  

Die 2 Curven eines solehen Paars treffen sieh in 7 Punkten ausserhalb 
P und oscsdiren einander in P~ naeh dem Frtiheren, insofern ihre 
Bilder I" 3 in einem zu b22 eorresidualen Punk~epaar sehneiden; w~hrend 
eine Carve eine andere, die mit ihr kein solehes Paar bilde~, nieh~ in 
P oscalir~ und mit ihr 0, 1 , . . .  6 Schni~tpunkte ausserhalb P ge- 
mein hat. 

Wei tere  Sd~n/~te mit ~'2: Von weiteren Curven der F1Kehe, die sieh 
aus der Abbildung, insbesondere aus den in der vors~ehenden Abhand- 
lung betrach~eten Curven der Y-Ebene, nun leieht ergeben, will ieh 
nut noch die einfachsten Spezialisirungen der Sehnitf~ yon ~F4(3) mit 
Fl~chen zweiter Ordnung anf~uhren. 

I .~st  man die Kegel 2 ter Ordnung mit Spi~e in 2P~ welche /74(3) 
l~ngs der Geraden 10 berfihren uad welche eine ~S-Schaar yon Ranm- 
eurven 6 te~ Ordnung yore Geschleeht 2 ausschneiden, die Fl~che l~mgs 
1~ oseuliren~ so erh~lt man eine c~-Schaar yon Raumcurven 5 t~ Ord- 
nung, yam Geschlecht: 2~ abgebildet5 dureh die C , r  as~b). Die- 
selben berfihren 10 in P ,  oseuliren einander dort in der Ebene x~ ~ 0, 
treffen sich ausserdem noch in je 2 Punkten und treffen p ausserhalb iF 
in je einem Punkte. 
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Davon ganz versch~eden sind 2,120 oo~-Schaar~n yon Raumeurven 
5 u~ Ordnung yore Geschlecht 2 auf F~(~). Eine solche Schaar wird er- 
halten~ indem man die Fl'~chen 2~ Ordnung dutch eine der/~s yon 
2P4~) leg~, ist also dieser :B s eindeut~g zugeordnet. Wenn das Bild der 
~ etwa die Cs(aiSa:2. . .  as 2) ist, wird elas Bild der Scha~ zu 

Aueh die Curven dieser Schaar verhalten sich bei T wle die oben ge- 
nannte Schaar und osculiren dort die ~s~ aber s[e treffen p ausserhalb 

nicht mehr, dagegen den Kegelsehnitt k in 2 Pankten. --  Der 
~haar  zugeordnet ist dann eine zweite solche, abgebitdet clutch 

deren Curven die der ersten Schaar ausserha|b T in je 7 Punkten 
treffen, Die Curven e/net Schaar txeffen einander in je 2 Punkten. 

Unter den Curven elner solehen Schaar ist enthalten: die Gerade 
2 ,  verbunde~ mit einer cr voa t~aumcurven 4 ~" Ordnung yore 
Gesch~cT~ l(erster Species), /~4", yon welchen Schaaxen es also eben- 
falls 2. 120 auf -F4~3) gibt. ~/ne solche Schaar ist abgebildet dutch 

indem die obigen Cs~ wenn sie noch dutch b gehen sollen, in F 3 uacl 
diese Cs zerfallen mflssen. Die ~41 eines Biischels osculiren ebenfaUs 
einander in x~ ~ 0 und berflhren p bei 2 ;  ~e zwei der C~rven treffen 
ausserdem einmadcr nicht. 

Zu einem solchen Bfischel erhi~|~ man, dutch de~ Schn~ mit Fti~- 
chen 2 ~r Ordnung, einen zugeordneten Biischel yon ~ auf ~ ab- 
gebildet durah 

Die Curven dieses Biischels oscu]iren bei s nfcht ~lur e~ander, sondern 
auch die Curven des zugeordneten Blischels; sic treifen diese Curvea 
ausserelem noch in je 5 Punkten. 

Somit ergibt sich auch Fdr die T~ (~) e~ne Erzeugung mittels FI~- 
chenbflschel zwelter Ordnu~g. Setzt man 

so kann man f~r die F~, ~ ' ,  O~, O~' Ausdrfieke der Form annehmen: 

wo die/~, fi~ q~, ~[ homogene gan~e Functionen i ~ Dimension in 

~, ~V.~ bedeut~n. 

Erlang~n, 10. November 188& 


