Ueber die rationalen Flichen vierter Ordnung.
Von

M. Nogrzer in Erlangen.

Von den Flichen vierter Ordnung, deren Coordinaten als rationale
Functionen zweier Parameter dargestellt werden kbnnen, sind bis jetut,
ausser solchen mit vielfachen Curven, nur die Fliche mit einem drei-
fachen Knotenpunkt und die Fliche mit einem Selbstberiihrungspuokt

FO =20’ + 2,0, /,(2y, @y 23) + F1(@, %, 1) = 0
bekannt®). Die Abbildung der letzteren auf die Ebene geschieht durch
oo? Curven 6% Ordnung:

06(“12$ %27 v “72: bi: s 64))
wobei die Punkte ay,..a,;, b,,...b, auf einer Curve 3t Ordunng
liegen.

Aber jch habe gefunden, dass noch zwei, wnd nur zwei, weitere
Arten von rationalen Flichen 4% Ordnung mit einem singuliren Punkte
existiren, Die eine, F,® wird auf die Ebene abgebildet mittels oo®
Curven 7' Ordoung

C{a®, B3, 5,2 ... b,
w0 @, b1,b,...by in besonderer Lage auf einer C; sind; die zweite,
F®, wird abgebildet mittels oo® Cuarven 9t Ordnung

Cy(a®, a2, . . . ag®, B2, B),
wo wiedernm gy, 4y, - . . ag, by, b auf einer C; sind**), Der Nachweis

* 8, meine Note in den G8itinger Nachrichten vom 7. Juni 1871, Ein spe-
zieller Fall der Fliche FAU war von Herrn Cremona ebendaselbst, 3. Mai 1871
mitgetheilt worden. Eine ausfihrliche Behandlung der allgemeinen 1) hat Herr
Cremona unter dem Titel: ,Sopra una certa superficie di quart’ ordine” in den
nCollectanen mathem. in commemor. di Dom. Chelini®, Hoepli, Milano 1881, ge-
geben.

¥} Dieses Syatem der G, findet sich in Herrn Jung’s Aufsatz: ,,Bicerche sui
sisterai lineari di curve algebr, ete., Annali di Mat, Ser. II, +. 15, 1887. Kine
Anfrage der Herren Jung und Segre, ob die zugehbrige ¥, schon discutirk sei
~ Herr Segre hatte die 0, schon auf die igenschaft hin, ob sie eine ¥, in der
That eindentig bestimmen, untersucht —, bot die Veranlassung zur Ausarbeitang
and Verdfentlichang des vorliegenden Aunfiatzes,
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des Gesagten und die Discossion der gepannten Fliichenarten bildet den
Inhalt des folgenden Aufsatzes.

§ 1.
Reduction des Problems.

Eine Fliche 4 Ordnung ohne vielfachen Punki kann nicht ra-
tional-eindeutig auf die Ebene abbildbar sein, da sie nicht das Flichen-
geschlecht O hat. Man hat daher nur die F, mit einem Doppelpunkt
P zu betrachien,

Projicirt man die F, von P aus auf eine Ebene =, so wird
diese doppelt iiberdeckt, und die beiden Blitter hingen lings einer
Uebergangscurve 6 Ordnung, Q, zusammen. Im Falle P ein Selbst-
beriibrungspunkt von Fj ist, d. b. im Falle jeder ebene Schnitt durch
P die Fliche in einer Curve 4'* Ordnung mit zwei bei P benachbarten
Doppelpunkten trifft, hat man die Fliche F 0 der Einleitung vor sich,
und die Curve Q besteht dann aus einer doppelt gezihlien Geraden,
lings der die Blitter getrennt verlaufen, und aus einer eigentlichen
Usebergangscurve der 4t Ordnung: die Doppelgerade, in der = durch
eine durch P gehende Ebene geschnitten wird, erhilt 4 Verzweigungs-
punkte, entsprechend dem Geschlechte p =1 des ebenen Schnittes
durch P.

In jedem andern Falle hat man in den Schnitten darch P Curven
4ter Ordnung mit nur einem Doppelpunkte vor sich, vom Gesehlechte 2,
und dem entsprechend eine eigentliche Uebergangscurve ¢ von der
gin Ordnung, damit die Geraden der Doppelebene = 6 Verzweigungs-
punkte erhalten. Bei der Abbildung von F, in die einfache Ebene ent-
spricht den ebenen Schnitten von F, durch P, oder den Geraden von
=, eine lineare co™Schaar von Corven vom Geschlechte 2, die sich in
je 2 beweglichen Punkten schueiden. Man hat daher die Aufgabe, alle
solche Schaaren zu construiren.

Wenn die oo™Schaar aus Curven »'* Ordnung besteht, welche eine
Reihe von i, 2,7, . . . fachen Fundamentalpankten besitzen, so hat man

die Gleichungen
. 1 1 s
w—2m Sig, 21— —2=F > ile— D,
3 e

woraus auch
. s 1
LN+ D=gns+8—1-
[4

zunachst, dass unter den linearen Be-

Die dritte Gleichung zeigt X
talpunkte fiir die Parameter

dingungsgleichungen, welche die Fondamen
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der Schaar liefern, eine eine Folge der iibrigen sein muss. Die beiden
ersten Gleichungen ergeben, indem man wortlich die Schlussweise ver-
folgt, welche ich in meiner Note ,,Zur Theorie der eindeuntigen Ebenen-
transformationen (diese Anmnalen Bd. V) aufgestellt habe®), dass sich
alle unsere Schaaren, auch die singulirsten, durch eine Reihenfolge
quadratischer eindeutiger Ebenentransformationen auf die folgenden zwei
Schaaren reduciren lassen:
I. Curven C,(a?b,d,...0y),
wobei eine C,(ab, ... b, existirt;
I Curven Cy(a,%a,?. .. abib,),
wobel wieder a,,qa, ... as, by, b, auf einer ¢, biegen.

Die It co®-Schaar fithrt (s. Clebsch, Math. Ann. HL) auf eine
Doppelebene = mit Uebergangseurve Q von der 6'» Qrdnung, die einen
4-fachen Punkt hat. Die IIt* oo’Schaar fithrt, nach meinem vor-
stehenden Aufsatz ,Ueber eine Classe von auf die einfache Ebene ab-
bildbaren Doppelebenen®, anf eine Doppelebene = mit Uebergangscurve
Q von der 6% Ordnung, welche zwel unendlich benachbarte 3-fache
Punkte besitzt. —

§ 2.
Bestimmung der rationalen Flichen F,.
Sei nun
Fy = 2.21,(2y, %25 @) + 22,f3(2,, Bpy %3) + [, %3, 25),

und hierbei
h=ez’+ 2z, 4,+ 4,,
fs = B2+ 2B, + 2, B, 4 B,
fi=va + 2° C + 2,26, 4 2,C, +

wo die 4y, B;, ; ganze homogene Functionen 7% Dimension in z,, %,

Also
Q=f? —fif,-
I. Im Falle & des § 1 hat man, damit in Q alle Glieder Ot bis 3t
Dimension in z,, 2, verschwinden, die vier Identititen zu erfiillen:
f—ay=0
28B, —a«C, —y4,=0
B+ 28B, ~al,— 4,0, —y4,=0
28B;+2B,B, — «C; — 4,C, — 4,C, = 0.

¥) Ich theile die einfache Bechnung hier nicht mit, weil sich dieselbe bereits
belMartinetti, ,,Sopra alc. sistemi lin. di curve piane algebr. di genere due,
Rendic. d. Circ, Matem. di Palermo, I, pag. 205 ansgefiihrt findet. Nur ist dessen
System 1° von [®,] auf pag. 216 nichts weiter als ein specieller Fall von dessen
System 20 von [¢,]
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Wenn nun 1) & nicht =0, etwa =1, so kaun man, indem man
2, 4 Az, stath z, einfihrt, jedenfalls y zu O machen; also sei daun
y=10,=0. Dies gibt

Gi = 0, Cz e B12, 03 == 31{232 — AtBs)‘

Fy =2z, + B\ + 23(z, + B) (43* — 4,2, + 2B))
+ (@24, + 22,8, + C));
d. h. F, erhilt in 2, = 2, == 2, == O einen Selbstberiihrungspunkt und
gehort also zur Klasse F,) der Einleitung.
Wenn 2) ¢ =0, =0, y =0, so wird
By2— 4,06,=0, 2BB, — 4,0, — 4,0, =0.
Also entweder

und

Aj 3—-’-’0, B§~‘=—"'G, gx=0,
dann erhilt aber F, eine Doppelgerade z, =z, =0, was ausge-

schlossen ist.

Oder
B =0, 4,=10, C, nicht =0, 4,=0,

was einen 3-fachen Punkt von F, in @, = z, =z, == 0 gibt; oder
‘BI ao, C] wo, Al niCht 20’ Czao,
was aber einen 3-fachen Punkt von F, in 2, == 2, ==z, == 0 liefert;

oder
B, nicht =0, 4; =B, =C,, 4, + C,=2B,
Fy= Az F 25)° -+ (2, + %) (Ao + C, )
+ @2,B, + %0+ G),
was wiederum einen 3-fachen Ponkt von F in 7, =z, = &, + 23 =0
liefert, also hier ebenfalls ausgeschlossen werden soll. .
Wenn 8) e =0, § =0, 7 nicht = 0, so sei 7 =1 und es wird
4, =0, 4, = B?,
wobei B, und A, nicht zu O werden konnen, weil sonst F, wieder in
@, == &, = 2, = O einen 3-fachen Punkt hitte; dann
2B, = B,C
und somit kommt man anf die Flichenklasse:
F® = (2,B; 4 2" + (B, + FEA
+ (22, B; + #7C, + 2,05 + C)»
fiir die
Q(z) =B, [B, (+ &> — G) + 28,] + 2B, (C,B, — BiC)
+ (By* — B2C)) = 0
eine Curve 6r Ordpung mit 4-fachem Punkie 2y e= 2, == 0, dessen
einer Zweig, in der Rickiung By =0, daselbst einen Wendepunkt hat.
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II. Im Falle 1. des § | hat man, damit Q die Form

Q@) =¥ + 2?22 Q + 52, @ + G
annimmt, die Idenfititen zn erfillen:
g —ay =0
28B, —aC, —p 4y =0
B4 28B, —al, — 4,0, —y4,=0
28B, + 2B, B, ~ 0w, — 4,0, — 4,0, = 2,*
B2+ 2B,B, — aC; — A, C, — 4,0, = 2,2¢,
2B,B; — 4,0, — 4,0, =7,0,.
Wenn hier 1} @« =0, ¥ nicht =0, etwa =1, so wird
B=0, 4,=0, 4,= B2
und von 0 verschieden; die weiteren Gleichungen ergeben dann, dass

B,, B,, und B, die Grosse , zum Factor haben miissen, was nur den
schon erledigten Fall des Selbstberithrungspunktes von F, in

&y == Ly == Ty =0
liefert, e
Wenn 2) =0, y =20, so wird

=0, B2~ 4,0 =0.

Sei nun 2a) B, nicht = 0; so kann man setzen
4y = B;( =G,

wonach die 4t Gleichung wird

B,@B, — 4, — C)) =z,

B =z, 2B, — 4, ~C,=22,
Die 5t Gleichung liefert dann fiir ¢, und C, die Formen
C=4,+ Ly, CG=2B;+ 1L,
wonach die 6' Gleichung schon erfillt ist, Dies gibt
Fy = (0,4 3 (w32 + Ao) + (- 23) (@32 Ly + 2 By) + (a0 Ly + Cy)-
d. h. den ausgeschlossenen Fall eines dreifachen Punkies in
Ty == Xy == &, 4 25 = 0.
Ist aber 2b) B; =0, so kann wegen der 4'» Gleichung picht
zugleich 4, = 0, €, = 0 sein. Sei dann zunichst
€, =0, A, nicht =0,

d. h. etwa

so wird
Ay =2, C=—2z?,
B, und C, erhalten chenfalls z, zum Factor und F, erhielte wieder
einen Selbstberihrungspunkt in #; = z, — x, = 0. Es muss also sein
A} -'_':0, 01 nicht ==O;
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wonach vach der vierten Gleichung — 4,0, = 2,3 gesetzt werden
kann:
AQ == 2112, C! EERR e x!;
und nach der 5t Gleichung B, — #,°C, = 2,2Q,:
B, =z,D,.
Die 6t Gleichung ist hierdurch ebenfalls erfiillt, und es wird:
F® =gz + 22, (2,2, D, + By)
— 3% -+ 20 .
Daféir wird + (— 2’z + 220, + 2,0, + C))
Q) = z,8%,° + 2,222 (D — C) + %2,(2D, B; — 2,G)
+ (Bs* — 2,C).

Wenn endlich 3) « nieht == 0, etwa =1, so kann man selzen

(wie in L):
y=0, §=0, C,=0, G, == B,
Die iibrigen drei Gleichungen lassen dann 4, und 4, ganz willkiirlich,
liefern aber Bestimmungen fiir C;, C, und B, oder B,. Sie bewirken
jedenfalls, dass F, nach z, georduet, von der Form wird:
z,2(2, + B + z M + M,

d. b. im Punkte 7, = z, = 2, == 0 einen weiteren Doppelpunkt ¢ er-
halt, und zwar mit dem Tangentenkegel (z, + B;)* =0, d. h. einen
uniplanaren Knotenpunkt @, wihrend der zuerst betvachtete Projections-
punkt P von F, ein gewdhnlicher Knotenpunkt ohne alle Bingularitat
bleibt. Die Betrachtung dieses Falles kann aber ansgeschlossen werden;
denn man kann hier, statt von P, die Projection von F, auf eine
Doppelebene von @ aus machen and muss dann, da P nicht singuldr
ist, auf einen andern, als diesen Fall IL, 3), d. b. auf einen der i
Vorhergehenden schon bebandelten Falle fir @ kommen.

Somit bleiben nur die Flichen F,®, F,® F,® ibrig*).

%) Ein anderer Weg zur Auffindung der F,® und F® ist folgenders Man
transformirt eine F,, mit einem uniplaren Punkt P, mittels einer gewdhnlichen ofn.
dentigen quadratischen Raumtransformation, deren isolirter Fundamentalpunkt in
P gelegt ist, in eine Fliche 6% Ordnung F, welche von der P enteprechenden
Fandamentalebene lings einer Geraden p berdhrt werden wird; ond bestimxat
dann die Siogularitit von P so, dass Fy in einem Punkte von p noch einen
Selbstberihrungspunkt erbilt, Dieser Weg liefert unmittelbar die beiden Flichen-
arten, zeigt aber nicht, dass dieselben, mit ¥V, dem in der Einleitusg ge-
nagnten Probleme allein genfigen; dagegen zeigt er, dass die Singularitit der
Flichen F,® und F,® als aus zwei beuachbarten einfacheren Singularitiben -
einem gewdbnlichen Doppelpunkt und einem Selbstberihrungsponkt — zusamunsen-

gesetet anfgefasst werden kann.
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§ 3.
Die Fliche F,®.

Herr Cremona fithrt in seinem in der Einleitung citirten Auf-
satze die Behandlung der Fliche
V)  FO=gled + 2,00, 25 %) + (2, @, 25) =0
auf die Ueberfilhrung dieser Gleichung in die Form zurdick:
2 F0 =88, — 8,5,
wo die § = 0 vier Flichen 2te= Grades vorstellen, welche im Punkte P

oder ¥, = &, = #, =0 alle die Ebene z, = 0 berithren. Denn der
Schnitt von F,® mit dem Flichenbiischel
S +48,=0

besteht dann aus einer linearen Schaar rationaler Curven, was also
nach einem von mir gegebenen Theorem zur Abbildung fihrt. Aber
da in Bezug auf die Ueberfilhrung von (1) in die Form (2) jener Auf-
satz im Wesentlichen nur eine Abzihlung gibt, so will ich dieselbe
durch Angabe der Art und Zahl der Losungen der Aufgabe hier er-
ginzen.

Sei gesetzt

S; =z, + Ki(z,, 24, 23), (t=1,...4
wo die % Constanten, die X; homogene Ausdricke 2'** Grades in
Zy, &y, &3 sind, so wird (2) zu
FO = (b ky — byky)z 22l + 2,0 (0 K, + b K, — b, Ky — kL K)
+ (K1K4 - KzKa) H
und die Aufgabe ist, die k;, K; den 3 Gleichungen gemiss
1=tk — Lk,
3 =k K, + kK — kLK — kK,
fi =K K,— K, K,

zu bestimmen. Dies liefert 22 Gleichungen fiir die 28 Constanten der
ki, XK., so dass man oo® Lisungssysteme zu erwarten hat.

Geometrisch ist die Losung klar. Projicirt man F,®) vom Knoten-
punkt P aus auf eine Ebene =, so erhdlt man aus einem Biischel von
Raumenrven 4t Ordnung, das durch S, 4 48, =0, 8;+ 18, =0
anf F,™ gegeben ist, in = ein oo'-System von Beriihrungskegelschnitten
der die beiden Blitter von = verbindenden Uebergangscurve 4% Ord-
nung Q={,? — 4f, = 0; und umgekehrt: aus jedem der 63 Systeme
von Beriibrungskegelschnitten an Q 2 Bischel von Raumcurven 4*

Ordnung von F,®, ausgeschnitten durch Biischel von PFlichen 2
Ordoung
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8 +18,=0, §+18=0

S+ u8; =0, 84 uS, =0.

Im Wesentlichen hat man also 63 verschiedene Losungsarten von
(3); und aus einer Losung erhilt man immer oo®, indem man statt
K.,... K, solche lineare Functionen dieser Grissen setzt, welche
K, K, — K,K, in sich tiberfiilhren, wodurch auch die % sich linear
transformiren.

Analytisch stellt sich dies so:

Durch eine Lisung von (3) wird

=1,"—4f, 4z(ka4+k4Kx““kz-Ks"”kus}?"“i(kxk{*kz ks)(Kixr"EzK:}

==k, K~k K~ K AT K, Y4 K, —E, K ks K (K, KG),

so dass damit ein System von Beriihrungskegelschnitten (mit Para-
meter 1)
&K —k K )+ Ak E, ”k4K1“k2K3+RsKQ}+3'?(k3K4"“k.t K;)=0
an Q bestimmt ist. Sei nun umgekehrt irgend ein Berithrungskegel-
schoitt 4 von Q bekannt, so erhilt dadurch Q die Form
(4) Q=B*— AC, (4, B, C Functionen 2% Grads in z,, 2, %),
und daraus leitet man fiir (3) eine Losung her:

K,w%(};mﬂ), k=1,
Kz':“""’“%jA: ky=0,
K3m'§6; k3=0,

E=+(+B, k=1,

und eine zweite Losung durch Vertauschung von B mit — B.

Die tibrigen Losungen, welche zam selben der 63 Systeme von
Beriihrungskegelschnitten, wie 4, gehoren, ergeben sich dann aus der
einen mittels der linearen Transformationen

K/ =K, + $E,, K =vE+ 3K,,
K =eK,+BE,, K/ =y K, 4 8K,,
wo die a, B, 7, 8 willkiirlichen Parameter, fiir welche nur
ad — fy =1,

KSIK‘,’ — Kz’K; g K; K4 - Ksz
wird, Damit auch
kt’K; + k"K{ - k{K;’ - l’s‘Kz‘r = k, Ka + k;K, - kzxs - }‘sKm

hat man dann zu seizen:

oder durch

damit
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k' =ak 4 By, & = yk + 0k,
k' = ak; + Bk, kS =yk + 0F,,

Bk — bR =k — k.
Verbindet man mit diesen co® Transformationen die oo®, welche durch
Vertauschung von K, mit K, entstehen, so erhilt man aus einer
Losung oo solcher. Dies ist dann fiir jede der 63 verschiedenen Mog-
lichkeiten, Q in die Form (4) zu setzen, auszafithren.

wonach duch

§ 4.
Die Fliche F,®, FErste Methode der Abbildung.

Die eindeutige Abbildung dieser Fliche (s.I., § 2) auf die Ebene
kann auf verschiedenen Wegen gefunden werden. Einmal durch Pro-
Jection vom Knotenpunkt P aus auf eine Doppelebene =, mit Ueber-
gangscurve Q Gtr Ordnung, die einen 4-fachen Punkt hat und durch
Abbildung von = auf eine einfache Ebene (nach Clebsch). Sodann,
indem man beachtet, dass sich auf F,® unmittelbar ein Biischel von
rationalen Curven angeben lisst, durch Anwendung meiner in Annalen I
gegebenen Methoden. Der Biischel von rationalen Curven aber wird aus
F,®=(z, B, +;*) + (2, By~+;) 23 O, (22, B3+ Cpt-2; O+ Cp)=0
durch den Ebenenbiischel

%+ Az, =0
ausgeschnitten; denn ein solcher ebener Schnitt erhilt die Gleichungs-
form

(ezyz, + 27 + (az,2; + 257)pas7,
+ @22 + 712727 + paxy2,® -+ 752 = 0,

was (vgl. meinen Aufsatz tiber singulire Punkte, Math. Ann. IX) eine
ebene Curve 4t Ordnung vorstellt, die bei P oder (z; = z, = z; = 0)
zwei einander osculirende Zweige, von der Richtung z, = 2, =0, d. h.
drei aufeinanderfolgende Doppelpunfte besitst, also vom Geschlecht O ist.

Die beiden Methoden sollen hier nacheinander angewandt werden,
zuniichst die erste Methode der Abbildung.

Setzt man

F® = 22 B2y, %) + 22,f3 (%1, %5 ) + (1515 %25 Z5),

80 wird

fs(x) = Bi“’s(xx + % Cz) + B;,

fi(#) =zt + 220, + 232 C, + 2,6, + O, 5
und fir die Abbildung von F® auf die Doppelebene =, deren Punkie
auf §-Coordinaten bezogen seien, erbilt man
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ey =& ng(g), X, = ngiz(g}i ox; = gsslz(g}}
&y = — fs(g) + 7/5(53

wo
Q) =£,26) — B2®f.6) =&B, (} B,C* — B,C, + 2B,

+ &B,(C B, — B,G) + (B? — B?*C)).
Der 4-fache Punkt §; = £, ==0 dieser Curve 6' Ordnung, Q =0,
sei TT; die eine der 4 Tangenten in TT, B, =0, ist Wendetangente.
Den ebenen Schnitten
Uy 2y + Uy Ty - g%y + %, %, =0
von F,® entsprechen in = die in einem Blatte verlaufenden Curven
4t Ordnung

r=B2(8) (D wk) — 2ufi(®). Duk+ulfi®)=0,

i==1
indem sich dafir ¥Q aus der Gleichung bestimmi:
oy YRE) = uf,(§) — B2 (®) . Dk
BT, = (B . Zuki — u,f3)* — u*Q,
so beriihren die Curven I, welche nicht durch TT gehen, die Curve Q
in je 12 Punkten.

Von TT aus gehen 10 Tangenten an Q, von denen eine in B; =0
fallt. Vermbge jeder dieser Tangenten wird yQ rational, d. h. die
beiden Blatter lings einer solchen Tangente sind véllig getrennt und
man erhilt dementsprechend je 2 getrennte Gebilde von F,®. Den 9
von B, verschiedenen Tangenten muss je ein Kegelschnittpaar von
F,® entsprechen, da kein anderes Zerfallen der oben genannien von
eciner Ebene des Bischels durch die Gerade z, ==z, =0 (die mit
p bezeichnet sei) ausgeschnittenen rationalen Curve 4% Ordnung mog-
lich ist, Es gibt daher in dem Ebenenbiischel, der p (&, = 2 - 0
zur Axe hat, 9 Ebenen, welche F,® je in Kegelschnittpaaren gchneu.iem
Die Kegelschnitte berihren alle die Gerade p in P und die beiden eines
Paares osculiren einander daselbst. .

Der letzten Tangente B, die Q bei T seﬂ beriihrt, entspricht,
als Gerade B, des einen Blattes, in dem YQ(E) = + f,(E) ist, die
rationale Curve 4% Ordnung, mit 3-fachem Punkt in P, in welcher
B, (z) = 0 die Flicke F,® schueidet, niimlich

B(z)=0, 22, By (2, 22 + fu(Z4s T z5) =0, )
eine Curve, fiir deren 3-fachen Punkt die 3 Elemente einen Zweig von
der Richtang p bilden; als Geraden B® des zweiten Blattes entspricht
der Tangente B, von Q der Punké P von F/® gelbst, und zwar so:

Da
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Den verschiedenen Punkten von B, entsprechen die verschiedenen
Richtungen durch P in der Ebene B, () = O derart, dass einem Curven-
zweig von F,®, welcher in P einen Rickkehrpunkt von der Richtung
z, =0, awt, 4 fz; =0 (f 5= 0) hat, zn einem Curvenzweig der Dop-
pelebene = fithrt, welcher B,® im Punkte af, + & =0 einfach
trifft; einem Curvenzweig von F,® aber, welcher in P die Richtung p
und daselbst die Schmiegungsebene y#, -+ 02, = 0 hat, ein Curven-
zweig von = entspricht, der durch 11 geht mit der Richtung p &, +-68,=0. —

Ich wende mich jetzt zur Abbildung von = auf eine einfache Ebene
Y, die nach Clebsch so geschieht, dass den (doppelten) Geraden der
Doppelebene = in Y eine oo?-Schaar von

Cy(8%byy bys - - - Bro)s
entspricht, wobei eine

Cs(@; Bys by, - .- Byg)
existirt, deren Punkte den Ricktungen von 1T in = entsprechen, nim-
lich das Punkiepaar, das aus (; durch eine durch a gehende Gerade
ansgeschnitten wird, zwei iibereinanderliegenden Richtungen in TT.
Dabei entsprechen ferner den Punkten b,,...d,, die 10 von 1T an Q
gehenden Tangenten in je einem Blatte, den Geraden aby,...aby,
diese 10 Tangenten je im andern Blatte; dem Punkte ¢ ein durch TT
gehender Kegelschnitt A, Hier, wo eine der 10 Tangenten von TT an
Q, B, =0, bei TT selbst beriihrt, soll dieser, als Linie 5, die Gerade
aby,, als Linie B,® der Punkt b,y von Y entsprechen. Die Gerade
ab,, muss in b,, die Curve C, berithren; denn der dem Schnittpunkie-
paar entsprechende Punkt von = filli nicht nur an TT, sondern auch
auf Q.

Fiir die hierdurch vermittelte eindeutige Beziechung der Fliche F,®
zur Ebene Y erbilt man so:

Den rationalen Curven 4t Ordnung, in welchen F,® von dem
Geradenbiischel mit Axe p (Linie PTT) geschnitten wird, entsprechen
in Y die Geraden durch den Punkt ¢ — was umgekehrt den rationalen
Charakter jener Curven beweist. Insbesondere entsprechen den 9 Kegel-
schnittpaaren dieses Biischels die 9 Punkte b, ... by, verbunden je
mit einer der 9 Geraden ad,, ... aby; der rationalen Curve 4t Ord-
nung mit 3-fachem Punkt, in welcher B,(z) = 0 die Fliche schneidet,
die Gerade ab,,; den verschiedenen Richtungen von F,® am Punkte
P, die in der Ebene B,{z) = O liegen, die verschiedenen Richtungen
durch den Punkt 3,,. Fiir das Letztere ist genauer zu sagen: einem
Curvenzweig von F,®, der in P eine Spitze in einer von p verschie-
denen Richtung hat, entspricht ein einfach durch b, gehender Zweig;
einem einfachen Curvenelement von F,@ von der Richtung p je nach
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seiner Schmiegungsebene die verschiedenen Punkte von C;, nimlich
bei bestimmter Schmiegungsebene der eine oder andere Punkt des zu-
gehdrigen Paars von C je nach dem Vorzeichen von ¥Q(z). Dem
Punkt ¢ entspricht daher auf F® eine durch P in der Richtung p
einfach gehende Curve, die sich auf = als Kegelschnitt A durch TT
projicirt, d. h. eine Raumcurve 3 Ordnung.

Hiernack Iisst sich leicht seken, was den ebenen Schnitten von
F,® bei der eindeutigen Abbildung auf die Ebene ¥ entsprechen muss.
Da die Curven von F,®, welche den Punkten &, by, . .. b, entsprechen,
von den ebenen Schnitten von F,® 3-puukiig, bez. 2-punktig getroffen
werden, der dem Punkte b,, entsprechende Punkt P gar nicht getroffen
wird, weitere Fundamentalpunkte aber nicht auftreten, so bilden sich
die ebenen Schnitte durch Curven

C.(a%, 52, B2, . .. ByY)
ab. Da diese Curven von den Geraden durch & in je 4 Punkien ge-
troffen werden sollen, wird dabei r = 7, so dass als Bilder der ebenen
Schnitte eine lineare oo®-Schaar von Cunrven

Cr(a®, b*hty - . - byY)
in Y auftrith.

Es ist jetzt nur noch die Lage der 10 Punkte 4, b, .. . b, genaner
u bestimmen; denn es geniigh nicht, dass dieselben auf einer C}M&
dritter Ordnnng liegen. In diesem Falle wiirden die C; nur sus dieser
C,, verbunden mit einer co®Sehaar Cy(a®, by, - - - by, b,,) bestehen, und
die Transformation mittels dieser O, wiirde nicht auf die spesiclle At
von Uebergangscurve Q(TT4) fithren, welche zu einer F® gei:&rt.

Nimmt man aber 9 Pankte @, by, . . . by beliebig an, so erhilt man
eine lineare oo®-Schaar von Curven

Cr (@ by, - b5 s
welche die durch @, by, . . - by gehende C; in einer linearen oot-Schasr
7.9 von Grappen ?31: %e 2 Pﬁnkten' ireffen. In dieser Schaar nggggi
es vier Gruppen, welche je aus zwel benachbarten i’fnkten von
stehen. Sei b, eine dieser Stellen; so gibt es 0o” unserer gurvex;,
welche () in b, berihren; also oo® derselben, welche b, i‘;;‘ﬁ oppes
punkte haben, ohne in C; und eine weitere Schaar zm zerfallen.

So ist eine oo™-Schaar von C(@d? - .. b)) gefunden; sber man
kann dieselbe noch anders definiren, Nimmé man zu einer dieser Gur;;:;;
welche nicht C, zum Factor hat, die Geraden Cy(a) lgmzz; Mffr iy
man eine Schaar O;(a%h,? . - - by?) . Cy(a), welche vermoge L=
auf eine Schaar von irreductiblen Curven

Cylat, B2y - - - 05)
reducirt- werden kaun. Diese ganze Schaar trifft

Mathemativoche Annalen, XXXIIL

¢, in einer hinearen
3%
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ool-Schaar 9, von Gruppen von je 2 Punkten, welche aus €, auch
durch die Geraden C;(a) avsgeschnitten werden. Eine dieser Curven
igt aber C2(a?b, . . . byby,); wo by, auch auf C; liegt; d. h. eine der
Gruppen von 2,0 ist der doppelt gezdhlte Punkt b,y, die Gerade ab,,
muss also (5 in by, beriihren.

Dies war in der That bei der Abbildung unserer speziellen Doppel-
ebene Q,(1T4) der Fall, damit eine der Tangenten von TT an Q bei TT
selbst berithrt,

Aber umgekehrt geniigt die Berithrung einer Curve Cy(a, b,,) durch
die Gerade ab,;,, am anf eine oo®Schaar von O (a;b3...5%) =
fahren. Man lege eine beliebige Curve 4ter Ordnung O, (0% b,;), welche
jene C; noch in 9 Punkten &,, . .. by treffe. Die Curven G;(ab%... 5%
bilden dann eine co’-Schaar, welche C, in der, b3 corresidualen, Grap-
penschaar p,) schneiden, da C2(a%b, ... by, by,) eine der Corven ist,
mit der Gruppe bj, aus p,/0. Die durch eine Gruppe von »,® gehenden
Curven der C; bilden eine cof-Schaar; legt man daher unsere C; durch
die Gruppe b}, und durch 3 weitere Punkte der Geraden ab,, so er-
hilt man eine oo®Schaar von Curven Cg(atd? . .. by*b,,%), welche alle
in die feste Gerade C,(a,d,,), verbunden mit einer oo’-Schaar von
C;{a®b,2. .. b,?) zerfallen miissen; q. e. d.

Im § 6 werde ich von dieser co*Schaar ansgehen,

§ 5.
Zweite Methode der Abbildung der F,@.

Da die Fliche F,® von dem durch die Gerade p(z, = 2, = 0)
gehenden Ebenenbiischel in einer Schaar rationmaler Curven 4ter Ord-
nung geschuitten wird, muss man dadurch zu einer Abbildung gelangen,
dass man der Fliche F® eine Flache F, eindeutig entsprechen Hisst,
aus welcher ein Ebenenbiischel e¢ine Schaar von Kegelschnitten auns-
schneidet. Dies erreicht man am einfachsten durch die direct umkehr-
bare quadratische Raumtransformation (von sehr speciellem Charakier):

212y 8518 =2, B,(@) : 2,B,(2) : %, B, (%) : 7, B, (2) + 2%,

By 1Ly &y &y =2, B, (4): 2,B,(2) : 2,B,(2) : 5, B, (2) — &,
wo B, (z) die in F,® vorkommende, in 2, , 2, lineare homogene, Fanction
bedeutet; denn es wird
F® = B33 . Fy',
Fy'=e.2B,%+-2,B,(g; B, C-2By)+ [5,%(B,0,— 2By) 42, B,C; -+ B,C,1,
wo die B, C in 2,, 7, geschrieben sind.

Die Fliche F;' =<0, von der 5*» Ordnung, enthilt eine 3-fache
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Gerade p'(2, = 2, = 0); von den Ebenen des Biischels durch p’ berihrt
eine, B, == 0, die Fliche lings einer Geraden ¢'(B, = 2, == 0). Sin-
gulir ist der Punkt (p'¢) oder 2, = ¢, = 2, = 0; denn jeder ebene
Sehnitt durch (p'q) erhdlt nicht nur in (p'q") einen 3-fachen Punkt,
sondern noch einen benachbarten Doppelpunkt — namlich zwei Zweige,
einen einfachen und einen 2-elementigen, von derselben Richtung
B, =03 d. h. Fy hat bei (9'¢") noch eine Selbstherithrung, mit Be-
rithrungsebene B, = 0.

Nun bilden sich die ebenen Schnitte einer Fliche Fy'(p'?) auf einer
Ebene Y durch eine oc®-Schaar von Curven

(@b, by . .. byy)

ab, die vom Ebenenbiischel durch p ausgeschuittenen Kegelschnitte
durch die C,(a), die 3-fache Gerade p', verbunden mit der bei (§'g)
liegenden Singularitit, durch C,(a®b; -..J;). Dabei missen hier, wo
von den 11 im allgemeinen Falle existirenden Ebenen durch p', welche
Geradenpaare ausschneiden, zwei in B, fallen, zwei der Punkie by,
etwa by, by;, auf einer Geraden durch g liegen, und zwar einander
benachbart, da die entsprechenden, von B; = 0 ausgeschnittenen beiden
Geraden in ¢ benachbart liegen; die Gerade aby,by, entspricht der
Singularitit (p'¢’). Die Abbildung der 3-fachen Geraden p’ und des
Punktes ('¢’), C,(a?b; ...by), wird also in diese Cj{abyb;;) und
in eine Cy(ab, ...b,) zerfallen. —

Geht man jetzt von der Fliche F,® aus, so entsprechen deren
cbenen Schnitten Schuitte von ¥, mit Kegeln 2% Ordnung K, welche
jhre Spitzen anf ¢ haben, einander lings dieser Geraden berithren mit
Beriihrungsebene B; und im Ponkte (¢'q’) einander osculiren. Das
Bild des Schuittes von F,’ mit einer beliebigen Fliche 2% Ordnung,
die durch die beiden bei ¢ benachbarten Geraden von ¥y’ geht, wird
eine

Cro(@h;2 . . . bi2bi*by®) = Oy (abiobin) - Co(@d)* - - Bg?bsg? byy") -

Aber in dieses Bild ist noch das dem Punkie (2’ ¢ ) Entsprechende ein-
geschlossen, so dass noch die Gerade C,(ab,yb;,) mehrfach wegzunehmen
ist; wie oft, ergibt folgende Befrachtung:
Vermoge
K = (3,B, — ") + Bi(a2: + a2, + 05%)

wird 7" von der Form ’
F; :"-_:.B,_K'z - B;ﬁsx'#“ — K’¢3 + BxE" F3

4t= Ordpung ist, der in (p’g’)ﬁsei_ne ?pitze hat; 8o

dass K’ von F, getroffen wird ,° wie von B, K, , namlich in den beiden

in ¢ zussmmenfallenden Geraden und in einer Curve, die :mer Zweige
3

wo K, ein Kegel
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in {(y'¢), in der Ebene B;, hat. Da K, von ¢ nwr in (p'q) ge-
troffen wird, wird auch jene Curve ¢ niehi weiter treffen.

Somit muss von Cy,(a%b2. .. 5?b%b,*) die Gerade C,(ab,yb,,)
so oft abgehen, dass der Rest b, und by, nicht mehr enthilt, also
dreimal®); und es bilden sich die ebenen Schnitte von F,® ab mittels
einer oo®Sehaar von Curven

C;(62b20,2 . . . By 5
wie anch in § 4 gefunden ist.

§ 6.
Diseussion der Abbildung der F,®,
Am Sehlusse von § 4 ist die Construction einer co®-Sehaar X von

Curven
Ci(@® 8%, b7, - . . bg?)
angegeben, deren Existenz durch die Abbildungen des § 4 und § 5
nachgewiesen ist. Wir kbnnen desshalb umgekehrt von einer solchen
Schaar ausgehen, dieselbe zur eindeutigen Transformation einer Ebene
Y in eine Flache benutzen und die Eigenschaften dieser Fliche auf-
suchen.
Man erhilt dann eine Fliche ¥, der Ordnung

7 7—-3:-3—9-4=4.

Da eine C;(a, b,, ... by) existirt, welche von der Schaar X nicht ge-
troffen wird, so ist, wenn C, eine specielle Curve der Schaar, welche
nicht C; zum Pactor hat, X von der Form
. G+ C; . Cy(a®b, . . . by),

wo die C; die oo zu C; adjungirten Curven ¢ vorstellen, Diese C;
treffen aber die C;(a, b,,...b,) in 11 festen Punkten, also noch in
einem weileren festen Punkte ¢ (der Punkt by, des § 4); d. h. je zwei
der C, schneiden einander, ausser in g, b,, - . . by, ¢ nur noch in einem
Punktepaar, das zudem (da auch der Biischel C; . C,(a) zu den C, ge-
bort) auf einer Geraden durch a liegt. Dementsprechend existirt ein
Ebenenbiindel, dessen Geraden die Fliche F, nur in Punkiepaaren
schneiden : ein Doppelpunkt P von F,. Eine singulire Curve existirt wegen
des Geschlechts 3 der Curven X nicht; der Doppelpunkt P muss also
spezieller Art sein. Nun entspricht dem Punkt P die Curve Cy; den
verschiedenen Richtungen, welche die ebenen durch P gehenden Schnitt-
curven, [, in P haben, entspricht der Schnitt der C,(a?b; ... bs)
mit Cy, d. h. der ¢ine Punki ¢ von €, mit seinen verschiedenen Rich-

*} Dasselbe wiirde einfacher aus der Ordnung 4 von # ete, zu folgern sein.
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tungen. Da.rauai folgt zunichst, dass die [, in P nur je einen zusam-
genhaﬁ‘gend.en &Welg haben kbnnen, d. b, dass ihr Doppelpunkt in P
eine Spitze ist: P wird ein uniplanarer Pankt von F,. Dasselbe folgt
daraus, dass die Geraden durch P in der Ebene B, welche durch
C,2C(a, c) abgebildet wird, die Fliche F, nur in je einem Punkte
ausserhalb P treffen. — Unter den ebenen Schnitten durch P ist ein
Biischel durch eine Gerade p ausgezeichnet, abgebildet durch C*.C,(a);
da die C,(a) rationale Curven sind, welche G, in je einem Punktepaar
treffen, sagt dies aus: die ebenen Schuitte I/, durch eine ausgezeichnete
Richtung p von P (die in der Ebene B, liegt) sind rationale Curven
4t Ordnung, welche von P zwei sich in der Richtung p berithrende
einfache Zweige aussenden. Noch mehr: die beiden Zweige missen
einander osculiren, damit drei aufeinanderfolgende Doppelpunkte ent-
stehen, die nothig sind, um die Curven I} rationsl zu machen, Dies
sieht man auch aus der Abbildung so: Das Bild der Schuitte von F
mit beliebigen Flichen 2« Ordnung, die nur durch P gehen und da-
selbst eine p enthaltende Tangentenebene haben, wird eine Schaar von
Cila*h 2. .. by, die die Cy(ab, .. .by) in den Punkiepaaren schnei-
den, in denen auch die obigen Geraden C,(a) treffen; daher gehen
diese Flichen 2t Ordnung, sobald man sie durch einen dritten Punkt
des einen Zweiges einer Curve [ in P legt, damit zugleich durch den
dritten Punkt des andern Zweiges, d. h. diese Zweige osculiven sich.
Man sieht, dass die Singularitdt von F, in P so bezeichnet werden
kbnnte, dass diesem uniplanaren Doppelpunkt in der Richtung p un-
endlich benachbart eine Selbstberiihrung der Fliche eintritt.

Das bezeichnete Verhalten der Schuitte durch P ist genau das der
Fliche F,® von § 2, auf welche also die allgemeinste Schaar X fihrt.

Ich benutze nun die Abbildung zur Aunfsuchung der bemerkens-
werthesten Curven und Curvensysteme der F, ). Zunichst ergeben sich
die 9 Kegelschnittpaare, von Ebenen durch p ansgeschnitten, aus den
Bildern b;, C,(a, b;); die beiden Kegelschnitte eines Paares osculiren
cinander in P. Sodann, aus der Abbildung C,(a, ¢), von einer Ebene
B, durch p ausgeschnitten eine ebene Curve 4 Ordnung, welche in P
einen 3-fachen Punkt hat, da (s, ¢) von den C, (@%b, . .. bye) nur in
je einem beweglichen Punkt getroffen wird; die 3 Elemente des 3-fachen
Punktes bilden nur einen Zweig von der Richtung p, .da, nwfh dem
Fritheren, die Gerade C, (2, ¢) die Curve Gy nicht in zwei verschiedenen”

Pankten susserhalb o trifft, sondern in ¢ berithrt.

R, von F®: Es gibt auf F,® 256 einzelne Ranmeurven 3w Ord-
nung, welche alle durch P in der Richtung p gehen, _abgebxldet du'rch
den Punkt @, die Geraden durch 2 der Punkte b;, dise Kegelschnitte

durch @ und 4 der Punkte b;, die C,(a?) durch 6 der & and die C,(a%)

durch 8 der b;. Alle diese Rg treffen jede der rationalen f, der Fliche
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in je einem Punkte, so dass eine jede der B, zu einer Abbildung von
F® fiuhrt. So gibt es 256 gleichberechtigte Abbildungen. Nimmt man
ans 8 der 9 Kegelschnittpaare von F,® je einen Kegelschnitt beliebig
heraus, so gibt es eine zugehorige B,, welche diese 8 Kegelschnitte
trifft. Je nach dieser Zuordnung schneiden sich zwei der B, in keinem,
einem, 2 oder 3 Punkten. —

Die Raumeurven 3% Ordnung schneiden den Kegel z, B, -+ 2.2=
in P dreipunktig, weil die Transformation des § 5 wieder zu R, der
Fliche F,’, a entsprechend, fithren muss; ihre Parameterdarstellung er-
hilt also die Form:

Ty, @y 2y = pih i pdp(p At 4 pidp 4 pp?)
=’ B, 2% + B v + Biuf),

wo g ==() der z, = &, == 2, = ( entsprechende Parameterwerth ist.
Das Abbildungsproblem, auf welche unsere F,® direct fiihren wiirde,
wire also das Folgende: Man suche die K,, welche durch P in der
Richtung p gehen (4 Bedingungen), einen benachbarten Punkt in
z,B; + %> =0 haben (1 Bedingung) und 7 Kegelschuitte (je einen
aus 7 der Paare) je einmal treffen (7 Bedingungen); dies gibt eine end-
liche Zahl von R, welche F,® in 4 4 2 - 7 = 13 Punkten treffen,
also ayf F,® liegen. Unsere Abbildung gibt 2 als Anzahl der Losungen
des Problems, —

Weitere Schuitte von F,® mit F,(Pp): Das Bild der Schnitte von
F,® mit denjenigen Flachen 2 Ordnung, welche durch P gehen und
daselbst eine durch p gehende Tangentenebene haben, wird die oo'-
Schaar von

Cs(a*, b2, ... 5% .

Die Schnitte erhalten zwei einander in P, in der Richtung p, oscn-
lirende Zweige. Darunter sind diejenigen besonders hervorzuheben,
welche in eine der obigen R, von F,®, und in eine co’-Schaar von
Raumeurven 5 Ordnung vom Geschlecht 2 zerfallen, alle in der Rich-
tung Pp einander osculirend. Solcher Schearen gibt es, den einzelnen
R, zugeordnet, 256; und die Curven einer Schaar osculiren die zuge-
horige Ry in P, treffen dieselbe noch in 5 weiteren Punkten, und
einander in je 2 beweglichen Punkten. In jeder solchen oco®-Schaar
gibt es eine einzige ool-Schaar von ratfionalen Raumcurven b= Ord-
nung, welche je 2zwel einander in der Richtung Pp berithrende,
aber nicht osculirende, Zweige in P haben — ausgeschnitten von
F,(R;) wit Tangentenebene B, in P. Wenn das Bild von B, der
Punkt o ist, wird das der co>Schaar zu C;(a®b... 5,7, das der
ool-Schaar zu C;(ad, ... by); die durch C;(a*h, ...b,c) dargestellie
Curve wird dann von dem Kegel 2 Ordnung ausgeschnitten, der seine
Spitze in P hat und durch die R, geht.
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R} auf F®: Auvch ein Zerfallen der Schnitte von F® mit
F,(Pp) in zwei Baumecurven 4' Ordnung vom Geschlechie 1 kaun
eintreten. So wenn das Bild zu

Oy (abdydy . . . by) . Cya®B,2h,2b,b, . . . by)

wird. Aus einer R, ergeben sich zwei zugeordnete Curvenbiischel, deren
Curven alle in P einander osculiren, wihrend die Curven des einen
Biischels die des andern noch weiter in je b Punkten treffen. In jedem
solchen Biischel befindet sich eine R,*, welche in zwei der Kegelschnitte
von F,® zerfillt (in der Schaar aus Cy{ab, ... by die aus den b, und
b, entsprechenden Kegelschnitten gebildete Curve). Solcher Biischel gibt
es also 4 .36, oder 2 .36 Bischelpaare.

Man kann ein solches Biischelpaar zur Erzeugang der Fliche 4'
Ordnung F,® mittels Flichenbiischel zweiter Ordnung benutzen. Schreibt
man die Bedingungen der Osculation in P an, so siebt man, dass, wenn
man F,® in die Form

FO=F¢ —F'¢,
setzt, man fir F,, Fy, &,, ®, Ausdricke der Form annehmen darf:

F,=102,B+ 2+ 5nfi+h =1,

O, == 2,7, + B9+ 92y O = 2, By + 2 + 2.9 + @25
wo die fi, fi, 9i, p¢ homogene Functionen i Dimension in %, %
vorstellen,

§ ?Q
Die Fliche F,®, Abbildung auf die Ebene.
Die eindeutige Abbildung der in II. § 2 definirten Fliche
F® = a2 + 22,/ @, %2, 25) + (&) 200 %5) =0,

wo

o = z32, Dy (&, 7)) + By(zy, @), ‘

fo=— &, + 220l 23) + 2305, 2) + Oy, @),
anf die Ebene kann dadurch geschehen, dass man diese Fliche vom
Knotenpunkt P (2, = 2, = @3 == 0) avs auf eine Doppelebene =, mit
Usbergangscurve Q(£) von der 6% Ordnung, die zwei benachbarie
3-fache Punkte besitzt, projicirt, und diese Doppelebene dann auf eine
einfache Ebene ¥, nach meinem vorstehenden Aufsatze, abbildet. Das
Erstere geschieht mittels der Formeln:

ez =§° om== £25, em=§’k,

o, = —f(§) + Véw@s,
far
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QE) = f2(6) — 82 (E) =55 + &2 (D) — G(8)
+ &8 2D, B By() — £ G(®) + (B2E — £2C, (®),

wobei der singulire Punkt in & = &, = 0 liegt und die Gerade §, = 0
die beiden dort benachbart liegenden dreifachen Punkte TT, T1, von
Q(&) = O verbindet. Den ebenen Schnitten von F,®
4
2 Ui Wy == 0
1
entsprechen in = die Curven

3
2
Ro=52(2 wh) —2uh® - Duk+u?-£E) =0,
1
aber nur in dem Blatte genommen, fiir welches

WV Q@) = wfi(5) — &? D) wiki.

Diese Curven 4t Ordnung, [, = 0, gehen durch 1T und TI, einfach
und beriihren Q(E) = 0 ausserdem in je 9 Punkten; der Gleichung
gemiss:

BT, =[50 D) ki — wf®)] — 4220,

Die Curven [, osculiren sogar einander in TT, denn fiir irgend zwei
der Curven I',(u), [,(v} wird

07T, (u) — uT, (0) = (?74 2 ;g — uy 2 v 5;‘)
- [§l2 (’042“@5 + Uy Zuigi) - 2“4'”4f3(§)]1

d.h. I,(w) wird von [,(v) in TI, TI; getroffen wie von einer Curve
C,(TI*TL,), also dreipunktig. Es kommt dies daher, dass die Fliche
F,® nicht nur eine Gerade p — PTi(z, = 2, = 0) enthilt, sondern
noch zwei weitere, p successive von P ausgehende Geraden. In der’
That berithrt die Ebene z, = 0 die Fliche lings p; und der Kegel
2ter Ordnung
K =22, — Cy(2,, 2,) =0

trifft F,® “wegen

F@® =2 (2,2 + 22, D) + (22, By + 2,05 + C) — 2* K
in drei aufeinanderfolgenden Geraden. Die Curven I, haben also einen
weiteren, TT, TT, successiven, einfachen Fundamentalpunkt, der mit IT°
bezeichnet sei, gelegen auf dem Kegelschnitt £,8 — C,(£;, &) = 0.

Legt man den ebenen Schnitt von F,® durch P, so erhilt man
als Bild in = die Curve £,2 =10, verbunden mit den beide Blitter
durchsetzenden Geraden dieser Ebene. Ein solcher Schnitt hat P zum
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gewohnlichen Rickkehrpunkt (mit Richlung in 2, == 0), welchem der
einfache Punkt entspricht, in dem die Gerade die Linie §, =0 in
einem Blatte, etwa als Linie E,®, trifft. Unter diesen Schoitten sind
die durch die Gerade p gelegten ausgezeichnet; sie zerfallen in p und
in Corven 8t* Ordnung vom Geschlechte 1, welche alle die Gerade p
bei P osculiren. Denselben entsprechen in = die, beide Blitter durch-
setzenden, Geraden durch TT; und zwar entspricht dem Veraweigungs-
punkt, den eine solche Gerade in T hat, dass die Curve 3 Ordnung
zwei, P benachbarte, anf einer Geraden p gelegene Punkie besitzen
mass: die Osculation mit p.

Unter diesen Schuitten wiederum ist der der Ebene z, = O auvs-
gezeichnet; dieselbe berithrt F,® lings p und irifft noch in einem
Kegelschnitt %, welcher p bei P berthrt. Dem entspricht in Z die
Gerade £, == 0, welche in beiden Blattern gesondert verliuft, als Ge-
rade §®, bez. £®; als Gerade £ entsprechen deren Punkie einzeln
den Punkten des Kegelschnitts %; als Gerade £,®, wie schon oben ge-
sagt, einzeln den Riickkehrpunkten (mit Richtung in 2, == 0), welche
die durch P in von p verschiedener Richtung gehenden Curven von
F® bei P besitzen. —

Triff eine Corve von F,® die Gerade p in irgend einem von P
verschiedenen Punkte, so geht die in = projicirte Curve durch 1 und
T, mit einem einfachen Zweige und mit der bestimmien Krimmung
TITI,IT", wie das Verhalten der Curven I, zeigh Bertihrt die Curve
von F,® die Gerade p in P, ohne p zn osculiren, aber mit Schmie-
gungsebene #, =0 in P, so geht das Bild einfach durch TI, TI;, aber
mit von TITI,TT’ verschiedener Kriimmung. Osculirt endlich die Curve
von F,® die Gerade p in P, so erhilt das Z-Bild in TT einen Rick-
kehr- (bez. Verzweigungs-)punkt, mit von £, == 0 verschiedener Rich-
tung; wie wieder die Bilder der durch P gelegten ebenen Schaitte von
F® ergeben. —

Die Doppelehene = bjldet sich nun auf eine einfache Ebene ¥ so
ab, dass die Geraden von = in eine Curvenschaar:

el &) 4 W' fo=0

von Curven 6 Ordnung fibergehen, wo f; eine solche Carve ist, die
8 Punkie a,, . . . @5 zu Doppelpunkien hat, &y 4 T, == O der Bitschel
von Curven 3'r Ordnung, die dureh &y, ... a; gehen. Die Schaar hat
@, ... zo Doppelpuskien und die beiden weiteren Schuittpunkte
b}; 1‘2 vou r; = a}f; = O 20 eiﬁfmn Mﬁ?ﬁa

Die beiden Punkte b, und 3, entsprechen dabei den fiber §, == 0
Hegenden Geraden @, £, welche die Bilder von Kegelschuitt k, bez.
Paokt P, von F® sind. Do die cbenen Schuitte von ¥ § zweinal,
P niché treffen, miissen hre Bilder in der einfachen Ebens ¥, die als
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Schaar X bezeichnet selfen, b, zum Doppelpunkt haben und kbnnen
dorch b, nicht gehen,

Den Punkten a,, ... a; entsprechen in = 8 Kegelschnitte, welche
durch TT und TI, gehen und Q(£) je in drei Punkten beriihren; nur je
in einem Blatte von = laufend. Einem solchen Kegelschnitt 4 ent-
sprechend, erhalten wir auf F,® eine durch P in der Richtung p
gehende Raumcurve, die von der dritten Ordnung wird,.weil 4 ihre
Projection aus P ist; dieselbe hat in P die Schmiegungsebene z, = 0,
ohne %k zu osculiren. Die Bilder X der ebenen Schnitte von F,® in ¥
miissen also, da die Schnitte diese Raumcurven in 3 Punkten treffen,
die Punkte a,, ... a; je zu dreifachen Punkten haben.

Endlich existirt fiir diese Schaar 2 in ¥ noch ein einfacher Fun-
damentalpunkt b, Denn wir haben gesehen, dass die Curven I, von =,
die jener entsprechen, durch T, TT, einfach gehen und daselbst eine
und dieselbe Kriimmung TTTT,TT” haben. Aber den durch TT und TT,
gehenden Zweigen entsprechen, je nach ihrer Kriimmung, in ¥ die
verschiedenen Punkte der Curve [, welche durch a,a,..., a5, 8,0,
gebt. Somit hat die Schaar X noch einen bestimmten, TT’ entsprechen-
den, Punkt b von Iy zum einfachen Punkt,

Fiir die Bestimmung der Ordnung der gesuchten Bildeurven in ¥
kann man den Schnitt mit dem Curvenbiischel &Iy -+ &'T;" = 0 durch
a,, ... a5 benutzen. Der 9 Basispunkt des Biischels, ¢, gehbrt jenen
Curven X nicht an; denn demselben entsprechen in = die von & =0
verschiedenen Richtungen durch TT, anf F,® also eine Osculation einer
Curve mit p am Punkte P. Die Curven der Schaar X,

C.(a®. .. as®b,%b),

miissen aber von dem Curvenbiischel 3t Ordnung (g ...as) in je 3
beweglichen Punkten getroffen werden; was r = 9 liefert, Ein weiterer
Fundamentalpunkt kann dann nicht auftreten, weil zwei solche Curven
9eer Ordoung bereits 77 feste Schnittpunkte haben und sich in 4 be-
weglichen Punkten schneiden sollen,

Somit bilden sich die ebenen Schnitte der Fliche F,® auf der
einfachen Ebene Y ab mittels einer oo’-Schaar X von Curven

Co(a,*as’ . . . a5°b,*b),

wobei a,a, - .. agh,b auf einer Curve 3% Ordnung, I, liegen. —

Es gibt 2. 64 . 135 gleichberechtigte Arten, die F,©® mittels solcher
Curven 9t Ordnung auf eine Ebene eindeutig abzubilden. Denn so
viele Arten gab es, die Doppelebene =, mit Unterscheidung der beiden
Blitter, auf eine einfache Ebene ¥ abzabilden. Die obige Abbildung
ist dem System der 8 Raumcurven 3t Ordnung zugeordnet, die anf
F® liegen und durch a,, a,, . . . a5 abgebildet sind; Curven, die einan-
der, ausser bei P, nicht schneiden. Und so ist jede Art einem analogen
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8-System von Raumeurven 3t Ordnung von F® zugeordnet, von denen
— den 120 Kegelschnitten durch TT, TT, entsprechend, die Q(E) in je
3 Punkten berfihren — 2. 120 auf der Fliche liegen. —

Dureh Benutzung einer solchen Raumecurve 3%+ Ordnung kann man
F,® auch direkt in eine andere bekannte Fliche iberfihren. Sei nim-
lich K, einer der Q(£) in 3 Punkten beriihrenden Kegelschnitte durch
T und TT;; so wird

QE)= K — K,K,,
wo K, TT zum Doppel-, TT, zum einfachen Punkte, K, beide Punkte
zu Doppelpunkten hat:

K, =88+ L),

K, =585+ Ly, &)

K, =382 4 58 M6, &) + M (6, B
Mittels der Formeln
oy, =5K,, oy, =5K,, oy=F§K,, oy =— E, 4y
kommt man dann von der Doppelebene = eindeutig zur Fliche

o, =K,(y) -y + 2K -y, + K
=y’y’ + %% {Mz(?/) + 29,9, + 95°]
+ [M,(y) + 29, Ls(3) + 9> L ()] = 0,
und der direkte eindeutige Uebergang von F,® zu & wird durch die
Formeln geleistet:
nz==ud. 0%=Y Yy 0L =Y;"Ys) 0% =—1[s(¥) + K, (9)+ 9. K. (9)-

Die Fliche @, hat aber einen Selbstberichrungspunkt in y, ==y, ==y, =0
und einen kowischen Doppelpunit in y, == y, = g, == 0, der avf der Be-
rithrungsebene des ersteren Punktes liegt; d. h. sie enthdlt die zusam-
mengesetzte Singularitit von F® in -awei gewihnliche Singularititen
zerlegt. Auch bei @, beriihri die Ebene y, = 0 lings der Geraden
9, == ¢, == 0, und der Kegel y,», + L, = O osculirt lings dieser Ge-
raden, ¢, lisst sich als specieller Fall von F @ erledigen.

g8
Discussion der Abbildung der F,®.

Wir wollen jetzt umgekehrt von der oo3-Schaar 2

. Gla?® a%, ... ag®, b2, 8)
wo eine .

Tolay, py. . ag, by, B)

existirt, ausgehen, da wir wissen, dass sie zur eindeutigen Transfor-
mation einer Ebene ¥ in eine Fliche dienen kann.
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Diese Fliche ¥, wird zuniichst von der Ordnung
9.9—9.8—4—1=4.

Die I; wird von den Corven der Schaar X nicht mehr in beweglichen
Punkten getroffen; ist daker C, eine specielle, I'y nicht als Factor ent-
baltende Curve von X, so wird diese Schaar von der Form:

2 =0y + Iy - Gylaay? - - - ag?hy),

wo die C; eine oo®Schaar vor zu 0, adjungirten Curven ¢ vorstellen,
welche alle noch durch ‘einen festen Punkt d, von T, gehen. Je zwei
dieser Curven C; schneiden sich also nur in einem beweglichen Punkte-
paar, d.h. die Fliche F; hat einen Doppelpunkt P, Diesem Punkt P
entspricht die Curve [y, und zwar entspricht den verschiedenen Rich-
tungen der ebenen durch P gelegten Schnitte daselbst der Schnitt der
Cs mit [y, also nur der eine Punkt b,. Man schliesst daraus, dass die
beiden Elemente jenes Schnittes in P nur einen Zweig bilden: P ist
also ein uniplanarer Punkt von F,, — Unier den ebenen Schuitten
durch P ist der Biischel durch eine Gerade p ausgezeichnet, welcher
durch ;2. C;(a, @, . .. a;) abgebildet wird: es werden ebene Curven
8tr Ordnung vom Geschlechte 1. Daraus folgt zunichst, dass die Ge-
rade p der Fliche F, angehort; und weiter, da [2C; einmal mehr
durch & geht, als ,C;: dass einem Durchlegen der Bildcurve durch b
ein Zerfallen der Curve von F, in p und eine weitere Curve entspricht:
b ist das Bild der Geraden p. Weiter wird, indem man diese Cs(a,...a5)
nock durch b; und b gehen lisst, ein Schnitt erhalten, der durch I}’
abgebildet wird und sus einem, dem Fundamentalpunkt b, entsprechen-
den Kegelschnitt & von F, und aus der nun zweimal zu nehmenden
Geraden p bestehen muss; d. h. es gibt eine Ebene, welche F, lings
der Geraden p beriihr.

Die Curven 3t Ordnung, welche von den durch p gelegten Ebenen
aus F, ausgeschnitten werden, treffen p ausserhalb P mnicht mehr,
da ihre Bilder, die C; (a, . .. ag), nicht durch b gehen. Dieselben oscu-
liren also p bei P. Diesem Verhalten der Curven in P entspricht in
Y der Schuitt der Cy(a, . .. ag) mit 5, d.h. das Durchgehen durch
den 9t» Basispunkt ¢ des letzten Biischels. Ebenso muss der durch b,
abgebildete Kegelschnitt & die Gerade p bei P beriihren.

Von den Punkten der Curven I',, welche P entspricht, ist bisher
die Bedeutung der Punkte @, . .. ag, by, by, b, ¢ angegeben, und es
bleibt noch die der ibrigen Punkte von I'; zu erortern. Zu dem Zwecke
schneiden wir F, mit den oo’ Kegeln 2tr Ordnung, die ihre Spitze in
P haben und F, lings p beriihren; die Bilder der Schoittcurven S
sind die

8" = Cy(a®, a2, - . . ag?).
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Denn ein ebener Schnitt durch P bildet sich durch die
Ce(a® . . . agth by)
ab, ein‘Schnitt wit einem Kegel 2 Ordnung wmit Spitze in P also
df_“'dl die Co(a,*. .. a,5*b,%), und wenn der Kegel F, lings p be-
rithrt, darch
012(0'14 e 12846123)223)2) == fs‘z . Gs (“3 e aﬁ}.

Diese Schnitte S sind Raumecurven 6 Ordnung, vom Geschilechte 2,
welche je zwei getrennte Zweige in P haben, da die S’ die Ty in je
einem Punktepaar (corresidual zum Paar b,b,) treffen. Die beiden
Zweige sind einfache, weil eine solehe Raumecurve 6 Ordnung von
einer Ebene durch P in noch vier Ponkien ausserhalb P, nach der
Abbildung, geschnitten wird. Zugleich berihrt jeder der Zweige die
Gerade p in P, weil die S die Gerade p ausserhalb P nicht treffen,
eine beliebige durch p gehende Ebene aber die S nur in je 2 Punkten
triffit. Endlich bat jeder der Zweige in P die Ebene z; == O zur Schmie-
gungsebene; denn da die §” anch nicht durch b, gehen, treffen die §
die Ebene z, — O weder in p noch in & ausserbalb P. Dabei findet
auch picht etwa eine Osculation mit dem Kegelschnitt k statt; denn
da sich die Schnitte von F, mit den p in P beriihrenden Flichen 2v
Ordnung F, durch Cp,(a,* . . . az*b,*) abbilden, also wenn die F, noch
durch k gelegt werden, durch Cpy(a,t. . - &5%5,%), treffen diese letzteren
F, die S ausserhalb P in 8, bei P also in nur 4 Pupkten.

So entsprechen also den verschiedenen Punkten von T, auf ¥ ein-
fache Curvenzweige, die p in P berithren und z, = 0 dort zur Schmie-
gungsebene haben. Aber natfirlich konnen die Kriimmungen dieser
Zweige den Punkten von Iy nicht cindeutiy zugeordnet sein. Betrachtet
man vielmehr wieder die p in P beribrenden F),, so treffen deren
Bilder Cp(a. . .. a5*h?) die [ In Punktepaaren, die dem doppelt ge-
zihlten Punkt b, corresidual sind; einem solchen Punkiepgar kann nur
eine und dieselbe Krimmung eines Zweiges auf F, entsprechen. Die
Unterscheidung findet da erst durch den vierten, aus der Ebene z; =
heraustretenden, Punkt des Zweiges statt. —

Legt man die Curven S’ noch dureh den Punkt 3, so erhilt man
? Kegel zweiter Ordnung, welche ihre Spitze in F haben und ’die
Flache langs der Geraden p osculiren. F, enthalt also drei successive,
von p ausgehende, Gerade. —

Somit sind alle in § 7 bezeichneten Eigenschaften der Fliche ¥,
aus der Disenssion der Abbildangsfunctionen in der F, wiedergefonden.

Bs sollen jetzt moch die einfachsten Curven von F,® durch die
Abbildung anfgesucht werden.

B, von F&: Anf F® liegen 2. 120 Raumcurven 3% nginus{g,
welche alle durch P gehen, daselbat p berihren und z; == 0 zur Schmie-



570 M. Noether.

gungsebene haben. Die Bilder in ¥ sind die im vorhergehenden Auf-
satze bezeichneten Bilder der in der =-Ebene die Curve Q in 3 Punkten
berithrenden, durch 1T, TI, gehenden Kegelschnitte. — Je zwei der
Curven gehoren zusammen, insofern sie sich ausserhalb P in noch 3
Punkten treffen und durch einen Kegel 2t Ordnung mit Spitze in P,
der F,® noch langs p beriihrt, aus ¥,® ansgeschnitten werden knnen,
Irgend eine dritte der Curven wird von der einen Curve eines Paars
in einem, von der andern Curve des Paars in zwei Punkten, ausser-
halb P, getroffen.

Rationale B, von F,®: Es gibt 2.8, 135 rationale Raumcurven
4ter Qrdnung (zweiter “Species) auf F,®. Dieselben gehen ebenfalls
durch P, mit Berthrung an p und Schmiegungsebene x, = 0 daselbst,
und treffen die Gerade p weiter nicht mehr. Deren Bilder in ¥ werden
erhalten, wenn man die i vorstehenden Aufsatze unter § 3, VI,
a,)...d) gegebenen Curven von Y noch durch den Punkt b, gehen
ldsst, Auch die Zuordnung einer solchen Curve zu sieben Paaren von
Curven E; von F,® ist aus jenem Aufsatze zu entnehmen.

Je zwei der Curven gehbren zunsammen, insofern sie durch eine
Fliche zweiter Ordnung, die p in P beriibrt, aus F,® ausgeschnitten
werden. So hat man z. B. zwei Paare, deren Bilder sind

Ci(a,by); CiilaPayt . . . ag'hy)
und
Cy(ay...ab); Cplad...alal. .. athy).

Die 2 Curven eines solchen Paars treffen sich in 7 Punkten ausserhalb
P und osculiven einander in P, nach dem Friiheren, insofern ihre
Bilder [, in einem zu b,2 corresidualen Punktepaar schneiden; wéhrend
eine Curve eine andere, die mit ihr kein solches Paar bildef, nicht in
P osculirt und mit ibr 0,1,...6 Schoittpunkte ausserhalb P ge-
mein hat.

Weitere Schuitte mit F,: Von weiteren Curven der Fliche, die sich
aus der Abbildung, insbesondere aus den in der vorstehenden Abhand-
lung betrachteten Curven der ¥-Ebene, nun leicht ergeben, will ich
nur noch die einfachsten Spezialisirungen der Schnitte von F,® mit
Flichen zweiter Ordrung anfiihren.

Lasst man die Kegel 2tr Ordnung mit Spitze in P, welche F,®
lings der Geraden p beriihren und welche eine co®-Schaar von Raum-
curven 6 Ordnung vom Geschlecht 2 ansschneiden, die Fliche lings
p osculiren, so erhilt man eine oc’~Schaar von Raumecurven 5ter Ord-
nung, vom Geschlecht 2, abgebildet durch die Cy(a,?, . .. agd). Die-
selben berithren p in P, osculiren einander dort in der Ebene z, = 0,
treffen sich ausserdem noch in je 2 Punkten und treffen p ansserhalb P
in je einem Punkte,
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Davon ganz verschieden sind 2 . 120 oo®Schaaren von REaumenrven
5 Ordnung vom Geschlecht 2 auf F,(. Eine solehe Schasr wird er-
halten, indem man die Flichen 2'¢ Ordnung durch eine der R von
F® legt, ist also dieser By eindeutig zugeordnet. Wenn das Bild der
R, etwa die Cglay®a,®. . . a,°) ist, wird das Bild der Schaar zu

G, . . . 8578,%).
Anch die Curven dieser Schaar verhalten sich bei P wie die oben ge-
nannte Schaar und osculiven dort die Ry, aber sie treffen p ausserhalb
P nicht mehr, dagegen den Kegelschnitt & in 2 Punkten. — Der
Schaar zngeordnet ist dann eine zweite solche, abgebildet durch
Cp(aayt . .- a5'h%),

deren Curven die der ersten Schaar ausserhalb P in je 7 Punkien
treffen, Die Curven einer Schaar treffen einander in je 2 Punkten.

Unter den Curven einer solchen Schaar ist enthalten: die Gerade
p, verbunden mit einer col-Schaar von Raumcurven 4 Ordnung vom
Geschlecht 1(erster Species), E,, von welchen Schaaren es also eben-
falls 2.120 auf F,® gibt. Fine solche Schaar ist abgebildet durch

Cylasay -« - » G3by)

indem die obigen C;, wenn sie noch durch  gehen sollen, in T, und
diese ¢, zerfallen miissen, Die R,! eines Biischels osculiren ebenfalls
einander in z, = O und beriihren p bei P; je zwei der Curven treffen
ausserdem einander nieht.

7Zu einem solchen Biischel erhilt man, durch den Sehpitt mit Fli-
chen 2tr Ordnung, einen zageordneten Biischel von Rt auf FE», ab-

gebildet durch
Cyla,ta®. . . ag°by).

Die Corven dieses Biischels osculiren bei 2 nicht nur einander, sondern
auch die Carven des zugeordneten Busehels; sie treffen diese Curven
ausserdem noch in je 5 Pankten,

Somit ergibt sich auch fir die F,® eine Erzeugung mittels Fla-
chenbiischel zweiter Ordnung. Setzt man

Fo=F,¢, — F/e,,

so kann man for die Fy, Fy, &5, &) Ausdriicke der Form anuehmen:

By =2, % + zfy + fs in“‘sxgxz‘f‘%s‘%xsg“i’fz);

by = 232, + Pa> @) =z,z + %90 T P s
wo die fi, f{y @i ¢ homogene ganze Functionen 4 Dimension in
2, , %, bedenten.

Erlangen, 10. November 1888.




