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SUR L'INTt~GRALE FONDAMENTALE 
D'UNE t~QUATION DIFFt~RENTIELLE ELLIPTIQUE 

,~ COEFFICIENTS CONSTANTS. 

Par M. I v a r F r e d h 01 m (Stockholm). 

Adunanza del $ gennajo t9o8. 

Consid6rons une ~quation diff~rentielle de la forme symbolique 

U - - - O ~  ( i )  f 6x' c3y' 0~ 

off f est une forme d~flnie du degr6 n. 
J'ai d~montr~ ' )  qu'il existe de l'~quation propos~e -~n(n-  I) int~grales homo- 

g~nes du degr~ - - I  qui sont r6guli~res pour tout syst~me de valeurs r~eUes de varia- 
bles ind~pendantes different de l'origine. Ensuite j'ai indiqu~ ~) que ces int~grales sont 
les d~ri%es d'ordre n -  2 d'une autre int~grale de l'~quation propos~e. 

Darts les pages suivantes je vais d6montrer que cette intCgrale est l'intCgrale fonda- 
mentale de l'~quation ( I )  et qu'eile peut 6tre mise sous une forme tr~s int~ressante 
qui montre les rapport intimes entre l'int6grale fondamentale et les int~grales ab~liennes 
appartenant ~t la courbe 

f(x, y, Z) - -  o. 

Rappelons, en effet, que l'int~grale r~guli~re et homog~ne dtf degr6 - - I  peut s'ex- 
primer par la formule 

(2) u - -  --~ ~f~(~, ~)(~, x + ~.y -~ R[)' 

off ~b est une fonctiorr enti~re rationelle du degr6 n - - 2 ;  ~ ,  ~ ,  . . , ,  ~ les n racines 
de l'~quation 

f (~ ,  "~, I)  - -  o ; 
et 

f~(~, ~ ) _  Of(~, ~, I)  

Pour que Fexpression donn~e de u soit valable, il faut que les racines ~% soient 

I) Sur les ~quations de l'~quilibre d'un corps solide dlastique [Acta Mathematica, t. XXIII (I9oo), 

pp. 1-42]. 
~) Sur une d a m  d'dquations aux d~riv~es partielles [Comptes rendus hebdomadaires des s~ances 

de l'Acad~mie des Sciences (Paris), t. CXXIX (2 ~ semestre r899), pp. 32-34]. 
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finies et en g6n6ral in6gaies, conditions dont on pourrait se d&arasser facilement. Ce- 
pendant, pour plus de commodit6 dans les calculs je les suppose v&ifi~es. 

Cela pos6, consid&ant la fonction 

(3) p - - - !  ['+~ ~- x + ",~y +Z)~-'log(~x+m~y-{-Z)d~ 

on trouve facilement que 
~ - ~ p  

8 x ~ cg y ~ o~ z.v 
off u est la fonction d~finie par l'~quation (2) dans le cas off 

+ (~, ~) = ~ .  
Ainsi on volt que la fonction u la plus g6n6rale est une combinaison lin&ire ~l 

coefficients constants des d&iv&s d'ordre n - - 2  de la fonction P. Puisque pour n - - 2  
on a P ~--u, je ]aisse ce cas de c6t6 en supposant n ~ 4- 

Cherchons maintenant une expression des deriv4es d'ordre n - - 3  de P. Chaque 

combinaison linLaire P;,-3 de ces d6riv6es peut s'4crire 
-1 

P_3 ~--- j u dx + u=dy + u3dz, 

u ,  u ,  u 3 &ant trois int6grales qu'on obtient en posant dans la formule (2)hb respec- 

tivement 6gale ~t 

q~ &ant une fonction du degr6 n ~ 3. 
Pour transformer P _ 3 ,  employons pour u Fexpression 8) 

n 

2 Vlv) 

o~ la sommation s'&end sur les points d'intersection de la courbe 

f (~ ,  ~) - -  o 
avec la  ligne droite 

~x + ' ~ y  + < =  o, 

pour lesqueLIes la partie imaginaire de ~ est positive. 

Alors nous pouvons &rire 
n 

d'ofi 

2 

d p  ~ = Z ,  (~'ax + ~,dy + a~)~(~,, ~)  

Mais on a, ~, ~ d&ignant un des points d'intersection, 

$ ~ x + ~ # + d ~ + x d ~  + y d ~  = o, 

~-~d~ + d ~ = f  d~ + f 2 d ~ - - o  , 

~dx + ~dy -{- d z __ d~ 
y f~ - - x f ,  - - - fT"  

8) I. c. I), page 6. 
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Ainsi 

2 

L(~ ,  ,~) 
et 

t t  

y-~ f~ ,~  ~ (~, ~) d P._, 

En supposant que le genre de la courbe 

f(~., "~) = o 
atteint sa valeur maxima (n - - x ) ( n  - -  2) , on peut dire que l'intggraIe rggulikre et 

2 

homogfne de degrg o de I'gquation diffgrentielIe 

b-x'  O y '  u - - o  

s'obtient en prenant la somme des intggrales abgliennes de premikre esp~ce appartenant 
la courbe alggbrique 

f (~, "~, ~) - -  o 
gtendues d'un point arbitraire ]usqu'd ceux des points d'intersection de la courbe avec la 
lignr droite 

~x-+- ~y + [ < - -  o 

pour lesquelles Ia partie imaginaire de ~ est positive. 
La fonction P--3 &ant homog6ne du degr6 o, il ne faut aucune integration pour 

avoir l'expression de P. Une application du th6or6me d'EuLER sur les fonctions homo- 

g6nes nous donne pour P la formule 
n 

y~-/ '~ '~ ( ~  + ~y + z3"-' (4) P =  d~. 

Pour voir que P est bien l'int6grale fondamentale, consid6rons un volume S avec 

sa surface . et soient u et v deux s finies et continues ainsi que leurs d6riv~es 

jusqu'~t l 'ordre n dans S e t  ~. 

Alors nous connaissons la g6n6rafisation du th~or~me de GREEN 

off L, M, N sont certaines formes bilin6aires et homog~nes du degr+ n ~ I par rap- 

port A l 'ordre des d6riv6es. 

Prenons pour v maintenant la fonction P ( x - - x o ,  y - - Y o ,  <--z.o) et supposons 

que a soit fortune d'une surface a et une surface sph6rique a o dont le centre est  Xo, 
yo, ~ et dont [e rayon est ?, et soit S l e  volume ext6rieur ~t % et int6rieur ~ %. 

Le th+or~me g+n+ralis6 de G R ~  appliqu6 A S nous donne maintenant 

- -  f P f u  dS 

= f,o [ r Cos( nx ) +  Mcos( , y ) +  Ncos( + f x [ r.cos( n x ) +  Mcos( , y ) +  Ncos( n# 
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Si nous faisons converger le rayon ~ vers z~ro, les termes dans l'inttgrale &endue 
sur % qui contiennent des dtriv&s de P d'un ordre inf&~eur ~ n -  I convergent 

vers z~ro, de sorte que nous aurons, pour ~ = o, 

I U(Xo, Yo, ~) fSLocos(nx)'-}-Mocos(ny)+Nocos(n~)]da 
(s) 

t = - -  fsP.fudS ~[Lcos(nx) + M c o s  (ny)  + Ncos(n~)]d% 

off L~ Mo, No sont les coefficients de u dans L, M, N respecfivement. 
Puisque cette formule s'applique au cas o6 u =-constante,  on volt clue la valeur 

de l'int~grale qui mukiplie U(Xo, yo, ~) ne dtpend point de la forme de Ia surface 
d'int~gration %. Le point essentiel maintenant c'est de d~montrer que cette inttgrale 

est diff&ente de ztro. 
Pour cela, observons que Lo, 340, No sont des fonctions de la forme 

off la sommafion s'&end sur routes les racines ~, 

/(~, , , )  = o 

et ~ e.st une fonction du degrt n ~ I. 
Cela post, j'ai dtmontr t  4) que l'inttgrale 

de l'~quafion 

.o[LO co~ ( . ~ )  + Mo cos (~y) + No cos (~<)]a~ 

L(o,  ~.) ' 

est tgale ~l 

off ~ est la fonction qu'fl faut introduire dans la formule (6) pour avoir M .  
Par constquent, on a 

_ _  8 f  
+ (~, ~ ) - ~  = f . ( ~ .  "~) 

et 

o[Z~ cos (n x) + ~ o  cos (ny) + No cos (n 70] d ~ = 4 ~ ~. 

Ainsi la foncfion P joue, par rapport ~t l'tquafion diff~rentielle fu ~ o, le m~me 

r61e que la fonction ~ par rapport ~ l 'tquation a u  ~ o, et on peut par constquent 7" 

appeler P l'inttgrale fondamentale de l'tquation fu -- o. 
Pour donner un exemple de la th~orie pr&tdente, consid&ons l'/'quation diff& 

renfielle 
~ u  0 * u  o ~ u  
o . '  + g~zy~ + o~. = o .  

4) k c. z). pp. 22.27 . 
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D'apr6s le th6or~me fondamental, nous aurons 

off ~,, ~, sont les v~eurs t parties imaginaires positives satisfaisant aux ~quafions 

x ~ + y , ~  + ~ - -  o, 
6 , + , 4 +  ~ = o .  

Le th~or~me d'addition des int6grales elliptiques nous permet maintenant d'&rire 

off 6 est d&ermin6 par l'6quation 

(~2 - 61) 2 - -  P 

Or, nous pouvons remplacer les racines carries par des expressions rationnelles, 
parce que nous avons 

+ ~I = i , :  = i(x6~,y ~ - -  ~)2 (~ = ~, 2). 

Ainsi nous aurons 

(7) 

( 8 )  

4 2 ~ y (~- -~ , )  

~liminer x, y, <dans le second membre de l'expression (7)divis6e p a r -  

trOUVOnS 

~ + r  x ~ + /  F G ,  ~2, r r 

y4(6~---~ l) ~ 

Mais ~ ,  ~= satisfont ~i l'4quation 

(~e + y96 ' + 4~ 'C ~ + 6~=z'~ 2 + 4~f~ + / + z' = o. 
Si nous appelons 63, ~4 les deux autres radnes de cette ~quation, nous pourrons 

x4 +y4 et nous 
y* 

off F est une s des racines ~ qui est divisible par ( ~ -  ~)2. Apr~s avoiv ef- 
fectu4 la division, on trouve 

~ = (x 4 + y4)[(~, + ~)(~3 + ~4) - -  26,~, - -  2%~4]. 

Ici ie second membre s'exprime d'une mani6re bien connue k l'aide des deux :in- 
variants de ia forme binaire (8), de sorte que l'on a 

6'  
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06 ~ est la plus grande racine positive de l'~quation 

~, - (x+ + y+ + ~+)~ - -  2 x ' / ~ '  = o .  

En introduisant comme variable d'int+gration 

++r 
- - ' -  2 U ~  

on trouve enfin 

:l jr It 

Pour avoir les autres d~riv~es on n'a qu ' i  changer la limite sup~rieure dans cette 

int6grale, respectivement en -~-~-, et 2Z , . 

Appliquant maintenant le th6orEme d'EULER sur les fonctions homog~nes, on trouve 
I'expression suivante de l'int6grale fondamentale 

, 

o6 F(u) d~signe I'fnt~grale elliptique 

F(.)= f=- a_~ 
d .  1/4u'  - -  u 

Stockholm, 2 5 d~cembre :9o7 . 

I V A R  F R E D H O L M .  


