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SUR L’INTEGRALE FONDAMENTALE
D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ELLIPTIQUE
A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Par M. Ivar Fredholm (Stockholm).

Adunanza del 5 gennajo 1908.

Considérons une équation différentielle de la forme symbolique

] 3 o]
(1) f(é_;c’ 5}: é;)u—O,

oti f est une forme définie du degré n.

Jai démontré *) qu’il existe de Iéquation proposée —n(n — 1) intégrales homo-
génes du degré — 1 qui sont réguliéres pour tout sysitme de valeurs réelles de varia-
bles indépendantes différent de V'origine. Ensuite j’ai indiqué *) que ces intégrales sont
les dérivées d’ordre » — 2 d’une autre intégrale de I'équation proposée.

Dans les pages suivantes je vais démontrer que cette intégrale est I'intégrale fonda-
mentale de P'équation (1) et qu'elle peut étre mise sous une forme trés intéressante
qui montre les rapport intimes entre lintégrale fondamentale et les intégrales abéliennes
appartenant & la courbe

fG 3 Q=o

Rappelons, en effet, que Pintégrale réguliére et homogeéne du degré — 1 peut s’ex-

primer par la formule

) u__I_ & "I"(g) 'nv)dz
(2) a— L Z“fz(i, n,)@Ex +ny-+2)’

ot ¢ est une fonctior entiére rationelle du degré n—2;7n ,n,, ..., n, les 7 racines
de I'équation

fE n, 1) =0;

et

fz(g7 n) = aL(%‘.:_,‘Q .

Pour que lexpression donnée de # soit valable, il faut que les racines =, soient

Yy Sur les équations de Péquilibre d'un corps solide élastique [Acta Mathematica, t. XXIII (1g00),
pp. 1-42].

3y Sur une classe d'équations aux dérivées partielles [Comptes rendus hebdomadaires des séances
de I'Académie des Sciences (Paris), t. CXXIX (2° semestre 1399), pp. 32-34].
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finies et en général inégales, conditions dont on pourrait se débarasser facilement. Ce-
pendant, pour plus de commodité dans les calculs je les suppose vérifices.
Cela posé, considérant la fonction

€)) P:_;_fji(ix%—n y;?:’;oiféa:)—l—n 2y 42

P
dx*dyPay"
ol u est la fonction définie par I'équation (2) dans le cas ou
b (& m) = E*nP.

Ainsi on voit que la fonction # la plus générale est une combinaison linéaire 3

on trouve facilement que

coefficients constants des dérivées d’ordre n—2 de la fonction P. Puisque pour n=2
on a P =u, je laisse ce cas de cété en supposant n 2\ 4.

Cherchons maintenant une expression des derivées d’ordre n — 3 de P. Chaque
combinaison linéaire P’ﬂ_3 de ces dérivées peut s’écrire

pP_, :'/u,dx—f- u,dy + udz,

u , u,, u, éant tois intégrales qu'on obtient en posant dans la formule (2) ¢ respec-

12
tivement ¢égale 4

2

*8  em 9
o étant une fonction du degré n — 3.

Pour transformer P,_, employons pour # Pexpression ®)

— $(&, )
=2 ) =y o)

ol la sommation s’étend sur les points d’intersection de la courbe

fE n)y=o
Ex+ny+z=0o

pour lesquelles la partie imaginaire de §, est positive.

avec la ligne droite

Alors nous pouvons écrire

_ < Gdx+n,dy +d0)0C, 1)
b= e =G

Mais on a, &, n désignant un des points d’intersection,

dx+ ndy + dg+ xd& +ydn =o,
JartLan=raitian=o,

Edx +ndy +dz _
yfi — %/, fz'

3) L c. 1), page 6.
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Ainsi
ap =3 8G, n)dE,
= 2T F G, 1)

et

B

2z &y
P_ = ™o )dE
=2 ) TRGE™

En supposant que le genre de la courbe
fE n)=o
(n—1)(n — 2)
2

homogéne de degré o de I'équation différentielle
o J 0 .
f (&C- ’ 'a—y ’ a—<> =0
s'obtient en prenant la somme des intégrales abéliennes de premibre espéce appartenant &

la courbe algébrique
/ (‘27 N, C) =0
étendues d’un point arbitraire jusqu’d ceux des points d'intersection de la courbe avec la

ligne. droite
Ex4ny+lz=o0
pour lesquelles la partie imaginaire de & est positive.

atteint sa valeur maxima

, on peut dire que Fintégrale régulitre et

La fonction Pﬂ_3 étant homogéne du degré o, il ne faut aucune intégration pour

avoir l'expression de P. Une application du théoréme d’EuLer sur les fonctions homo-
génes nous donne pour P la formule

o : _
Py [ty 7
(4) = 4L JACE)) .
B Eomo A5 7

Pour voir que P est bien lintégrale fondamentale, considérons un volume S avec
sa surface ¢ et soient # et v deux fonctions finies et continues ainsi que leurs dérivées
jusqu’a Pordre » dans S et s.

Alors nous connaissons la généralisation du théoréme de GREEN

fs(uf«u~vfu)ds=fo[Lcos(nx)+Mcos(ny)+Ncos(n@]ds,

ot L, M, N sont certaines formes bilinéaires et homogénes du degré n — 1 par rap-
port 4 Pordre des dérivées.

Prenons pour v maintenant la fonction P(x —x,, y —y,, ¥ — %,) €t supposons
que ¢ soit formée d’une surface o, et une surface sphérique ¢, dont le centre -est x_,
Y,» %, €t dont le rayon est p, et soit S le volume extérieur 4 o, et intérieur 4 o .

Le théoréme généralis¢ de GREEN appliqué 4 S nous donne maintenant

_/studs

= / [ Leos(nx)-+-Mcos(ny }4-Neos(nz) Jdo— f [ Leos(rx)-Meos(ny)4-Neos(n)]de.
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St nous faisons converger le rayon p vers zéro, les termes dans l'intégrale étendue
sur a, qui contiennent des dérivées de P d’un ordre inférieur 4 n-— 1 convergent
vers zéro, de sorte que nous aurons, pour g = 0,

| s 00 20 L2, o5 o5 - B, o) - N, s (r0e
(5) -
? —-‘/S‘P.fuds-—-f[Lcos(nx)-{-Mcos(ny)—{—Ncos(n()]da,

ot L, M,, N, sont les coefficients de » dans L, M, N respectvement.

Puisque cette formule s’applique au cas ol # = constante, on voit que la valeur
de l'intégrale qui multiplie u(x,, y,, z,) ne dépend point de la forme de la surface
d’intégration &,. Le point essentiel maintenant c’est de démontrer que cette intégrale
est différente de zéro.

Pour cela, observons que L,, M_, N, sont des fonctions de la forme

y [ L )
6 — :
© w ) Gy O
ou la sommation s’étend sur toutes les racines n, de I'équation

f(E7 7’,) =20
et ¢ est une fonction du degré n— 1.
Cela posé, j’ai démontré *) que 'intégrale
f [L,cos(nx) 4+ M, cos(ny) + N, cos(ng)]de
est égale 4 ° y
(O, n,)
3oy
ou ¥ est la fonction qu’il faut introduire dans la formule (6) pour avoir M_.
Par conséquent, on a

4@ )= ——f @& )

et
ﬁ[Locos (nx)+ M, cos(ny) + N,cos(ng)]de = 4n~.

Ainsi la fonction P joue, par rapport 4 I’équation différentielle fu = o, le méme
réle que la fonction %— par rapport 4 I’équation Au =0, et on peut par conséquent

appeler P lintégrale fondamentale de Iéquation fu = o.
Pour donner un exemple de la théorie précédente, considérons l'équaton diffé-
rentielle

otu | d*u |, d*u
5@ ey tor—

4) L c. T), pp. 22-27.
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D’aprés le théoréme fondamental, nous aurons
OP % dE 5 dé
5 o vEET
ou £ , &, sont les valeurs & parties imaginaires positives satisfaisant aux équations
xE+yn+z=0o,
bt 1=o0.
Le théoréme d’addition des intégrales elliptiques nous permet maintenant d’écrire
3P ¢ dE
o ) vEF1’
ol £ est déterminé par I'équation
e kNl 0 SR (e R o A =
€. —&) - 2 '

Or, nous pouvons remplacer les racines carrées par des expressions rationnelles,

parce que nous avons

VI -!—E;:zn;:z(ig-a—}%—l———zz (o =1, 2).

Ainsi nous aurons

A By QHEEAE A (A

(7) Ez y4(Ez_£1>2
e a2l EE AL EHEF4E E) 220G A2 )y
yE—L)

Mais & , &, satisfont & Péquation
B) (¢ NE 4 408 F 6L 420l =0
Si nous appelons & , &, les deux autres racines de cette équation, nous pourrons
x4yt
y4-

éliminer x, y, z dans le second membre de I'expression (7) divisée par et nous

trouvons

Ve 41 x4y FEH GG B
& G —8&y
ot F est une fonction des racines & qui est divisible par (§, —£)*. Aprés avoir ef-
fectué la division, on trouve

b

y"# =+ [E +E)E +8) — 288 — 28,8 ]

Ici le second membre s’exprime d’une maniére bien connue & laide des deux :in-
variants de la forme binaire (8), de sorte que 'on 2

I—Q-VE“-{—I:

y z g,



SUR L'INTEGRALE FONDAMENTALE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ELLIPTIQUE, ETC. 51

ot { est la plus grande racine positive de ’équation
P — (G + O —22y ¢ =o.
En introduisant comme variable d’intégration

Ve
Ez

oP dg du 4
_— = —_—— = ——=F 2 )
oy o VE 1 £V4u’—u (2}’)

Pour avoir les autres dérivées on n’a qu'a changer la limite supérieure dans cette

intégrale, respectivement en 7 &S5

27"
Appliquant maintenant le théoréme d’EuLer sur les fonctions homogeénes, on trouve

Pexpression suivante de l'intégrale fondamentale
4
)+ (32):

P—_—xF( ¢ )+ F(
F(u)_f V4u’—u

on trouve enfin

ot F(u) désigne lintégrale elliptique

Stockholm, 25 deécembre 1g907.

Ivar FrREDHOLM.




