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Vertauschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen.*)

Yon

ErnsT JacoBsTHAL in Berlin.

Vorwort.

Das kommutative Gesetz gilt fiir die Addition und Multiplikation der
Cantorschen transfiniten Ordnungszahlen im allgemeinen nicht. Dem-
gemif stellen die Gleichungen
1) o« + B =B+ a*¥),

(2) off = fe
beschrinkende Beziehungen zwischen ¢ und 8 dar.

Denkt man sich o gegeben, so gentigen auf Grund des assoziativen
Gesetzes der Addition die endlichen Vielfachen von « der Gleichung (1),
d. h. alle Zahlen der Form 8 = an, wo » < o ist.

Wir zeigen in § 1, daf alle mit « additiv vertauschbaren Zahlen die
Grestalt” 8 = @b haben, wo « die kleinste mit « additiv vertauschbare Zahl
(>0) bedeutet und b << @ ist. Daraus folgt dann, daB alle mit « ver-
tauschbaren Zahlen untereinander vertauschbar sind, vnd es zeigt sich weiter,
daB (1) denselben Inhalt hat wie die Gleichung

(1a) wb = pa, (0, b < m).
Die Gleichungen (1) und (1a) folgen auseinander.

*) Man vergl. mit den folgenden Untersuchungen die Resultate, die Herr
G. Cantor in seiner Arbeit: Zur Begrindung der transfiniten Mengenlebre, II, Bd. 49
dieser Zeitschrift, pag. 239f. abgeleitet hat. — Dabei mdchte ich bemerken, dab
sich in der Encykl. der math. Wissenschaften, Bd. I, 1, pag. 194, Anm. 40 ein Fehler
findet. Herr G. Cantor gibt nimlich 1. c. die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fir die Gleichung «f== fle nur unter der Voraussetzung, da die Zahlen
der zweiten Zahlklagse « und § von der ersten Art, d. h. keine Limeszahlen sind.
Die Cantorschen Bedingungen sind ja, wie die folgenden Untersuchungen zeigen, in
der Tat nur fir diesen Fall richtig.

+¥) Transfinite Zahlen bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buchstaben,

endliche Zahlen mit kleiner lateinischer Schrift.
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In §2 und § 3 behandeln wir die Gleichung (2). Ganz analog weisen

wir hier nach, daB alle mit « multiplikativ vertauschbaren Zahlen unter-
cinander vertauschbar sind, und daB (2) gleichwertig ist mit der Gleichung
(28) o = o (ay, by < @).
So weit entsprechen diese Resultate demen aus § 1. Aber es besteht ein
Unterschied: die mit « multiplikativ vertauschbaren Zahlen 8 sind nicht
immer endliche Potenzen der kleinsten mit « vertauschbaren Zahl; nim-
lich dann nicht immer, wenn « eine Limeszahl ist. Doch auch in diesem
Fall lassen sich alle Zahlen B in einfacher Weise darstellen.

In § 4 wird uns schlieBlich die Gleichung
3) o — e
beschiiftigen. Fir § <4 « gibt es bekanntlich im Gebiet der endlichen
ganzen Zahlen nur eine Losung, ndmlich das Zahlenpaar 2,4. Ganz anders
aber liegen, wie wir zeigen werden, die Verhdltnisse im Bereich der
transfiniten Zahlen.

§ L%)

Sei uns « gegeben und es erfille g die Gleichung
(1) o+ =P+ a®*)
Aus (1) folgt
) et B>p, >
und hieraus ergibt sich, daB « und B beide endlich oder beide transfinit
sind. Wir nehmen daher — der erste Fall, in dem « und g endlich
sind, interessiert uns ja hier micht — an
3) ‘> o,

Satz I. Sind B und y mit o vertauschbar, so gilt von B+ y gleiches.

Beweis. AuBer (1) besteht noch die Gleichung y + o = « + 7.
Addiert man hier auf beiden Seiten 8, so folgt unter Benutzung von (1)

B+y) +ea=c+(B+y).

Satz Il (Umkehrung von I). Sind p + B und p mit vertauschbar,
dann ist auch f+ a = o + 8.

Beweis. Nach Voraussetzung ist

@) @+B)+ae=a+ (¥+p)
(b) y+e=a+yp.

*) Fir die folgenden Untersuchungen setzen wir den mengentheoretischen Kalkul
als bekannt voraus. Man findet eine sehr iibersichtliche Darstellung desselben in der
Abhandlung von Herrn G. Hessenb erg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandl. der
Friesschen Schule, I. Band 4. Heft (als Sonderdruck erschienen).

*) «=0 und =0 wird als trivial ausgeschlossen.
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Wir ersetzen auf der rechten Seite der Gleichung (a) auf Grund von (b)
o + y durch p + « und erhalten so
| () 7+ (B+a)=y+ (2 +8).
Hieraus folgt aber, wie der mengentheoretische Kalkul lehrt,
(d) fre=c+p.

Satz III. Ist B eine nicht unterhalb « liegende und mit o vertawsch-
bare Zahl, dann ist

4) B=oab+o O <w, ¢<a),
und es gelten fiir o die Gleichungen

®) o+ta=0a+g,

(6) e+ pB=08+0.

Beweis. Da > o ist, so existieren zwei Ordnungszahlen §, p
derart, daB

B =at+ 0%, (E<8B, oe<a);

a4+ f=ea(l+E) +o.

Wire nun £ tiberendlich, also 1 + § = £, dann folgte ¢ 4 f = §, eine
Gleichung, die (2) widerspricht; demnach ist £ < o und als endliche Zahl
bezeichnen wir £ mit b. Da weiter «b und § mit ¢ und mit g ver-
tauschbar sind, so folgt (5) und (6) aus Satz IL

Es bedeute nun = die kleinste von Null verschiedene mit « ver-

tauschbare Zahl, dann ist nach Satz III
c=cda+0, a<w, ¢~<a

Da ¢ nach (6) mit o vertauschbar ist und kleiner als & sein soll, so
mub ¢ = O sein und es gilt
O o =00 (a<@).
@ ist mit keiner kleineren Zahl vertauschbar, denn mit ihr wire nach
Satz I auch aa = « vertauschbar.

Satz IV. Ist 8 mit « vertauschbar, dann ist

(8) B == el V< o).
Beweis. a) Sel zuniichst < « = @a. Aus dieser Ungleichung folgt,
daB sich B in die Form setzen laBt:
B=ub+ o (0y<@)-
Hieraus schlieBen wir nach Satz II, dab
o Fae=a+o
ist, und wegen ¢, < w ergibt sich daraus ¢, = 0 und somit (8)-

es ist also

% Stz [II 138t sich auch leicht aus Satz II folgern (chve Bemutzung der Glei-
chung #==of 4 o).
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b) Sei f>«, dann gilt (4) und (5); nach Fall a) folgt daher
Q=dr, Wor < o ist. (4) geht dadurch unter Beriicksichtigung von (7)

iiber in .,
B=wab+ ar=ab,

wo b’ = ab + 7" gesetzt ist.

Es folgt sofort: .
Satz V. Sind B und y mit o vertauschbar, dann ist auch B mit y

vertauschbar.
Der Beweis ergibt sich aus den Gleichungen
ﬁ == &b,r
Y= EC'C’,
V4 c=c+0b,
und weiterhin folgt
9) B¢ = yb'.
Satz VL. Seien o, 8 zwei transfinite Zahlen, zwischen denen die
Gleichung
(9a) ab’ = fa’
besteht, dann ist § mit o vertauschbar.
Beweis. « ist mit «b” = fa” und Ba” ist mit § vertauschbar, also

nach Satz V o mit .
Es folgt aus (9a) sehr leicht:

bll ’?
(10) Ca= B "g”')
wenn d = (a”, b") ist.
§ 2.
Sei uns o gegeben und f§ erfille die Gleichung
(1) «B = Ba¥).

E.fs 188t sich leicht zeigen, daB aus o < ® auch B~ folgt. Sei also
wieder « > . Genau wie in § 1 beweist man auch hier:
Satz I. Sind B und y mit o vertauschbar*¥), so gilt von By gleiches.

Satz II (Umkehrung von D. Sind yB und y mit o vertauschbayr,
dann ist auch

Bo=ap.
Bis hierher geht die Untersuchung mit der in § 1 parallel.

‘:) =1 und f=1 schlieBen wir als trivial aus,
) Vertauschbar schiechthin bedeutet im folgenden woultiplikativ vertaugchbar.
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Jetzt machen wir Gebrauch von der Theorie der Hauptzahlen.*) Der
hochste nicht oberhalb ¢ gelegene Haupttypus sei o*; ©” habe fiir 8 die
gleiche Bedeutung. Dann ist

2) e=oato+r, ar<o; o<
3) B=o0b+o+s bs<o; i<
Wir behandeln in diesem Paragraphen nur den Fall, in dem r =0,
also o eine Limeszahl ist.
Sei also r = 0, dann ist auch s =0, d. h. 8 eine Limeszahl. Wire
ndmlich s> 0, dann ist
off = o"*'b + 06 + v'as + 9,
Ba =" a + o”9.

}9, 6 sind Limeszahlen.

Also ist wegen (1)

o*t'h 4+ 0'e + w'as + ¢ = w'tta 4+ @'p.
Diese Gleichung stellt einen Widerspruch dar; die linke Seite, in die
Cantorsche Normalform gesetzt, wiirde anders ausfallen als die rechte Seite.
Setzen wir also s =0, so wird

«f = e"""b 4 o',
und (1) geht tiber in
(4) otth 4+ ofe = 0" tra + o'Q.
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung einer transfiniten Zahl als
Summe nicht zunehmender Haupttypen zerfillt (4) in die Gleichungen

®) wtv=v+tuy,
(6) a=Db,
(1) 06 = &'Q.

Auf Grund von § 1 konnen wir (5) ersetzen durch
(5a) pw=1tm, B=1n,
wo 7 mit keiner kleineren Zahl additiv vertauschbar ist. #¥)

*) Hauptzahl nennt Herr Hessenberg . c. S. 578 eine Zahl, die allen ihren (von
Null verschiedenen) Resten gleich ist. Diese Zahlen sind identisch mit den Potenzen
von ® und werden von Herrn Hessenberg direkt zur Definition dieser und der Potenzen
beliebiger Zahlen benutzt. Die Hauptzahlen sind additive Primzahlen; daher ist die
Cantorsche Normaldarstellung transfiniter Ordnungszahlen das additive Analogon de(ar
multiplikativen Darstellung endlicher Zahlen durch Primzahlen, Dagegen ist die
Produktformel, die Herr G. Cantor L. c. fiir die transfiniten Ordungszahlen aufgestellt
hat, nicht von der gleichen Bedeutung; denn die dehei auftretenden multiplikativ
irreduzibelen Zahlen haben nurin gewissen Fillen Primzahlcharakter. — Mit Berfutzu.ng
der Hauptzahlen kommt man in § 1 schneller zum Ziel; wir wollten aber in § llabsmh'thcb
die Untersuchung mit moglichst wenig Hilfsmitteln fithren. Es 148t sich leicht zeigen,
daB die in §1 eingefiihrte Zahl & die Form hat & = ot - o, w0 o << ot ist. Alle
mit o additiv vertauschbaren Zahlen haben die Gestalt f=o" V' + ¢ (O'= .1,2,- <)

**) g igt durch p, also durch « eindeutig bestimmt; ist w endlich, dann ist 7= 1.
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Ist p = v, so folgt aus (1)
g = @, o == ﬁ
Sei also p>v, d b. m>n und demnach o> f. Aus (7) ergibt
sich dann
®) o= oo,
(9 ¢=a'"a+ ¢ =0""a+ o* " "
— o*m=n(o"g + 6)

— (Dt(m"")ﬂ.

ll

Stellen wir das bisherige zusammen: jede mit ¢« = w™a + o vertauschbare
Zahl B hat die Gestalt § = w*"a + o, wobei & sich aus der Gleichung
m‘tm6 — w’tﬂp
bestimmt; und es ist, falls o« > g ist,
o = tm—n ﬁ
Alle Zahlen B der angegebenen Gestalt sind aber auch mit & vertauschbar.

Sei nun & die kleinste mit ¢ (multiplikativ) vertauschbare Zahl, dann
folgt ftir § = «, da ja @ >« ist,

(10) 0= 0"%, 0 <d' < w.
Satz III. Jede mit « verfauschbare Zohl y hat die Gestalt
(11) y =", 0 << m.
Beweis. a) Wenn p > « ist, dann ist nach (9) und (10)
y = 0"Cq, o =0"%,
also
(11) y = 0" +a)g = g,

b) Bei >y > &, dann ist nach (9) und (10)
o0=0""y = %y,
Wegen » > @ folgt hieraus ¢” <o’ und demnach
(11) y= 0@~ = g7,
Satz IV. Jede mit o vertauschbare Zahl p ist auch mit & vertauschbar.

Beweis. Nach dem, was oben tiber die Gestalt jeder mit o ver-
tauschbaren Zahl bemerkt wurde, besteht fir & die Gleichung:

(12) o= 0% + g.
Aus (11) und (12) folgt fir jede mit « vertauschbare Zahl y
(13) y = o +a)q - wtc"é.

Man bilde aus (12) und (13) y& und zp:
{ ?“& o mz(c’+25)a + mt(c’+d)§,

ay = @ +iDg | 0*C+tDg = py,
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Satz V. Sind 8 und y mit o vertauschbar, so ist auch B mit p ver-
tauschbar.*)

Beweis. Nach Satz IIT ist

y = 0, B =o',
also

Y8 =0""ef = w’fa (Satz [V)

= ? @+ g2
Genaun ebenso folgt
By = @?®'+e) 52
und hieraus
(14) By =v8B.
Aus Satz V schlieBen wir, daB & mit keiner kleineren Zahl vertauschbar ist.
Wann sind alle mit « vertauschbaren Zahlen o*« endliche Potenzen

einer und derselben Zahl 0? Da auch @ eine Potenz dieser Zahl d sein
miifite, also mit ¢ vertauschbar wire, so muB wegen der vorhergehenden
Bemerkung diese Zahl gleich @ sein. Unsere Frage lautet also: wann
haben alle Zahlen 0w (¢'=0,1,2,...) die Gestalt a* (1<e<w)? Die
Gleichung

(15) 0’ q = o

geht wegen (12) tiber in

(16) 0"+ 4 @*g = 0*%a + @*¢2= V.

Gleichung (16), also auch (15), ist dann und nur dann erfilllt, wenn
(17) ¢ = d(e—1)

ist, d. h. wenn jedes ganzzahlige ¢’ durch @ teilbar ist. Also muB
a=1, (=e—1

sein. Die Gleichung (15) lautet jetzt

(15a) @@ = &t

Wir erhalten so

Satz VI  Alle mit o vertauschbaren Zahlen sind dann und nur dann
Potenzen der Fleinsten mit o verfauschbaren Zahl @, wenn & die Gestalt hat
(18) o =w'a+ 5}
wo © mit keiner Kleineren Zahl additiv vertauschbar und @ eine unterhalb
w® gelegene Limeszahl ist.**)

*) Dieser Satz 1Bt sich leicht direkt aus den Gleichnngen‘(b.a)-, (8) und (7)
berleiten; es ist nur ¢ aus zwei Gleichungen der Form (7) zu eliminieren. Aus
folgt dann IV und III. Wir haben unsere etwas ldngere Da.rstcfllnng gewabl{f, um
die analoge, aber schwierigere Untersuchung in § 8 dem Verstiindnis niher zu bringen.

% di i i inrei die Bedingang
# Dafiir daB @ diese Form hat, ist notwendig und binreichend
wt > :()m— 1), wenn w* das niederste Glied in der Cantorschen Normaldarstellung

von « ist. — Ist m>1 und g, <<z, dann ist o == @; fir m==1 ist stets o == .

31
Mathematische Annalen. LXIII. -
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§ 3.%)

Nachdem wir nun die Gleichung (1) in § 2 unter der Voraussetzung
behandelt haben, daB « eine Limeszahl ist, setzen wir jetzt voraus: e« ist
keine Limeszabl. Dann folgt, daB auch § keme ist. Zu den Gleichungen
(2) und (3) des vorigen Paragraphen kommen also noch die Bedingungen

r,s > 0.
(1) geht jetzt iiber in
(19)  @*+'b+ w“(6+as) + o +7=0"""a + o’ (¢+br) + ¢ + 5.

und diese Gleichung zerfillt in

GE)) po=1tm, Vv = TN,

(6) a=0",

(20) r=s,

@1 - @0"™(6+ar) + o = 0™(0+ar) + 6.

Also sind alle mit o« = w*™a 4 ¢ + r vertauschbaren Zahlen von der
Gestalt § = w™a + 6 + r; ¢ bestimmt sich aus (21). Wihlt man um-
gekehrt #» und ¢ so, dafl (21) erfiillt ist, dann ist das dadurch definierte
B mit « vertauschbar.

Aus (21) folgt wegen der Eindeutigkeit der Cantorschen Normal-
darstellung einer transfiniten Zahl: ist m = n, so ist ¢ =@, also « = §;
ist aber m >n, also « > B, dann ist ¢ >¢. Oder anders gefaBt: aus
a > f folgt m > n und ¢ > 0.

Satz VII. Sei « > 8, dann existiert eine Zahl ', so daf
" (22) «=pf=pp
ist, und auch B’ ist mit a vertauschbar.

Beweis. Wir denken uns in (21) die rechte und die linke Seite in
die Normalform gesetst und vergleichen auf beiden Seiten die Glieder, die
groBer sind als ©*". Da m > n ist, so ergibt sich bei dieser Vergleichung

(23) 09 > 0*™(¢ +ar),
(234a) o > a*"="(g+ar).
Also definiert uns

(24) ¢ =0’ "="%(e+ar)+ o

in eindeutiger Weise ¢’. Diesen Ausdruck fir ¢ fithre man in die rechte
Seite von (21) ein, dann folgt

co"’"(G-&-ar) + ¢ = 0" (6 4-ar) + 0*"(6'+ar) + a,
oder

(25) o = o™(d' +ar) + 6.%%)

. *) Die Sitze I und II gelten auch fiir diesen Paragraphen, da ihre Ableitung
sioh nioht darauf stiitzte, daB « eine Limeszahl ist.

**) Gleichung (25) ka.nn man direkt erhalten, wenn man in Gleichung (21) beider-
seits die Glieder vergleicht, die kleiner sind als o™,
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Aus (24) und (25) folgt
(26) 0?0 +ar) + 6 = 0*®@-"(¢+tar) + ¢
Aus der Definition von ¢ ergibt sich, daB ¢ eine Limeszahl ist, und
aus (25) schlieBen wir

0" 6’ _< 0
und wegen ¢ << @™
@0t 0-’ _< mzm,

also ergibt sich

(27) ¢ << @fm—n,
Wir setzen nun definierend
(28) B =™ Mg 4 o'+ 1.

Dann ist @™~ wegen (27) der groBte nicht oberhalb §* gelegene Haupt-
typus und wegen (25) wird
BB = o*™a + 0" (¢'+ar)+ o+ 7
='"a+ 0+ 1r=4«q,
wihrend (26) besagt, daB
BE = 6'8%)
ist, denn (26) hat dieselbe Gestalt wie (21) und diese letztere besagte ja
¢f — Be. Damit ist (22) bewiesen und aus Satz II folgt sofort, daB
auch ' mit « vertauschbar ist. Wir bemerken noch die Beziehung

(29) «>f.

Satz VIII. Sei « > >0 und seien B, 8 mit & vertauschbar, dann ist
(30) ﬁ = aﬁu
(31) By << B,

und es ist (nach Satz II) B, mit « vertauschbar.
Beweis. Sei

(a) B=ow"a+6+7,

(b) d=owa+¥+7.
DaB 0 mit o vertauschbar ist, driickt sich aus durch die Gleichung
(21a) o (Y+ar)+e= w?(p+ar) + 9.
Diese Gleichung halten wir mit (21) zusammen; wire n = p, so folgte
aus beiden ¢ =1, also =0 gegen Annahme. Also ist n>p. Ma:n
bestimme nach Satz VII zu § die Zahl f=a*™Patd+7, fir die
o = BB = BB ist, und setze dann definierend

(32) ﬁ1’== ﬂ’d\ = w't(m-—n+}’)a,+ mf(‘m-—ﬂ)(w_{_ar) - 6l+ r.
Aus n > p folgt
(38) m—n + p-<<m;

* Das folgt auch direkt aus § 2, Satz IL
81*
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somit ist B, < «, und da nach (32) und Satz I 8" mit ¢ vertauschbar
ist, so existiert nach Satz VII zu B, eine Zahl (B,') = B, so daB

«=pp
=pop, =p'p
ist. Hieraus folgt (30) durch Division mit §. Ferner folgt aus (32)
(34) B) =By =0""Pa + .- <B.

Aus Satz VII und VIII folgern wir nunmehr

Satz IX. Bedeutel « die kleinste mit o vertauschbare Zahl, dann ist
jede mit o vertauschbare Zahl eine Potenz von o (mit endlichem Exponenten).

Beweis. Zunichst beweisen wir den Satz fiir « selbst. Wenn ¢ =«
ist, dann haben wir nichts zu beweisen nétig. Sei also « > «; dann
existiert nach Satz VII &' = «,, so daB

o= 00y = 00y O 0= ooy Oy

ist. Demnach ist &, > «. Gilt das Gleichheitszeichen, dann ist « = &2
die Behauptung wire bewiesen. Sei also a, > «. Nach Satz VII und II
folgt
Oy = GOy = Ogll Gl = Glg) Oy >= &5 0 > o,

Wenn o, = «, dann ist « = «® wenn aber o, > @, dann fahren wir so
fort. Da o> a; >0y >0a;>--. ist, diese Reihe aber abbrechen muB, so
folgt, daB es einen endlichen Index e geben muB, fiir den o, = w ist. Wir
erhalten demnach die Gleichungen

o =,
o, = oy,
0, = O

(35) A
“e—1= ae&7
¢, =a

und hieraus ergibt sich

(36) o = gt tL¥)

Genau ebenso beweist man nach Satz VII: ist » mit « vertauschbar und
y > «, dann ist

(87) y = o),
wo f <« und B mit & vertauschbar ist. Also ist § > .%*¥)

*) Fir e=0 ist « =@; aus (36) folgt, daB & mit keiner kleineren Zahl ver-
tauschbar ist, denn mit ihr wire auch @ %= « vertauschbar.

**) Es kann hier f =1 sein.
¥ Falls g>>1 ist.
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Nach demselben SchluBverfahren, durch das man zu (36) gelangte
D77

erhalten wir jetzt durch wiederholte Anwendung von Satz VII auf die
Zahl & = a die Gleichung

(38) p=1u.
Aus (36), (37), (38) folgt fir die Zahlen y >«
(39) y = wele+ )+ s

Damit ist Satz IX bewiesen. Es ergibt sich hieraus sofort, daB Satz V
guch in diesem Falle gilt.

Satz X. Sind B und p mit o vertauschbar, dann existieren swei
endliche Zahlen b und ¢, so dafs

( 40) ﬂc p— 7/b
est.

Beweis. a) « set eine Limesgahl; dann ist nach Satz 11 und Glei-
chung (13)

ﬁ — wtb’& — wr(b’+6)a + G.‘ftb'é, y = mz(c’-}-&i)a + mzc"é.

Da nun
(41) gt = @irW+a)—Tay (n:.—- 1, 2, 3))
ist, so ergibt sich sofort
dr@ ¥+3
pe =v?,

wo d= (¢ +a,b +a) der grobte gemeinsame Divisor von ¢ -+ & und
v + a ist.
b) « sei keine Limeszahl, dann ist nach Satz IX g =@, y =, also

< 13
(43) i =y?
wo d= (,¢) ist. Damit sind in beiden Fillen die Zablen b und ¢

gefunden.
Satz XL Sind o und B zwei tramsfinite Zaklen, swischen denen die
Gleichung

(40a) ot = fo
besteht, dann ist « mit B vertauschbar.
Beweis. « ist mit o», B mit fr=o" vertauschbar, also nach

Satz V auch « mit B.

§ 4.
Wir betrachten nun schlieBlich die Gleichung
) of = %)

* Gleichung (1) ist fir endliches « und transfinites p unmoglich, wie sich
zeigen 1a8t; daber setzen wir «, f > voraus.
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Sei wieder

) o=o'a+ ¢+ 7,
(3) B=0w"b+6+s.
Dann ist

(4) of = ot (ﬂ—S)aS*),
(5> ﬂa — mv(“’r)ﬂr.

Ist » =0, dann ist g ein Haupttypus; ist in diesem Falle s >0, so
muB wegen (1) auch «f, also o' = w*®~ Ve, daher auch « ein Haupttypus
sein. Somit ist e=ow* HEs wird dann of =w*f=f*=w"% also up=1ra.
Diese (Heichung enthilt aber einen Widerspruch; denn vea ist ein Haupt-
typus, uB aber nicht, da wpf in der Normaldarstellung mehr als ein Glied
enthilt, also kein Haupttypus ist. Gleichung (1) ist in diesem Fall un-

moglich.
Sei 7, s >0, dann ist
(6) o =ot'a+ .-+ 7,
@ F—aht s
Die Ausdriicke setzen wir in (4) und (5) ein und erhalten dann wegen (1)
(8) ofag + -+ @B~y = p'%h .. . f @¥@-7g,
Es folgt durch Vergleichung
(9> up=ve,
(10) w(f—s) =v(e—r),
(11) r=Ss.
(10) und (11) zusammen ergeben
(10a) w(B—71)=v(e—r).

Da nun wf=u(f—r) 4+ ur, va=v(e—r)+ vr ist, so folgt aus (9)

und (10a)

(12) wr = vr.

Hieraus ergibt sich nach § 1, GL (10) w =+ und daher wegen (9)

B =«. Der letzte Fall, der nun noch méglich ist, ist r = s = 0.
Gleichung (1), (4) und (5) zusammen ergeben w“f — w’® Also ist

) uh=ve.
Sei o7 der grofte Haupttypus nicht oberhalb u; w? habe fiir » die gleiche
Bedeutung. Dann ist (9) gleichwertig mit

(13) o' = ale.

*) Ist » ein Rest von 4, so bezeichnen wir die kleinste Losung g der Gleichung
A=p-+ov mit 1 —w.
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Aus 0=y folgt hiernach ¢=p. Diesen Fall schliefen wir aus und nehmen an

(14) 0>y, d=yp+e
Durch (14) ist & eindeutig definiert und (13) geht tiber in
(15) f=0ac=o0"ta+ .-

= "D

Hieraus ergibt sich
(16) v=c¢-+ i

Da nun o’+¢ das hochste Glied in der Cantorschen Normaldarstellung
von v ist, aber der grofte nicht oberhalb u gelegene Haupttypus of < o’ +*
ist, so folgt aus (16), daBl w?+* die groBte Hauptzahl ist, die nicht ober-
halb & liegt, d. h.

17 e 0t > 0t >
(18) e OV > p > o

Aus (17) folgt, daB & — o* ist. Also ist & eine ¢-Zahl.
Aus (18) folgt

(19) & = 0 > o
und daher

(20) &> .
Die Gleichung (15) schreibt sich jetzt
(15a) B =ca.

Sei nun umgekehrt & eine &-Zahl oberhalb der Limeszahl . Setzen wir
dann 8 = e, dann behaupten wir, daf f§ die Gleichung (1) erfilllt. Aus
o= ota + - - << &= w* folgt

(18) p<e
und daher
(19) we = é&.

Nun ist of = 0“6 = ot*¢ — o*® (wegen (19)). Weiter ist
ﬁa — (806)“'—: (wa—;-,u)oc____: m(s-{-p)a = %% == 0‘(9.

Somit ist (1) erfillt.®)
Wann gibt es eine Zahl f < «, fiir die (1) erfiillt ist? Dann ist

¢=c¢cf und &> f.
Daraus folgt, daB § dann und nur dann vorhanden ist, wenn

(2()) o= ' t"b + @ t"b, + @%by + -y

*) Aus f= ¢« folgt 6 =¢¢ und, da & >¢ ist, ergibt sich demnach ¢%= of.
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wo
(21) éwm‘>-'v>-»vl>y2>—...
ist. B ist durch (20) eindeutig bestimmt.

Wir fassen die Resultate zusammen zu folgendem

Satz. Die Gleichung & = f* st fiir f=a nur moglich, wenn «
eine Limeszahl ist. Verstehen wir dann unter ¢ eine beliebige &-Zahl ober-
halb «, so erfilllen alle Zahlen B = ca unsere Gleichung, und wenn p
sie erfiillll und oberhalb o liegt, dann hat B die angegebene Gestalt. (Unter
gewissen Voraussefzungen existiert unterhalb o noch ein einziges B, fiir
das o = 8° ist,)



