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V e r t a u s c h b a r k e i t  t ransf in i ter  0rdnungszahlen.*)  

Von 

ERNST JACOBSTHAL in Berlin. 

u 

Das kommuta~ive Gesetz gilt ftir die Addition und Multiplikation der 
C a n t o r  schen transfiniten 0rdnungszahlen im allgemeinen nicht. Dem- 
gemiil~ stellen die Gleichungen 

+ = + 

besehr~nkende Beziehungen zwischen a und ~ dar. 
Denkt man sich a gegeben, so geniigen auf Grund des assoziativen 

Gesetzes der Addition die endlichen Vielfachen yon ~ der Gleiehung (1), 
d. h. alle Zahlen der Form ~ = an, we n - ~  co ist. 

Wir  zeigen in w 1, dal~ alle n i t  a additiv vertauschbaren Zahlen die 
Gestalt ~ ~ = ~b haben, we ~ die kleinste n i t  a additiv vertauschbare Zahl 
(~-0)  bedeutet und b - ~  co ist. Daraus folgt dann, d ~  alle ndt a ver~ 
tasschbaren Zahten untereinander vertauschbar sind, und es zeigt sich wei~r, 
dal~ (1) denselben Inhalt hat wie die Gleichung 

Die Gleichungen (1) und ( l  a) folgen auseinander. 

*) IVIan vergl, n i t  den folgenden Un~ersuehungen die Resultate, die Herr 
(~. C a n t o r  in seiner i rbei t :  Zur Begr(indung der transfiniten Mengenlehret II, Bd. 49 
dieser Zeitschrift, pag. 239ff. abgeleitet hat. - -  Dabei m~chte ieh bemerke,~ dab 
sich in der Encykl. der math. Wissenschaften, Bd. I, 1~ pag. 194, Anna. 40 ein Fehler 
finder. Herr G. Cantor gibt n~mlich 1. c. die notwendigen und hinreiehenden Be- 
dingungen ffir die Gleichung ~ - ~ - ~ a  ~ur unter der Voraussetzung, da~ die Zahlen 
der zweiten Zahlklasse ~ und ~ yon der ersten Art, d. h. keine Limeszahlen sind. 
Die 0~ntorschen Bedingungen sind ja, wie die folgenden Untersuchungen zeigen, in 
der Tat nur ffir diesen Fall richtig. 

**) Transfinite Zahlen bezeichnen wir n i t  kleinen griechischen Buchstaben, 
endHche Zahlen n i t  kleiner lateinischer Schrift. 
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In w 2 und w 3 behandeln wir die Gleichung (2). Ganz analog weisen 
wir bier nach, daft alle m i t a  multiplikativ vertauschbaren Zahlen untcr- 
einander vertauschbar sind, und dab (2) gleichwertig is~ mi~ der Gleichung 

So welt entsprechen diese Resultate denen aus w 1. Aber es besteh~ ein 
Unterschied: die mit a multiplikativ vertauschbaren Zahlen fl sind nicht 
immer endliche Potenzen der kleinsten mi~ e vertauschbaren Zahl; ngm- 
lich dana nicht immer, wenn a eine Limeszahi is~. Doch auch in diesem 
Fall lassen sich alle Zahlen fl in einfacher Weise dars~ellen. 

In w 4 wird uns schlieBlich die Gleichung 

beschiif~igen. Fiir fl + a gib~ es bekanntlich im Gebiet der endlichen 
ganzen Zahlen nur eine Liisung, niimlich das Zahlenpa.ar 2, 4. Ganz anders 
abet liegen, wie wir zeigen werden, die Verhiiltnisse im Bereich der 
transfiniten Zahlen. 

w 1.0 
Sei uns a gegeben und es erfiille fl die Gleichung 

(1) + = + 

Aus (1) folg  

und hieraus ergib~ sic]a, dal~ a und fl beide endlich oder beide transfini~ 
sin& Wi t  nehmen daher der erste Fall,  in dem a und fl endlich 
sind, interessiert uns ja bier nicht ~ an 

(3) >- 

Sa tz  I. Sind fl und y mit ~ vertauschbar, so gilt yon fl + y gleichc~. 
Beweis .  AuBer (1) besteht noch die Gleichung ~-F ~ ~ a + 7- 

Addier~ man bier auf beiden Seiten fl, so folgt unter Benutzung yon (1) 

( ~ + 7 )  + '~---- '~ + (~ + r ) .  
S a t z  II (Umkehrung yon I). Sind 7 + fl und 7 mit  a vertauschbar, 

dann ist auch fl -F a = a + ft. 
Beweis .  I~ach u ist 

(a) ( r + ~ ) + ~ = ~ + ( y + ~ )  

(b) 7 + a = a + 7 .  

*) Ffir die foIgenden Untersuchungen setzen wir don mengentheoretischen Kalkul 
als bekannt voraus. ]~an finder elne sehr iibersichtlicho Darstelhng desselben in tier 
Abhandlun g yon Herrn G. H e s s e n b e r g: Grundb egriffo d or lYlengenlehre, Abhandl. der 
Friesschon Schule, I. Band 4. ttef~ (als Sonderdruck erschienen). 

**) a ~ 0 und ~ ~ 0 wird als trivial ausgeschlossen. 



(5) 
(6) 

B e w e i s .  
derar~ dab 

Ye~tauschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen. 477 

Wir ersetzen auf der rechten SeRe der Gleiehung (a) auf Grand yon (b) 
a -4 -?  durch ? + ~ uud erhalten so 

(c) 7 + ( ~ + ~ ) = 7  + (~+~).  
I-Iieraus folg~ abet, wie der mengentheoretische Kalkul lehrt, 

(d) 
S a~z III. Ist fl eine nicht unterhalb a liegende und mit a vertm~sch- 

bare Zahl,  dann ist 

(4) ~ --- ab + ~ 0 ~< ~, ~ ~< ~), 
and es gelten fiir ~ die Gleichungen 

. o ~ - a ~ a + p ,  

~ + ~ = $ + ~ .  

Da t3 ~ r ist, so existieren zwei Ordnungszahlen ~, 

es is~; also 
= a~ + 0"), 

+ + + 

W i r e  nun ~ fiberendlich, also 1 + ~ ---- ~, dann folgte a + ~ I= ~, eine 
Gleiehung, die (2) widerspricht; domnach ist ~ ~ co und ais endliche Zahl 
bezeichnen wir ~ mR b. Da welter ab und ~ mit a und mit fl ver- 
tauschbar sind, so folgi (5) und (6) BUS Satz II. 

Es bedeute nun ~ die kleinste yon Null verschiedene mit a ver- 
tauschbare Zahl, dann ist nach Satz III 

? r  a -<co ,  ~ '~ .~ .  

Da p' nach (6) mit r ver~auschbar ist und kleiner als E sein soll, so 
mu$ (~ '= 0 sein und es gilt 

(7) ~ -= ~a (a -< ~). 
ist mi~ keiner kleineren Zahl vertausehbar, deml mit ihr wire nach 

Sa~z I auch E a----a vertauschbar. 
S a t z  IV. list fl mit ~ vertauschbar, dann ist 

(8) ~ ----- ~b', (b'-< ~). 

B e w e i s .  a) Sei zua;4chst ~ -< a -- ~a. Aus dieser Ungbichung folg~ 

dab sich fl in die Form setzen liiSt: 
= ~b' + Q~ (q~-<~). 

IEieraus schlieSen wit nach Satz II~ da$ 

is~, und wegen ~ - <  ~ ergibl sich daraus Q~-~ 0 und sorer (8). 

*) Satz III la$~ sich auch leicht aus 8atz II folgern (otme Benutzung der Glei- 

chang t~ ~ a~ Jr" Q)- 
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b) Sei fl ~ . a ,  dann gilt (4) und (5); naeh FM1 a) folgt daher 
p ~ "St, wo r - ~  co ist. (4) geht dadurch unter Beriicksichtigung yon (7) 
fiber in 

fl = -dab + "dr = -d b', 

wo b'----- a b + r" gesetzt is~. 
Es folgr sofo~: 
Satz  V. Sind p und 7 mit u vertauschbar, dann ist auch fl mit 7 

ver~uschbar. 
Der Beweis ergibt sich aus den Gleiehungen 

und weiterhin folgt 

(9) 

w 

b ' + c ' = c ' + b ,  

fie'---- 7b'. 

Satz VI. Seien a, fl zwei  transfinite Zahlen, zwischen denen die 
Gleichung 

(9a) ab"---- rid'  

besteht, dann ist fl mit a vertauschbar. 
Beweis.  a is~ rail a b " =  fla" und fla" ist mit fl vertauschbar~ also 

nach Satz V a mit ft. 
Es folgr aus (9a) sehr leieht: 

b " a" ( lo)  " - x  = 

w e n n  d ~ (a", b") ist. 

{}2. 

Sei uns u gegeben und fl erftille die Gleichung 
( 1 )  = 

Es l~il~t sigh !oicht zeigen~ dab aus u - ~  m auch f l -~  co folgt. Sei also 
wieder a ~ - ~ .  Genau wie in w 1 beweist man aueh hier: 

Satz  I. Sind fl und 7 m i t a  vertauschbar**), so gilt yon f17 gleiches. 
Satz  II (Umkehrung yon I). Sind 7fl und 7 mit a vertauschbar, 

da~m ist auch 

Bis hierher geht die Untersuchung mit der in w 1 parallel. 

*) c~ ~ 1 und ~-~ 1 schlieBen wit als trivial aus. 
**) Yer~auschbar schieehthin bedeute~ im folgenden ,,mul~iplika~iv vertauschbar". 
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5et~t machen  wir  Gebrauch yon der Theorie der H a u p t z a h ~ . * )  Der 

hSchs te  n i ch t  oberhalb a gelegene Haupt typus  sei m."; ~ habe ftir ~ die 

g le iche  Bedeutung.  Dann  ist 

(2) a = co~' a -4- e d- r , a , r -< so ; @-<co."} 
(3) fl = co ~ b d- ~ d- s, b, s - <  co; ~ -<  co ~ P' ~ sind Limeszahlen. 

W i t  behandeln in diesem l~ara#rayhen nu t  den _Fall, in dem r =  O, 

also ~ eine Lime~szahl ist. 
Sei also r = 0, dann ist auch s = 0, d. h. fl eine Limeszahl. W~re 

n~ml ich  s > -  0, dann ist  

a# = ~,"+*b + e."~ + ~ ' a s  + e, 

Also ist wegen (1) 
co."+~b -~ ~."~ -4-, eo,"as d" O = ~"+~'a "4- eg"~. 

Diese Gle ichung  stellt  einen Widerspruch dar; die l inke Seite, in die 

Cautorsche Normal form gesetzt, wiirde anders ausfallen als die rechte Sei~e. 

Setzen wir  also s = 0, so wird 

und (1) geht fiber in 
(4) ~o~,+'b + ~,"~ = ~o'+,a + ~'~.  

W e g e n  der Eindeut igke i t  der Darstel lung einer transfiniten Zahl  als 

S u m m e  nich t  zunehmender  Haupt typen  zerf~llt (4) in die Gleichungen 

(5 )  + " = v + 

(6)  

(7 )  = 

A u f  Grund  yon w 1 k6nnen wir (5) erset;zen dutch 

(Sa) 
we �9 mit keiner kleinerea Zahl additiv vertauschbar is~.**) 

*) Hauptzahl nenn~ Herr Hessenberg I. c. S. 578 eine Zahl, die allen ihren (yon 
1%ull verschiedenen)Resten gleich ist. Diese Zahlen sind identisch mit den Potenzen 
yon e~ und werden yon Herrn Hessenberg direkt zur Definition dieser und der Potenzen 
beliebiger Zahlen benutzt. Die Hauptzahlen sind additive Primzahlen; daher ist die 
Cantorsche Normaldarstellung transfiniter Ordnungszahlen das additive Analogon der 
mul~iplikaf~iven Darstellung endlicher Zahlen dutch Primzahlen. Dagegen ist die 
Produk~formel, die Herr G. Cantor 1. e. fiir die transfiniten Ordungszahlen aufgestell~ 
ha~, nieht yon der gleichen Be4eutung~ denn die dabei auf~retenden mul~iplikativ 
irreduzibelen Zahlen haben nut in gewissen Fi~llen Primzahleharakter. --  Mit Benutzung 
der Bauptzahlen kommt man in w 1 schneller zum Ziel; wit wollten aber in w 1 absichtlieh 
die Untersuchung mit mSglichst wenig Hilfsmitteln ffihren. Es li~l~t sieh leicht zeigen, 
dal} die in w 1 eingefiihr~e Zahl ~ die Form hat ~ = ~W-t-Q, we e - ~  ~ ' '  is~. Alle 
mi~ a addit~iv vertauschbaren Zahlen habeu die Ges~al~ # =  r - e (b '~ 1 ,2 , . . . ) .  

**) v ist dutch t~, also duzch ~ eindeutig bes~immt; ist t~ endlich, dann ist v ~ 1. 
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Ist ~-----v, so folg~ aus 

Sei also /z ::>- ~, d. h. 
sich dann 
(8) ~, - - - -  

(9) -- 

ErneST JXCOBSTH~L. 

0 = a ,  ~=/~ .  
m ~>- n und demnach 

Stellen wir das bisherige 
Zahl fl hat die Gestalt fl = ~ ' a  + a, wobei 

CO~'n6 ~ eo~n 0 

bestimmt; und es ist, falls a ~ fl ist, 

a ~ - ~ .  Aus (7) ergib~ 

eo~(m-n) 6 , 

( ~  ( "  - ") f l  . 

zusammen: jede m i t a  = o~=a ~ 0 vertauschbare 
sich aus der Gleichung 

Alle Zahlen fl der angegebenen GestaR sind aber auch m i t a  vertauschbar. 
Sei nun ~ die kleinste mit a (multiplikativ) vertauschbare Zahl, dann 

folg~ flit fl = ~, da ja a ~ ~ ist, 

J'ede mit a vertauschbare Zahl 7 hat die Gestalt 

(11) r - -  

Bewois. a) Wenn 7 ~  a ist, dann ist; nseh (9) und (10) 

0 o )  

Sa~z III. 

8.180 

(II) 

b) Sei u > - ?  ___~ ~, dann ist nach (9) und (10) 
a -~- co~c"?  ----- c o r a ' S .  

Wegen ? ~ ~ folgt hieraus c"----~ a' und demnach 
(11) y -  co~(='-~")~ _-- co~r 

Satz IV. Jede mit a vertauschbare Zahl 7 ist auch mit ~ vertauschbar. 
Beweis. Nach dem, was oben tiber die Gestalt jeder mi~ a ver- 

r Zahl bemerkt wurde, besteht ffir ~ die Gleiehung: 
= + y. 

Aus (,11) und (12) folgt for jede mit a ver~auschbare Zahl 7 

(18) ? = ~'(r + co~~ 
Man bride aus (12) und (13) 7~ und ~?: 



Satz V. 
tausc~bar. *) 

Beweis .  

also 

Genau ebenso folgt 

and hieraus 
(14) 
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Sind ~ u~u~ 7 mit ~ vertauschbar, so ist auch fl mit 7 vev- 

Nach Satz III ist 

#r=r#. 
Aus Satz V schlieSen wir, dab ~ mit keiner kleineren Zahl vertauschbar ist. 

Warm sind alIe m i t a  vertauschbaren Zahlen co~'-5 endliche Potenz~a 
einer und derselben Zahl ~? Da auch ~ eiae Potenz dieser Zahl (~ sein 
miil~te, also mit (~ vertauschbar w~re, so muB wegen der vorhergeheaden 
Bemerkung diese Zahl gleich ~ sein. Unsere Frage lautet also: waan 
haben alle Zahlen co~e~ ( c '=0 ,1 ,2 , . . . )  die Gestalt ~' (1-<e-~co)? Die 
Gleichung 

(15) = 

geht wegen (12) fiber in 

(16) eo~(c'+a)a -4- co~~ = a~oa + ~( .~-  1)~. 

Gleichung (16), also auch (15), ist dana and nur dann erftillt, wean 

c'= (e-lJ 
ist, d. h. wenn jedes ganzzahlige c' dutch g teilbar ist. Also mul~ 

g = l ,  c ' - ~ e - - 1  

sein. Die Gleichung (15) laut~t jetzi 

Wir  erhatten so 
Sa tz  VI. AlZe mit ~ vertauschbaren Zahlen sind dann and nut dann 

_Potenzen der kleinsten mit a vertauschbaren Zahl -5, wenn -5 die Gestalt hat 

( t 8 )  = + o, 

wo z mit  keiner kleineren Zahl add#iv vertauschbar und ~ eine unterhalb 

eo ~ gelegene Limeszahl isL**) 

*) Dieser $atz li~l~t~ sich leich~ direkt aus den (}lei~hungen (ha), (6) and (7) 
herleiten; es ist nut 0 aus zwei Gleichungen der Form (7) zu elimiaieren. Aus V 
folg4 dann IV und III. Wi~ h~ben unsere etwas l~ngere D~rst~llung gewRhlt, um 
die an~loge, abet sehwierigere Untersuchung in w 3 dora Verst~ndais nigher zu bringen. 

**) Dafiix dai~ ~ diese Form hat, ist notwenclig und hinreichend die Bedingong 
/~t~-v(m--l), wenn m~' das niederste Glied in der Cantorschen Normaldarstellung 

yon a ist. -- Ist m ~- 1 und ~# -~ ~, d~nn is~ a ~ ~; flir m ~ 1 ist st~t~ ~ -- ~. 

31 
M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n .  L X I I ~ .  , 



grSl~er sind als co *'. 

(23) 
('2~a) 
Also definiert uns 
(~4) 
in eindeu~iger Weiso a'. 
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3.*) 
Nachdem wit nun die Gleichung (1) in w 2 unter der Voraussetzung 

behaadelt haben, dab ~ eine Limeszahl ist, setzen wir jelz~ voraus: a ist 
keine Limesza]d. Dana folg~, dab auch fl keiae ist. Zu den Gleichungen 
('2) und (3) des vorigen Paragraphen kommen also noch die Beaingungen 

r , s ~ - O .  
(1) geh~ jetzt fiber in 
(19) eo~'+~b q- co~(a4-as) + Q + r = co~+~'a + co~(~-bbr) + a + s. 

und diese Gleichung zerf~llt in 
(5~) ~, = ~m, ~ = ~n, 

(6) . - b, 
( S 0 )  r = s ,  

(21) aW"(a + at) -~ q ~- co~n(~ ~- ar) + a. 

Mso sind alle mit a =~ co~"a % q + r vertauschbaren Zahlen yon der 
0est~l~ fl -~ a ~ a  -b a + r; a bestimmt sich aus (21). W~ihl~ man um- 
gekehrt n trod a so, da~ (21) erftill~ ist, dann is~ das dadurch definierte 
fl mi~ a vertauschbar. 

Aus (21) folgt wegen der Eindeutigkei~ der Cantorschen Normal- 
darstellung einer tra~sfiniten Zahl: ist m = n, so is~ p ~ a, also a-----fl; 
ist aber m ~ -  n, also a ~- fl, dann ist p ~>- a. Oder anders gefa~t: aus 

~ -  fl folg~ m :>- n und q ~-  a. 
S a tz  VII. Sei a ~ - f l ,  dann existiert eine Zahl fl, so daft 

(~) ~--- ~ ' =  ~'~ 
ist, und auch fl' ist mit a vertauschbar. 

Beweis .  Wir  denken uns in (21) die rechte und die linke Seite in 
die Normalform gesetzt und vergleichen auf beiden Seiten die ~lieder, die 

Da m ~ - n  is~, so ergibt sich bei dieser Vergleiehung 

P ~ co*( ' - ' ) (a+ar) .  

- -  ~ ' ~ - ' ) ( ~  + at) + ~" 

Diesen Ausdruck ffir q ffihre man in die rechte 
Seite yon (21) ein, dann folgt 

~ " ( ~ + a , )  + ~ = ~,*, , (~+a~) + ~ , , ( ~ ' + a ~ )  + ~, 
oder 

*) Die S~tze I and II gelten auch ffir diesen Paragraphen, 
aieh nich~ dar~uf st~itzte, da6 ~ eine Limeszahl ist. 

da ihre Ableitung 

*') Gleiohung (25) kann man direkt erhalten, wenn man in Gleichung (21) beider- 
sei~ die Glieder vergleich~, die kleiner sind als s~". 
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Aus (24) und (25) folg~ 

(26) ~o~-(o" + ~ )  + ~ = ~o'(---)(e+ ~ )  + r 
Aus der Definition yon a' ergibt sieh, da$ d eine Limeszahl 
aus (25) schlieSea wit 

co~'~ a ' -< 
und wegen O "< c~ 

also ergibt sigh 

@75 
Wir  setzen nun 
(28) 

a' "~ co ~(*~-"). 

definierend 
#' = co~(~-")a + ~' + r.  

ist, und 

Dann ist co ~(~-') wegen (27) der gr5$te night oberhalb fl' gelegene Haupt- 
typus und wegen (25) wird 

t i f f '= co~,,a + co~'( a '+ ar) + (f + r 

= co~'~a + 0 + r = a ,  

w~hrend (26) besagt, dab ##'= #'#*) 
"a 

ist, denn (26) hat dieselbe Gestalt wie (21) und diese letztere besagb 3 
aft ~ ~a.  Damit is~ (22) bewiesen und aus Satz II folgt soforr dal~ 
auch fl' mi~ a vertauschbar ist. Wir bemerken noch die Beziehung 

(29) a >- #'. 
Sa tz  VIII. Sei a >- # >-~  und seien #, ~ mit a vertauschbar, dann ist 

(30) # = ~ #1, 
(3~) #~ -< #, 

und es ist (nach Satz I I )  fll mit a vertauschbar. 

Beweis .  Sei 
(a) ~ ~ o~"a + a + r, 

(b) o~ = co~a + ~P + r. 

Da$ 6 mit ~ ver4ausehbar is~, drtiekt sigh aus durch die Glebhtmg 

(2ia) co~,.(~ + at) + q = ~,~p(o +at )  + ~,. 
Diese Gleiehung ha lbn  wir mit (21) zusammea; wire n - - p ,  so folgte 
aus beiden a ~ P ,  also f l ~  6 gegen Annahme. Also ist n:>-/~. Man 
bestimme nach Satz VII zu fl die Zahl # ' - - ~  "r + d +  r, ftlr die 
t~-----~'= ~'~ is~, und setze dann definierend 

r (32) # . = # . ~ = ~ , ~ ( ~ - . + ~ ) ~ +  ~,.(..-.)(,#+ar)-r + r .  

Aus n > - p  folgr 
(33) m - -  n + ~o -< m; 

*) Das folg~ ~uch direkt ~us w 2, Sa~z If. 
81" 
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somit ist f l l ' ~  r und da nach (32) und Satz I fli' m i t a  vertauschbar 
ist, so existiert nach Sa~z VII  zu ill' eine Zahl ( i l l ' ) '=  ill, so dal3 

l 

ist. Hieraus folgt (30) dutch Division mit #'. Ferner folgt aus (32) 

= - -  + . . .  < 

Aus Satz VII  und VIII  folgera wir nunmehr 
Sa~z IX. Bedeutet 5 die kleinste m i t a  vertauschbare Zahl, dann ist 

jede mit a vert~schbare Zahl eine t)otenz yon -5 (mit endlichem Exloonenten). 
Beweis .  Zun~chs~ beweisen wir den Satz fiir ~ selbst. Wenn a = -5 

ist, dann haben wir nichts zu beweisen nStig. Sei also ~ ~--5; dann 
existier~ nach Satz VII  -5'= a~, so daI3 

a = - s u  l = u  1-5; ~ u = a a  l; a : > - ~ l  

ist. Demnach ist u~ >--5. Gilt das Gleichheitszeichen, dann ist a = ~ ,  
die Behauptung w~re bewiesen. Sei also r ~" -5. Nach Satz VII und II 
folgt 

Wenn r = -5, dann ist ~ = -ss; wenn aber u~ ~--5,  dann fahren wir so 
fort. Da a > - a  i ~-u~ ~>-a~ > - . . .  ist, diese Reihe aber abbrechen mul~, so 
folg~, dal~ es einen endlichen Index e geben mul3, ftir den ae---- -5 ist. Wir  

( 3 5 )  

erha lbn  demnach die Gleichungen 

O~ 2 

----- ~ 1 ~  

~-- 0~20~ ~ 

und hieraus ergibt sich 

~Ze_ 1 = O~e-5 , 

~ e  ----- ~ 

= -se + 1 . , )  

Genau ebenso beweist man nach Satz VII: ist ~, m i t a  vertauschbar und 
7 ~>: a, dann ist 

_ 

wo f l - ~  a und /~ mit a vertauschbar ist. Also ist fl ~--5.***) 

*) Fib e-----0 ist a-----~; aus (36) folgt, dab ~ mit keiner kleineren Zahl ver- 
tauschbar ist, denn mit ihr wire auch ~ e + l =  a ver~auschbar. 

*~) Es kann hier ~-----1 sein. 
***) Falls ~ )~-1 ist. 
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Nach demselben SchluBverfahren, (lurch das man zu (36) gelamgte, 
erhalten wir jetzt dutch wiederholte Anwendung yon Satz VIII auf die 
Zahl ~ = a die Gleichung 

(38) fl = ~. 

(39) 7 = ~(~+~)+L 
Damit ist Satz IX bewiesen. :Es ergibt sich hieraus sofort, dab Satz V 
auch in diesem Falle gilt. 

Sa tz  X. Sind fl und 7 mit a vertauschbar, dann existieren ~wei 

e~dliche Zahlen b und c, so daft 

~~ 7 ~ (40) 
ist. 

Beweis .  a) a set eine Limeszahl; dann is~ nach Satz Ill  und (~lei- 

chung (13) 

D a  i lUI1  

(41) fl~ = c~ ~ 
ist, so ergibt sich sofort 

c ' + ~  b'-i- ~ 

_ T d  

(n = 1, 2, ~,-..) 

wo d-----(c'+~, b'q-~) der grSBte gemeinsame Divisor yon c 'q -~  und 

b' + ~ ist. 
--b F 

b) ~ set keine Limeszahl, dann ist nach Satz IX fl = a , 7 = a~', also 
C' b ~ 

(43) = 7  
wo d =  (b ' ,c ' ) i s t .  Damit sind in beiden Fiillen die Zahlen b und c 

gefunden. 
Sa t z  XI. Sind a und fl zwei transfinite Zah~en, zwischen denen die 

Gleichung 

besteht, dann ist ~ mit fl vertauschbar. 
Beweis .  a is~ rnit a b~, ~ mit fl~, = a b~ vertauschbar, also nach 

Sa~z V au6h a mit ft. 

w  

Wi t  betrachten nun schlieBlich die Gleichung 

*) Gleichung (1) ist fiir endliches ~ und transiinites ~ unmiiglich, wie 8ich 

zeigen lil~t; daher se~zen wit 6, ~ - ~  voraus. 
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Sei wieder 

(2) 
(a) 
Dana ist 
(4) 

(5) 

Is~ r = 0 ,  dann is~ fl~ 
muB wegen (1) auch a~ 
sein. Somi~ ist a = cos. 

= co,~a + q § r ,  

t~fl ~--- co*' (fl-s)~cs,)~ 

t~ ~ = ~ ( ~ - ~ ) t ~ ' .  

ein Haup~typus; is~ in diesem Falle s >-O,  so 
also a ~ =  co~('-~)r daher auch a ein ttaupttypus 
Es wird dann a~ = co~ = fl~ =-- co "~, also #fl = va. 

Diese Gleichung enthgR abet einen Widerspruch; denn va is~ ein Haupt- 
typus, #fl abet nicht, da ~fl in der Normaldars~ellung mehr als ein Glied 
enth~il~, also kein Haupttypus ist. Gleichung (1) is~ in diesem Fall un- 
mSglich. 

Sei r, s >-  0, dana ist 

(6) ~ =  ~ a  + - . -  + r, 

(7) f i r=  co~ b + . . .  A- s. 

Die Ausdriicke setzen wir in (4) und (5) ein und erhalten dann wegen (1) 

(8) ~ t ~ a  + . . .  + co~(~-~)r = co~b + . . .  + ~(~-~)s .  

Es folg~ durch Vergleichung 
(9) ~fl = r e ,  

(lo) ~ ( ~ - s )  = ~(~-~) ,  
(11) ~ = , .  
(10) und (11) zusammen ergeben 

(10a) .~(~--~) = ~(~--~). 

Da au~ ~ = , ( ~ - - ~ ) + , ~ ,  ~ = ~ ( ~ - - r ) + ~  i~t, ~o eolgt a~  (9) 
und (10a) 

(12)  ~ , r =  , , r .  

Hieraus ergibt sich n a c h w  1, G1. (10) /~ = v  uad daher wegen (9) 
/~ = er Der letz~e Fall, der nun noch mSglich ist, is{ r = s = 0. 

Gleichung (1), (4) und (5) zusammen ergeben co~ = co ~ .  Also ist 
(9) ~ = ~ , .  

Sei cot der grii$~e Haup~typus nicht oberhalb #; co ~ habe ftir v die gleiche 
Bedeutung. Dana ist (9) gleichwertig mit 

*) Ist  v e i n  Rest yon l ,  so bezeichnen wit die kleinste LSsung g der Gleichung 
;t ~ - f - ~  mit  ;~-- ~,. 
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Aus ~ '  folgt hiernaeh a----ft. Diesen Fall schlie$en wit  aus und nehmen an 

(14) ~ >-  7, ~ --  ~ + e. 

Durch (14) ist ~ eindeutig definiert und (13) geht tiber in 

(15) ~ = co~ = {De+~a + . . .  

= co~b + . . . .  

ttieraus ergibt sich 

(16) 

Da nun ~ +e das 
yon v ist, 
ist, so folgt aus (16), dab {Dr+e die 
halb e liegt, d. h. 

(17) 

Aus (17) folgt, da$ 
Aus (18) folgt 

(19) 

und daher 

(20) 

grSSte Hauptzahl ist, 

v----- e-k- g. 

h6chste Glied in der Cantorschen Normaldarstellung 
abet der grSBte nicht oberhalb g gelegene Haupttypus {Dr.< cot+' 

die nicht ober- 

= {D~ ist. Also ist e eine ~-Zahl. 

---~ {D e > -  03, tt 

8 > - ~ .  

Die Gleiehung (15) schreibt sich jetzt 

(15a) fl = ea. 
Sei nun umgekehr t  ~ eine ~-Zahl oberhalb der Limeszahl a. 
dann fl-----e~, dann behaupten wit ,  dab fl die Gleichung (1) 
r ---- coF'a + �9 �9 -<  ~ --- {D" folgt 

(18) 
und daher 

(19) 

Nun is~ 

Setzen wit 
erfiillt. Aus 

a ~ =  co~,t~ _--co~'e" = co e~ (wegen (19)). Weiter ist 

Somit ist (1) erfifllt.*) 
Warm gibt es eine Zahl /~-<: a, fiir die ( i )  erftill~ isi? Dann ist 

a = ~ f ~  und ~>- /~ .  

Daraus folgt, da$ fl dann und nut  dana vorhanden ist, wen~ 

(20) ~ =- ~e+~b + co'+',bl + coe+~4 + ' "  ", 

*) Aus ~ ~ e~ folg~ ~ = s q und, da a >- r  ist, ergibt sieh demnach r ~ 6e. 
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WO 

-~ ~" ~"  v ~ -  vl ~ v2 ~>" " " 

ist dutch (20) eindeutig bestimmt. 
Wit  fassen die Resultate zusammen zu folgendem 
Satz. Die Gleichung ~ •= fl ~ ist fiir 3 ~= a nur m6glich, wenn a 

eine Limes~ald ist. Verstel~,n wi t  dann unter ~ eine bdiebige ~-Zahl ober- 
halb a, so erfiillen alle Zalden fl-----~a unsere Gleichung, und wenn fl 
Me erfiillt und oberhalb a liegt, dann hat fl die angegebene Gestalt. (U~ter 
gewi, u ~  Vorausse~ungen existiert unterhatb a noch ein einziges fl, fiir 


