TUber die Cesarosche Summabilitit bei Reihen und eine
Erweiterung des Grenzwertbegriffs bei integrablen
Funktionen.

Von
Gustav Doetsch in Hannover.

Die vorliegende Arbeit zerfillt in zwei, in der Hauptsache parallel
lanfende Teile, von denen der erste sich mit den Cesaroschen Mitteln
bei Reihen, der zweite mit analog gebildeten Mitteln bei integrierbaren
Yunktionen beschiftigt. Die Sitze flieSen aus gewissen Grenzwerttheoremen
der Differenzen- und Differentialrechnung, die auch selbstindiges Inter-
esse haben.

Erster Teil.
Uber die Cesarosche Summabilitiit bei Reihen.

§ 1.

Zwei Grenzwertsiitze der Differenzenrechnung.

Ist eine Folge von reellen Zahlen gegeben: y, v, ..., 7., ..., 80
setzen wir: ,
Ayn 7751 ;Vn-}_ (ngll,
d‘}’n~A7’" MA/N 1 (%22),
Ar?n-— AT_l/n ~1 A?’—l yu—l (n_____r).
Satz L. Ist .
Z—>A4 fir n—oc
H
und
4B> o fir mzn22.
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162 3, Doetsch.

wo A und k beliebige reelle Konslante und ¢ > 0, so ist

Ay,
R Ak.
Beweis, Der Spezialfall & = 1 dieses Satzes ist von Herrn Fujiwara?)
bewiesen worden. Seine Methode 148t sich aueh im allgemeinen Fall

anwenden, — Durch Induktion beweist man leicht folgende Formel:

};m.__ 7113 (m—-—')?.)[f7017—-“42';/”1—(*2;{‘27?“’1—;—3427*” —2+"' —%«<m“n>427n+1
fir m >n2>1.

Unter den Voraussetzungen unseres Satzes ist also fiir m > n > n, — 1:

Jm T Vn 4 7n
-1 B
¢ I k-2, ¢ k-2, : k—2

S A 22 (m—1) Tsm—z) A - (m—m) (n1F )
In der Klammer stehen die Werte der Funktion g(z) = (2 + 1)(m — z )
fiir die ganzzahligen Argumente des Intervalls J: 0 <z <m —n—1.
Fiir £ <2 wichst g{z) in diesem Intervall sicher, filr £ >> 2 aber auch,
wenn nur m hinreichend grof und % so nahe an m gelegen ist, dafl
< ;z — ist /\L > 1) Denn g(z) hat Extrema bei den Wurzeln vop

2 \k—3

0=¢g' (ac)=(m—*n:}k~ —(z+ 1)k —2)(m—=)"",

also im Falle k> 3 bei z,=m und z,= Qm'%f-%iz—», im Falle 2 <k <3
nur bei x‘,zmz{%ﬁ. x, liegt auBerhalo J; x, ebenfalls, wenn ﬁ ;:— ;,
denn dann ist a fortior
k-1 i
4

i n(E=2y

also
m—k-2

mo—n— 1 < PRl

g.2) ist also in J monoton. Fiir hinreichend groBe m ist aber g(1)>g(0),
also wé,chat g{x) in J sicher, wenn im Falle £ > 2 nur m hinreichend

grof und ™ < Z”wi ist. Unter diesen Bedingungen erhalten wir also bel

k-
m > n dle Abscha,tzung.
¢ Ym— ¥n A7 ¢ k-2
{ el AR e e — R (B 1
() m—myn* 1T wFt (m— )y n®t )’ (n+
A (T m
TR ET ITn) \n 1)‘

%Y Matsusaburd Fuojiwara, Uber summierbare Reihen und Integrale. The
Téhoku mathematical journal 15 (1919), 8. 323329 (8. 325, 826).
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Weiterhin gilt die zu der zuerst benutzten analoge Formel:

Im— = M=) Ay, 4 Ay, 4247y, 847y, a—m— 1) 4y,
fir a >m-+-121.

Unsere Voraussetzungen liefern also bei n >m -+ 12>2n, — 1:

Ym e — Aya
(m —myn*t Topkmt
¢ k- ANE~-2 : ; k-2 \ . 3
et {m 2 2 3 3 () T~ (nem— 1) n ¥

(n—m)n
Eine ghnliche Uberlegung wie oben zeigt, dafl die Glieder in der Klammer
wachsen, wenn nur m hinreichend groB ist und im Falle £ <21 die Zabl m so

. 1—k A L . .
nahe an n liegt, daf " ; > gy, st \: -<_1). Unter diesen Bedingungen
finden wir also bei n > m - 1:

— Ayn ¢ 2 g2 Ay ™
oy __ /mTIn Pr ot e w — AVa ( __7_)
= (m - n)n®* = 257 (n—my ==Lt pkt el /e

Wir lassen nun m und 2 gegen oc wachsen nnd zwar so, daf %
gegen eine feste Zahl ¢ == | strebt, wobel
im Falle m >n bel k> 2

k1

Lo oy

s s B®>m—1 bel k<1
- k-1

}/>8/Z—:'}

sein soll. Naeh Voraussetzung ist
Ym=Am* - 0(mt),
v,=An¥ + o(nt),

- W
also beil e
/

m \
Yus ™ Vu "An"ﬁ'\,;— )-rO(n’“)>

[Ny
T TI__ImTIn 4 3_’13___ —0(1)
(m —n)n® » ‘\ﬁ’:_l m_y ’
. n
olglich .
B st SR Rt
1 g—1

Aus unseren Abschitzungen (1) und (2) geht also hervor:

}’—~ .
A : >hmsup A —-efe— 1) (e>1),

1:-1

(e << 1).

=L

11*
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Hierin lassen wir ¢ von rechts, bzw. von links gegen 1 streben und er-
halten:

Akgumsupi‘%,
N=w n

Ak < lim mf "
folglich "
lim 472 — A k.
n=w %N
Batz 11. Ist .
ed i noo
und 4.
~j';”— > —c fir n>n,= r,
k2

wo A belicbig reell, r gomzzahlig > 2, d > — 1 und ¢ > (, so st

A7n A (r+d),

,;;r-%d«l

j’M"" At d)(r—d— 1)

Ar 7n A d d 1 5P d
1+d (T-P‘ )\7""‘ - K-’T i

Beweis. BEs ist fiir n > n,:

P
=1 r—1 \ | r—1 r—1 N 7
4"y, — 4 7%——2/ (A = Ay =2 A",
»=Re+1 r=ns—1

also unter unseren Voraussetzungen

b2 ¥
r—1 ?1 - r—1
47y, > 4 yno—czw‘l/d y%——cg re,
re=1

PPy 1
Im Falle d > 0 haben wir

2,@__{ nd—t,
»=1
im Falle —1<d <0
L a1
=1

vd<jyddv—

v-..l

Da né+t fiir d > — 1 mit % gegen oo wichst, so kann man ¢; >0
so wahlen, da fir n >0, >r=>2

47y, > — ey ni
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ist. Ganz ebenso folgt:

ATy > — gy mate (e, > 0),
Ae P > — Creg ntra-2 <cf"2 > O)

fiir » 2> n,. Satz I, angewandt auf y und k=17 -+ d, liefert:

A+
M Alr-d);

nr-}—(l—l

angewandt anf Ay und b=7r-1+-d—1:

S AL d) (r+d - 1)

usw.; zuletzt
A7 gtr L dy(rtd—1)...(d+2)
= (r - ‘ o (d+2).

§ 2.
Satze iiber die mit der Cesiroschen Methode summablen Reihen.

Ist die konvergente oder oszillierende Reihe @, a, ... gegeben, so
definieren wir mit Cesaro?), Herrn Knopp?) und Herrn Chapman*) eine
Folge von Zahlen s (n=0,1,.. ) fiir festes reelles b+ —1, —2,...
durch

n
w N7 ITletk—=x+1)
o —FZO T+ Tn—zs1) %

Dann gilt die Beziehung

AP =57V,
Hat die Folge der Zahlen

I'(k+1)s®
I'(k- k)sn n=1,2,..)

T

bei- einem bestimmten % fiir n— 00 einen Grenzwert, so heifit die Reihe
ay+a, -+ ... summabel (C,k); ist sie beschriinkt oder (bei reellen a,)
einseitig beschrinkt, so heift die Reihe beschrdnki, bzw. einseitig be-
schranks (C, k).

%) B. Cesiro, Sur lo wmultiplication des séries. Bulletin des sciences mathé-
matiques, 2° série, 14 (1890), 8. 114120

3) K. Knopp, Grenswerte von Reihen bei der Anndherung an die Konvergenz-
grenze. Inauguraldissertation, Berlin 1907, 8. 45.

9 8. Chapman, On non-integral orders of summability of series and inlegrals.
Proceedings of the London mathematical society, series 2, 9 (1911), 8. 869—409.



166 G. Doetsth.

Ich behaupte nun folgende Theoreme:

Satz 1. Ist eine reelle Reihe summabel (C, k) {(k=+0, —1, —2...)
und einseitig beschrdnkt (C, k — 2), so ist sie schon summabel (C, k—1)

Beweis. Folgt unmittelbar aus dem Grenzwertsatz I des §1.

Satz 2. Ist eine reelle Reihe einseitig beschrinki (C,d) (d > — 1)
und von irgendeiner Ordnung k summabel {C, k), so ist sie summabel
(C,d+1), d. h. ist sie nicht summabel (C,d - 1), so ist ste von keiner
Ordnung summabel (C, k).

Beweis, Ich wihle » ganzzahliz > 2 so groB, da r+d >k ist.
Dann ist die Reihe bekanntlich auch summabel (C, r - d), und wir er-
halten aus den Voraussetzungen

Fr+d=1)sfr

— 8
+d
und n’
Fa-bs? i A oL S SR
n® (r+d){r—d—1)...{d—1)} n?
nach Satz 11 des § 1:
- CgL .
A0 (r+d+ 1) sy
pdrt
, r{a—2)si™" :
=(rtd)rd—1).. (d+2) (- d) (A 28
%
also I(d+2)sery
e — 5.
,”d+l
Die Erginzung des Satzes 2 fir den Fall d = — 1 wird, wenn man

s\~Y=a, definiert, geliefert durch den Satz von Herrn Landau®):

Ist eime reelle Reihe summabel (C, k) und na,> —c, so ist sie
konvergent.

Sein Spezialfall k =1 ist in Satz 1 enthalten®).

Auf Grund von Satz 1 gelingt es, einen Satz von Herrn Rosenblatt?),
dessen Beweis acht Druckseiten lang ist, in wenigen Zeilen zu folgern:

3 E. Landau, Uber die Bedeutuny einiger neuen Grenzwertsitze der Herren
Hardy wnd Azer. Prac matemabyczno-fizyeznyeh 21 (1810), 8. 97-177.

% Vgl. Fujiwara, L ¢. 8. 325, 326.

" A. Rosenblatt, Tber die Multiplikation der unendlichen Reihen. Bulletin
de Vacadémie des sciences de Cracovie, sér. 4, (1918), 8. 603—631 (8. 612—620), Herr
Rosenblatt beweist den Satz fiir ganzzahlige %,, k,. — Fir k, =k, = —1 fallt der
Satz mit einem Theorem von Herrn Hardy uber konvergente Reihen zusammen
(G. H. Hardy, The multiplication of conditionally econvergent series. FProceedings of
the London mathematieal society, series 2, 6 (1908), S. 410428, theorem ().
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Satz 3. Sind zwei Rethen a,+a,-+... wnd by+b + ... be-
schrinkt (C, k), baw. (C, k) (ky= —1, k2= —1) und summabel

€,k +1), baw. (C, k,-+1), so 4st ihre Produkireihe ¢, ¢, ..., wo
+...+ab, (p=0,1,...)

— ]
Gy == aobnT alb'n—l

ist, summabel (C, k, + k,+2). (Im Falle k, = —1, bzw. k= — 1 soll
die erste Voraussetzung bedeuten: |na,: < ¢, baw. [nbd,| < ¢c.)

Beweis. Wenn die dem Buchstaben s vorgesetzten Indizes 0, 1, 2
sich auf die Reihen ¢, +¢, ..., @y + @, + ..., b= b, -~... beziehen,

50 18t
n

(k3 +ko+1) Ucl) (kg
08n 2 18, ey Sn .
=0

Denn es ist formal®)

-
(k1) — k41 '\ n
2 st — (1 — )" P g 2",

=0

§Y S(kz) —(kﬂunyb 2"

also bei Multiplikation:

% ® x R
& — (&, vkt 2 T\?
\ E' 181(?1))87(1:)?% (1 . IZI) (kyrke+2) 2, é a"bn—yxn

n=0v=0 =0 r=0
&
—({ky Tk +D+1) n
R O ey
- » ﬂzo
Andererseits ist aber:
o« ow
ky+ka+1 ~ (B k1)1 :
ZOS:LVP 'y " (1— 2) ((Frrka+1) )_chnx'r’
n=>0
woraus die obige Formel folgt. (Sie stimmt bei der Konvention (s, " =a,
usw. anch fiir' k,= —1 und k,= —1.)
Ist nun fiir » >1
(k‘)l < K, "

(kz]l (K » 2,
8o 18t fiir n > 2:
n—1

(ky +ke+1 k.
?08 1+ z+)§§ 18( 1)!K n"h%—K nktmsoh)’—f-K K E,ykx(n_y\bz
=1
L O nk4-Cynb+ O n-nhrnk,

5) Vgl. Knopp, L ¢ 8. 45,
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Da wegen k, > —1, k2> —1
]‘71'%&’2‘:['1_2_’51: kl*{‘kz”!“l;kz
ist, so gibt es ein K, > 0, so daB fiir n > 2
insg“”"‘“’é < Konk1+ks+1
ist, d. h. die Produktreihe ist beschrinkt (C, k, + k,-1). Andererseits

ist sie aber nach einem allgemeinen Satz*) sicher summabel (C, k,+ k, -+ 3),
also nach unserem Satz 1 summabel (C, &k, + k,-+ 2).

Zweiter Teil.

Uber eine Erweiterung des Grenzwertbegriffs bei
integrablen Funktionen.

§ L
Zwei Grenzwertsitze der Differentialrechnung'?).

Satz I Es sei @(z) fir x> 0 reell und zweimal differenzierbar,
A und k beliebig reell, ¢ > 0 und

fi—?eﬁ foir & — oo,

" (x) > —cat? fir z>x,>0, d.h ¢"(z) = Or(z*2).
Dann ist

%_?——»Ak fir x— oc™).

Beweis. Der Fall k=1 deckt sich mit einem Satz von Herrn
Kubota, der von Herrn Fujiwara'®) sehr einfach vermittels des

% Vgl. Chapman, L c. 8 378,

%) Diese Sétze (ohne die Erweiterung zu Satz I) habe ich in meiner Inaugural-
dissertation: Kine neue Vergllgemeinerung der Borelschen Summabilititstheorie der
divergenten Reihen, Gottingen 1920, 56 8., S. 3639, abgeleitet.

1) Der entsprechende Satz mit den wesentlich engeren Voraussetzungen: ¢ stetig,
5> 0 und ¢”= 0 (x¥ %)-1a8t sich aus den Theoremen 1b und 5b in Hardy and
Littlewood, Coniributions to the arithmetic theory of series. Proceedings of the
London mathematical society, ser. 2, 11 (1913}, S. 411478 (B. 417 und 8. 424, 425)
ableiten. Den obigen Grenzwertsatz I, mit der Einschrinkung: ¢ stetig, k> 1,
haben die Herren Hardy und Littlewood in ihrer Arbeit: Tauberian theorems
concerning power series and Dirichlet’s series whose coefficients are positive. Procee-
dings of the London mathematical society, ser. 2, 13 (1915), 8. 174191 (8. 186, 187)
mit der Bemerkung, daBl sie einen Beweis nicht verdffentlicht hitten, benutzt, nm
ein bereits bewiesenes Theorem auf einem neuen Wege abzuleiten.

¥y Fujiwaras, L e 8. 323, 824
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Taylorschen Lehrsatzes bewiesen worden ist. Dieselbe Methode fiihrt
im allgemeinen Fall zum Ziel.
Es sel 0 <o <1 oder ¢ >1. Dann ist filr 2 > 0:

o (42) = ¢ () + (3 — 2) ¢/ (2) + (az~ 2)° F2,

wo
B=1+8(a«—1), 0<d<l, alsoe<f<l, bzw. 1<f<e
ist. Hieraus folgt:

q — t—~1 4 ’
PR 2 e (Ba) = ¢ (a),

also
¢’ (@) w(ex)—g(x) (¢=Dp*"2 9" ()
w1 w*(a—1) T (g

Nun ist nach Voraussetzung
plex)=A(ex)*+o(z),

g (x)=A2"+o(a"),

mithin
Y A\
ﬂ%_ﬂ?@ —A(eF—1)+o(1).
Wegen der Voraussetzung iiber ¢”(z) haben wir weiterhin
im Falle ¢ >1 fiir Sz > x>,

¢'<x><¢(ax>-q»<x)” (e —1) %2

Rz
¥t z¥{a—1) o 2
also
@’ (x) eF-1 I )
lim sup = G S A v e—1),

=%
wo y ==« oder 1, je nachdem k> 2 oder <2 ist;
im Falle « <1 fiir Sz > oz >z,

o' (2) _ plew)—g(s) (1—a)p*™*
P R T 2 ’
also
lim mfﬂi)>f15‘—:‘ — L8 (1—a),
wo 8 =1 oder ¢, je nachdem k> 2 oder <2 ist.
Lassen wir & von rechts, bzw. von links gegen 1 streben, so erhalten
wir:
lim sup - ( ) <Ak,
z

F=w

lim inf £ (= )>A70

ki"—
T=x
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woraus folgt:
lim "3—&1’— = Ak

Erweiterung des Satzes 1. Esser p(x) fiir x = 0 reell und zwei-
mal differenzierbar, ¢” (x) in jedem endlichen Intervall im Riemann-
schen Sinne eigentlich integrabel, A wnd k beliebig reell, 0 < d <1,
¢ >0 und

p(z)=Az*+o{z* 172} fir x - o<,

@ (x) > —cak1-d fir x> 2,> 0, d. h. ¢" ()= Og(x*-1-9);
dann ist
IRy fir 2 — oc.
x

Beweis. Fiir d =1 unterseheidet sich dieser Satz von Satz I nur
dadurch, daB bei letzterem die Integrabilitit von ¢”(x) nicht voraus-
gesetzt wird. Es geniigt also, den Satz fiir 0 <d <1 zu beweisen. An-

genommen, es sel nicht f%g% —> Ak. Dann gibt es eine unendliche,
xr
gegen -+ oo wachsende Folge von Zahlen z, > 2,> 0 (»=1,2,...) und

eine Zahl 5 > 0, so dafl entweder

4 éml 2 > Ak~
oder : .

i;_x: Lo dk—y
fir alle v==1, 2,... ist. Betrachten wir zunichst den ersten Fall. Es
ist fiir & > 0:

ﬂ_(q’(w)) =¢I;(_ml} —(k _1}90'(;»,
x x

da\ &1
kY
also, da ¢”(z) integrabel vorausgesetzt wird:

p@ T [ " (y) o )
PR S qu]yk—l dy — (k—1) —;k“dy'

x’)’

Ty Ty

Durch Anwendung der partiellen Integration auf das letzte Integral folgt:

‘@ _ @), (e p(z) 9(z)
mE L 4 [Ny - (2R - T — ke ) “’,533
Nun ist, wie wir annehmen wollten:
' (x,)
(2) i Ak

» »
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ferner nach Voraussetzung fiir y 2> x,:

q;‘i;i—yf) = cy -
also filr z = a,:
z
<p”(?4) T
f dy = — f > - C—;zi*
z, %, ¥

Wir wihlen nun eine feste Zahl 6 > 0 so, daf

cé<€.—

ist.  Fiir

0< <o,

x’l
d. h. fur
ol +odxi=¢,

ist dann
(8} ‘J‘(P”(J)dy /)__%'

Yy

%,

Weiterhin hat (’—%—2 fiir y — oo den Grenzwers 4. Also gibt es ein X,
¥

so daB fiir z > 2, > X,

(4) et 3)‘

und ein X, so daB fir y > X,

ffy%’—)z <441
also fiir @ > 2, > X, '

vy (A T
ey <0407,

Ty

folglich

k+1

e 1)f9”(y)dy <(4 +DEE—1)°

mithin fir X, <o, <2 <8,

k+1

= 1>f¢‘y)dy§m_<.<aaz+1)ak<k



172 G. Doetsch.

ist; da d <1 ist, so gibt es ein X, > X, so daf fir X, <2, <2 <4,
(5) k1) f P Wy <l

ist. Aus (1) bis (5) folgt: Fiir Max(X,, X,) = X, < & <o <&, ist

(6) 7D Akl
X
Da
i/tp (N _¢'(x) L)
({x\ zlﬂ xk xk-‘,—l’
also
Ey
7 (£,) () P’ () 7 (z)
i T =j " dx~kf Eﬂdx
v » xy ty

ist, so folgt aus (6) und der Voraussetzung
?;:l =A+o(zxt)y=4-+40(1):
Fir @, > X, ist

v(&) el2) _ 7 Ny & E”Aw.,o 1

gv ¥

~ 11> kj“md (2 — ko))l x
- \§+o<1>) (1 2,).
Fiir alle hinreichend grolen z, ist also ’
e el (140 ) (1»-“;_#“3?5_@...)
>%'x‘;~d“%’;;f:a (K> 0).

Dies ist aber ein Widerspruch gegen die Voraussetzung
? (x) 1
x =4 - O ( i (1) N
nach der von einer Steille X = X (K) an fiir alle " > "> X

felz”) _eleh)) - K
| gk ‘;71: LT eri-d

sein muf.
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Liegt der zweite Fall vor:
s
(7) @ (x7)<AIG’_?7,

k-1
z,

so schreiben wir die Gleichung (1) in der Form:

Z

7@ _ ¢'lm) f} W gy o (k-1 (P _£(2)
(8) y* Ay )< af )

J xk-—l wf—l k

z 4 ®

+ k(k— 1[“”

Da nach Voraussetzung fiir y > x,
'f {?} < eyt
Y
y*

ist, so erhalten wir fiir @, > z > #,:

Z,,

¢ (y) no
‘*fﬂ?:;dyéc AT
¥
&

Wihlen wir 6 >0 so, daBl ¢d < i ist, und nennen wir 7, das kleinste

positive z, das der Ungleichung

X

geniigh, fiir das also die Gleichung x, — 5 = 377 besteht, so gilt fiir

_ H< s,
die Begiehung:

x,
) 7
(9 “f*y-;c‘:l‘dy<g‘

z

Weiterhin ist analog zu (4) fir = >, > X
! @) o=\l _ -1
(19) - (#3 - 2P) <

k
¥ z5 1

und analog zu (5) fir X, <9, §x<xy:

PR

(11) 1Ic(k 1)J°‘“y)d <2

Nach (7) bis (11) ist fiir Max(z,, X,, X, )=X4< nLrl 2
(12) &) A —

k'~1
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Aus
z, z,
w(z) *O,) @' () @ (=)
T Tzf’;?dx— k) grde
v k4 i

Uy

folgt mit Hilfe von (12) und der Voraussetzung gﬂ(? =A+o0(1), sowie
x

der Bemerkung, dal #, mit z, gegen oo strebt, daB fiir alle hinreichend
groBen v

pla) UL y . Ato(l)
d »~~M~~—<<Afc~§>lgn—r~kf~——;—dx

=) ny
Wy
U \ Xy { n | d
= {2 1o(l)lg [:g———z——;—o(l)}lg(l—— l_d)
e_m. 8 1 _ K
£ ,1-a 3 ,?:—d

ist. Dies ist abermals ein Widerspruch gegen die Voraussetzung

“f) =440 <-11~;é> , womit unsere Behauptung bewiesen ist.
z* z

Bemerkung. Satz I und seine Erweiterung geben eine hinreichende
Bedingung dafiir an, daB man aus @{z)~ Az* auf ¢'(z) ~Adkz*?
schlieBen kann. Zum Vergleich zitiere ich als einen der bekanntesten
und weittragendsten Sétze dieser Art den Satz von Herrn Landau®?¥):
Ist () ~x und x-¢’'(x) nie abnehmend, so ist ¢’ (x) — 1.

Satz II. Es ser w(x) fir 220 reell und r-mal differenzierbar
(r=2), w"(x) eigentlich integrabel, A belicbig reell, d beliebig > 0,
¢ >0 und

v (z)
xr+d

— 4 fiir ¢ o0,
pi(x) > —cx? fir x> 2> 0, d.h p(z) = Og(z?).
Dann ist

v’ (x) —A(r++d),

S
xr-f«d

P& L A(rdd)(rd—1),

Trid—-9
zr+d 2

-

:;ﬁ"’“n(m) ; ¢ Ve
= A(r+d)(r+d—1)...(2Ld)

z1+d

%) E. Landau, Beifrige zur analytischen Zahlentheorie. Rendiconti del circolo
matematico di Palermo 28 (1908), S.169-302 (8. 218, 219).
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Beweis. Es ist fiir y = 2,:

y(y) > — ey,
also fir o 2 #,:
x
pI() — oD () = [ O dy = — p et g g,

z,
mithin
PV gy > — e 2 {e, > 0).
Ferner fiir x = ,:

z
~2) ~ e Y | B > 4 a2 G -
i ><x) — aplr h\xo)—fq’;r ;uﬂdyé —g=u? ! d—szg 2
To

also
w(r—ﬁ(x) > — C.Z:L‘d*? {02 - 0),
usw., schlieBlich
R 9"" <x> - Cr_gxr—;—d-‘z {Cr—z = 0}

fiir > #,. Satz I, angewandt auf @ (z) =y (z) und k=1 -~ d, liefert:

yv'(z) / ;
-— A{r+d);
2,r;—d—l (,r ' d)

angewandt auf ¢(2)=v’(z) wmd k=r-d —1:

PE g d)(rd—1);

gTre—2
usw. ; zuletzt:

(r~1} , )
ﬁﬁ_§%)~+A(¢+-d) o {24d).

;\1 N

R

Siize iiber eine Erweiterung des Grenzwertbegriffes.

Es sei eine reelle Funktion f({x) der reellen Variablen x fiir # 2> 0
definiert und in jedem endlichen Intervall im Riemannschen Sinne
eigentlich integrabel. Es kann vorkommen, daf f(z) fiir  — oo einen
Grenzwert hat; dies entspricht bei Reihen dem Falle der Konvergenz, wo
die Partialsummen einen Grenzwert haben. Strebt die Funktion keinem
Grenzwert zu, so ist es natiirlich, gewisse durch Integrale gebildete Mittel-
werte zu betrachten. Dies hat z B. Herr Hardy't) getan: Wenn f(2)

keinen Grenzwert hat, so kann doch %ff( y)dy einen solchen haben;
e e O

. Wy G, H. Hardy, Researches on the theory of divergent sevies amd divergent
integrals. The quarterly journal of pure and applied mathematics 33 (1904), 8.22—66
(8.53—55).
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wenn nicht, dann vielleicht das Mittel dieser Funktion, usw. Diesen von
Herrn Hardy betrachteten Funktionen entsprechen bei Reihen die Hélder-
schen Mittel*5). Die den Cesaroschen nachgebildeten Mittel ganzzahliger
Ordnung wiirden die Gestalt haben:

f 2y, je?yk .. dy, f F(9)dy.

Beide Arten sind iibrigens schon von P. du Bois-Reymond®®) betrachtet
worden. Mittel nichtganzzahliger Ordnung hat man bisher nur fiir den
Fall eingefiihrt, dal die Funktion f(z) speziell durch ein Integral dar-
gestellt wird, worauf sich eine Summabilititstheorie fiir uneigentliche
Integrale griindet?). Fiir beliebige integrable Funktionen habe ich nun
in meiner Inauguraldissertation folgende, den Rieszschen arithmetischen
Mitteln®), die bekanntlich den Cesaroschen dquivalent sind, nachgebﬂdeten
Mittel 1%} beliebiger positiver Ordnung definiert:

Es sei k eine beliebige reelle Zahl > 0. Ich setze

o () — f%mf—,v(y) (z— )My fir 2>0.
0

Dann heifle die folgendermafBen definierfe Funktion:

z

1)@
p®(z) = FULM w"‘ff(y}(x——y)k‘ldy fir x>0,
tZ!

0
u®(0)=f(0)
das Mittel k-ter Ordnung oder das k-te Mittel von f{x). Hat u®(z)
filr 2 — oo einen Grenzwert, so nemne ich f(z) mediabel k-ter Ordnung
und jenen Grenzwert seinen Mittelwert k-tfer Ordnung. Hat f(x) fiir
x— 00 einen Grenzwert, so heile es mediabel 0-ter Ordnung. Es werde
dementsprechend 0@ (2) = f(x) gesetzt. — In diesem Mittelwertbegriff
haben wir eine Erweiterung des Grenzwertbegriffes vor uns.

) 0. Holder, Gremewerthe von Beihen an der Convergenzgrenze. Mathematische
Apnalen 20 (1882). 8 535—549.

1) P, du Bois-Reymond, Ueber den Convergenzgrad der variablen Reihen wnd
den Steligheitsgrad der Functionen zweier Argumente. Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik 100 (1887), 8.331-358 (8.356}.

1%y Vgl G. H. Hardy and M. Riesz, The general theory of Dirichlet’s series
. {Cambridge tracts No.18), Cambridge 1915, S. 23, 24

1% M. Riesz, Une méthode de sommation égquivalente & la méthode des moyennes
avithmétigues, Comptes repdus 152 (12 juin 1911), S. 16511654,

1% G. Doetsech, Dissertation {vgl. 100), 8. 13, 14.
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Ist fiir 2> 2, >0 bei K >0
uE{x) <K, baw. phi(g)> —K oder <K,
so nenne ich f{z) beschrdnki, bzw. einseitig beschrinkt k-ter Ordnung.

Uber den Mittelwertbegrifi habe ich folgende Konsistenzsitze be-
wiesen20): Ist f(x) von k-ter Ordnung medizbel (k2> 0), so ist es vonr
jeder hoheren Ordnung k' >k mediabel zu demselben Miltelwert, Strebi
fix) gegen - oo, so ist es von keiner Ordnung mediabel.

Dem Cesaro-Chapmanschen Satz?) iiber die Summabilitit der durch
(auchysche Multiplikation aus zwei summablen Reihen entstandenen
Produktreihe entspricht hier der Satz®®):

Haben f,(x) und f,(z) fir x>0 stetige Ablestungen, hat f,(x) den
k,-ten Mitielwert 1, fo(x) den k,-ten Mittelwert 1, (k, =0, k, = 0) und
st 1,(0) =1£,(0)=0, so hat die Funktion

fo(®) = ) 1z —y)dy = ()i (= — y)dy

den k, -+ k, -~ 1-ten Miitelwert 1, 1,.

Aus den Sitzen des § 1 leitet man nun sofort die folgenden Theoreme*
ab, die genau den Sitzen von Teil I, § 2 entsprechen.

Satz 1. Ist eine Funkiion [(x) mediobel k-ter Ordnung (k=2
und einseitig beschrankt k — 2-ter Ordnung, ferner im Falle k = 2 stetig.
s0 ist sie schon mediabel k¥ — 1-ter Ordnung.

Beweis. Ich setze

p(x)=DI(k4 1)e®(z),
wo 6% (z) die in bezug auf f(z) gebildete Funktion von S. 178 ist. Nun
beweist man leicht*), dafl allgemein fiir » >0, d > 0

00 () = 1ol | o (9) (= )"y,
I{d)
n

also speziell

o (2) = 01 (y)dy
]

% poetsch, L c 8 1518

2y Chapman, L ¢. 8. 373

%) Doetseh, 1. e. 8. 83, Der Spezialfall %, = k, = 0 dieses Satzes ist von Herrn
Hardy (The mulfiplication of conditionally convergent series. Proceedings of the
London mathematical society, series 2, 6 (1908), S, 410428 [8. 421, 422]) ausge-
sprochen worden.

) Doetsch, 1 . S. 38 ~41.

**) Vgl. Doetseh, 1 e. 8. 16, 17.
Mathematische Zeitschrift, XL 12
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ist. Wegen der Stetigkeit von ¢®~V(y) ist mithin

L o (z) = o®-(z),
und ebenso
L 500 (5) = 09 (z)
(Im Falle k =2 ist nach Konvention 6%~ (%)= f(z) und nach Voraus-
setzung f(x) stetig, also die letzte Beziehung auch richtig.) Folglich
haben wir:
¢’ () =T'(k+1)e* (),

" {2y=T(k+1)c% 2 (z).
Da ?i%) = pu® (g) fiir 2 — oo einen Grenzwert [ hat und von einer Stelle
X

¢”(z) _ D(k+1)
MO TG0

n®2 (g} einseitig beschrinkt ist, so ist nach Satz I

&y TF(k+1 _ -
5 L) )tk

Satz 2. Ist eine Funkiion einseitig beschrdnkt d-ter Ordnung
(d =0), im Falle d = 0 stetig, und dberhaupt von irgend einer Ordnung
k mediabel, so ist sie sicher mediabel d 1~ 1-ter Ordnung.

Beweis. Ich wihle r ganzzahlis > 2 so groB, daB r+-d >k ist.
Dann ist die Funktion auch mediabel r 4 d-ter Ordnung, und unsere Be-
hauptung folgt aus Satz 1I, wenn man

p(x)=I(r4+d-+1)c+d{x)

setzt (vgl. den Beweis von Satz 1).
Aus Satz 2 folgt unmittelbar:

Ist eine Punktion einseitig beschrinki d-ier Ordnung (d 2> 0), im
Falle d == 0 stetig, und nicht mediabel d - 1-ter Ordnung, so ist sie von
keiner Ordnung mediabel.

Satz 3. Haben zwei Funktionen f, (z) und f,(x) fir x>0 stetige
Abdlettungen, sind sie mediabel k, 4~ 1-ter bzw. k,+ 1-ter Ordnung
(B, =0, ky = 0) 2u den Mittelwerten I,, baw. l,, dagegen beschrinkt
k,-ter, bzw. k,-ter Ordnung und ist f,(0) = f,(0)=0, so ist

fo() =ff1'(y}fz (x —y)dy

schon won k, + k, + 2-ter Ordnung mediabel zum Mittelwert 1 1,.
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Beweis. Unterscheidet man die mit Bezug auf 7, f,, f, gebildeten
o-Funktionen von §. 176 durch die unteren Indizes 0,1, 2, so ist, wie
man unschwer beweist®):

(k;-rsz)/x J' O‘k')(y> O,éke)(x _ y)dy .

Nach Voraussetzung ist fir 2 > x, > 0, also, wie aus der Definition der
¢ hervorgeht, auch fir z > 0:

t ) : {52
oV () tay® (x)
B
folglich
IG/lrFszl)( éJ Kl xkl Kgxkedy —_— Kl K‘Z xkl'rlizrl’
g
also

U:;—rlz-‘-l) (:L)

<K K,.

kl+l’27—l I =

Die Funktion f,(z) ist mithin beschrinkt £, 4 k, 4 1-ter Ordoung,
auferdem nach dem allgemeinen 8. 177 zitierten Satz mediabel k, -k, -+ 3-ter
Ordnung, also nach unserem Satz 1 schon mediabel % -k, + 2-ter
Ordnung.

Hannover, den 9. Mai 1920,

3 Doetsch, L e S 28

{Eingegangen am 6. Juli 1920.)



