
I;ber die Cesfirosehe Summabilit~t bei Reihen und eine 
Erweitermlg des Grenzwertbegriffs lmi integrablen 

Funktionen. 

Von 

Gustav Doetsch in Hannover. 

Die vorliegende Arbeit zerigllt in zwei, in der Haaptsache parallel 
laufende Tmle, yon denen der erste sich mit der, Cesgroschen Mit~eln 
bei Reihen, der zweite mit  analog gebildeten Mitteln bei integrierb~ren 
~un~ionen beschgftigt. Die S~ttze flleSen ~us gewissen Grenzwerttheoremea 
der Differenzen- und Differenbialrechnung, die auch selbst~ndiges Inter- 
esse haben. 

E ~ t e r  Teil,  

L'ber die Cesfirosehe Summabilitat bei Reihen. 

w  

Zwei Grenzwertsiitze der Differenzenrechnung. 

Ist  eine Folge von reelten Zahlen gegeben: 70, ?= , - . - ,  7, . . . . .  , so 
se~en wit: 

und 

S a t z  I. Ist  

el 7~= A y,, -- A ,%, : 

z~r--1 A~7~ ~-- 3"-1 ;%-,--  7~,-1 

7,, *A  /*s n- -+cc  
n k 

hi:_ ~ > - - c  

Mathel~atische gaeitschrift, XI. 

///r n >~no >_~ 2, 

11 

( n >  1), 

(~>2),  

> )  in  r 
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wo A und k beliebige reeUe Konstanle and c ~> O, so ist 

B e w e i s .  Der SpeziMfall ]r ~- 1 dieses Satzes ist von  Herrn  F u j i w a r a  1) 
bewiesen worden. Seine Methode l ~ t  sich auch im allgemeinen Fall  
anwenden. - -  Durch Indul~tion beweist man  leicht folgende Formel :  

2 2 *) 2 
Y~- -7 ,~=(m- -n )AT~ ,~  -A  7,,-J - 2 A  7 ~ - x + 3 A " Y , , - ~ + . . . + ( m - - n )  A 7~+~ 

flu" m > n ~ t .  

Unter  den Voraussetzungen unseres Satzes ist also fiir m ~ n ~ n o - - 1 :  

_ 7 ~  - 7n A y .  

c -~ , , , -  ~)X~_ 1 { ~ - ~  ~- e (m- ~)~-%8 (m-  ~?-2+ ,., + ( .~_ . ) (n+~?-~} .  

I n  der K lammer  stehen die Wer~e der Fmlkt ion  g (x)  = (x  + 1 ) ( m  - -  x )  ~-2 
fiir die ganzzahli 'gen Argumente  des Intervat ls  J :  0 ~ x __~ m - -  n - -  1 ,  
Fiir  k ~_~ 2 wgchst g(x )  in diesem Interval t  sicher, ~iir k > 2 abet  auch, 
wenn nut  m hinreichend groI~ uncl n so nahe an m getegen ist, dab 
m k - 1  //c--i ) -~ < ~ - ~  ist ~ > 1,. Denn g (x) hat  E x t r ema  bei den Wurzetn vo~) 

0 ~'(~) (m x) ~-~ ( x + ~ ) ( ~  2 ) (~  '~-~ . . . . . .  x )  , 

m - - k + 2  im FMle 2 < k ~ ; ~  also im Falle k ~ 3  bei x ~ = m  and x . , - -  k - 1  ' = 

na r  bei xo = m - k + 2 m k - 1 - k -  I . x~ Iiegt au~erhalb J ;  x.~. ebenfatls, wenn --n < k ~ "  

denn dann ist  a fortiori 

also 
m - - k ~ 2  

m - - n ~ i ~  k - - I  

g~x) is~ also in J monoton.  Fiir  hinreiehend gro~e m ist abet  g (1) > g (0) ,  
also w ~ h s ~  g ( x )  in J sieher,  wean  im Falle  k > 2 nut  m hinreiehend 

m k--1  ~ o ~  and  ~- < ~-Z~2 ist. Unte r  diesen Bedingungen erhalten wir also bei 

m > n die Absch~tzung:  

7m - 73 A 7~ 
~m - n) 

AT~ 

~ M a t s u s ~ b u r 5  F u j i w a r a ,  Uber sltmmierbare Rei,r u~d Integrale. 
TShoku m~hematival joarnat 15 (1919), S. 323--329 (S. 325, 326). 

C ~k--2 
(m_ ~n~_l  (m - -  n)'~ (n-~ - 1) 

1"~ k - 2  ( m  _ 1 ) .  
(1 + ~j Vg 

The 
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Weiterhin gilt die zu der zuerst benutzten analoge Formeh 

7,,-- y~ == (m- -n )  A 70~+A "Y~,,-sq- 2A "y, ,+s+ 3A ~7,, -4-~-" . + ( n - - m - -  1) A- y~ 

flit n > m - b  l ~> l .  

Unsere Voraussetzungen ]iefern also bei n ~> m + 1 ~_ n o - 1 : 

Y m  - -  ,%* A Y n  

C ,, ~ k - - ' ~  
2)  "--- ' )  (m-~- 4 ) ~:-~ ( / i r b  ~ . . . , 

Eine iihntiche Uberlegnng wie oben zeigt, (tab die Glieder in der Klammer  
wachsen, wenn nut  m hinreichend grog ist und im Falle k <: 1 die Zahl m so 

I - -k  ~ l - - k  "~ 
nahe an  n l iegt ,  da$  %~ > 7.  L-k ist  ~z----t7 ~ 1~. U n t e r  diesen Bed ingungen  

finden wit also bei n ~ m -  1: 

)',,,--r. Ay,~ , c [ n - - m - - 1 ) e  - "  - - ' " - ~  1 - -  ~2) (m _._ n) n,~_. l -~ n,~_ I ( n_m)~ , ,~_ i  n < n k _ l  ~ c . 

Wir iassen nun m und n gegen ~c wachsen und zwar ,so, dab m 
n 

gegen eine feste Zahl e =~ I strebt,  wobel 

ira Falle m > n  bei k > 2  
k - I  
k - - 2 '  

. . . .  n > ra-:- I bei / c < : l  
k - - 1  

1 5> e > ~ - - -  

sein soil. Nach goraussetzung ist 

y m = A m ~ + o ( m ~ ) ,  

y,, = A n ~ + o ( n ~ ) ,  

also bei ~---~ e: 

f / m  "~ k. x 
_ ,  o ( n l ) ,  7 . ~ - - 7 , , = A n ~ \ n ; - - 1 )  T 

f ~ b / ~ -  i 

....... X~_, 7_'h~ ..... :.!"_,:-_'/_ ~ . . . .  A \ ~ / o ( 1 ) ,  
tm--~)  n~- I  n ~ - t )  m---1 

iolglieh 
8 k _ _  

: " ' -  r" - , -  A 1 
( m - n )  n ~ - I  ~ -  1 " 

Aus unseren Abschgtzungen (1) und (2) geht also hervor: 

i) A ~ _ i  n ~ I i m s u p , ~ : _ T - - c  -- 

A ~ - <liminf AT~ , = r,~_ , ~ c ( 1 - - s )  

11" 

(e> I), 

( e <  1 ) .  
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Hierin lassen wit e yon rechts, bzw. yon links gegen 1 streben and er- 

halten: 

A k > tim sup z~ :,,, 

A/~ < lim inf A ~,~ 

folglieh 

S a t z  I t .  I s t  

und 

--::~- -~  A /i~r n--* oo 
~t r +d 

Ar~n * 
-n~-- > --  c ]i~r n ~ no > r, 

wo A beliebig reell, r ganzzahlig > 2, d > - -  1 und c > O, so ist 

_~.7~__+ A (r + d) ,  
~ r + d ~ l  

A~'/" + A ( r  + d ) ( r  = - d - -  I) ~r+d--2 

A'-~" . A ( ~ + d ) ( r  ' - -d - -  1 (-~ + d,. 
~ l + d  " " " ' ' 

Bewe i s .  Es ist fiir n > no: 

~ r - 1  X - ~ r ~ r - 1  I t - 1  ~ t " - i r , ~ - -  ~ ) ' , ~  ~ "~- -  ~ ~, ) __ V j r : ,  , 

also unter unseren Voraussetzungen 

Im  Falle d ~ 0 haben wit 

im Falte -- l < d < 0  

~ f nd~l 
vd< vddr ~ d-~l " 

~=i 0 
D a n  ~+l fiir d > - - t  mi~ n gegen oo wiichst, so kann man c l > 0  

so wihlen, da~ fdr n :> n o ~ r ~ 2 



Cesgrosche Summabilit~t bei Reihen usw. 165 

ist. Ganz ebenso folgt : 

: 7,~ > - -  co ne+~ (c: > 0),  

A~ 7,,~ > - -  c~._~ n "+e-'~ (c~_.~ > O) 

fiir n ~ no. Sara I, angewandt auf 7,, und k - ~  ~ q - d ,  liefert: 

Az~ - ~ A  (r,-~ d)"  

angewandt at~ A 7,, und k = r - ~ - d -  t :  

a'-,,,,, A ( r _ L d ) ( r  ~ d _  l ) "  
n r T d _ Z  ~ - - - ~  , " T  ~ 

usw.; zuletzt 

a ' - ~ z "  - ~ A ( r  4 - d ) ( r - ' , - d - -  t )  (d -~  2). 
y~ l - d  " ' " " " 

w  

S~ttze fiber die mit der Ceshrosehen Methode summablen Reihen. 

Ist  die konvergente oder oszillierende Reihe a 0 q - a  a-}-, . . .  gegeben, so 
definieren wit mit  Cesgro'-'), Herrn K n o p p  a) und Herrn C h a p m a n  4) eine 
Folge yon Zablen s~ ~) (n --= 0, 1 , . . . )  fiir festes reetles k q= -- 1, -- 2, . . .  
durch 

8(]r ~./~ F ( n q- k - -  z q-1) 
n -~- l , ( k , _ l ) F ( n _ z ~ _ l ) a ~  �9 

Dann gilt die Beziehung 

Hat die Folge der Zahlen 

,AI 8 (k) - -  8 {n k-l)  

( ~ = 1 ,  2, . . .) 

bei-einem bestimmten k fiir "n--+ oc einen Greazwert, so heil~t die Reihe 
a o -} -a  1 - } - . . .  s u m m a b e l  ( C ,  k); ist sie beschr~nl~ oder (bei reellen a~) 
einseitig beschriinkt, so heiBt die Reihe beschri inkt ,  bzw. e inse i t ig  be- 

schrdnk t  ( C, k ). 

~') E. Cesgro, Sur la multiplication des sdries. Bulletin des sciences math6- 
matiques, 2 * s6rie, 14 (1890), S. 114--I20. 

a) K. Knopp,  Grenzwert~ yon ]gdt~m br der Ann~herunff an. die Xonvergcnz. 
grenze. Inaug,aratdissertation, Berlin 1907, S. 45. 

a) S. Chapman, On ~on-integral orders of summability of  series and integrals. 
Proceedings of the London mathematical society~ series 2, 9 (19tl), S. 369-409. 
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teh beh~upte nma folgende Theoreme: 

S a t z  1. 1st  e ine reelle Re ihe  .summabel ( C ,  k)  (k ~= O, - -  1 ,  - -  2 . . .  ) 

u n d  einseit ig beschrdnl~ (C, k - -  2), so ist  sic schon summabel  ( C , k - -  1 ) 
(ira Falle k ....... 1 soil die zweite Voraussetzang bedeuten: h a ,  > --c). 

Bewe i s .  Fotgt unmit telbar  aus dem Grenzwertsatz I des w 1. 

SaSz 2. I s t  eine reelle Re ihe  einseit ig beschrdnkt (C ,  d)  (d > - - I )  
u n d  yon irgendeiner Ordnung  k summabe l  (C,  k ) ,  so is t  sie summabe l  
(C ,  d ~- 1 ), d. h. ist sie nicht  sumrnabel ( C , d ~- 1), so ist sie yon keiner 
Ordnung  s u m m a b e l  ( C , k ) . 

B e w e i s .  Ich w~hle r ganzzahlig ~ 2 so gro/~, dal~ r - j - d ~  k ist. 
Dana  ist die Reihe bekarmtlich auch summahel (C,  r--~ d), und wit er- 
halten aus den Voraussetzungen 

and nr~d 

*~~ 1 2r{ff(vq-  d +  1)% [ 

- - - - n  -~ . . . . . . .  ( r - ~ d ) ( r T d - l ) . . : - ( d ~ ] )  .......... na . . . .  > - - c  

naeh Satz I I  des w 1: 
A r-1 { F ( r  ~ d + 1) ~(r:-c/)~ 

- - : ( r + d ) ( r ~ - ~ d - - 1 ) ' " ( d - r 2 )  ..... -~~;i ....... ( r - ' -  d ) . . . ( d - r -  - :  

also l ~ (d :  - z) ~ s n~d~:l) 

Die E r g ~ n z u n g  des  S a t z e s  2 fiir den Fall d : -  - -  1 wird, wenn ma1~ 
anr a~ definiert, geliefert dtcceh den Satz yon Herrn LandauZ~:  

I s t  eine reelle Re ihe  su~n~aabel (C, k) urwl n a ,  > -  c ,  so ist  sie 
konvergent.  

Sein SpezialJ~ll k - - -1  ist in Satz 1 enthalten~). 
Auf Grand yon Satz 1 gelingt es, einen Sara yon Herrn R o s e n b l a t t  ~), 

dessen Beweis a,cht Druckseiten lang ist, in wenigen Zeilen zu folgern: 

~) E. Landau ,  Uber d~e Bede~tuny einiger neuen Grenzwerts~itze der Herren 
Hardy and Azer. Prac matema~yczno-fizyeznyeh 21 (t910), S. 97--t77. 

~3 Vgl. Fu j iwara ,  1. c. S. 3~95, 326. 
r) A. R o s e n b l a t t ,  Uber die M~ltiplikation der uner~'lliehen Reihen. Btfltetit~ 

de l'a~ad6mie des sciences de Craeovio, s~r. A, (1918), S. 603--631 (S. 612-620). Herr 
R o s e n b I ~ t t  beweist den Satz ffir ganzz~hlJge ka, k.~. ~ Fiir k ~ = k ~ = -  1 f~ltt der 
Satz mif einem Theorem yon Herrn H a r d y  ~iber konvergente Reihen zusammen 
(G- H. Hardy, T]~ multiplication of conditio'aaldy eonvergent series. Proceedings of 
~he L~don m ~ e m a t i e ~  society, series 2, 6 (1908), S. 410--423, theorem 0). 
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Sa~z  3. Sind zwei Reihen a o + a i - ~ . . ,  und bo-7-~ b~ ~, . . .  be- 
sehr~n~t (O, k0, bzw. (e ,  k,.) (k~ ~ - 1, ~ ~_ - i )  u ~ d  sum~nabd 

(C, k~ + 1), bzw. (C, k : +  1), so @t ihre P~'oduktreihe co+ c~+ . . . .  wo 

c ~ = a o b ~ @ a l b ~ _ i @ . . . + a ~ b o  ( n ~ O ,  1 , . . . )  

ist, summabel (C, k~ + k.~ + 2) .  ( I r a  Fal le  k 1 = - - 1 ,  bzw. k e = -  1 solt 
die erste Voraussetzung bedeuteu:  lna,, i  < c, bzw. inb~!  < c.) 

B e w e i s .  Wenn die dem Buchs~aben s vorgesetzten Indizes  0, 1, 2 
b ~  sich auf  die Reihen c o + c ~ +  . . . .  ao - r '  a~-7~ . . . ,  o . b 1 ~ . . .  beziehen, 

so ist 
/1 

Y = 0  

Dean es is~ formal  ~) 
c~ ~c 

~ j  i8~ X : : ( 1 - -  Z) -(k~+l) x~r n 
n=O n = 0  

V? (~2) n ([ ~-(ko+l) K-~, n 
~.j,_,s. x = - x )  " ~ . j % x ,  
n = O  n = O  

also bei Mult ipl ikat ion:  

~ S  ls~ ~s~_, --  L ,  ~.e a,,o~_,.x 
n = O  v = O  n = O  v = O  

= ( i  - ~ ) - " ~ ' ~ - - § 2 4 7  x '~ 
n = 0  

Andererseits  ist  abet :  

' n=O ~ = 0  

( - 1 ~  _ _  woraas die obige Formel  folgt. (Sie s t i m m t  bei der Konvent ion  ~ s~ - -  a~ 
usw. anch f i i r - k ~ - - - - -  1 und k e =  ~ 1.) 

I s t  nun fiir v ~ 1 

, (/r 

SO ist Iiir n :> 2:  

s) Vgl. K n o p p ,  1. e. S. 45. 
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Dz wegen ] C 1 ~ - - 1 ,  k ~ - - i  

kl-.~ k~ + l ~ kl, kl + k2 + l ~ k~ 

ist, so gibt es ein K o ~ 0,  so da~ flit n ~ 2 

ist, d . h .  die Produktreihe is~ beschrankt (C, ]Cl -~ k3-~ 1). Amdererseits 
is~ sie aber naeh einem a]lgemeinen Sa~z') sic her summabel (C, ]c a + ]c: -{- 3), 
also naeh u•serem Satz i summahel (C, ]cl + k ~ +  2). 

Zweiter Teil, 

[3ber eine Erweitertmg des Grenzwertbegriffs bei 
integrablen Funktionen. 

w 
Zwei Grenzwerts~i/ze der Differ~ntialxeehnung'~ 

S a t z  I. Es ~ei ~ (x )  /is x ~ 0 reell und zweimal dibqerenzierbar, 
A und k beliebig reell, c ~ 0 und 

~k 

d.h.  

Dann ist 

~'(~) ~ A k / i~r  x ~ ~c '~) 
~ k - - I  ' " 

Beweis .  Der Fall ]c ~ 1  deckt sich mit einem Satz yon Hezrn 
K u b o t a ,  der yon Her~n F u j i w a ~ a  1~) sehr einfach vermittels des 

9) Vgl. Chapman, I. c. S. 378. 
,o) Diese S~tze (ohne die Erweiterung zu Satz I) habe ich in meiner Inaugural- 

dissertation: J~ine neue Verallgemeinerung der JBorelschen Summabilit~stheorie der 
divergenten Reihen, Ghttingen 1920, 56 S., S. ~6-39, abgeleitet. 

u) Der entsprechendo Satz mit den wesentlich engeren Voraussetzungen: ~*' s~etig, 
k ~ O  und ~"=0 (xk -2 )4~ t  sich aus den Thcoremen lb  und 5b in H a r d y  and 
Li t t lewood,  Contributions to the arithmetw theory of series. Proceedings of the 
London mathematical soeAeCy, set. 2, U (1913), S. 411--478 (S. 417 und S. 424, 425) 
ableiten. Den obigen Grenzwertsatz I, mi~ der Einschrgnkung: ~"  stetig, k ~  1, 
haben die Herren B a r d y  und Li t t l ewood  in ihrer Arbei~: Tauberian theorems 
concerning power series and Diriehl~t's serie~ whose coefficients are positive. Procee- 
dings af the London ma~hamas society, ser. 2, 18 (1915), S. 174--I91 (S. 186, 187) 
mi~ der Beme~kang, da~ sie einen Beweis nicht verhffentlieht t~tten, benutzt, um 
ein bereits bewiesenes Theorem auf einem neuen Wege abzulei~en. 

r~) Fu j iwara ,  L e~ S. 323, 324. 
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Tay lorsehen  Lehrsatzes bewiesen worden ist. 
im atlgemeinen Fall zum Ziel. 

WO 

Dieselbe Methode fidhr~ 

Es sei 0 < ~ < 1  oder a > l .  Dann ist flit x > O :  
~ " ( ~ )  

, 

f l ~ l - t - 0 ( a - - 1 ) ,  0 < 0 < 1 ,  also e < f i < l ,  bzw. l < f i < e  

ist. ttieraus folgt: 

x ( a - - 1 )  " - -  x - 2 2 - - q )  ( f i X ) =  (X), 
also 

z~-i  x~(~ - l) 2 (flx)~-~" 

Nun ist naeh Voraussetzung 

= A o 

(x) -~ A x ~ - -  o (x~), 
mithin 

X k 

Wegen der Voraussetzung fiber ~ " ( x )  haben wit weiterhin 

im Falle ~ > 1 ffir fix > x >  xo: 

x ~-z x~(a - 1) 2 ' 
also 

l imsup~:  ( x ) < A  , -if/ ~ - -1) ,  
g a = ~  X k - 1  ~ ~ - -  1 

wo 7 = a  oder 1, je naehdem k ~ 2  oder < 2  ist; 

im Falle t r  fiir f i x > a x > = x  o: 

~ ' ( z ) - _  ~ , ( . x ) - ~ ( z )  ( 1 - ~ ) ~  ~-~ 

also 

lira inf > A ~ -  l e 

wo (3-~ 1 ode~ a, je nachdem k >__ 2 oder < 2 is~. 

wir: 
Lassen wir e~ von rechts, bzw. yon links gegen 1 streben, so erhalten 

lira sup 

tim h~f ~ ' ( z )  > A k, 



17(0 G. Doetsch. 

(1) 

woraus folgt: 

lira ~' (x) A k. :~--i 

E r w e i t e r u n g  de s  S a t z e s  I. Es sei ~ ( x )  /iir x ~ 0 reell und zwei- 
real differenzicrbar, c f" (x)  in ]edem endlichen Intervalt im R i e m a n n -  
~chen Sinne eigentlich inl~grabel, A und k beliebig reell, 0 <_ d ~ l ,  
c > O  und 

q~ (x)  = A x ~ + o (x  ~-l*e) /i~.r x -~ oc, 

~"(x) > -cx~-'-~ /~.r x=>Xo>0,  a.h. ~"(x)=O~(x~-l~); 
dann ist 

~' (x) --+ A k ]i~r x --~ oz. xk--i 

Bewei s .  Fiir d ~ I unterscheidet sich dieser Satz yon Satz I nut  
dadmrch, da~ bei letzterem die Integrabitit/i~ yon ~v " (x )n i ch t  voraus- 
gese$zt wird. Es geniigt also, den Satz Iiir 0 _< d < 1 zu beweisen. An- 

genommen, es sei nicht ~ ' ( x ) ~  A k. Dann gibt es eine unendliche, zk--i 
gegen ~- oc waohsende Folge yon Zahlen x,, > xo > 0 (~ ~ 1, 2 . . . .  ) und 
eine Zahl ,2 > 0, so da$ entweder 

oder 
: "gJ 

fiir a l t e v  ~ 1, 2 , . . .  ist. Betrachten wir zun~chst ~ den ersten Fall. Es 
ist fiir x > 0- 

_~f~'(~)~ v"(~> (~ ~'(~ 
~ ~-~2 ~-~ -~j ~ , 

also, da q/ ' (x )  integrabel vorausgesetzt wird: 
gg gg 

~'(~> ~'(~) ~ ~"(v) ~'~'(y> 
~_~ x~._~ + j ~  d y  -- ( k - -  1) j - - ~ -  dy .  

Durch Anwendung der partiellen Integration auf das letzte Integral fotgt:  
z 

- - - =  + -- ~ I -- k ( k - - 1 )  d y-V4Y dy" 

Nun ist, wie wit  annehmen woll~en: 

(2) ~_~ > A ~  . . ,  
r 
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ferner nach Voraussetznng fiir y ~ Xo: 

, / '  (y) > 
- ~ - - T -  - -  c y - d ,  

also fiir x ~ x,: 

j y--~T-i y ~ _ - c  d Y ~ - c - - a - .  

Wir wghlen nun eine feste Zahl ~ > 0 so, dab 

i~t. F i i r  

ca<  ~- 6 

0 < - - 7 - - < 6  , 

d.h. fiir 
x ~ _ x G x , + ~ x d = & ,  

ist dann 

~ ,f" (y) ,3 
(3; d ~ :  ~ d y >  -- -6" 

q~ (y) 
Weiterhin hat ~-~_ fiir y - - .  oo den Grenawert A. 

so daf~ fiir x 2> x. > X o 

I , 

und ein X1, so dab fiir y > X ,  

w(.~) : < tA, + i ,  

also fiir x ~ x. > X 1 

folgtich 

Also gibt es ein X o, 

I ( '~o(y).  * -*~  
jy l . ) - iay  s  7 , 

z 

['q~(y) d I x--x~. 1 

mithin fiir X 1 < x, ~ x ~_ G 

I k ( k - - 1 )  f ~ d y  I < ( ~ A  I ~ - l ) , ~ k ( k - -  1) 
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ist. 

Da 

G. Doetsch. 

ist; da d < t ist, so gibt es ein X ~ >  X, ,  so dal~ fiir X ~ <  x ~  x ~ $. 

f ~(y) ~ 

Aus ( 1 ) bis (5)  folgt: Fiir Max (X  o, X_,) = Xa < x~ ~< x g &, ist 

x~_ ~ > A k - r - ~ .  

d /~(~p,  q~'(*) k q,(x) 

also 

ist, so folgt aus (6) und der Voraussetzung 

~(X) = A + o(xe-1)--~ A + o (1 ) :  
x k 

Fiir x. > Xz ist 

~ ( ~ )  e(z~) 

~ :  x k~, 
2~ r 

= lg g" k ) d x t-2- x. 
Xv 

= (~ + o (1))lg ( 1 T  x: :~)  �9 

Fiir alte hinreichend grol~en x~ ist also 

~ a 1 K 
4 x~ -d 2 -~ xvl--:.-d 

Dies is~ abet ein Widerspruch gegen die Voraussetzung 

~(x)----A + o  

2 ~ 3x~ (l-d) 

(K > o). 

nach der yon einer Steile X = X ( K )  an fiir a l t e  x " ~  x ' ~  X 

i ~(~') ~(z')* K 
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Liegt der zweite Fall vor: 

(7) ~'(x,> x~_i < A k - -  ~], 

so schrdben wir die Gleichung (1) in der Form: 

(s) ~-~ ,4 -~ J ,~- t ~,* =~ ) 

+ k ( k - - l j j y ~ + l d y .  

Da nach Voraussetrang fiir y ~ x o 
~ " ( y )  

- -  y ~ 2  i- ~ c Y  - ~  

ist, so erhalten wir ffir x,  > x > xo: 

pt "~ 
_ r z , , - =  

j y~_~ d y  =< c ........ z~ . 
,'12. 

'7 ist, and nennen wir % des /deins~e WiMen wit 6 > 0  so, dag c 6 . < g  

positive x,  das der Ungteichung 

o = - T a -  < a  

genii~, fiix das also die Gleichung x~ --  % = 6V, a, bes~dlt, so gilt f i r  

die Beziehung: 

q'" (Y) d" < ,t (97 

Weiterhin ist analog zu (4) far x ~ V, > X~: 

( i0 )  i( k __ e(x . )  .... < 

und ~naiog zu (5)  fiir X~ < ~;,, ~< x ~< x,  : 

Nach (7) his (11) ist fiir ~ a x  (x  o, X o, X,.) = X~ < ~, ~ x <_ x.  

( t2 )  ~ '(*) < A k  "~ xk~l 
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. ~ I I S  

i j o~ jzi+i 
a% ~v 

folgt mit Hilfe yon (12) und der Voraussetzung ~ ( x ) =  A + o ( t ) ,  sowie 
x k 

der Bemerkung, da~ % mit x~ gegen cc strebt, d~8 ffir alle hinreichend 
groi3en v 

~ , )  ~(~)  ,t lg k d x  

r ) 

�9 ~ 6 1 K 
< - - ~ ' "  1---~'~-=-- i-----~ 

~v ~ 

ist. Dies ist abermals ein Widersprueh gegen die Voraussetzung 
_ / 1 ) 

'e!~!_ A ~ o ~ - ~  womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Bemerkung .  Satz I uad seine Erweiterung geben eine hin.reichende 
Bedingung dafiir an, dag man aus e f ( x ) , - , , .Ax  ~ auf q ? ' ( x ) , ~ A k x  ~-~ 
schlieBen kann. Zum Vergteich zitiere ieh ats einen der bekanntesten 
and weittragendsten 8iitze dieser Art den Sara yon Herrn Landau~a): 
l,~t ~ ( x )  -,~ x und  x .  ~o'(x) hie abnehmend, so ist ~ ' ( x )  - *  1. 

Sara II. E s  sei y~(x) ]iir x ~ O  reell und r-real di//erenzierbar 
(r_> 2), 'r eigentlich integrabel, A beliebig reell, d beliebig ~ O, 
c > O und 

(z) ~- A ]iir x - - ,  co, OJ +d 

Dann  izt 

~ " - ~ )  - ~  a (r + d), 
~ r + d - 1  

,p"(z) --~ A (r + d ) ( r  -b 4 - - 1 ) ,  
x r + d - - 2  

. . . .  . . �9 . . . , . �9 . 

' ~ / ~ - ~ ( ~ ) - + A ( r + d ) ( r + d - - 1 )  (2 •  
xi+d ~ . . , 

xa) E. Landau, Beitr~igc zur a~alyt~sehen ZallenSheorie. l~ndieonti de! circoto 
matema~ico di P~lermo 26 (1908), S. 169-302 (S. 218, 219}. 
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Beweis .  Es ist iiir y=> xo: 

~/~J(y) > - -  cy'*, 
atso fiir x > xo: 

J c x ~ 1  c 
~'(~-l)(x) - -  ~ '~ ' - l ) (xo)= V(~)(y)dy>= d + t  T g T ~  x~ +~" 

X ,  

mithin 
qy-~(x). > - c~xe-:  ( q  > 0) .  

Ferner fiir x => xo: 
9~ 

v2(r-e)(x) --  V(r-"-)(Xo)= ~~ > - d---2 xa'-2 @ xa~9- -~- d~_ 2 o , 
g~O 

also 
~v('-~(x) > --  c . x  a+',- .,.co. > 

usw., schlieglieh 
> - �9 ( c , _ , ,  > o )  

far x i ~ x  o. Satz I, angewandt au2 e p ( x ) - - V ( x )  und k - - r @ d ,  liefert: 

'~'(x) + A ( r ~ d ) "  
; ~ r ~ - d - 1  ' ' 

angewandt auf ~v(x)~  V ' ( x )  m~d k---~ r - { - d -  1: 

w"(x) A ( r '  d ) ( r + d  1)" 
x r . ~  d _  2 + - ' i -  - -  , 

usw. ; zuletzt: 

~ ( ' - l ) ( x ) - *  A ( r - i - d )  ( 2 - ~ d ) .  
z d + t  " . ,  , 

w 

S~tze fiber eine Erweiterung des Grenzwertbegri~es. 

Es sei eine reelle Funktion f ( x )  der reellen Variablen x fiir x ~ 0 
clefiniert und ia ]edem endlichen Ingervall im R iemannschen  Sinne 
eigentlieh integrabel. Es kann vorkommen, dug f (x )  fiir x--+ oc einen 
Grenzwevt hat; dies entsprieht bei Reihen dem Falle der Konvergenz, we 
die Partialsummen einen Grenzwert haben. Strebt die Funktion keinem 
Grenzwert zu, so ist es natiirlich, gewisse durcla IntegrMe gebildete Mittel- 
werte zu betrachten. Dies hat z. B. Herr t I a r d y  1~) getan: Wenn f ( x )  

keinen Grenzwer~ hat,, so kann doeh l l - f ( y ) d y  einen solehen haben; 
0 

:4) G. H. Hardy,  t~searches ~n the theory of divergent series and divergent 
integral~. The qtmr~erly journM of pure and applied m,~tahem~tie~ R~ (1904), S. 22--66 
(s. 53--55). 



176 G. Doetsch. 

wenn nicht, dann vielleicht das Mittel dieser Funktion, usw. Diesen yon 
Herrn H a r d y  betrachteten Funktionen entsprechen bei Reihen die HSIde r -  
schen Mitte115). Die den Cess nachgebildeten Mi~tel ganzzahliger 
Ordnung wiizdea die Gestalt haben: 

/r x Y~-~ Yl 

0 0 O 

Beide Arteu sind iibrigens schon yon P. du  B o i s - R e y m o n d  1~) betraehtet 
worden. Mittel nichtganzz~hliger Ordnung hat man bisher nut fiir den 
Fall eingefiihrt, dab die Funktion f ( x )  speziell durch ein Integral dar- 
gestellt wird, worauf sich eine Summabilit/itstheorie fiir uneigentliche 
Integrale griindet17). Fiir beliebige h-ltegrable Funktionen babe ich nun 
in meiner Inauguraldissert.ation folgende, den Rieszschen arithmetischen 
Mittetn~S), die bekanntlich den Ces s ~quivalent sind, nachgebildeten 
Mittel xv) beliebiger positiver Ordnung definiert: 

Es sei k eine beliebige reelle gahl ~ 0. Ich setze 

1 f k-~ ~- y) d y  x = o,~)(x) I " ~ i  f ( y )  ( x -  far > O. 
0 

Dann heil~e die folgendermai]en definier~e Funktion: 

z 

#~)(x) = / ' ( k + l ) s ( ~ ) ( z )  = k x - ~ j f ( y ) ( x - -  y )~ -~dy  fiir x ,~ 0 
X k ~ 

0 

,u ~) (0) = f (O)  

das Mittel  ]r Ordnung oder das It-re Mittel yon f ( x ) .  Hat ,u(~)(x) 
~ r  x--~co einen Grenzwert, so nenne ich f ( x )  mediabet ~-ter Ordnung 
und jenen Grenzwer~ seinen Mittelwert k- ter  Ordnung. Hat f ( x )  fiir 
x--~oo einen Grenzwert, so heiI~e es mediabel 0- ter  Ordmmg. Es werde 
dementsprechend a(~ gesetzt. -- In diesem Mittetwertbegriff 
haben wir eine Erweiterung des Grr vor uns. 

~) O. HSlder, Grenzwer~he yon J~zihen an der Convergenzgrenze. Mathematische 
Annalen 20 (1882). S 535--549. 

16) p. du Bois-Reymond, Ueber den Convergenzgrad der variablen Reihen und 
den Stetigkeitsgrad der z~nctionen zweier Argumente. Journal fiir die reine und an- 
gewmadte MathematJk 108 (1887), S. 331-358 (S. 356). 

~:) Vgt. G. H. Hardy  and M. Riesz, The ger~eral theory of DiricTdet's series 
(Cambridge traet~ ~o. 18), Cambridge 1915, S. 23, 24. 

is) M. Riesz, Une mdthode de sommation dqui~alente ~ la mdthode des moyennes 
arithmEtiqjtes. Comptvs rend~s 152 (t2 juin t911), S. 1651--1654. 

x~) G. Doetseh,  Dissertation (vgL m)), S. 13, 14. 
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Ist  fiir x__~x o ~ 0  bei K > O  

so nenne ich f ( x )  beschriinkt, bzw. einseitig beschrginkt k-ter Ordnung. 
g b e r  den Mitteiwertbegriff babe ich foigende Konslsgenzsgtze be- 

wiesene~ Is t  f (x )  yon k-ter Ordnur~g medi2bel ( l c ~  0), so ist es yon 
jeder hdherea Ordnung k" S ]r mediabel zu demselben Mittelwert, Strebl 
[(x) gegeu + ec~, so ist es von keiner Ordnung medlabel. 

Dem C e s s  Chop in  a nschen Sa~z ~) fiber die Summabi]itiit der dutch 
Cauchysche  Multiplikation aas zwei sammablen '  Reihen entstandenen 

Frodaktreihe entspricht hier der Sa~z~:): 

Haben f~(x) und ~ (x) /iir x ~ 0 stetige Ableitungen, hat f ~ ( x ) d e n  
k~-~en 2~liltelwert l~, t~(x) den Ice-ten Mittelwert 12 (I~ 2> O, k~ ~ O ) und 
ist 5 (0) : f~ (0) =~ O, so hat die Funl~iion 

/ p , ,t 

s ~x) : f 5 (Y) fz (x -- y) dy = f f~ (y) A (x -- y ) d y  
0 0 

den Ic 1 ~- lc.~ -7- 1 -ten Mittelwert 11 l~. 
Aus den S~tzen des w 1 leitet man nun sofort die folgenden Theoreme ea 

ab, die genau der~ Shtzen yon Tell I ,  w 2 entspreehen. 

Sat,z 1. Is t  eine Funlction f ( x )  mediabel k-ter Ordnung (k~_~ 2', 
und einseitig beschrdnlct k - -  2-ter Ordnung~ ]erner im Falle l~ ~ 2 stetig, 
,so ist sie schon mediabel 1r  i - ter  Ordnung. 

Bewei s .  Ich seize 

wo G ~) (x) die in bezug auf f ( x )  gebildete Funk~ion yon S. 176 ist. Nun 
beweist man t e i ch~ ) ,  dM] alIgemein fiir ~ ~ 0, d ~ 0 

0 
also speziell 

f =j (v) dV 6 ( k )  

. . . .  0 

zo) Doetsch,  t. c. S. 15~18. 
~) Chapman ,  L c. S. 378. 
~') Doetseh,  1. c. S. 33. Der Spezialfa.lI k~ = k, = 0 dieses Satzes ist yon Herrn 

Hurdy (The "m~d~iplication of con4itionat~y convergent series. P~:oeeectings of the 
London mathem~ticM society, series 2, (i ([908), S. 410~23 :S. 421, 422]) ausge. 
~prochen worden. 

~a) Doetseh ,  L e. S. 39~41. 
~) Vgl. Doetseh ,  L e. S. 16, 17. 

Mathe.matisehe Zei tschr i f t ,  X L  t2 
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ist. Wegen der Stetigkeit von #~-~)(y)  ist mithin 

und ebenso 

(Ira Falle k--~ 2 ist nach Konvention ~(~-~)(x)= f (x)  und nach Voraus- 
setzung f ( x )  stetig, also die letzte Beziehung auch richtig.). Folglich 
haben wit: 

= + 

= 1 )  

~ f ( x )  #~) (x)  fiir x - * c o  einen Grenzwert l hat und yon einer Stelle D a  

~"(x)  / '(/r 1) 
an x,----~-----Z,(k_t ) /z~*-"~)(x) einseitig besehr~nkt ist, so ist nach Satz I 

x k-~ 1'(/O ' 

Sa t z  2. Ist eiue Funktion einseitig beschrdnkt d-ter Ordnung 
( d ~ 0), im ~'alle d ~ 0 stetig, und iiberhaupt yon irgend einer Ordnung 
k mediabd, so ist 8ie sicher mediabel d @ 1-ter Ordnung. 

Beweis .  Ich w~hle v ganzzahlig ~_~ 2 so groB, dal~ r -~- d =~ k ist. 
Dann ist die Funktion auch mediabel r -t- d- ter Ordnung, und unsere Be- 
hauptung Iolgt aus Satz I I ,  wenn man 

~ ( x ) = F ( r + d q -  1 ) #"+d)(x) 

setzt (vgk den Beweis -con Satz 1)- 

Aus Satz 2 folgt umnittelbar: 

Ist  eine t?unktion einseitig beschr(~nN d-ter Ordnung (d ~ 0), im 
Falle d == 0 stetig, und nicht mediabel d @ 1-ter Ordnung, so ist ~ie yon 
keiner Ordnung mediabel. 

S a t z  3. Haben zwei le~,ktionen fl (x) und f, (x) /iir x ~ 0 stetige 
Ableitungen, sind sie mediabel k~ ~ 1-ter bzw. k~ -47 1-ter Ordrbung 
(k l ~_~ O, k ~  O) zu den Mittelwert~n 1~, bzw. l~, dagegen beschr~in~ 
k~-ter, bzw. ko-ter Ordnung und ist f~(O)~ f ~ ( 0 ) =  0, so ist 

ro (x ) -~ f  f~ (y ) f : (x  -- y ) d y  
o 

sdwn yon k~ ~ k,. ~ 2-ter Ordnung mediabel zum Mittelwert l~ 1.,. 



Ces'Xrosche Summabilit~t bei Reihen usw. 179 

Beweis .  Unterscheidet man die mit Bezug auf f0, f~, ~ gebildeten 
o-Funktionen yon S. 176 durch die unteren Indizes 0, 1 , 2 ,  so is~, wie 
man unschwer beweis~ ~5): 

a~ok,+~,+:)(x)__.~ f al)/. , ,~o}f o, ~y)~o" ~ x - -  y ) d y .  
o 

Nach Voraussetzung ist f[ir x ~ x o :z 0, also, wie aus der Definition der 
o he~vorgeht, auch fiir x > 0: 

folglich 

also 

[ _@~+k2+ t} 

U 

Die Funktion fo(X) ist mithin beschr~akt k 1 -~-k~ + 1- ter  Ordnung, 
au•erdem nach dem allgemeinen S. 177 zitierten Satz mediabel k 1-4-/c e ~- 3 - ter 
Ordnung, also nach unserem Satz t schon mediabel k 1 + k o  ,+ 2- te r  
Ordnung. 

H a n n o v e r ,  den 9. Mai 1920. 

2~) Doetszh,  1. c. S, 28. 

(Eingegangen am 6. Juti 1920J 

12" 


